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Bericht  llber  die  Jahresyersammliuig  zu  Frankftirt  a.  M. 

Am  21.  bis  26.  September  1896. 

Die  diesjährige  Jahresversammlung  der  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung  &nd  in  Gemeinschaft  mit  der  Versanmüung  deutscher 
Naturforscher  und  Ärzte  zu  Frankftirt  a.  M.  statt,  und  es  hatten 
sich  gegen  60  Mathematiker  aus  Deutschland,  Österreich  und  der 
Schweiz  mit  einigen  Fachgenossen  aus  Belgien  und  Amerika  in  der 
alten,  für  derartige  Zusammenkünfte  gunstig  gelegenen  Eaiserstadt 
zu  wissenschaftlichem  Gedankenaustausch  vereinigt. 

Nachdem  der  Einfuhrende  der  Abteilung  fOr  Mathematik,  Herr 
Bausenberger,  die  Erschienenen  bewillkomnmet  hatte,  richtete  der 
Vorsitzende  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  Herr  A.  Brill, 
einige  Worte  der  Begrülsung  an  die  Mitglieder  derselben  und  widmete 
den  im  Laufe  des  Jahres  verstorbenen  Mitgliedern  L.  von  Seidel 
in  München  und  Chr.  Wiener  in  Karlsruhe  Worte  des  Gedächtnisses. 

In  den  wissenschaftlichen  Sitzungen  ist  eine  ungewöhnlich  groise 
Zahl  von  Vorträgen  gehalten  worden,  deren  Titel  in  der  folgenden 
Zusanunenstellung  vereinigt  sind.  Die  Referate  über  dieselben  ge- 
langen, soweit  sie  von  Mitgliedern  der  Vereinigung  gehalten  und 
der  Bedactionsconmiission  zugekommen  sind,  im  zweiten  Teile  dieses 
Jahresberichts  zur  Veröffentlichung. 

Liste  der  gehaltenen  Vorträge: 

1.  A.  Brill  (Tübingen):  Die  Zerf&llung  einer  Temärform  in  Linear- 
foctoren. 

2.  B.  Fricke  (Braunschweig) :  Über  eine  einfache  Gnippe  von  860  Ope- 
rationen. 

3.  F.  Klein  ^Göttingen):  Über  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  endlichen 
(discontinnirlichen)  Gmppen  linearer  Substitutionen  beliebig  vieler  Ver- 
änderlichen. 

4.  6.  Kohn  (Wien):  Über  eine  geometrische  Deutung  der  Invarianten 
doppelt  binärer  Formen. 

5.  6.  Landsberg  (Heidelberg):  Über  eine  specielle  Art  räumlicher  Ab- 
bildungen. 

6.  Fr.  Meyer  (Clausthal):  Über  volle  Systeme  in  der  Trigonometrie. 

7.  B.  Haufsner  (Würzburg);   Über  das  Goldbach*8che  Gfesetz. 

8.  L.  Heffter  (Giefsen):  Über  Nachbarconfigurationen,  Tripelsysteme  und 
xnetacykliBche  Gruppen. 

1* 
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9.  M.  Noether  (Erlangen):  Continuirliche  Gruppen  von  Cremona-Trans- 
formationen. 

10.  Boeel  (Barmen):  Über  die  Vieldeutigkeit  trigonometriBcher  Ent- 
Wickelungen  innerhalb  gewisser  Gfrenzen. 

11.  Schapira  (Heidelberg):  Über  eiJ^  ciibrum  algebraicum  oder  die 
cofunctionale  Entstehung  der  Primzahlen. 

12.  F.  Schilling  (Aachen):  Über  Kreisbogendreiecke  mit  einfachem 
Knotenpunkt. 

13.  Schoenflies  (Göttinnen):  Transfinite  Zahlen,  das  Axiom  des  Archi- 
medes  und  die  projective  Gbometr^. 

14.  Study  (Bonn):  Das  Apollonisohe  Problem. 

15.  E.  Schröder  ^Karlsruhe):   Über  G.  Cantor'sche  Sätze. 

16.  Hagen  (Washmgton):  Bericht  über  ein  Verzeichnis  der  Werke  von 
Leonhard  Euler. 

17.  K.  Bohn  (Dresden):  Bestimmung  der  Constantenzahl  bei  Raum- 
curven. 

18.  Steinitz  (Berlin):   Homogene  Congruenzen. 

19.  J.  Franz  (Königsberg  i.  Pr.):  Lineare  Differentialgleichungen  mit  abso- 
lutem Gliede. 

20.  F.  Klein  (Göttingen):  Über  die  analytische  Darstellung  der  Ro- 
tationen bei  Problemen  der  Mechanik. 

21.  Henneberg  TDarmstadt):    Zur  Hydrostatik. 

22.  Fr.  Meyer  (Clausthal):    Ober  &£^wirkungen  bei  Drillingsmaschinen. 
28.  Schwalbe  (Berlin):    Über  die  Vorbildung  der  Lehrer  fSr  Mathematik 

und  Naturwissenschaften  an  höheren  Unterrichtsanstalten  den  Forde- 
rungen der  heutigen  Zeit  gegenüber. 

24.  W.  Dyck  (München):  über  die  Beschlüsse  der  internationalen 
Catalog-Conferenz  zu  London  im  Juli  d.  J. 

26.  K.  Heun  (Berlin):  Über  die  mathematischen  und  mechanischen  Prin- 
cipien  in  Anwendung  auf  die  technischen  Probleme. 

26.  F.  S.  Archenhold  (Berlin):  Photographien  des  grofsen  Femrohrs 
(70  cm  O&ung,  21  m  Brennweite)  der  Treptower  Sternwarte. 

27.  H.  Burkhardt  (Göttingen^:  Über  Vectoranalysis. 

28.  Israel- Holtzwart  (Friantfurt  a.  M.):  Vorschlag  zu  einer  Vervoll- 
ständigung der  intuitiven  mathematischen  Darstellungsmittel. 

29.  F.  Hoff  1er  (Zürich):  Über  eine  Methode  der  gleichzeitigen  Be- 
stimmung der  Geschwindigkeit  des  Lichtes  und  der  Geschwindigkeit 
des  Sonnensystems  im  Baume. 

30.  G.  Mie  (Karlsruhe):  Über  die  Energiewanderung  im  elektromagne- 
tischen Felde. 

81.  W.  A.  Nippoldt  (Frankfurt  a.  M.):  Vorschläge  zur  Erzielung  eines 
möglichst,  vollkommenen  Isochronismus  von  Uhrpendeln  durch  ver- 
schiedene einfache  Compensationen. 

32.  0.  Bausenberger  (Frankfurt  a.  M.):  Die  Unstetigkeiten  der  Flüssig- 
keitsbewegungen. 

33.  Schütz  Rötungen):  Lösung  der  Bandwertaufgabe  für  das  Beugungs- 
bild von  Itöntgen-Strahlen. 

84.  E.  Wiechert  (Königsberg!.  Pr.):  Über  die  Massenverteilung  im  Innern 
der  Erde. 

35.  H.  Wiener  (Darmstadt):  Demonstration  von  Modellen  des  mathe- 
matischen Cabinets  der  Technischen  Hochschule  zu  Darmstadt. 

Von  diesen  Vorträgen  wurden  die  ersten  22  in  den  Fach- 
sitzungen,  der  letzte  bei  Besichtigung  der  Technischen  Hochschule 
in  Darmstadt,  die  übrigen  in  zwei  gemeinschaftlichen  Sitzungen  mit 
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den  Abteilungen  f&r  Physik,  fnr  Instrumentenkunde  und  für  mathe- 
matischen und  naturwissenschaftlichen  Unterricht  gehalten. 

Die  rege  Beteiligung  an  diesen  gemeinsamen  Sitzungen  ver- 
scbiedener  Abteilungen  läCst  einerseits  erkennen,  dafs  dieselben  einem 
Yoihandenen  Bedürfiiisse  entsprechen,  andererseits  legt  die  grolse 
Zahl  der  hierfür  angemeldeten  Vortrage  doch  den  Wunsch  nahe,  in 
Zukunft  diese  gemeinsamen  Sitzungen  dadurch  wirksamer  und  an- 
regender zu  gestalten,  dalls  in  denselben  weniger  specielle  Probleme, 
als  vielmehr  und  in  erster  Linie  Fragen  von  allgemeinerem  Inter- 
^sse  und  von  principieller  Bedeutung  —  etwa  in. Form  von  Refe- 
raten und  Correferaten  —  behandelt  werden.  Dem  Vorstande  vrurde 
anheimgegeben,  diesem  Wunsche  in  Zukunft  nach  Möglichkeit  Rech- 
nung zu  tragen.  Auch  für  die  Fachsitzungen  der  Abteilung  bezw. 
der  Vereinigung  trat  der  Wunsch  nach  Zusammenhang  zwischen  den 
Vorträgen  zu  Tage. 

Einen  Anfeuig  nach  dieser  Richtung  bildeten  diesmal  die  Vor- 
träge der  Herren  B.  Schwalbe  und  H.  Burkhardt,  denen  der 
Vorstand  für  die  Bereitwilligkeit,  mit  der  sie  sich  ihrer  Aufgabe 
unterzogen  haben,  zu  Dank  verpflichtet  ist.  Diese  beiden  Vorträge 
gelangen  im  zweiten  Teil  des  Jahresberichts  vollständig  zum  Ab- 
druck. 

Bei  Gelegenheit  des  Besuches  der  Technischen  Hochschule  zu 
Darmstadt  gab  Herr  F.  Klein  dem  Wunsche  Ausdruck,  es  möchte 
eine  Sammlung  kinematischer  Modelle  publicirt  werden,  welche  für 
einen  mäfsigen  Preis  in  solider,  aber  nicht  luxuriöser  Ausstattung 
die  wichtigsten  Mechanismen  in  der  Art  zur  Anschauung  brächte, 
dafis  der  mathematische  Grundgedanke  überall  deutlich  erkennbar 
hervorträte.  Eine  solche  Sammlung  würde  insbesondere  auch  für 
den  Universitätsunterricht  ein  sehr  schätzenswertes  Hül&mittel  sein. 
Bei  der  Discussion  zeigte  sich,  daHs  mehrfach  Ansätze  in  der  von 
Herrn  Klein  bezeichneten  Richtung  gemacht  worden  sind,  und  daJOs 
es  nur  an  einer  systematischen  Durchführung  mangelt.  Die  Be- 
deutung einer  derartigen  Sammlung  kinematischer  Modelle  wurde 
allseitig  anerkannt 

In  Bezug  auf  die  in  Aussicht  genommenen  Referate  ist  Fol- 
gendes zu  bemerken. 

1.  An  Stelle  des  ursprünglich  geplanten  Referates  der  Herren 
Hilbert  und  Minkowski  über  den  gegenwärtigen  Stand  der 
Zahlentheorie  ist  besonderer  Umstände  wegen  ein  Bericht  über  die 
Theorie  des  algebraischen  Zahlkörpers  von  Herrn  Hilbert  in  dem 
Jahresbericht  IV  veröffentlicht  worden,  während  Herr  Minkowski 
die  Fertigstellung  seines  Berichtes  für  einen  der  nächsten  Bände  in 
Aussicht  gestellt  hat. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


6  Bericht  über  die  Jahresyersaminluiig  zu  Frankfurt  a.  M. 

2.  Herr  Czuber,  welcher  ein  Referat  über  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung übernommen  hat,  hofft,  dasselbe  auf  der  nächsten  Ver- 
sammlung vorlegen  zu  können. 

3.  Herr  Stack el  hat  in  Bezug  auj^'den  von  ihm  übemonunenen 
Bericht  über  Diffierentialgeometriö  der  diesjährigen  Versammlung 
nähere  Mitteilungen  vorlegen  lassen  und  schätzt  die  zur  Fertig- 
stellung des  Referates  nötige  Zeit  auf  etwa  zwei  Jahre. 

In  Vorbereitung  befinden  sich  femer  noch  folgende  Referate: 

4.  Wälsch,  über  Liniengeometrie; 

5.  Pringsheim,   über  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen. 
Aufserdem  hat  sich 

6.  Herr  Mehmke  bereit  erklärt,  einen  Bericht  über  die  gra- 
phischen Methoden  zu  erstatten. 

Der  gegenwärtige  Jahresbericht  enthält  als  gröüseres  Referat 
den  ersten  Teil  des  von  Herrn  E.  Kötter  übernommenen  Berichtes 
über  die  Entwickelung  der  synthetischen  Geometrie.  Der  zweite  Teil 
wird  voraussichtlich  im  Jahresbericht  VI  zur  Veröffentlichung  ge- 
langen. 

Dem  auf  früheren  Versammlungen  wiederholt  zum  Ausdruck 
gelangten  Wunsche,  die  Frage  der  Vorbildung  der  Lehrer  und  des 
Unterrichts  auf  die  Tagesordnung  zu  setzen,  ist  diesmal  durch  den 
schon  erwähnten  Vortrag  des  Herrn  Schwalbe  genügt  worden;  der 
Vorstand  wurde  von  der  Versammlung  beauftragt,  diesen  Fragen 
auch  femer  seine  Aufmerksamkeit  zu  widmen. 

An  Stelle  des  ursprünglich  geplanten  mathematischen  Lexikons 
befindet  sich  eine  Encyklopaedie  der  mathematischen 
Wissenschaften  in  Vorbereitung;  dieselbe  wird  mit  Unter- 
stützung der  Gesellschaft  der  Wissenschafben  zu  Göttingen  und  der 
Akademien  zu  München  und  Wien  im  Verlage  von  B.  G.  Teubner 
zu  Leipzig  erscheinen.  Die  Redaction  des  Unternehmens  liegt  in 
den  Händen  der  Herren  Fr.  Meyer  (Clausthal)  und  H.  Burkhardt 
(Zürich).  Seitens  der  von  den  Akademien  niedergesetzten  Conunission 
ist  Herr  H.  Weber  (Strafsburg  i.  E.)  als  Vertreter  der  Deutschen 
Mathematiker- Vereinigung  cooptirt  worden. 

Der  von  verschiedenen  Seiten  und  auch  auf  den  früheren  Ver- 
sammlungen erörterte  Plan  eines  internationalen  Mathematiker- 
Congresses  ist  inzwischen  seiner  Verwirklichung  näher  gerückt. 
Infolge  einer,  wohl  zuerst  von  Herm  H.  Weber  gegebenen  An- 
regung haben  sich  die  Mathematiker  Zürichs  unter  dem  Vorsitz  des 
Herm  Geiser  zu  einem  localen  Comit^  constituirt  und  die  Vor- 
bereitung eines  internationalen  Congresses  von  Mathematikern  über- 
nonmien.     Ebenso  wie  sich  hervorragende  Mathematiker  aller  Länder 
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und  auch  die  Societe  mathematique  de  France  über  das  unter- 
nehmen günstig  geäuTsert  haben,  wnrde  von  den  in  Frankfdrt  a.  M. 
Tersammelten  Mitgliedern  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung 
die  Zustimmung  zu  dem  Congress  ausgesprochen.  Nach  den  Mit- 
teilungen des  Herrn  Budio  (Zürich)  auf  der  Frankfurter  Versanun- 
lung,  welcher  namens  des  Züricher  Comit^s  zur  Beteiligung  an  dem 
Gongresse  einlud,  wird  der  letztere  am  9.,  10.  und  11.  August  1897 
in  Zürich  stattfinden.  Das  locale  Comit^  wird  sich  mit  einem  er- 
weiterten Comite  umgeben,  welchem  namhafte  Mathematiker  der 
▼erschiedenen  Länder  angehören  werden;  von  deutschen  Mathematikern 
ist  Herr  Klein  (Göttingen)  cooptirt  worden.  Die  Einladungen 
werden  nicht  an  die  mathematischen  Oesellschafben  ergehen,  sondern 
sie  werden  an  die  einzelnen  Mathematiker  persönlich  gerichtet 
werden.  Von  Seiten  der  Vereinigung  wurde  noch  nachträglich  der 
Wunsch  geäuisert,  dals  die  wissenschafUichen  Verhandlungen  des 
Gongresses  nicht  aus  einer  Fülle  einzelner  specieller  Mitteilungen 
bestehen  sollten,  sondern  dals  möglichst  grölsere  Fragen  von  all- 
gemeinem Interesse  zum  Gegenstande  der  Besprechung  gewählt 
werden  möchten. 

Aus  Anlafis  des  bevorstehenden  80.  Geburtstages  des  Herrn 
B.  Hoppe  (Berlin)  ermächtigte  die  Versanunlung  ihren  Vorstand,  den 
Jubilar  namens  der  Vereinigung  in  angemessener  Weise  zu  begrüfsen. 
Der  Vorsitzende,  Herr  A.  Brill,  hat  Herrn  Hoppe  zum  18.  No- 
vember 1896  in  einem  Schreiben  die  Glückwünsche  der  Vereinigung 
ausgesprochen. 

Da  die  nächste  Jahresversanmilung  der  Gesellschaft  deutscher 
Naturforscher  und  Ärzte  in  Braunschweig  stattfinden  wird,  so  be- 
scUoIb  die  Vereinigung,  im  Jahre  1897  ebendaselbst  in  Verbindung 
mit  der  Abteilung  für  Mathematik  und  Astronomie  die  nächste  Zu- 
sammenkunft abzuhalten. 
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1.  Die  geschfiftlichen  Mitteilungen  wurden  Ton  dem  Schrift-  und 
Kassenfährer,  Herrn  Gutzmer,  in  der  C^chäftssitzung  der  Vereinigung, 
welche  unter  dem  Vorsitz  des  Herrn  A.  Brill  am  24.  September  1896  m 
Frankfurt  a.  M.  stattfand,  erstattet.  Eine  Übersicht  über  die  Einnahmen 
tmd  Ausgaben  nach  dem  Stande  vom  31.  December  1896  ist  unten  mit- 
geteilt. 

2.  Zu  Kassenreyisoron  wurden  die  Herren  G.  Cantor  und  H.  Grafis- 
mann  gewählt.  An  Stelle  der  statuten^mäfs  Ende  1896  ausscheidenden 
Herren  H.  Weber  und  G.  von  Escherich  wurden  die  Herren  G.  Hauck 
(Berlin)  und  A.  Vofs  (Würzburg)  in  den  Vorstand  gewählt.  Beide 
Herren  haben  die  Wahl  angenommen.  Der  Vorstand  der  Vereinigung 
besteht  demnach  für  das  Jahr  1897  aus  folgenden  Herren:  A.  Brill  (97), 
A.  Wangerin  (97),  F.  Klein  (98),  A.  Gutzmer  (98),  G.  Hauck  (99), 
A.  Vofs  (99);  daDei  bezeichnen  die  in  Klammem  beigefugten  Zahlen  das 
Jahr,  an  dessen  Ende  der  Betreffende  statutengemäfs  ausscheidet. 

3.  Die  Wahlen  innerhalb  des  Vorstandes  haben  für  das  Jahr  1897 
zu  folgendem  Ergebnis  geführt: 

Herr  F.  Klein  (Göttinnen)  Vorsitzender; 
Herr  A.  Gutzmer  (HaÖe  a.  S.)  Schrift-  und  Kassenführer; 
Herr  A.  Wangerin  (Halle  a.  S.)  und  Herr  A.  Gutzmer  Jtedactions- 
commission  für  den  Jahresbericht. 

4.  Da  08  nicht  möglich  war,  in  der  kurzen  Frist  bis  zur  Druck- 
legung dieses  Jahresberichtes  für  sämtliche  verstorbenen  Mitglieder  Kach- 
rufe bezw.  Würdigungen  ihrer  wissenschaftlichen  Leistungen  zu  erlangen, 
wird  der  Dahingeschiedenen  erst  im  nächsten  Bande  ausführlich  gedacht 
werden. 

5.  Vom  vorliegenden  Bande  an  ist  der  Verlag  der  Jahresberichte  an 
die  Verlagsbuchhandlung  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  überseganffen ; 
dieselbe  uefert  den  Jahresbericht  an  die  Mitglieder  zum  Buchhändler- 
Nettopreise. 

6.  Die  Versammlung  hat  den  Beschlufs  gefafst,  dafs  in  Zukunft  die 
rückständigen  Mitgliederbeiträge  unter  Zuschlag  des  Portos 
durch  Postauftrag  eingezogen  werden  sollen,  und  dafs  die  Nicht- 
einlösung des  Postauftrages  die  Streichung  aus  der  Mit- 
gliederliste zur  Folge  haben  soll. 
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Geschäftlicher  Bericht. 
Kassenbericht* 

Nach  dem  Stande  rom  31.  December  1896. 


BinnahmeiL 
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Aufgaben. 


.« 


Kaawnbettond  am  1.  Deoember  1896    .  . 
Jahreebeitrige  der  MitgUeder: 

S  Nachträge  fOr  1893 K     4,00 

4  „  „   1894    ....„      8,00 
34         „             „   1895    ....     „    68,08 

90  Beiträge  für  1896 „  180,81 

II  Yoranwahinngqi  f.  1897     .   .     „    8i,00 

5  „  „1898     .    .     „    10,00 
1               „  „  1899—1905  „    14,00 
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Dmokaachen 

Versohiedenet  (Papier,  Briefordner  u.  ■.  w.) 

Poatporti 

Angekanfl:  nom.  JU:  900  87«  Beichsanleihe 

(500  k  99,40;  200  k  99,70;  200  k  99,10) 

Barbettand 


806 


11  Ablöfongm  der  Jidireabeitrftge  .... 

ZSbmd  Ton  JC  1900  3%  Beicht- 

aaleihe  1  Jahr JC   54,00 

Zinten  Ton  JC  700  8%  Reicht- 
anleihe Va  Jahr „    10,60 


50 


165 


Snmme      1194  90 


Summe      1194;  90 


Termögenabeetand:  nom.  JC  2700  3%  Beichtanleihe  im  Ankaufiwerte  ron  JC  2586,40. 

Barer  Kattenbettand „    165,65. 

Antttinde:   6  Beitr&ge  fOr  1898;  9  Beiträge  fdr  1894;  62  Beiträge  fttr  1895;  121  Beiträge  für  1896; 
intgeiamt  198  Beiträge  k  JC  %00  ^  JC  396,00. 

A.  Oattmer,  alt  KattenfOhrer. 
6.  Cantor,  H.  Oraftmann,  alt  Beritoren. 
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Die  Deutsche  Mathematiker -Vereinigang  hat  den  Verlast  folgender 
Mitglieder  zu  beklagen: 

Buka,  F.,  Professor  an  der  technischen  Hochs6hiile,  Charlottenburg. 

Meyer,  A.,  Professor  an  der  Universität,  Zürich. 

Seelhof f,  P.,  früher  Lehrer  an  der  Navigationsschule,  Bremen. 

Seidel,  Ph.  L.  von,  Professor  an  der  Universität,   München. 

Sinram,  H.  Th.,  Hamburg. 

Weierstrafs,  K.,  Professor  an  der  Universität,  Berlin. 

Weyer,  G.  D.,  Professor  an  der  Universität,  Kiel. 

Wiener,  Chr.,  Professor  an  der  technischen  Hochschule,  Karlsruhe. 

Die  nachstehenden  Mitteilungen  über  den  Lebensgang  von 
H.  Th.  Sinram  sind  auf  Grund  der  Angaben  seiner  Angehörigen 
von  Herrn  A.  Gutzmer  zusammengestellt  worden.  —  Durch  die  Ver- 
mittelung  von  Herrn  F.  Rudio  sind  wir  femer  in  der  Lage,  einen 
Nekrolog  auf  Arnold  Meyer  aus  der  Feder  des  Herrn  A.  Lang 
in  die  Chronik  aufiiehmen  zu  können. 

Der  übrigen  verstorbenen  Mitglieder  wird  im  nächsten  Jahres- 
berichte eingehend  gedacht  werden. 


Heinrich  Theodor  Sinram. 

Am  22.  December  1840  zu  Hannover  geboren  und  auf  der 
damaligen  Bürgerschule  daselbst  vorgebildet,  trat  Heinrich  Theodor 
Sinram  im  Alter  von  17  Jahren  als  Freiwilliger  bei  der  Artillerie 
ein  und  besuchte  drei  Winter  hindurch  die  Unterofficierschule  zu 
Hannover,  wo  seine  Begabung  für  Mathematik  herv(Hirat.  Nach 
dem  Kriege  von  1866  fand  er  Anstellung  bei  dem  städtischen 
Vennessungsbureau  in  Hamburg  und  war  später  daselbst  als  Lehrer 
an  der  polytechnischen  Vorbildungsanstalt  von  Pape  thätig.  Im 
Jahre  1876  begründete  Sinram  eine  eigene  „Fachschule  für  Mathe- 
matik,  Physik   und   Zeichnen",   die  sich   eines   guten  Zuspruchs  er- 
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freute.  Zur  Vervollkommnung  seiner  Kenntnisse  begab  er  sich  auf  ein 
Jahr  nach  Göttingen  und  besuchte  hier  insbesondere  die  Vorlesungen 
von  M.  A.  Stern.  Im  April  1896  mufete  er  seine  Thätigkeit  eines 
inneren  Leidens  wegen  einstellen,  unterzog  sich  dann  einer  Ope- 
ration, an  deren  Folgen  er  am  10.  September  1895  zu  Hamburg 
verschied.  —  Sinram  hat  eine  Reihe  von  Aufsätzen  im  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik  veröffentlicht,  die  sich  auf  Fragen  der  ele- 
mentaren Geometrie,  Algebra  und  Beihenlehre  beziehen. 


Arnold  Meyer/) 

Von  A.  Lang. 

Am  7.  Juli  1896  starb  in  Zürich  unser  Mitglied  Dr.  Arnold 
Meyer,  ordentlicher  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität. 
Er  war  geboren  als  das  älteste  von  drei  Geschwistern  den  11.  Sep- 
tember 1844  in  Andelfingen,  wo  sein  Vater  Secundarlehrer  war. 
Von  1850  bis  1859  besuchte  er  zunächst  die  Primär-,  dann  die 
Secimdarschule  seines  Geburtsortes.  Frühzeitig  erwachte  in  ihm  die 
Liebe  zur  Mathematik.  Nach  Absolvirung  der  Secundarschule  blieb 
er  noch  ein  Jahr  zu  Hause,  um  sich  durch  Privatstunden  und  durch 
Selbststudium  auf  den  Eintritt  in  die  höhere  Industrieschule  in 
Zürich  vorzubereiten.  Nachdem  er  die  Klassen  dieser  Anstalt  durch- 
laufen lind  das  Zeugnis  der  Reife  erhalten,  trat  Meyer  in  die  sechste, 
d.  h.  die  mathematisch -naturwissenschaftliche  Abteilung  des  Poly- 
technicums  ein,  an  der  er  sich  das  Diplom  eines  Fachlehrers  für 
Mathematik,  Physik  und  Chemie  erwarb.  Hierauf  verbrachte  Meyer 
zwei  Jahre  in  ländlicher  Zurückgezogenheit  bei  seiner  Mutter  — 
der  Vater  war  inzwischen  gestorben  —  in  Andelfingen,  um  mit  aller 
Muise  seinen  mathematischen  Studien  obzuliegen.  Dann  ging  er 
1866  nach  Berlin  und  1867  nach  Paris.  Weierstra£s,  Kummer  und 
Hermite  waren  seine  bevorzugten  Lehrer;  auf  die  Richtung  seiner 
späteren  eigenen  Studien  hat  hauptsächlich  Hermite  bestinunend  ein- 
gewirkt. Nach  einem  kurzen  Aufenthalte  in  England  kehrte  Meyer 
in  die  Heimat  zurück,  versah  1868 — 1869  eine  Stelle  als  Verweser 
an  der  Industrieschule  und  dem  Gjrmnasium  in  Winterthur  und 
habilitirte  sich  sodann  1870  am  eidgenössischen  Polytechnicom. 
1871  promovirte  er  bei  dem  von  ihm  hochverehrten  Schläfli  in 
Bern  auf  Grund  einer  Inauguraldissertation,  betitelt:  .,Zur  Theorie 


*)  Mit  unwesentlichen  Änderungen  abgedruckt  aus  dem  42.  Bande  der 
von  F.  Budio  herausgegebenen  „A^erteljuirsschrift  der  naturforschenden 
Gesellschaft  in  Zürich'*. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


Zum  Gedächtaiis.  19 

der  unbestimmten  tem&ren  quadratischen  Formen^S  Zu  gleicher  Zeit 
übernahm  er  ein  Vicariat  in  Mathematik  an  der  Zürcher  Industrie- 
scfauler  1872  wurde  er  definitiv  angestellt  und  noch  im  gleichen 
Jahre  zum  Prorector,  im  Herbst  1873  sodann  zum  Rector  der  An- 
stalt ernannt.  Ein  neues  und  mehr  zusagendes  Wirkungsgebiet  er- 
ö&ete  sich  ihm,  als  ihn  die  Regierung  im  September  1876  als 
Ordinarius  für  Mathematik  an  die  Zürcher  Universität  berief,  an 
der  er  mit  dem  grOisten  Pflichteifer  thatig  war,  bis  ihn  eine  bös- 
artige Krankheit  bald  nach  Beginn  des  Sommersemesters  1896  auf 
das  letzte  Krankenlager  warf. 

Mit  Arnold  Meyer  schied  ein  äuTserst  gewissenhafter,  trefflicher 
Lehrer,  ein  unermüdlicher  Arbeiter  und  exacter  klarer  Kopf.  Er 
war  ein  bescheidener,  stiUer,  sehr  zurückhaltender  Mann,  der  sich 
stets  vom  öffentlichen  Getriebe  der  Welt  und  von  gesellschaftlichen 
Zerstreuungen  fem  hielt.  Er  hatte  keinen  Feind,  war  vielmehr  von 
allen  seinen  Collegen  und  Schülern  in  gleich  hohem  Mause  geachtet 
und  gewürdigt.  Meyer  war  ein  vielseitig  gebildeter  Mann.  Er  be- 
herrschte das  Französische,  Englische  und  Italienische  und  war  ver- 
traut mit  der  vornehmsten  Litteratur  dieser  Sprachen.  Seinen  Lieb- 
lingen unter  den  römischen  Klassikern  blieb  er  bis  zum  Tode  treu. 
Daneben  liebte  er  die  Natur,  war  eifriger,  doch  nicht  fanatischer 
Bergsteiger.  Bewandert  auch  in  allen  beschreibenden  Naturwissen- 
schaften, beschäftigte  er  sich  im  Stillen,  fast  im  Geheimen,  mit 
Naturstudien  aller  Art,  sammelte  Käfer,  Spinnen,  Mineralien  und 
legte  sich  ein  stattliches  Herbarium  an. 

Die  vortrefflichen,  in  ihrer  Art  mustergültigen  mathematischen 
Untersuchungen  Arnold  Meyer's  bewegen  sich  auf  dem  Gebiete  der 
Zahlentheorie. 

Durch  letztwillige  Verfügung  vermachte  er  sein  ganzes  Ver- 
mögen der  mathematisch -naturwissenschaftlichen  Section  der  philo- 
sophischen Facultät  der  Zürcher  Hochschide  mit  der  Bestimmung, 
dais  bei  einer  etwaigen  Auflösung  der  Facultät  das  Vermögen  in 
das  Eigentum  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich  über- 
gehen müsse. 

Verzeichnis  der  wissenschaftlichen  Abhandlungen 
von  Arnold  Meyer. 

1.  Zar  Theorie  der  unbestimmten  temären  quadratischen  Formen.  Disser- 
tation 1871. 

2.  Eid  Satx  ans  der  Theorie  der  indefiniten  temären  quadratischen  Formen. 
Vierteljahisschrift  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich,  28.  Jahrg. 
1888. 

3.  Über  die  Kriterien  für  die  Auflösbarkeit  der  Gleichung  ax^  -{-  by*  -{■ 
ci*  +  du*  =»  0  in  ganzen.  Zahlen.    Daselbst,  29.  Jahrg.  1884. 

4.  Über  die  Auflösung  der  Gleichung  ax* +  by* +  cz* +  du*  +  ev*^  0 
in  ganzen  Zahlen.    Daselbst,  29.  Jahrg.  1884. 
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5.  Über  die  Klassenanzahl  deijenigen  temfixen  quadratischen  Formen, 
durch  welche  die  NuU  ration^  dfurstellbar  ist.  (belle's  Journal,  98.  Bd. 
1885. 

6.  Über  eine  Eigenschaft  der  Pell'schen  Gleichung.  Vierteljahrsschrift  der 
natnrforschenden  Gesellschaft  in  Zürich,  32.  Jahrg.  1887. 

7.  Über  einen  Satz  yon  Dirichlet.    Crelle's  Journal,  108.  Bd.  1888. 

8.  Zur  Theorie  der  indefiniten  temären  quadratischen  Formen.  Daselbst, 
108.  Bd.  1891. 

9.  Über  indefinite  quadratische  Formen.  Vierteljahrsschrift  der  natar- 
forschenden  Gesellschaft  in  Zürich,  86.  Jahrg.  1891. 

10.  Note  zu  der  Abhandlung  über  tem&re  Formen  im  98.  Bande  dieses 

Journals.    Crelle's  Journal,  112.  Bd.  1893. 
11—13.  Über  indefinite  temäre  quadratische  Formen.    Daselbst,  113.,  114., 

116.  Bd.  1894—1895. 

Nach  dem  Tode  erschien: 
14.  Über  indefinite  temäre  quadratische  Formen.    Daselbst,  116.  Bd.  1896. 
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über  dieTorbfldnng  der  Lehrer  für  Mathematik  und  NatnrwisseB- 

sehaften  an  hSheren  Unterriehtsaiuitalten  den  Forderungen  der 

heutigen  Zeit  gegenflber. 

Von  Prof.  Dr.  B.  Bohwalbe  (Berlin). 

^Zugleich  Berichterstattimg  über  die  Beschlüsse,  welche  der  Verein  zur 
Fördenmg  des  naturwissenschaftlichen  und  mathematischen  Unterrichts 
zn  Pfingsten  dieses  Jahres  in  seiner  Versammlung  zu  Elberfeld  gefafst  hat.) 

Nor  yerhftltnism&feig  selten  sind  in  den  Versammlungen  deutscher 
NatnifoTScher  und  Ärzte  Fragen  zur  Erörterung  und  Darlegung  ge- 
kommen, welche  mit  Unterricht  und  Erziehung  in  Zusammenhang 
standen  oder  unmittelbar  Gebiete  und  Abschnitte  daraus  behandelten. 
Es  waren  stets  nur  Fragen  der  Wissenschaft  und  der  ärztlichen 
Praxis,  welche  die  einzehien  Abteilungen  oder  die  Haupteitzungen 
beschftftigten;  die  Behandlung  der  wissenschaftlich -unterrichtlichen 
Gegenstände  blieb  auf  einen  kleinen  Kreis  beschränkt,  während 
diese  gewils  denselben  Anspruch  auf  ViTichtigkeit  erheben  können, 
wie  viele  Gebiete  des  ärztlichen  Berufs.  Die  Versanunlungen  der 
jüngeren  naturforschenden  Gesellschaften,  der  British  Association  und 
der  Association  fran^aise,  haben  von  Anfang  an  eine  andere  Richtung 
gehabt  und  der  Umgestaltung  des  Unterrichts  nach  der  naturwissen- 
schaftlichen Seite  hin  seit  Jahrzehnten  die  gröfste  Aufinerksamkeit 
geschenkt.  Namentlich  war  es  die  britische  Naturforscherversammlung, 
welche  in  der  Erkenntnis,  dafs  die  Fortentwickelung  der  Natur- 
wissenschaften nur  dann  von  allgemeinem  Segen  sein  kann,  wenn 
^ese  Wissenschaften  auch  in  der  Volkserziehung  und  Jugendbildung 
eine  den  rein  linguistischen  Fächern  gleichwertige  Stellung  ein- 
nehmen, den  naturwissenschaftlichen  Unterricht  zum  Gegenstande 
fortlaufender  aUgemeiner  Berichterstattung  gemacht  hat.  In  fast 
allen  Jahrgängen  der  Beports  of  the  British  Association  findet  sich 
ein  Report:  The  Teaching  of  science  in  Elementary  schools,  so  noch 
zuletzt  in  Oxford  1894,  in  Ipswich  1895,  an  welchem  bedeutende 
Fachgelehrte  (Armstrong,  Maskelyne,  Thompson  etc.)  beteiligt  sind; 
ebenso  bilden  die  Fragen  der  Technical  Education  einen  stehenden 
Gegenstand  der  Erörterungen,  die  auch  von  den  allgemeinwissen- 
schaftlichen Zeitschriften,  wie  Nature,  eifrig  gepflegt  werden. 
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Die  Versammlung  des  Jahres  1885  zn  Aberdeen  lenkte  in 
dieser  Beziehung  nicht  nur  die  Aufinerksamkeit  der  zunächst  be- 
teiligten Kreise,  sondern  des  ganzen  englischen  Volkes  auf  sich.  ,,An 
eloquent  protest  against  the  exclusive  System  of  classical  education^^ 
wurde  die  Versammlung  von  dem  Athenaeum  genannt.  In  beredter 
Ansprache  hatte  Play  fair  vor  der  von  2000 — 3000  Personen  be- 
suchten Versammlung  eine  Übersicht  über  die  Thätigkeit  Englands 
in  Beziehung  auf  den  naturwissenschaftlichen  Unterricht  und  die 
Bedingungen  des  Fortschritts  des  naturwissenschaftlichen  Geistes, 
gegeben.  Er  knüpfte  an  die  Versanmilung  in  Montreal  1884  an, 
erörterte  die  grolBe  Anregung,  durch  welche  die  Golonien  in  wissen- 
schaftlicher Beziehung  in  geistigem  Austausch  mit  England  stehen, 
und  forderte  vor  allem  die  Pflege  des  naturwissenschafblichen  Unter- 
richts in  allen  Schulen,  indem  er  die  Worte  des  Prince  Consort 
Albert,  gesprochen  am  14.  September  1859,  anführte: 

„Gesetzgebung  und  Staat  werden  mehr  und  mehr  die  Ansprüche 
der  Naturwissenschaften  auf  Berücksichtigung  anerkennen,  so  daüs  die 
Wissenschafken  nicht  mehr  zu  betteln  brauchen,  sondern  sich  an  sie 
wie  ein  geliebtes  Kind  an  den  Vater,  sicher  der  väterlichen  Fürsorge 
für  ihr  Wohlergehen,  wenden  können;  wir  haben  Grund  zu  hoflfen, 
dafs  der  Staat  in  den  Naturwissenschaften  eine  der  Grundlagen  für 
seine  Stärke  und  sein  Glück  anerkennnen  wird,  um  sie  zu  pflegen, 
wie  die  einfachsten  Gesetze  der  Selbsterhaltung  es  fordem^^ 

,J)ie  Naturwissenschaften  werden  mehr  dem  Namen  \nach  als  in 
Wirklichkeit  gelehrt,  gründlich  und  angemessen  nur  in  drei  Schulen 
Grossbritanniens,  und  England  wird  bald,  wenn  den  Naturwissen- 
schaften im  öffentlichen  Unterricht  nicht  grölsere  Aufinerksamkeit 
geschenkt  wird,  von  anderen  Ländern  überholt  werden.  Die  arbeitenden 
Klassen  erhalten  jetzt  besseren  Unterricht  in  den  Naturwissenschaften 
als  die  mittleren,  denn  die  for  diese  bestimmten  Schulen  haben  sich 
noch  nicht  den  Forderungen  des  modernen  Lebens  angepaDst  und 
zeigjBn  beklagenswerte  Mängel  im  naturwissenschaftlichen  Unterricht 
(Lubbock).  Während  12  bis  16  Stunden  den  klassischen  Sprachen 
gewidmet  werden,  betrachtet  man  in  einem  groDsen  Teile  dieäer 
Schulen  2  bis  3  Stunden  fär  die  Naturwissenschaften  als  ausreichend, 
und  in  Schottland  sind  überhaupt  nur  6  Schulen,  die  mehr  als 
2  naturwissenschaftliche  Stunden  erteilen.  Die  alten  Traditionen  der 
Erziehung  sitzen  so  fest  wie  die  Bohrmuschel  im  Felsen,  und  man 
könnte  fast  die  Ho&ung  auf  Änderung  aufgeben,  da  das  exclusive 
System  klassischer  Erziehung  den  Angriffen  eines  Milton,  Cowley, 
Montaigne  widerstanden  hat.  Die  öffentliche  Meinung  mufe 
dieses  System  brechen,  die  Bedürfnisse  des  modernen 
Lebens  werden  auch  die  Schulen  zwingen,  sich  einem  natur- 
wissenschaftlichen Zeitalter  anzupassen.  Die  Grammatik- 
schulen halten  sich  für  unsterblich,  aber  sie  werden  schlieMch  ihre 
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Unsterblichkeit  befenen,  weil  sie  dann  aolser  Berührung  mit  dem 
Jahrirandert  keine  Sympathie  und  Anpassung  mehr  besitzen  werden/^ 

Vortrefflich  widerlegt  er  dann  die  Behauptung,  dafe  die  Natur- 
wissenschaften fSr  die  Förderung  der  geistigen  Entwickelung  ungeeignet 
seien,  und  zeigt,  wie  die  Naturwissenschafken  alle  Zweige  der  mensch- 
lichen Thfttigkeit  mit  einander  verbinden.  Bei  derselben  Versammlung 
wnrden  in  der  physikalischen  und  chemischen  Section  allgemeine. 
Ansprachen  mit  denselben  Grundgedanken  gehalten.  Chrystal  ftlhrte 
ans,  daijs  für  den  Fortschritt  in  den  Naturwissenschafken  vor  allen 
Dingen  ein  lU^turwissenschafklich  gebildetes  Publicum  vorhanden  sein 
müsse,  ein  Publicum,  das  in  höherem  oder  geringerem  Grade  natur- 
wissensciuiftliche  Bildung  erhalten  habe,  nicht,  wie  in  Deutschland, 
ein  professionelles,  wo  nur  ein  kleiner  bestimmter  Kreis  von 
Personen  die  naturwissenschafklichen  Fragen  discutirt  und  versteht; 
Armstrong  erörterte  die  Erziehung  zur  Beobachtung  als  ein  Haupt- 
ziel des  naturwissenschafklichen  Unterrichts.  Auch  einzelne  ünter- 
richtsgegenstftnde  wurden  ofk  eingehend  besprochen,  und  man  kann 
wohl  sagen,  dais  in  England  auch  die  ganze  wissenschafkliche  Ge- 
lehrtenwelt den  Fragen  des  Unterrichts  und  der  Erziehung  in 
den  Natnrwissenschafken  das  gröMe  Interesse  und  eine  eingehende 
lOtarbeit  entgegenbringt.  Die  Überzeugung  Huxley's:  „der  wahre 
Fortschritt  der  Menschheit,  die  Wohlfahrt  des  Einzelnen  wie  der  Ge- 
samtheit, die  Milderung  der  Sitten  hängt  mit  der  Entwickelung  der 
Natnr¥ns8en8chafken  zusammen  ^^,  wird  von  den  weitesten  Kreisen 
gctftlt*) 

Auch  bei  delr  diesjährigen  Versammlung  der  British  Association 
In  Liverpool  ist  eine  grofise  Anzahl  von  unterrichtlichen  Thematen 
zur  Erörterung  in  den  allgemeinen  oder  Sectionssitzungen  vor- 
geschlagen r  Physical  and  mental  deviation  from  the  normal  among 
children  in  public  elementary  and  other  schools  (Galton  etc.). 
J.  J.  Thomson:  Teaching  of  physics.  Marr  (Address,  geology):  The 
advantage  of  geology  as  an  Instrument  of  education  (Nature 
Nr.  1401,  p.  416).  Daneben  ist  wieder  ein  Comitebericht:  On  science 
teftching  in  elementary  schools  angesetzt,  und  einer  Dame,  Miss  Walters, 
wird  gestattet:  On  science  teaching  in  girls'  schools  zu  sprechen. 
E&  würde  zu  weit  führen,  näher  auf  die  Thätigkeit  der  British 
Association  in  der  bezeichneten  Richtung  einzugehen  und  die  Ver- 
hältnisse an  der  Association  fran^aise  als  Ergänzung  hinzuzufügen. 
£ä  liegen  offenbar  in  beiden  Culturländem  diese  Verhältnisse  ganz 
anders  als  bei  uns.  Die  grofse,  langsam  sich  vollziehende  Umänderung 
auf  dem  Gebiete  des  höheren  Unterrichtes  in  Deutschland  zieht  nur 


*)  VgL  die  allgemeine  englische  Naturforscherversanmünng,  ins- 
besondere in  ihrer  Stollmiff  zum  naturwissenschaftlichen  Unterricht,  von 
Prof.  Dr.  B.  Schwalbe.  Beriin,  bei  Friedberg  u.  Mode  (Central-Organ  XIV, 
Nr.  34  u.  86  p.  618  ff.). 
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selten  die  Aafinerksamkeit  weiterer  Kreise  und  namentlich  der  Hoch- 
schulkreise auf  sich.  Die  Erörterungen  über  solche  Fragen  finden 
fast  ausschliefislich  in  Fachkreisen  statt,  und  der  mangelnde  Zu- 
sammenhang zwischen  Schule  und  Hochschule  erschwert  den  Fort- 
schritt auf  dem  Gebiete  des  naturwissenschaftlichen  Unterrichts  in 
bemerkenswerter  Weise.  Kaum  aber  hat  es  eine  Zeit  gegeben,  in 
der  so  grolse  und  einschneidende  unterrichtliche  Fragen  wie  in  der 
jetzigen  der  Lösung  harren,  eine  Zeit,  die  in  vieler  Beziehung  auf 
unterrichtlichem  Gebiete  Bewegungen  und  Ideen,  deren  DurchfÜhrang 
am  Ende  des  letzten  Jahrhunderts  versucht  wurde,  aufs  neue  und 
jetzt  auf  sicherer  Basis  zur  Verwirklichung  zu  bringen  sucht. 

So  hat  jetzt  die  Entwickelung  der  Technik,  die  heute  alle 
Lebensverhältnisse  berührt,  und  das  Bestreben  der  Hochschulkreise, 
Umgestaltungen  in  den  Einrichtungen  für  die  Ausbildung  der  natur- 
wissenschaftlich-mathematischen Lehrer  an  höheren  ünterrichts- 
anstalten  zu  treffen,  zu  näheren  Erörterungen  einiger  Schulfragen 
geführt.  Prof.  Wiedemann  hat  schon  in  Wiesbaden  1894  auf  die 
Anforderungen  der  Hochschule  im  physikalischen  Unterricht  und  das 
Unzureichende  der  Vorbildung  der  Schüler,  welche  vom  Gymnasium 
zur  Universität  entlassen  werden,  hingewiesen*),  und  die  Vorschläge 
der  Herren  Professoren  Klein  und  Riedler  haben  zu  einem  lebhaften 
Meinungsaustausch  geführt  und  sind  mit  Veranlassung  gewesen,  da£s 
hier  diese  Fragen  zur  Besprechung  konmien  konnten. 

Wenn  es  sich  jetzt  hauptsächlich  um  die  Vorbildung  der 
Lehrer  in  der  Mathematik  für  den  Unterricht  an  höheren  Lehr- 
anstalten handelt,  so  mag  erwähnt  werden,  dafe  schon  firüher  ebenflEdls, 
um  einen  die  Sache  bezeichnenden,  wenn  auch  nicht  richtigen  Aus- 
druck zu  wählen,  in  ähnlicher  Weise  betreffs  der  Chemie  zwischen 
Wissenschaft  und  Technik  eine  Auseinandersetzung  stattgefunden  hat. 
Es  handelte  sich  in  der  Mitte  der  achtziger  Jahre  um  die  Frage, 
ob  die  Ausbildung  für  die  praktischen  Chemiker  besser  an  der  Uni- 
versität oder  am  Polytechnicum  stattfinde  (Lange,  Frank  u.  s.  w.), 
wobei  auch  die  Vorbildung  der  Studirenden  gestreift  und  gezeigt 
wurde,  dals  die  Vorbildung  an  realistischen  Schulen  eine  erhebliche 
Erleichterung  schaffen  würde.  Die  Erfahrung  scheint  dargethan  zu 
haben,  dais  die  wissenschaftliche  Ausbildung  und  Richtung  der 
praktischen  Chemiker  der  reinen  technischen  Fachvorbildung  vorzu- 
ziehen sei,  wenigstens  nehmen  viele  grofse  chemische  Werke  mit  Vor- 
liebe die  jüngeren  Leute,  welche  an  der  Universität  vorgebildet  sind. 


*)  E.  Wiedemann,  die  Wechselbeziehungen  zwischen  dem  physikali- 
schen Hochschulunterricht  und  dem  physikaUschen  Unterricht  an  höheren 
Lehranstalten  (Bericht  der  3.  Versammlung  des  Vereins  zur  Förderung  des 
Unterrichts  in  Mathematik  und  Naturwissenschaften,  Stettin,  Herrcke  u. 
Lebeling  1894;  vgl.  auch  von  demselben:  Universität  und  Schule  1883, 
Deutsche  Revue). 
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nnd  bei  den  Erörterongeii,  weshalb  in  Deutschland  die  technische 
Chemie  eine  so  hohe  Entwicklung  und  einen  Vorsprang  vor  den 
englischen  Verhältnissen  erlangt  habe,  wird  die  Frage  mannigfach 
dahin  beantwortet  (cf.  Ostwald,  Natoe  1896),  da£s  die  wissen- 
schaftiiche  Ausbildung  unserer  technischen  Chemiker  vielleicht  die 
ErUftnmg  dafiOr  abgebe. 

Die  allgemeine  Bichtung  unserer  Zeit  und  ihrer  Bedtü:ihisse 
geht  dahin,  den  Einzelnen  sobald  als  möglich  erwerbsfähig  zu  machen, 
nnd  es  .wird  dieselbe  noch  durch  das  Streben  der  Einzelnen  selbst 
nnterst&tzt,  weil  die  Hoffnung  vorhanden  ist,  dadurch  bald  zu 
einem  bestimmten  LebensgenuTs,  den  sie  nicht  in  der  Arbeit  sehen, 
bei  möglichst  wenig  Arbeit  zu  gelangen.  Daher  wird  die  Fach- 
bildung heutzutage  so  sehr  der  allgemeinen  Bildung  gegenüber  be- 
tont Es  ist  richtig,  wer  in  seinem  Fach  etwas  leisten  will,  muTs 
eine  gediegene,  gründliche  Fachvorbildung  fOr  seinen  Beru&kreis, 
sei  er  grofis  oder  klein,  sich  erwerben,  ob  dies  aber  in  der  Weise 
geschieht,  daüs  man  von  Anfang  an  nur  die  Fachbildung  betont  oder 
erst  eine  allgemeine  Vorbildung,  auf  welcher  sich  die  Fachvorbildung 
aufbaut,  ist  damit  durchaus  nicht  entschieden,  da  der  letztere  Weg 
sehr  wohl  der  bessere  sein  kann;  Deutschland  ist  mit  diesem  System 
anderen  Ländern  gegenüber  durchaus  nicht  schlecht  gefahren. 

Das  Bestreben,  um  einen  übertriebenen  Ausdruck  zu  gebrauchen, 
bei  möglichst  eingeschränkter  allgemeiner  Bildung  eine  möglichst 
grolse  Fachbildung  in  möglichst  kurzer  Zeit  zu  erlangen,  würde 
eine  Auflösung  des  jetzigen  Schulsystems  bedingen,  den  Interessen- 
streit verschärfen  und  die  eifersüchtige  Erlangung  von  Fachvorteilen 
benrorrnfen.  Mit  demselben  Bechte,  mit  welchem  die  Maschinen-  und 
Ingenieurtechnik  eine  besondere  Berücksichtigung  bei  der  Vorbildung 
in  den  höheren  Schulen  verlangt,  mit  demselben  Bechte  können  dies 
andere  Zweige  unserer  Culturentwickelung  thun,  wie  der  Ackerbau, 
Sdnffiahrt  und  Handel,  die  auch  eine  Fachvorbildung  erfordern.  Sind 
doch  in  allen  diesen  Sichtungen  Bestrebungen  genug  vorhanden: 
die  Einführung  des  kaufinännischen  Bechnens  und  der  Buchführung 
in  die  allgemeinen  Schulen  ist  vorgeschlagen;  es  wird  angestrebt, 
Handelsakademien  zu  errichten,  so  dafs  dann  3  Arten  von  Hoch- 
schulen, wissenschaftliche,  technische  und  commercielle  vorhanden 
sein  weiden;  man  könnte  auch  besondere  Berücksichtigung  der  Vor- 
bildung ftir  Verwaltung,  fftr  Verkehr  und  Betrieb  verlangen,  und  so 
wftrde  ein  vollständiges  Zerschlagen  des  jetzigen  Schulsystems'  in 
die  verschiedensten  Fachschulen  eintreten  müssen.  Das  Ende  würde 
sein:  die  Volksschule,  die  Lesen,  Schreiben,  Rechnen  als  elementare 
Büdnng  giebt,  und  dann  die  Fachschule,  die  dann  auch  wieder  zu 
mittleren  Hochschulen  fi&hren  würde,  wie  das  Technicum,  die  Hand- 
weikerschule,  Baugewerkschule,  Webeschule,  höhere  Handelsschule 
n.  8.  f.     Es  ist  keine  Frage,  dafs  das  Fortbildungsschul-  und  Fach- 
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Schulsystem  einer  Regelung  bedarf.  Die  Frage,  welche  allgemeine 
Vorbildung  für  alle  diese  Schulen,  die  zum  Teil  ganz  beliebig  organi- 
sirt  sind  und  verschiedene  Stufen  der  allgemeinen  Vorbildung  vor- 
aussetzen, wird  auch  bei  uns  in  bestimmter  Weise    zu  lösen  sein. 

Das  Streben  nach  frühzeitiger  Fachvorbildung  findet  zunächst 
seine  bestimmten  Grenzen  dadurch,  dafs  auch  die  Bevölkerung  der 
kleinen  Städte  und  des  Landes  volle  Berechtigung  auf  Rücksichtnahme 
hat.  Es  kann  nicht  eine  jede  Stadt  Fachschulen  for  alle  möglichen  Be- 
rufe, für  alle  Zweige  unserer  Culturentwickelung  haben,  und  der  Aus- 
weg, dafs  Gegenden  mit  besonders  ausgebildeten  Industriezweigen 
Fachschulen  dieser  Art  erhielten,  wie  es  schon  in  vielen  Fällen  ge-^ 
schoben  ist  (z.  B.  bei  den  Webeschulen) ,  kann  nicht  siUgemein  be- 
schritten werden. 

Aus  den  eben  angedeuteten  Verhältnissen  heraus  werden  nun 
auch  die  Anforderungen  an  die  allgemeinen  Bildungsschnlen  ge- 
stellt, eine  grofse  Reihe  neuer  ünterrichtsgegenstände  in  den  Lehr- 
plan aufzunehmen  (Volkswirtschaft,  Gesetzeskunde,  Handfertigkeit, 
Hygiene  u.  s.  w.),  und  dabei  wird  ihnen  der  Vorwurf  geinacht,  dafs 
sie  das  Leben  zu  wenig  berücksichtigen,  dafs  sie  nicht  praktisch  ein- 
gerichtet seien,  und  darauf  hinaus  laufen  dann  die  Klagen  von 
Eltern  und  Schülern,  dafs  diese  so  viel  Überflüssiges,  das  sie  im 
Leben  nie  anwenden  könnten  oder  wollten,  lernen  müDsten.  Um 
möglichst  die  allgemeinen  Bildungsschulen,  auf  denen  sich  die  Fach- 
vorbildung aufbauen  kann,  beibehalten  zu  können,  sind  Vorschläge 
verschiedener  Art  gemacht;  vielleicht  lieise  sich  der  Cursus  der 
höheren  Vorbildungsanstalten,  die  auf  die  Hochschulen  vorbereiten, 
um  ein  Jahr  kürzen;  für  die  mittieren  Lehranstalten  könnte  man  das 
Ziel  der  Erlangung  des  Berechtigungsscheines  fär  den  eiigährigen 
Dienst  fallen  lassen  und  die  Einrichtung  der  alten  Stad^chulen, 
welche  zu  den  bürgerlichen  Berufen  vorbereiten,  in  neuer  Fortn 
wieder  aufleben  und  sich  den  Volksschulen  als  Oberbau  anschlieüsen 
lassen;  aber  diese  grölseren  Reformen  werden  die  neue,  an  die  all- 
gemeinen Bildungsschulen  zu  stellende  Forderung  nicht  ausscfalieisen, 
daft  sie  sich  in  ihren  Lehrgegenständen,  in  ihren  Einrichtungen  den 
Forderungen  des  Lebens,  der  Entwicklung  der  Zeit  schneller  an- 
passen, als  es  bisher  der  Fall  gewesen  ist. 

Hemmend  hat  dabei  das  Berechtigungswesen  gewirkt,  und  eine 
auf  Grund  der  Dauer  der  Vorbildung,  nicht  auf  Qualität  der  Fächer, 
getroffene  Regelung  würde  die  naturgemäfse  Anpassung  der  Schule 
an  unsere  Zeit  erleichtem.  Der  Begriff  der  allgemeinen  Büdung 
ändert  sich  mit  der  Zeit,  der  Culturstufe  und  der  nationalen  Ent- 
wickelung.  Die  allgemeine  Bildung  umfiaDst  die  Fähigkeit,  unsere 
Culturentwickelung  zu  verstehen,  und  die  Kenntnisse,  welche  erforder- 
lich sind,  um  mit  zu  derselben  beizutragen.  Es  werden  daher  auöh 
die   Hauptgegenstände   sich   demgemäfs    ändern   müssen:   noch   vor 
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nicht  langer  Zeit  durfte  behauptet  werden,  daDs  Unterricht  in  den 
Natnrwissensehaften  als  Fachunterricht  zu  verwerfen  wäre,  während 
jetzt  wohl  niemand  behaupten  wird,  daijs  nicht  einige  Kenntnis 
der  Natorwissenschafben  fär  die  allgemeine  Bildung  erforderlich  sei. 
Man  betrachte  nur  die  Sprachen  als  Hülfsmittel  und  die  An- 
schanung  als  Grundlage,  und  man  hätte  für  die  allgemeinen 
Schulen  theoretisch  die  Grenze  der  Forderungen  construirt.  Die 
Yerbalsehulen  mülsten  Realschulen,  der  abstracte  Idealismus  sich  zu 
einem  idealen  Realismus  umgestalten,  um  alte  Schlagworte  zu  ge- 
braachen. 

Aber  nur  der  Organismus  kann  sich  gesund  entwickeln,  der 
in  organischem  Zusammenhang  mit  dem  früher  Gewesenen  bleibt, 
nnd  so  können  unsere  Schulen  auch  nur  dann  gedeihen,  wenn  der 
historische  Zusammenhang  gewahrt  wird.  Die  Gegenstände,  welche 
för  unser  Gnltnrleben  nicht  mehr  die  Bedeutung  haben  wir  früher, 
mflssen  zurücktreten,  die  Gegenstände,  die  zu  Bedeutung  gekommen 
sind,  wie  die  Naturwissenschaften,  müssen  gröisere  Berücksichtigung 
verlangen;  alle  ünterrichtszweige  müssen  es  sich  aber  zur  Aufgabe 
machen,  den  Inhalt  so  zu  gestalten,  dals  dabei  die  Jetztzeit  und  ihre 
Forderungen  möglichst  berücksichtigt  werden.  Es  kann  dies  sowohl 
in  den  linguistischen  wie  realistischen  Unterrichtsfächern  geschehen, 
imd  die  Ausbildung  unseres  Unterrichts  nach  dieser  Seite  hin  giebt 
die  Möglichkeit,  das  jetzige  System  beizubehalten  und  zu  vervoll- 
kommnen und  so  Deutschland  den  Vorzug  seiner  Schuleinrichtungen 
zn  erhalten. 

Nicht  ist  es  möglich,  an  dieser  Stelle  die  angedeuteten  Ge- 
danken weiter  durchzuführen;  eine  Fülle  von  Thatsachen  mülste  bei 
der  weiteren  AusfEÜirung  herangezogen  werden,  abgesehen  davon, 
dals  dann  auch  die  historische  Begründung,  welche  in  hohem  Grade 
fftr  die  Richtigkeit  des  zuletzt  angedeuteten  Weges  spricht,  nicht 
vemachlfiasigt  werden  dürfte.  Ebenso  kann  im  Folgenden  eine  weitere 
Ausführung  in  Beziehung  auf  die  einzelnen  Gegenstände,  welche  be- 
rührt werden  mülsten,  nicht  stattfinden;  denn  um  zu  zeigen,  wie 
ein  einzelner  Gegenstand,  Physik,  Chemie,  neuere  Sprachen,  den  all- 
gemeinen Forderungen  methodisch  gerecht  werden  kann,  würde  eine 
vollständige  Darlegung  des  betreffenden  Unterrichts  erforderlich  sein. 

Wenn  auch  schon  früher  vieles  an  unseren  Schulen  in  den  an- 
gedeuteten Richtungen  geschehen  ist,  so  haben  doch  zu  einem  weiteren 
Fortschreiten  vor  allem  die  neuen  Pläne  von  1892  beigetragen.  Für 
viele  von  den  Forderungen,  welche  in  weiten  Kreisen  gestellt  wurden, 
ist  die  Erfüllung  angebahnt,  und  wenn  dies  noch  nicht  zu  Tage  tritt, 
80  liegt  das  einmal  an  der  Kürze  der  Zeit,  dann  aber  daran,  dafs 
die  Lehrer  nicht  überall  den  Forderungen  nachkonmien  können.  Viele 
f  on  den  Vorwürfen  aber,  die  den  Schulen  nach  dieser  und  nach  anderen 
Bichtnngen  hin  gemacht  werden,  würden  nicht  erhoben  werden,  wenn 
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die  Einrichtangen  der  Schulen  denen,  die  dar&ber  urteilen,  bekannt 
wären.  Wie  oft  habe  ich  nicht  die  vollständigste  Unkenntnis  betreffs 
des  Unterrichts  an  den  Gymnasien,  Realgymnasien  und  Oberreal- 
schulen gefunden,  nicht  einmal  die  äuTseren  Einrichtungen  derselben, 
viel  weniger  der  innere  Betrieb  waren  bekannt.  Eine  Hauptschuld 
daran  tragen  die  Quellen,  aus  denen  die  Einzelnen  ihre  Kenntnisse 
über  die  Schulen  schöpfen.  Die  eine,  die  subjective  Erfahrung,  die 
Kenntnis  der  Unterrichtseinrichtung,  die  wir  Älteren  als  Schüler  ge- 
wonnen haben,  ist  oft  schon  deshalb  nicht  maDsgebend,  weil  das 
Urteil  zu  einer  Zeit  gebildet  ?nirde,  wo  der  Betreffende  die  einzelnen 
Verhältnisse  noch  gar  nicht  übersehen,  ein  geklärtes  Urteil  nicht 
haben  konnte.  Inzwischen  hat  sich,  man  denke  nur  an  die  neuen 
Pläne  von  1856,  1882  und  1892,  sehr  vieles  geändert,  die  Gegen- 
stände werden  ganz  anders  behandelt.  Stoffe  sind  hinzugetreten,  und 
da  die  meisten  erst  dann  wieder  mit  den  Schulen  in  Verbindung 
treten,  wenn  die  eignen  Kinder  dieselben  besuchen,  sind  für  viele 
die  alten  Erfiethrungen  das  Mafsgebende  geblieben;  es  wird  nicht 
bedacht,  dafs  auch  die  Schule  und  der  Unterricht  fortgeschritten 
sein  kann.  Dazu  konunt  aber  der  Subjectivismus,  der  die  eigene, 
vielleicht  vereinzelte  Erfahrung  verallgemeinert  und  glaubt,  da£s,  was 
einmal  in  einer  vergangenen  Zeit  geschehen,  auch  heute  und  überall 
in  derselben  Weise  noch  vor  sich  gehe.  Auch  diese  zweite  Quelle, 
aus  der  die  Anschauungen  über  die  Schule  und  ihre  Einrichtangen 
geschöpft  werden,  ist  eine  durchaus  unzuverlässige.  Abgesehen  von 
dem  auch  in  den  oberen  Klassen  mangelnden  Einblick  in  die  Schul - 
einrichtungen  selbst,  ist  in  dem  jugendlichen  Alter  die  Fähigkeit, 
eine  Sache  frei  von  subjectiven  Eindrücken  richtig  darzustellen, 
aulserordentlich  gering.  Nicht  nur  dafs  Übertreibungen  mit  unter- 
laufen, auch  Unrichtigkeiten  und  falsche  Wahrnehmungen  werden  oft 
ohne  böswillige  Absicht  berichtet,  wozu  noch  kommt,  dals  Schüler 
sowohl  wie  Eltern  gern  die  geringen  oder  mangelhaften  Fortschritte, 
die  der  Schüler  macht,  auf  die  Einrichtungen  der  Schule  schieben. 
Nur  wenn  jemand  sich  die  Mühe  giebt,  selbst  die  Einrichtungen  der 
Schule  kennen  zu  lernen,  kann  das  Urteil  zu  bestimmten  allgemeinen 
Schluisfolgerungen  berechtigen.  Haben  doch  gerade  uncontrollirte 
Angaben  dem  Unterricht  und  den  Schulen  oft  die  gröfsten  Schwierig- 
keiten zugezogen,  zumal  alle  solche  Angaben  oft  ungeprüft  die 
weiteste  Verbreitung  finden  und  die  Bichtigstellung  derselben  oder 
der  Nachweis  der  Unrichtigkeit  darauf  gegründeter  Behauptungen 
nur  wenig  beachtet  wird.  Wenn  also  der  Subjectivismus  bei  der  Be- 
urteilung des  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Unterrichts  nicht 
mafsgebend  sein  soll,  so  bedarf  es,  um  die  Frage  weiterer  Lösung 
entgegenzuführen,  vor  allem  einer  Klarlegung  des  augenblicklichen 
Standes  des  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Unterrichts  an  den 
höheren  Schulen,  dann  müTsten  aber  auch  die  Forderungen  bekannt 
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sein,  welche  die  technischen  Hochschulen  an  die  eintretenden  Stu- 
direnden  in  den  einzelnen  Fächern  zu  stellen  f&r  richtig  halten,  und 
ebenso  die,  welche  die  einzelnen  Zweige  des  Universitätsunterrichts 
eriieben.  Die  Berichte  müfsten  nicht  allgemeine  Punkte  und  Forde- 
nmgen,  die  z.  T.  hinlänglich  bekannt  sind,  wie  BefUhigung  zum 
Beobachten,  Fähigkeit  zum  Sehen  und  das  Gesehene  durch  Zeich- 
nung oder  Worte  richtig  wiederzugeben,  Verständnis  der  allgemeinen 
Grundbegriffe  oder  ähnliche,  enthalten,  sondern  bestinunte,  präcisirte 
Angaben  in  Bezug  auf  Kenntnisse,  an  denen  sich  diese  Fähigkeiten 
zeigen  sollen,  darlegen;  denn  die  Vorstellung  wird  doch  kaum  voraus- 
gesetzt werden  können,  dals,  wenn  z.  B.  in  der  Physik  Kenntnis  der 
Grundbegriffe,  Kraft,  Arbeit  u.  s.  w.  verlangt  wird,  dies  ohne  die 
Forderung  bestimmter  Kenntnisse  erreicht  werden  könne.  Die  mathe- 
matisch-naturwissenschaftlichen Abteilungen  würden  die  Frage  der 
Vorbildung  bedeutend  fördern,  wenn  sie  solche  Erhebung  veranlassen 
wollten. 

Bei  unseren  Schulen  kommen  bei  dieser  wie  bei  jeder  Reform 
die  drei  Factoren  zur  Berücksichtigung,  einmal,  wie  die  Schüler 
derselben  gegenüber  befähigt  sind,  dann,  wie  dieselbe  durchzuführen 
ist  (in  Beziehung  auf  den  Inhalt  des  Gegenstandes  und  die  Methodik) 
und  dann,  wie  weit  die  Lehrer  dazu  vorgebildet  sind,  und  welche 
neuen  Wege  etwa  in  diesen  Richtungen  einzuschlagen  sind.  Welche 
Umänderungen  in  der  Vorbildung  der  Lehrer  für  Mathematik  und 
Naturwissenschaften  sind  also  unter  Festhaltung  an  dem  System 
der  allgemeinen  Bildungsschule  erforderlich,  also  der  Lehrer,  welche 
an  aolcfaen  und  nicht  an  Fachschulen  zu  unterrichten  be- 
stunm^  sind? 

Über  die  ersten  beiden  Punkte  möchte  ich  nur  wenige  Be- 
merkungen hinzufügen. 

Meiner  Ansicht  nach  liegt  eine  grolse  Gefahr  für  unsere  Schulen 
bei  der  Einführung  vieler  modemer  Forderungen  in  einer  Über- 
schätzung der  Fähigkeit  unserer  Jugend  und  einem  Verkennen  ihrer 
Aufiassungskraft.  Vergleicht  man  viele  naturwissenschaftliche  Schul- 
bücher und  hat  man  Gelegenheit,  die  aus  den  verschiedensten  Kreisen 
gestellten  hohen  Anforderungen  als  wünschenswert  zur  Einführung  zu 
hören,  so  erkennt  man,  sobald  man  praktisch  den  Versuch  zur  Durch- 
fohrung  macht,  sofort  die  Unmöglichkeit.  Wenn  der  Unterricht 
wirkliches  Verständnis  erzielen  soll  und  nicht  blois  dadurch,  dais 
alles  Mögliche  vorgekonunen  ist,  und  der  Schüler  nachher  sagen 
kann:  ja,  das  haben  wir  auch  einmal  gehört,  dem  Halbwissen  und 
Nichtkennen  Vorschub  geleistet  werden  soll,  so  mufis  dem  Bestreben, 
alles  Neue  in  den  Unterricht  hereinzunehmen,  entgegengetreten  werden. 
Wer  weils,  wie  schwierig  es  ist,  den  Begriff  der  Energie,  der  Entropie, 
des  osmotischen  Druckes  u.  s.  w.  selbst  Studirenden  zugänglich  zu 
machen,  wird  nicht  verlangen  können,  dals  Schüler  im  Alter  von 
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15  bis  16  Jahren  in  den  ersten  Klassen  der  Realschulen  davon  zu 
hören  bekommen;  das  absolute  Mafssjstem  macht  selbst  den  An- 
fängern beim  Fachstudium  Schwierigkeit,  und  das  soll  in  dem  jugend- 
lichen Alter  verstanden  werden!  In  Oberprima,  der  Klasse,  die  zu 
der  Hochschule  überführt,  wird  man  auf  diesen  oder  jenen  schwie- 
rigeren Begriff  eingehen  können,  diesen  und  jenen  Ausblick  eröffiien 
können,  aber  auch  da  zu  bedenken  haben,  dals  die  Begriffe  der 
modernen  Physik  doch  nur  auf  Grund  einer  grolsen  Menge  von 
Kenntnissen  aufgebaut  sind,  die  dem  Schüler  gar  nicht  zugeführt 
werden  können.  Oder  welchen  Nutzen  kann  es  für  die  allgemeine 
Bildung  haben,  wenn  man  Gleichstrom,  Wechselstrom,  Drehstrom  in 
üntersecunda  demonstriren  will;  kann  da  ein  Verständnis  erzielt 
werden?  Wo  soll  es  hinführen,  wenn  man  an  den  Realschulen 
Probelectionen  über  Einführung  in  die  Lehre  von  der  Valenz,  Ein- 
führung in  die  theoretische  Chemie,  für  angemessen  hält  und  glaubt, 
alles  das  zu  eigen  machen  zu  können,  was  in  den  Prognunmen,  wie 
z.  B.  in  der  Abhandlung  von  Möhring*),  angegeben  wird? 

Die  geistigen  Fähigkeiten  der  Menschen  sind  in  der  Weise  nicht 
gewachsen,  dafs  die  Jugend  jetzt  imstande  wäre,  sofort  die  höchsten 
Probleme  der  Wissenschaft  zu  erfassen,  dals,  um  ein  Beispiel  aus 
einer  Discussion  herauszugreifen,  unsere  Jugend  schon  in  frühem 
Alter  mit  Differentialen  und  Integralen  Bescheid  wissen  und  dieselbe 
so  vorgebildet  werden  könnte,  daljs  auch  die  geistige  Beru&arbeit  im 
späteren  Alter  von  jedem  in  gleicher  Weise  durchführbar  wäre.  Das 
sind  Utopien,  die  aber  in  der  Forderung  ein  Abbild  finden,  dals  der 
geistigen  Fassungskraft  der  Jugend  alles  zugänglich  sein  soU.  Hierin 
liegt  nach  meiner  Anschauung  eine  Hauptgefahr  für  unsere  Schul- 
bildung, deren  Hauptzweck,  abgesehen  von  der  selbstverständlichen 
erziehlichen  Seite,  sein  mu£i,  die  elementaren  Kenntnisse  auf  jedem 
Gebiete  den  Schülern  zum  Eigentum  mitzugeben,  damit  sie  mit  den- 
selben, durch  dieselben  sich  weiter  ausbilden  können,  so  dals  si^ 
also  zum  Können  und  zum  Denken  von  sicherer  Grundlage  aus  vor- 
schreiten. 

Was  die  Gegenstände  anbetrifft,  so  haben  sich  unsere  Ein- 
richtungen derartig  gestaltet,  dals  man  die  Forderungen  der  Cultur- 
entwickelung  zunächst  nicht  durch  Umänderung  der  bestehenden 
Schulen,  sondern  durch  Aufbau  ähnlicher  Schulen  berücksichtigt  hat; 
neben  den  Gynmasien  sind  seit  dem  vorigen  Jahrhundert  die  realisti- 
schen Anstalten  entwickelt,  die  Gymnasien,  die  im  vorigen  Jahrhundert 
den  Anforderungen  der  Zeit  mehr  Rechnung  trugen,  sind  dann  am  An- 
fang dieses  Jahrhunderts  zum  linguistischen  System  auf  altklassischer 
3asis  übergegangen,    dessen   Ausbildung   mit   einer   Beiseitelassung 


*)  Über  den  chemischen  Unterricht  an  Realschulen  von  Dr.  W.  Möh- 
ring.    Man  vergl.  anch  die  Besprechung  in  Rethwisch's  Jahresbericht. 
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der  realiiriischen  Fächer  Terbonden  war,  bis  diese  jetzt  wieder  etwas 
mehr  Ausdehnung  und  vor  allem  mehr  Wichtigkeit  erlangt  haben. 
Daneben  sind  die  Bealgjnmasien  und  die  Oberrealschnlen,  nachdem 
die  alten  Gewerbeschulen  beseitigt  waren,  ta  allgemeinen  Unterrichts- 
anstalten  ausgebildet  worden.  Diesen  entsprechen  drei  Arten  sechs- 
klassiger  Schalen,  die,  ebenso  eingerichtet,  nur  die  oberen  Klassen 
von  Obersecnnda  an  entbehren;  daneben  sind  einige  Combinationen 
und  sogenannte  Beformschnlen  gestattet,  mit  abweichenden  Plänen, 
wie  das  sogenannte  Altonaer  und  Frankfiirter  System,  zu  denen  man 
aaeh  die  Berliner  Realschulen  (höhere  Bürgerschulen)  rechnen  könnte, 
die  nur  in  4,  nicht  in  6  Klassen  fremdsprachlichen  Unterricht  haben. 
Die  letzteren  Gruppen  unterscheiden  sich  nicht  durch  andere  Unter- 
riebtsgegenstände  oder  Unterrichtszeit,  sondern  nur  durch  verschieden- 
artige Verteilung  des  Beginns  der  Unterrichtsföcher  auf  verschiedene 
Klass^istufen,  womit  eine  geringe  EinschilUikung  der  Stundenzahl 
einiger  Fächer  zu  Gunsten  anderer,  namentlich  der  linguistischen, 
verbunden  ist.  Aullserdem  ist  facultativer  Unterricht  in  verschiedenen 
Oegenstäoden  eingeführt,  durch  den  man  den  Forderungen  der  Zeit 
entgegengekommen  ist,  so  Englisch  am  Gymnasium  und  praktische 
Obungen  in  der  Physik,  auch  ist  selbst  bei  Gynmasien  gestattet, 
Einzelne,  für  welche  das  geometrische  Zeichnen  von  besonderem 
Werte  ist,  in  die  darstellende  Geometrie  einzuführen  (Schatten- 
construction,  Projecüon).  Schon  aus  den  Lehrplänen  lieDse  sich 
nachweisen,  wie  weit  man  in  manchen  Beziehungen  den  modernen 
Ansiditen  Folge  gegeben  hat.  Die  Betonung  der  Leetüre  und  des 
Realistischen  im  Sprachunterricht,  die  inductive  Methode,  nach 
welcher  auch  hier  namentlich  in  Beziehung  auf  Grammatik  verfahren 
werdet  soll,  die  rein  praktischen  Gesichtspunkte,  von  welchen  aus 
die  neueren  Sprachen  gelehrt  werden,  sind  Zugeständnisse  an  die 
Gegenwart;  vielleicht  ist  man  hierbei  schon  zu  weit  gegangen,  da 
viele  dieser  Forderungen  nur  beim  Einzelunterricht,  nicht  beim 
Klassenunterricht,  und  mit  besonders  dazu  geschulten  Lehrern,  nicht 
mit  einem  Lehrerpersonal,  das  sich  nur  schwer  fuipassen  kann,  durch- 
füfaibar  sind,  wozu  noch  kommt,  dals  in  den  neueren  Sprachen  der 
moderne  Unterricht  nur  dann  Erfolg  haben  kann,  wenn  die  etwa 
oiangte  Fähigkeit  im  mündlichen  Ausdruck  weiter  geübt  und  an- 
gewendet wird.  Aber  auch  in  den  übrigen  Zweigen  hat  man  ver- 
sucht, der  Zeit  innerhalb  des  bezeichneten  Rahmens  gerecht  zu 
werden.  Die  abstracten  Aufgaben  in  der  Mathematik  und  die  Be- 
handlung derselben  ohne  jede  Beziehung  zur  Anwendung  sind  im 
Verschwinden  begriffen,  die  Zeiten,  wo  nicht  ein  Beispiel  aus  dem 
Leben  im  mathematischen  Unterricht  vorkam,  wo  den  Schülern  die 
Wichtigkeit  des  Buchstabenrechnens  nie  an  einer  Verwertung  klar 
gemacht,  die  geometrische  Anschauung  für  weniger  Beanlagte  durch 
Anschauungsmittel  nicht  unterstützt  wurde,  sind  auch  für  die  Gym- 
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nasien  vorüber.  Die  bequeme  Methode  des  Vorlesens  in  der  Physik, 
„auch  einer  Physik  ohne  Experimente^^,  oder  der  Chemie  ohne  Demon- 
strationen ist  geschwunden.  Das  Dictiren  und  Auswendiglernen  in 
den  beschreibenden  Naturwissenschaften  ist  verbannt,  überall  soll 
beobachtet  und  aus  dem  Gesehenen  und  Beobachteten  geschlossen 
werden,  überall  diese  Anleitung  zur  Selbstthätigkeit  führen.  Die  An- 
schauungsmittel werden  fast  im  Übermals  producirt  und  stehen  in 
verschiedenen  Abstufungen  für  jeden  Unterricht  zur  Verfügung,  so  dafs 
nur  die  Etatsfrage  bei  der  Beschaffung  eine  Bolle  spielen  kann.  So 
sollen  denn  durch  Anknüpfungen  alle  Gebiete  des  modernen  Lebens 
berücksichtigt,  für  alle  Anregungen  gegeben  werden,  so  nur  können 
Technik  im  ausgedehntesten  Malse,  Hygiene,  Gulturgeschichte,  Volks- 
wirtschaftslehre, Gesetzeskunde  Anknüpfungen  im  unterrichte  finden. 
Freilich  ist  für  gewisse  Fächer,  namentlich  die  realistischen,  dadurch 
die  grolse  Gefahr  vorhanden,  daDs  an  Stelle  des  bisherigen,  vielleicht 
zu  sehr  systematischen  Unterrichts  der  rein  encyklopädische,  zusammen- 
hanglose Unterricht  tritt,  eine  der  Klippen,  an  der  die  Entwickelung 
dieses  Unterrichts  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  gescheitert  ist. 
Wenn  der  zusammenhängende  Gang  in  einem  Unterricht  stets  unter- 
brochen, willkürliche  Betrachtungen  herangezogen,  Unwichtiges  als 
Wichtiges,  willkürlich  Ausgewähltes  wie  Notwendiges  behandelt  wird, 
verliert  der  Unterricht  jede  feste  Grundlage,  der  Schüler  erhält  ein 
Mosaik,  auf  dem  er  kein  Können  und  Wissen  aufbauen  kann;  er 
ymrd  wissenschaftlich  abgestumpft,  und  die  Hauptsache,  die  Übung 
im  Denken  an  logisch  geordnetem  Stoffe,  geht  ihm  verloren.*) 

Wenn  so,  wie  in  grossen  Umrissen  angedeutet,  die  Unterrichts- 
methode und  der  Unterrichtsinhalt  sich  den  allgemeinen  Forderungen 
unserer  Zeit  anpassen  kann,  so  darf  man  doch  nicht  erwarten,  dafs 
einer  einzelnen,  besonders  schnell  und  prägnant  entwickelten  Technik 
zu  Liebe  der  Unterrichtsgang  umgemodelt  werden  soll.  So  ist  z.  B.  das 
Verlangen,  dafs  die  Elektricitätslehre  von  dem  Standpunkt  der  Elektro- 
technik aus  gelehrt  werde,  die  Chemie  als  chemische  Technologie  ge- 
staltet werden  soll,  vom  Standpunkt  der  allgemeinen  Schule  aus  un- 
richtig; nicht  für  Elektrotechnik,  nicht  für  praktische  Chemie  soll  die 
Schule  Einzelne  vorbereiten,  sondern  Allen  die  Kenntnisse  und  das 
grundlegende  Wissen  in  der  Elektricitätslehre  und  Chemie  geben, 
so  daHs  der  Einzelne  im  späteren  Leben  den  betreffenden  Zweigen  der 
Technik  nicht  fremd  gegenübersteht.  Von  einem  Umlernen  der  Wissen- 
schaften ist  dabei  gar  nicht  die  Bede,  denn  wenn  jemand  die  That- 
sachen  kennt,  wird  es  ihm  nicht  schwer  werden,  theoretische  Begriffe, 
die  daraus  abgeleitet  sind,  zu  verstehen,  während  die  theoretischen  Be- 


*)  Für  den  yorlieffenden  Zweck  kann  eine  ausführliche,  ins  Einzelne 
gehende  Gestaltung  der  Pensen  der  einzelnen  Unterrichtsgebiete  nicht 
mitgeteilt  werden. 
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griffe  ohne  ausreichende  Begründung  durch  Thatsachen  in  der  Lufk 
schweben  und  willkürlich  erscheinen.  Wenn  von  einem  umlernen 
die  Bede  sein  kann,  so  würde  dies  für  den  Lehrer  der  Fall  sein,  der, 
um  einen  nutzbringenden  Unterricht  zu  erteilen,  nicht  blofs  die  neuen 
Thatsachen,  sondern  auch  die  neuen  theoretischen  Folgerungen,  die 
neuen  Anwendungen  der  Wissenszweige  kennen  muTs,  und  da  fragt  es 
sich,  ob  die  Lehrenden,  die  bei  jedem  Unterricht  doch  den  Haupterfolg 
bedingen,  hinlänglich  und  richtig  vorbereitet  sind,  um  jenen  umfassen- 
den und  schwierigen  Forderungen  der  Jetztzeit  gerecht  zu  werden. 
Es  ist  klar,  dais  bei  der  Frage  der  Lehrervorbildung  nicht  nur  die 
Vorbildung  auf  der  Schule  —  es  können  jetzt  Gymnasien  und  Beal- 
gjmnasien  und  auch  Oberrealschulen  zum  Lehrerberuf  Abiturienten 
entlassen  —  und  die  auf  der  Hochschule  in  Betracht  kommen,  sondern 
vor  allem  auch  die  Schulbehörde,  die  beurteilen  kann,  wie  denn  die 
aus  der  Vorbildung  hervorgegangenen  Lehrer  nachher  fiür  die  jetzt 
bestehenden  und  weiter  zu  entwickelnden  Schulen  brauchbar  sind; 
in  der  einen  Beziehung  wird  man  kaum  eine  abweichende  Meinung 
hören,  nämlich  darin,  daüs  die  Lehrer  eine  allgemeine  Vorbildung 
haben  müssen  in  den  philosophischen  Fächern,  eine  Kenntnis  der 
Gebiete  der  Schulwissenschaften  in  den  Nebenfllchem  und  eine  wissen- 
schaftliche Ausbildung,  die  zur  wissenschaftlichen  Weiterarbeit  (re- 
ceptiv  oder  productiv)  befähigt,  in  den  Hauptföchem,  die  der  Gandidat 
sich  selbst  gewählt  hat.  Dazu  muTs  noch  eine  Beihe  persönlicher 
Eigenschaften  treten,  die  für  die  Ausbildung  des  Unterrichtenden  er- 
forderlich sind,  vor  allem  auch  der  Trieb  der  Weiterarbeit  und  der 
Fortbildung,  für  die  jetzt  auch  mannigfache  Gelegenheit  durch  Zeit- 
schriften, geeignete  Handbücher,  Feriencurse  u.  s.  w.  gegeben  ist. 
Nur  die  wissenschaftliche  Vorbildung  kann  hier  in  Betracht  kommen; 
ftkr  die  praktische  Ausbildung  ist  durch  die  Seminare  und  durch  das 
Probejahr  die  Grundlage  gegeben.  Eine  seminaristische  Ausbildung, 
wie  sie  für  die  Lehrer  an  Elementarschulen  durchgeführt  ist,  ist 
wegen  des  Umfiangs  des  Gebietes,  das  der  Gandidat  wissenschaftlich 
beherrschen  mufs,  nicht  möglich;  gerade  die  wissenschaftliche  Ver- 
tiefung und  wissenschaftliche  ErfEissung  des  Lehrstoffes  ist  für  die 
gedeihliche  Entwickelung  des  höheren  Unterrichts  Hauptbedingung. 
Wie  sehr  der  Lehrerstand  selbst  Sich  jetzt  mit  der  Anpassung 
des  Unterrichts  den  Forderungen  der  Jetztzeit  gegenüber  beschäftigt, 
davon  geben  zahlreiche  Veröffentlichungen  in  den  verschiedenen  päda- 
gogischen Zeitschriften  Zeugnis,  dafür  spricht  das  Entstehen  und 
Blühen  von  Zeitschriften  für  besondere  Unterrichtsgebiete,  dafür  die 
Behandlung  der  einschlagenden  Fragen  in  besonderen  Vereinen. 
So  hat  es  sich  auch  der  Verein  zur  Förderung  des  Unterrichts  in 
der  Mathematik  und  den  Naturwissenschaften  von  seiner  Gründung 
an  zur  Hauptaufgabe  gemacht,  die  Forderungen,  welche  jetzt  an 
den  Lehrer  unserer  heutigen  Zeit  im  allgemeinen  und  in  einzelnen 
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Fächern  gestellt  werden  müssen,  zu  erörtern  und  zu  begründen  and 
die  Anschauungen  darüber  in  besonderen  Leitsätzen  der  einzelnen 
Versammlungen  niederzulegen.  Schon  auf  der  Yersanunlung  jenes 
Vereins  in  Wiesbaden  1894  behandelte  Herr  Prof.  E.  Wiedemann 
die  Wechselbeziehungen  zwischen  dem  physikalischen  Hochschal- 
unterricht und  dem  physikalischen  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten, 
und  nach  einem  Vortnige  des  Herrn  Oberl.  Presler  über  Ausbildung 
der  Mathematiker  im  Zeichnen  wurde  eine  Resolution  angenommen, 
dahin  gehend:  ,,Den  Studirenden  der  Mathematik  ist  auf  allen 
Universitäten  Gelegenheit  zu  geben,  sich  diejenigen  Kenntnisse  und 
Fertigkeiten  anzueignen,  welche  zur  Erlangung  der  LehrbefiLhignng 
im  Linearzeichnen,  insbesondere  in  der  darstellenden  Geometrie,  er- 
forderlich sind".  Auf  der  Versammlung  in  Göttingen  wurde  die 
Frage  aufs  neue  aufgenommen  und  auf  Antrag  des  Herrn  Prof.  Klein 
in  allgemeiner  Fassung:  Beziehung  des  mathematischen  Unterrichts 
zur  LigemeurYorbUdung  für  die  Tagesordnung  der  Versammlung  zu 
Elberfeld  1896  bestinmit;  das  Referat  wurde  dem  H^rm  Director 
Dr.  Holzmüller  aus  Hagen  i./W.,  das  Correferat  dem  Vortragende« 
überwiesen.  Jeder  der  Referenten  hatte  Thesen  aufgestellt,  aus 
deoen  dann  eine  Reihe  von  Leitsätzen  nach  lebhafter  Discussioi» 
angenommen  wurde,  die  als  Ausdru^  der  Meinung  der  zahlreich 
besuchten  Versammlung  außnifassen  sind  und  fast  einstimmig  an- 
genommen wurden.  Das  Referat  des  Herrn  HolzmüUer  ist  aus- 
führlich in  der  Zeitschrift  fOir  mathematischen  und  naturwissenschaft- 
lichen Unterricht  (Red.  J.  C.  V.  Hofl&nann)  1896,  Heft  6  und  7, 
9.  468—480,  535—549  und  in  der  Zeitschrift  für  lateinl.  höhere 
Schulen  Jahrg.  Vn,  Heft  10  veröffentlicht. 

Das  Correferat,  das  überhaupt  nur  im  Auszuge  gegeben  werden 
kann,  erscheint  in  den  Unterrichtsblättem  des  Vereins  (UnterrichtsUätter 
far  Mathematik  und  Naturwissenschaften,  Red.  Prof.  Pietzker)  1896 
Octoberheft.  —  Herr  Holzmüller  ging  von  einer  Definition  der 
allgemeinen  Bildung  aus,  die  er  an  einem  praktischen  Beispiel  illustrirte. 
An  die  Verwaltung  grölserer  Städte  treten  die  verschiedensten  Fragen 
h^ran,  bautechnische,  elektrische,  pädagogische,  financielle,  com- 
mercielle  u.  s.  w.  Die  Stadtverordneten  müTsten  in  d&c  Lage  sein, 
sich  selbst  überall  ein  Urteil  zu  bilden,  und  so  könne  man  die 
allgemeine  Bildung  als  Stadverordnetenbildung  bezeichnen'^). 

Der  Redner  ging  dann  auf  sein  Thema  näher  ein  und  bezeichnet^ 
es  auf  Grund  seiner  eigenen  Erfahrungen  als  einen  grofisen  Mangel, 
dafs  die  Universitäten  in  Bezug  auf  den  Unterricht  in  der  Mathematik 


*)  Ausdrücklich  möchte  ich  erwähnen,  dafs  Herr  Holzmüller  das 
Festhalten  an  der  allgemeinen  Vorbildung  als  notwendig  betont  hat.  Der 
Correferent  führte  diesen  Gedanken  ausrahrlich  weiter  durch.  Ein  Teil 
der  AusfOhrungen  mufste  naturgemäfs  in  den  allgemeinen  Erörterungen 
oben  wiedergegeben  werden. 
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in   viel  zu  geringem  Mafse  den  praktischen  Anfordemngen  genügen 
und  in  viel  zu  hohem  Grade  för  die  Hochschiüprofessoren  vorbilden, 
dals  die  Hochschulen  anf  die  elementare  Behandlnng  der  Mathematik 
zn   geringen  Wort   legen,   zu   sehr   die  Differential-   und  Integral- 
reebnong  behandeln  und  die   Studirenden  bis  zu  den  Grenzen  der 
Wissenschaft   führen,    während   die    praktische   Anwendung   in   der 
Luft  schweben  bleibt     Von  hundert  Studirenden  konunt  vielleicht 
nur  einer  dazu,  die  akademische  Laufbahn  einzuschlagen,  und  fCü* 
diesen   einen  ist  der  Unterricht  zugeschnitten,  die  99  anderen  aber 
erhalten  nach  der  Überzeugung  des  Redners  auf  der  Hochschule  in 
mathematischer  Hinsicht   eine    ganz   verkehrte  Vorbildung.     Dieser 
Ansicht   schlois   sich   vor    einiger  Zeit   einstimmig   auch  eine  Ver- 
sanamlung  des  Lenne-Beziiirsvereins  deutscher  Ingenieure  an,  und  es 
wurde   beschlossen,    an   den  Hauptverein   den   allerdings   noch   be- 
teheidenen   Antrag    zu    richten,    dais    im    ersten    Stuc^enjahre   die 
Mathematik   elementar   behandelt   werde.      Im   Bergischen   Bezirks- 
verein ist  die  Angelegenheit  gleichfalls  angeregt  und  einer  Gonmiission 
überwiesen   worden,    und    es   wird  jener   Antrag   auf  der   Haupt- 
versammlung in  einigen  Jahren  in  Stuttgart  zur  Verhandlung  kommen. 
Auch    einer   der  Berliner  Hochschulprofessoren   hat   sich   über   die 
Ingenieurvorbildung  dahin  gettufsert,   dafs  für  die  ersten  Semester 
und    für    die    groCse   Menge    der    Studirenden    der    mathematische 
Unterricht  elementar  sein  müsse,  und  der  zweite,  feine  analytische 
Teil   des  Unterrichts  auf  diejenigen  zu  beschränken  sei,  die  bis  zu 
den  Grenzen  der  Wissenschaft  dringen  wollen.     Die  Hochschule  ist 
nicht    dazu   da,    dafs   nach   ihr   sich   das   praktische  Leben   richte, 
sondern  sie  hat  sich  nach  dem  praktischen  Leben  zu  richten.     Ein 
Hauptmangel  auf  den  Universitäten  ist,  daife  z.  B.  die  darstellende 
Geometrie    nicht  gelehrt  wird,    ohne  die  aber  von   einer  gesunden 
Industrie  gar  nicht  die  Rede  sein  kann.     Herr  Director  HolzmüUer 
gab  nun  einige  praktische  Vorschläge  für  eine  möglichst  anschauliche 
Behandlung  der  Perspective  aus  dem  einfachen  Quadratwürfel  und 
don  Pentagramm  heraus.     Er  empfahl,    Mr  das  Gymnasium  zwei 
Stunden  wöchentlich  im  gebundenen  Zeichnen  einzurichten,  in  welchem 
dann    alle  jene  Dinge    abgemacht   und  so  ein  Fundament  für  die 
Stereometrie  gelegt  werden  könnte.     In  den  realistischen  Anstalten 
mülsten  die  jetzt  eingerichteten  wahlfreien  Stunden  im  gebundenen 
Zeichnen  obligatorisch  werden.    Die  Hochschulen  mülsten  wirtschaft- 
licher arbeiten  und  die  Ausbildung  in  drei  Jahren  abschlielsen,  was 
^e   allerdings   nur  könnten,   wenn    die  Schüler   mit  den  richtigen 
Vorkenntnissen  ausgerüstet  seien.    Es  müiste  danach  gestrebt  werden, 
die  Anschauung  mehr  zu  Hülfe  zu  nehmen  und  das,  was  analytisch 
gefunden  wäre,  auch  noch  auf  anschauungsmäfsige  Weise  darzulegen. 
Auch   die  Mechanik  könne  rein  elementar  betrieben   werden.     Der 
Redner  zeigte  an  einigen  Beispielen,  wie  in  der  Praxis,  z.  B.  bei  Be- 
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rechnungen  von  Trägern,  einfEichen  Brücken,  Erahnen  n.  s.  w.,  rein 
graphisch,  zeichnerisch  die  Eräftepaare  gebildet  werden  und  mit 
dem  sogen.  Kräftepoljgon  die  Constractionen  geschehen  können,  so 
dafs  man  nicht  mehr  zu  rechnen  braucht,  sondern  mit  Zirkel,  Blei- 
stift und  Reüsbrett  die  gesamte  Höhe  der  Technik  beherrschen  kann, 
ohne  Zohülfenahme  der  Logarithmentafeln. 

Mit  Bücksicht  auf  die  schon  vorgeschrittene  Zeit  mulste  der 
Redner  seine  weiteren  Ausführungen  abbrechen  und  fauste  dann  das 
Gesagte  und  das,  was  er  noch  hatte  näher  darlegen  wollen,  in  eine 
Reihe  von  Thesen  zusanmien,  die,  ebenso  wie  die  Thesen  des  zweiten 
Berichterstatters,  als  Grundlage  für  die  weitere  Erörterung  über  die 
ganze  streitige  Frage  dienten. 

Der  Correferent,  dem  die  Thesen  des  Referenten  nicht  bekannt 
waren,  hatte  deshalb  seine  Aufgabe  von  einem  weitergehenden  Gesichts- 
punkte aus  aufgefaist  und  auch  yon  den  Naturwissenschaften  die 
Physik  mit  in  die  Betrachtung  gezogen,  weil  namentlich  auf  diesem 
Gebiete,  das  auüserdem  mit  dem  der  Mathematik  nahe  zusammen- 
hängt, viele  praktische  Beispiele  sich  zur  Erörterung  und  Blustrirung 
darbieten.  Er  ging  von  der  Anschauung  aus,  dals  den  höheren 
Schulen  der  Charakter  der  allgemeinen  Vorbildungsschulen  durchaus 
gewahrt  bleiben  müsse,  und  begründete  die  Forderung  mit  durch 
die  historische  Entwickelung  und  den  augenblicklichen  Stand  unserer 
höheren  Schulen.  Alle  Neuforderungen  könnten  nur  gedeihen  auf 
dem  einmal  gegebenen  Boden  und  durch  den  Ausbau  und  die  Um- 
änderung des  bestehenden  Baues,  nicht  aber  durch  Umreüsen  desselben. 

Er  begründete  näher,  was  die  einzelnen  Zweige  unseres  modernen 
Lebens  von  der  Schule  fordern  könnten,  und  wie  die  Forderungen, 
welche  die  Technik  macht,  in  entsprechender  Weise  von  vielen 
anderen  Berufen  gestellt  werden  könnten.  Sodann  wurde  die  Ver- 
schiedenheit der  Anforderungen  des  Fachunterrichts  an  die  allgemeinen 
Unterrichtsfächer  dargelegt.  Der  bisherige  Weg,  die  allgemeinen  Grund» 
kenntnisse  zu  geben  und  von  dem  Studirenden  zu  verlangen,  dafs  er 
auf  Grund  derselben  einzelne  Zweige  der  betreffenden  Wissenschaft 
weiter  studirt,  sei  der  richtige.  Die  Schule  müsse  nur  die  Anknüpfungen 
an  die  mannigfaltigen  Entwickelungen  und  Anwendungen  der  Wissen- 
schaft im  Leben  geben,  die  letzeren  aber  nicht  zur  alleinigen  Grund- 
lage machen.  Die  ganze  Frage  sei  nicht  nur  bezüglich  der  Ingenieur* 
vorbildung,  sondern  mit  Rücksicht  auf  die  gesamte  Technik  zu 
erörtern.  Eine  ausführliche  Behandlung  des  Themas  „Schule  und 
Technik ^^  würde  eigentlich  erforderlich  sein,  wenn  man  einen  einzelnen 
Teil  desselben,  der  zur  Besprechung  gestellt  sei,  richtig  beurteilen  wolle. 
Das  alte  und  neue  System  des  Unterrichts  wurde  sodann  im  all- 
gemeinen dargelegt,  an  einzelnen  Beispielen  erläutert,  nicht  aber 
bezüglich  der  einzelnen  Unterrichtszweige  im  einzelnen  behandelt. 
Sodann  ging  der  Correferent  kurz  darauf  ein,  was  denn  die  einzelnen 
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Fächer  der  Technik,  wie  der  Ingenieur-  und  Maschinentechnik,  von 
den  einzelnen  8chulwissenschaften  verlangen  müMen  oder  könnten, 
und  wie  demgegenüber  die  Schule  verfahre  und  verfahren  könne. 
Bei  der  Kürze  der  fär  das  Correferat  zur  Verfügung  stehenden  Zeit 
lieüs  sich  dies  vollständig  auch  nicht  bei  einer  Wissenschaft  durch- 
führen, was  noch  weniger  bei  einem  Vortrage  an  dieser  Stelle 
möglich  ist,  wo  das  Schultechnische  ganz  ausscheidet  und  gar  nicht 
mit  zur  Betrachtung  herangezogen  wird.  Nur  einzelne  Beispiele 
aus  Mathematik  und  Physik  (Buchstabenrechnung  und  Elasticität) 
wurden  berührt.  Bezüglich  der  Lehrervorbildung  ergiebt  sich  aus 
den  allgemeinen  Gesichtspunkten,  daüs  dieselbe  unbedingt  der  Uni- 
versität vorbehalten  werden  müDste,  schon  wegen  des  Zusammen- 
hangs, in  dem  die  Lehrer  der  Naturwissenschaften  mit  den  übrigen 
ScbulflU^hem  (incL  Zoologie  und  Botanik)  und  den  philosophischen 
Fächern  bleiben  mülsten.  Ein  früherer  Versuch,  far  gewisse  Schulen 
den  Lehrern  die  Vorbildung  an  technischen  Schulen  zu  gestatten, 
wie  bei  den  früheren  Gewerbeschullehrem,  ist  mifslungen,  und  wenn 
auch  einzelne  besonders  tüchtige  Kräfte  daraus  hervorgegangen  sind, 
so  wird  doch  niemand  nach  den  früheren  Erfahrungen  einen  solchen 
Weg  heutzutage  befürworten.  Bezüglich  der  Lehrervorbildung  kann 
man  den  Forderungen  der  Ingenieure  und  Techniker  dadurch  voll- 
kommen gerecht  werden,  dafs  man  an  den  Universitäten  Einrichtungen 
trifft,  welche  nach  den  bezeichneten  Richtungen  hin  Gelegenheit 
geben,  die  erforderliche  Vorbildimg  zu  erlangen:  das  Hören  einer 
allgemeinen  technologischen  Vorlesung  ist  für  Studirende  jeder 
Kategorie  in  hohem  Grade  wünschenswert,  andererseits  kann  man 
sehr  wohl  gestatten,  dafs  zwei  Semester  des  Studiums  an  einer 
technischen  Hochschule  zugebracht  werden,  die  selbstverständlich 
auf  die  Studienzeit,  die  acht  Semester  betragen  müfste,  in  Anrechnung 
zu  bringen  seien.  An  Orten,  wo  sich  Universität  und  technische 
Hochschule  befinden,  steht  ohnehin  schon  dem  Studirenden  die  Aus- 
bildung an  beiden  Hochschulen  offen.  Die  Aufgabe  der  technischen 
Hochschulen  ist  auch  nicht  direct  die  der  Lehrervorbildung,  sie  haben 
andere  ebenso  wichtige  Aufgaben  in  fast  übergrofser  Anzahl  zu 
lösen.  Es  sind  die  Universitäten  viel  eher  imstande,  das,  was  an 
Fachvorbildung  den  Lehrern  fehlt,  zu  bieten,  als  umgekehrt  die 
technischen  Hochschulen  die  allgemeinen  Fächer  und  neue  Special - 
ftcher,  die  den  Candidaten  der  Mathematik  und  Physik  mit  offen- 
stehen müssen,  wie  Zoologie  und  Botanik,  berücksichtigen  können.  Auf 
Grund  der  Progranune  der  technischen  Hochschulen  läTst  sich  kein 
Studienplan  für  die  Lehrer  der  Mathematik  und  Naturwissenschaften 
aufteilen,  während  das  sehr  wohl  nach  den  Vorlesungsverzeichnissen 
der  Universitäten  möglich  ist. 

Die  Auseinandersetzungen  beider  Referenten  wurden  in  Thesen 
zusanmiengefafst,  welche  hier  wiedergegeben  werden  mögen,   da  sie 
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gewissermaisen  als  Resultat  der  Darlegungen  der  Referenten  zu  be- 
trachten sind.  Die  Frage,  wie  etwa  Lehrer  för  die  Fachschulen 
vorzubilden  seien,  die  für  das  Gedeihen  unseres  Fach-  und  Fort- 
bildungsschulwesens von  der  gröüsten  Bedeutung  ist,  konnte  bei  den 
ganzen  Verhandlungen  nicht  mit  in  Betracht  gezogen  werden. 

Thesen  (Holzmüller). 

1.  Auf  jeder  deutschen  Universität  sind  pflichtmälsige  Vor- 
lesungen und  Übungen  in  der  darstellenden  Geometrie  einzuführen. 

2.  Die  Prüfungsordnung  fCir  Candidaten  des  mathematischen 
Lehramts  ist  dahin  zu  ergänzen,  dalüs  mindestens  in  den  ersten  Ele- 
menten der  darstellenden  Geometrie  geprüft  wird. 

3.  Dem  Candidaten  des  mathematischen  Lehramts  muls  es 
freigestellt  werden,  einige  Semester  seiner  Studienzeit  auf  der  tech- 
nischen Hochschule   zu  verbringen,  die  ihm  voll   anzurechnen  sind. 

4.  Auf  jeder  Universität  sind  pflichtmälsige  Vorlesungen  über 
die  elementare  Mathematik  und  Mechanik  einzuführen. 

5.  Auf  jeder  technischen  Hochschule  ist  für  das  erste  Studien- 
jahr eine  Vorlesung  über  Ingenieur-Mathematik  in  elementarer  Be- 
handlung einzurichten. 

6.  Auf  den  Oberklassen  des  Gymnasiums  sind  im  Interesse  der 
künftigen  Ingenieure  zwei  Wochenstunden  wahlfrei  dem  Betriebe  des 
gebundenen  Zeichnens  und  der  darstellenden  Geometrie  zu  widmen. 
Auf  den  realistischen  Anstalten  ist  pflichtmäfsiger  Betrieb  dieser 
Fächer  wünschenswert. 

7.  Die  Begriffe  der  Energie,  des  Trägheitsmoments  und  des 
Potentials  müssen  auf  dem  Gjnmasium  in  elementarer  Weise  zur 
Erläuterung  kommen  und  an  der  Hand  praktischer  Übungsbeispiele 
geklärt  werden. 

8.  Der  Verein  zur  Förderung  des  mathematischen  Unterrichts 
sieht  in  den  mathematischen  Lehrplänen  von  1892  einen  ersten 
Schritt  zu  einem  dem  praktischen  Bedür&is  entsprechenden  Be- 
triebe der  Mathematik  und  ist  besonders  mit  der  stärkeren  Be- 
tonung der  Stereometrie  und  des  stereometrischen  Zeichnens  ein- 
verstanden. 

Thesen  (Schwalbe). 

1.  Dem  Schulunterricht  muDs  das  Ziel  eines  allgemein  vor- 
bildenden Unterrichts  gewahrt  bleiben.  Eine  Auswahl  des  Stoffes 
nur  mit  Rücksicht  auf  bestimmte  Berufszweige  ist  nachteilig. 

2.  Bei  der  methodischen  Durchführung  des  Unterrichts  in  den 
einzelnen  Lehrgegenständen  sind  möglichst  die  Beziehungen  derselben 
zum  heutigen  Leben,  zu  den  Fortschritten  in  Industrie,  Technik  und 
Wissenschaft  heranzuziehen,  ohne  dals  diese  zum  Mittelpunkt  des 
Unterrichts   gemacht  werden.      Hierbei   sind   nur   die   Stoffe  auszu- 
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wählen,  welche  dem  Verstüsdnis  des  noch  mehr  oder  weniger  un- 
entwickelten AnfGELSsnngsvermögens  der  Jagend  zngingHch  sind. 

3.  Die  Auflösung  der  allgemeinen  Sclmlen  in  Fachschulen  ist 
för  die  <3esamtbildung  nachteilig. 

4.  Um  das  unter  2  erw&hnte  Ziel  zu  erreichen,  sind  an  den 
ünirersitftten  der  Stftdte,  die  nicht  gleichzeitig  technische  Hodischulen 
besitzen,  Einrichtungen  zu  treffen,  welche  die  allgemeine  Bildung  auf 
den  Grebieten  der  Technik  vermitteln. 

5.  Die  Studirenden  der  Mathematik  und  Naturwissenschaften, 
welche  das  LelirfMh  ergreifon  wollen,  müssen  den  Nachweis  der 
Teilnahme  an  diesen  Vorlesungen  erbringen.  Die  letzteren  sind  auch 
den  nicht  mehr  Studirenden  leicht  zugftnglkh  zu  machen  (den 
Juristen,  Lehrern). 

6.  Die  Lehrervorbildung  mufis  der  Universität  zugewiesen 
bleiben. 

Die  Versammlung  trat  sodann  in  die  Erörterung  der  von 
den  Herren  Director  Holzmüller  aus  Hagen  und  Director  Schwalbe 
aus  Berlin  besprochenen  Beziehungen  des  mathematischen 
Unterrichts  zur  Ingenieur-Vorbildung  ein.  Die  Besprechung 
erfolgte  an  der  Hand  der  beiderseitig  vorliegenden  Thesen,  die  viele 
Berührungspunkte  mit  einander  hatten.  Man  einigte  sich  nach 
kuizer  allg^neiner  Erörterung  darüber,  zunächst  über  die  in  mehr 
allgemeiner  Form  gehaltenen  Thesen  des  Herrn  Director  Schwalbe 
lübrastimmen.  Nach  einigen  unwesentlichen  Änderungen  und  nach- 
dem die  These:  „Die  Auflösung  der  allgemeinen  Schulen  in  Fach- 
schulen ist  f^  die  Gesamtbildung  nachteilig*^,  fallen  gelassen  war, 
da  dieser  Punkt  schon,  wenn  auch  nicht  in  so  scharfer  Form,  in 
der  ersten  These  enthalten  war,  wurden  aus  beiden  Gruppen  der 
Thesen  folgende  angenommen: 

Beschlüsse  der  Versammlung« 

1.  Dem  Unterricht  an  den  höheren  Lehranstalten  muJGs  das  Ziel 
eines  aUgraiein  vorbildenden  Unterrichts  gewahrt  bleiben.  Auswahl 
und  Behandlung  des  Stoffes  nur  mit  Rücksicht  auf  bestimmte  Berufs- 
zweige ist  nachteilig. 

2.  Bei  der  methodischen  Durchführung  des  Unterrichts  in  den 
einzelnen  Lehrgegenständen  sind  möglichst  die  Beziehungen  derselben 
zu  dem  heutigen  Leben,  zu  den  Fortschritten  in  Industrie,  Technik 
und  Wissenschaft  heranzuziehen,  ohne  dals  diese  zum  Mittelpunkt 
des  Unterrichts  gemacht  werden.  Hierbei  sind  nur  die  Stoffe  aus- 
zuwählen, welche  für  das  Verständnis  und  das  Auffassungsvermögen 
der  Jugend  geeignet  sind. 

3.  Zur  Erreichung  dieses  Zieles  sind  an  den  Universitäten  der 
Städte,  die  nicht  zugleich  technische  Hochschulen  besitzen,  Einrich- 
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tungen  zu  treffen,  welche  die  allgemeine  Bildung  auf  den  Gebieten 
der  Technik  yermitteln. 

4.  Die  Studirenden  der  Mathematik  und  der  Naturwissen- 
schaften, welche  das  Lehr&ch  ergreifen  wollen,  müssen  den  Nach- 
weis der  Teilnahme  an  diesen  Veranstaltungen  erbringen.  Die  letz- 
teren sind  auch  den  Nichtstudirenden  (Juristen,  Lehrern  und  Anderen) 
leicht  zugänglich  zu  machen. 

5.  Die  Lehrervörbildung  muTs  der  Universität  zugewiesen  bleiben, 
doch  soll  es  dem  Candidaten  des  mathematischen  Lehramts  frei- 
gestellt werden,  einige  Semester,  die  ihm  voll  anzurechnen  sind,  auf 
der  technischen  Hochschule  zu  verbringen. 

6.  Auf  den  deutschen  Universitäten  haben  Vorlesungen  und 
Übungen  in  der  darstellenden  Geometrie  ebenso  wie  über  elemen- 
tare Mathematik  und  Mechanik  stattzufinden. 

7.  Die  Prufongsordnung  für  Candidaten  des  mathematischen 
Lehramts  ist  dahin  zu  ergänzen,  dafs  mindestens  in  den  ersten  Ele- 
menten der  darstellenden  Geometyie  geprüft  wird. 

8.  Auf  den  Oberklassen  der  Gymnasien  sind  zwei  Wochen- 
stunden wahlfrei  dem  Betriebe  des  gebundenen  Zeichnens  und  der 
darstellenden  Geometrie  zu  widmen.  Auf  den  realistischen  Anstalten 
ist  pflichtmäfsiger  Betrieb  dieser  Fächer  notwendig. 

Immerhin  können  diese  Verhandlungen  ein  Bild  von  den  An- 
schauungen geben,  die  in  den  beteiligten  Kreisen  selbst  vorhanden 
sind.  Hier  sind  die  Thesen  nicht  zur  BeschluTsfaSsung,  sondern  zur 
Aussprache  mitgeteilt;  dieselben  hätten  für  die  Naturforscherver- 
sammlung zum  Teil  wohl  eine  andere  Fassung  und  Begründung  nach 
anderer  Richtung  hin  erfahren.  Vor  allem  aber  ist  es  wünschenswert, 
wenn  an  den  Fragen  des  Unterrichts  und  der  Erziehung,  die  heute 
vielleicht  weiteren  Veränderungen  und  notwendigen  Umgestaltungen 
entgegengehen,  alle  Kreise  teilnehmen  und  in  gegenseitigen  Ge- 
dankenaustausch treten,  wozu  die  Naturforscherversammlung  in  hohem 
Grade  beitragen  kann,  da  auf  dem  Gebiete  der  Naturwissenschaften 
und  in  dem  Bestreben,  diese  für  Unterricht  und  Erziehung  im  wei- 
teren Umfange  zu  benutzen,  die  gröfste  Reform  den  früheren  Ein- 
richtungen gegenüber  liegt  Mögen  deshalb  solche  Fragen  auch 
mehr  und  mehr  Interesse  in  wissenschaftlichen  Kreisen  gewinnen, 
auch  hier  weiter  behandelt  werden  und  ihre  Behandlung  der  Schule 
und  unserer  Jugenderziehung  zur  Förderung  gereichen! 
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Über  Veetoranalysis. 

Von  H.  Burkhardt  (Göttingen). 

Wenn  ich  es  heute  wage,  die  Frage  nach  der  zweckmäßigsten 
Methode  zur  analytischen  Behandlung  physikalischer  Probleme  zur 
Discussion  zu  stellen,  sollte  ich  wohl  eigentlich  erst  die  Vorfrage 
erörtern,  ob  denn  die  Physik  überhaupt  der  Mithülfe  der  Mathematik 
bedarfl  Doch  ist  das  schliefslich  Sache  der  Physiker  selbst;  aber 
so  lange  unter  ihnen  noch  Leute  sich  finden,  die  Yon  der  Mathe- 
matik feiner  geschliffene  Waffen  als  / —  verlangen,  hat  der  Mathe- 
matiker das  Bedit  und  die  Pflicht,  sich  die  Frage  vorzulegen,  ob 
die  Werkzeuge,  die  er  dem  Physiker  liefert,  ihrem  Zwecke  so  voU- 
konomen  als  möglich  entsprechen.  An  dieser  Frage  ist  in  den  letzten 
Jahren  von  vielen  Seiten  her  gearbeitet  worden;  ich  darf  Ihnen 
einen  Bericht  über  die  Resultate  dieser  Arbeit  vorlegen,  ohne  den 
Anspruch  zu  machen,  wesentlich  Neues  hinzugef&gt  zu  haben. 

Das  Werkzeug,  dessen  sich  die  Mehrzahl  der  Mathematiker  seit 
27,  Jiüirhunderten  zur  Beherrschung  der  Raumwelt  bedient  hat,  ist 
die  analytische  Geometrie  des  Cartesius.  Sie  ersetzt  die 
Beziehungen  zwischen  räumlichen  Gebilden  durch  Beziehungen  zwischen 
Zahlen,  die  ihren  Elementen  zugeordnet  werden.  Man  hat  seit  lange 
den  Vorwurf  gegen  sie  erhoben,  dafs  durch  Einfährung  solcher  auf 
ein  willkürlich  gewähltes  Fundamentalsystem  bezogenen  „Coordinaten^^ 
der  Aufgabe  ursprünglich  fremde  Elemente  in  die  Betrachtung  ein- 
geführt, dadurch  der  Blick  von  der  Realität  der  äufseren  Raumwelt 
abgelenkt  und  das  abstracte  Operiren  mit  Ziffern  und  Symbolen 
an  Stelle  der  lebendigen  Anschauung  gesetzt  wird.  Schon  Leibniz 
hat  eine  naturgemäüsere  Symbolik  für  die  geometrischen  Operationen 
gefordert:  „il  nous  faut  encore  une  autre  analyse  proprement  geo- 
metrique  ou  Unfaire,  qui  nous  exprime  directement  situm  comme 
Talgebre  magnitudinem^^;  aber  die  Analysten  des  18.  Jahrhunderts 
hatten  genug  mit  der  Entwickelung  der  Infinitesimalrechnung  zu  thun. 
Als  dann  eine  neuere  Geometrie  entstand,  wurden  jene  Mängel 
zunächst  so  stark  empfanden,  dafs  man  es  vorzog,  auf  die  Dienste, 
die  der  Geometrie  die  Analysis  leisten  kann,  ganz  zu  verzichten  und 
sich  der  Reinheit  der  geometrischen  Methode  zu  freuen.  Bald  traten 
dann  in  ihr  die  projectiven  Eigenschafken  in  den  Vordergrund, 
d.  h.  diejenigen,  welche  allen  durch  Projectionen  aus  einander  hervor- 
gehenden Gebilden  gemeinsam  sind.  Die  angewandte  Mathematik 
hat,  abgesehen  von  der  graphischen  Behandlung  der  Statik,  diesen 
Umgestaltungsprocels  der  Geometrie  nicht  mitgemacht,  sondern  ist 
den  cartesischen  Methoden  treu  geblieben;  in  der  That  sind  fCb*  sie 
die  quantitativen  metrischen  Verhältnisse  viel  zu  wichtig,  als  dafs 
sie  sich  damit  befreunden  könnte,  diese  in  zweite  Linie  gestellt  zu 
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sehen.  Um  so  mehr  machten  sich  ihr  die  ünbehülflichkeiten  der 
analytischen  Geometrie  fühlbar;  so  ging  die  Beförmbewegong  von 
Männern  aus,  die  in  den  physikalischen  und  astronomischen  An- 
wendungen der  Mathematik  zu  Hause  waren  oder  ihnen  doch 
wenigstens  nahe  standen.  Weitere  Kreise  hat  sie  aber  erst  erfa&t, 
als  die  Faraday-Maxwell'sche  Theorie  der  Elektricität  die  elektrischen 
Vorgänge  aus  den  Leitern  in  das  umgebende  Medium  hinaus  ver- 
legt und  damit  auch  dem  Elektriker  die  Notwendigkeit  auferlegt 
hatte,  im  dreidimensionalen  Baume  heimisch  zu  werden.  Seitdem 
hat  sich  ein  grolser  Teil  namentlich  der  englisch  redenden  Physiker 
ihr  zugewandt,  und  es  geht  nicht  mehr  an,  diese  Bestrebungen  als 
Absonderlichkeiten  Einzelner  vornehm  bei  Seite  zu  schieben. 

An  der  Spitze  des  Beformprogramms  steht  die  Forderung:  man 
soll  nicht  mit  den  Coordinaten  geometrischer  Gröfsen,  sondern  mit 
diesen  Gröfsen  selbst  rechnen  —  wobei  natürlich  nicht  an  das 
numerische  Bechnen  mit  Ziffern,  sondern  an  das  analytische  mit 
Buchstaben  zu  denken  ist.  Wie  arbeitet  nun  die  gewöhnliche  Algebra 
mit  ihren  Buchstabensymbolen?  Sie  fahrt  Namen  und  Zeichen  för 
gewisse  Verknüpfongen  ein,  die  mit  den  durch  diese  Symbole  dar- 
gestellten Objecten  —  den  Zahlen  —  vorgenonimen  werden  sollen. 
Sie  lehrt  dann  fundamentale  Gesetze  kennen,  welche  aussagen:  ge- 
wisse Verknüpfongen,  mit  irgend  welchen  Objecten  in  bestimmter 
Beihenfolge  vorgenommen  (erst  a'\-b'=d^  dann  cd «»  e),  geben  das- 
selbe Besultat,  wie  gewisse  andere  Verknüpfungen,  mit  denselben 
Objecten  in  bestimmter  anderer  Beihenfolge  vorgenommen  (ac  =  /', 
^c  =  5^»  /""f^^^)-  Sie  wendet  endlich  diese  Gesetze  an,  um  solche 
Übereinstimmung  zwischen  den  Besultaten  verschiedener  Folgen  von 
Verknüpfungen  auch  in  verwickeiteren  FäDen  zu  erkennen. 

Die  neuen  Methoden  geometrischer  Analysis  wollen  nun  mit 
den  geometrischen  Gröfsen  selbst  rechnen,  nicht  mit  Zahlen, 
die  mit  ihnen  in  mehr  oder  weniger  künstlicher  Weise  in  Ver- 
bindung gebracht  sind.  Das  heifst  also:  man  bezeichne  die  geo- 
metrischen Gebilde  selbst  durch  Buchstaben,  die  mit  ihnen  vorzu- 
nehmenden Verknüpfungen  durch  Operationssymbole;  man  stelle  — 
durch  geometrische  Überlegungen  —  die'  Gesetze  auf,  nach  welchen 
mit  diesen  Symbolen  zu  operiren  ist;  dann  wird  man  eine  groüse  Beihe 
weiterer  Beziehungen  durch  formales  Manipuliren  mit  den  Symbolen 
erhalten  können  und  dabei  doch  den  Vorteil  haben,  dafs  jeder  ein- 
zelne Schritt  eine  anschauliche  geometrische  Bedeutung  besitzt.  Um 
das  gleich  an  einem  Beispiel  zu  erläutern:  seien  die  Objecto,  die 
durch  Buchstaben  bezeichnet  werden  sollen,  die  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Strecken,  die  Operation,  die  aus  zwei  solchen  Strecken 
eine  neue  ableitet,  sei  die  Construction  der  Diagonale  des  durch  die 

beiden  ersten  bestimmten  Parallelogramms.    Sei  etwa  -)~  ^^  Zeichen 
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dieser  Operation,  dann  geben  elementarste  geometrische  Überlegnagen 
folgende  beiden  Eigenschaften  derselben: 

(a  +  6)-fc^o  +  (6-|-c). 

Ans  ihnen  kann  durch  formales  Schlieiäen  eine  grolse  Menge 
weiterer  abgeleitet  werden. 

Aber  geometrischer  Objecto  und  geometrischer  Verknüpfungen 
dieser  Objecto  giebt  es  eine  unabsehbare  Mannigfaltigkeit;  welche 
unter  ihnen  wird  man  auswählen,  um  hier  nicht  ins  Uferlose  zu 
geraten?  Die  Auswahl,  die  man  thatsächlich  getroffen  hat,  ist  in 
mdir  oder  weniger  bewuüster  Weise,  namentlich  nach  zwei  Gesichts- 
punkten geschehen. 

Der  eine  ist:  man  soll  nur  solche  Verknüpfungen  der  Gebilde 
betrachten,  deren  geometrische  Definition  nur  die  gegebenen  Gebilde 
s^bst  benutzt,  nicht  auTserdem  auch  noch  willkürlich  gewählte  Hülfs- 
elemente,  wie  Coordinatenazen  u.  dgl.;  wir  werden  auf  die  Be- 
deutung dieser  Forderung  noch  zurückkonmien  müssen. 

Andererseits  war  für  die  Auswahl  der  fundamentalen  Operationen 
die  Forderung  ma&gebend,  dals  die  Verknüpfungsgesetee  der  ge- 
wöhnlichen Algebra,  soweit  als  irgend  möglich,  auch  für  sie  Geltung 
haben  sollten,  so  dafs  die  Lehre  von  den  geometrischen  Verknüpfungen 
in  der  Gestalt  einer  Erweiterung  der  Begriffe  der  gewöhnlichen 
Algebra  auftritt.  Das  zu  yerlangen,  hat  man  nun  eigentlich  von 
Tomh«'ein  gar  kein  Recht  als  das  der  Bequemlichkeit;  erst  der  Er- 
folg kann  es  nachträglich  rechtfertigen,  und  er  hat  es  eben  auch 
n«r  in  dem  Sinne  gerechtfertigt,  dals  er  den  Erfindern  die  Klausel 
„soweit  als  irgend  möglich^^  aufzwang,  die  in  ihrer  ursprünglichen 
Auffassung  gewifs  nicht  lag.  Aber  man  hatte  die  Begriffe  der  Algebra 
schon  mehrfach  mit  glücldichem  Erfolge  erweitert,  indem  man  ihre 
Gesetze,  die  ursprünglich  auf  die  ganzen  Zahlen  sich  beziehen,  auch 
auf  andere  Zahlenklassen  wesentlich  geometrischen  Ursprungs  —  die 
negativen,  gebrochenen,  irrationalen  Zahlen  —  übertrug.  Dann  war 
das  Rechnen  mit  den  sogenannten  gemeinen  complexen  Zahlen  ge- 
kommen, das  allerdings  zunächst  den  Bedürfnissen  der  Algebra  selbst 
seine  Entstehung  verdankt^  dem  aber  durch  Gaufs  und  Argand  eine 
geometrische  Unterlage  geschaffen  worden  war.  Ich  darf  ja  hier  wohl 
als  bekannt  voraussetzen,  wie  eine  complexe  Zahl  x  -f-  iy  (i  ==  y — 1) 
durch  einen  Punkt  der  Ebene  —  besser  noch  durch  eine  vom  Co- 
ordinatenanfangspunkt  ausgehende  Strecke  (Vector)  —  repräsentirt 
wild.  Die  Addition  solcher  Zahlen  geschieht  durch  die  vorhin 
erwähnte  Parallelogrammconstruction,  die  Multiplication  durch 
Conslaructioa  ähnlicher  Dreiecke;  es  wird  gezeigt,  dals  die  so  defi- 
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Hirten  Operationen  allen  Regeln  der  gleichnamigen  Bechnongs- 
operationen  mit  reellen  Zahlen  gehorchen.  Zu  beachten  ist  übrigens 
dabei,  dals  wohl  die  Addition,  nicht  aber  diese  Multiplication  „com- 
planarer  Vectoren"  der  Forderung  der  Unabhängigkeit  vom  Co- 
ordinatensystem  genügt. 

An  diese  geometrische  Darstellung  der  gemeinen  complexen 
Zahlen  und  des  Rechnens  mit  ihnen  knüpften  sich  alsbald  Versuche, 
eine  Gattung  complexer,  wenn  man  will  übercomplexer  Orölsen  zu 
erfinden,  welche  für  die  Geometrie  des  Raumes  das  leisten  sollten, 
was  für  die  Ebene  dort  geglückt  war.  Dem  hat  GauTs  durch  die 
Erklärung  abgewehrt,  dals  „die  Relationen  zwischen  Dingen,  die  eine 
Mannigfaltigkeit  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  darbieten,  nicht 
noch  andere  in  der  allgemeinen  Arithmetik  zulässige  Arten  von 
Gröfsen  liefern  können."  In  der  That  mufs  man,  wenn  man  eine 
solche  Erweiterung  vornehmen  will,  auf  eine  oder  die  andere  Eigen- 
schaft der  elementaren  arithmetischen  Operationen  verzichten.  Ent- 
schliefst man  sich  aber  dazu,  so  kann  man  auf  zweierlei  Arten  vor- 
gehen. Man  kann  entweder  eine  abstracte  allgemeine  Theorie  der 
Verknüpfungen  und  ihrer  Gesetze  an  die  Spitze  stellen,  die  ver- 
schiedenen möglichen  Combinatioiten  von  Annahmen  auf  ihre  Ver- 
träglichkeit prüfen  und  zu  den  übrig  bleibenden  nachträglich  geo- 
metrische Darstellungen  aufsuchen;  oder  man  kann  von  besünmiten 
geometrischen  Verknüpfongen  ausgehen,  ihre  Eigenschaften  bestimmen 
und  nachher  zusehen,  durch  welcherlei  complexe  Zahlen  man  sie 
etwa  zweckmäJjsigerweise  darstellt.  Natürlich  haben  sich  in  der 
thatsächlichen  Entwickelung  beide  Gedankengänge  vielfach  durchkreuzt. 

Das  erste  durchgeführte  Beispiel  einer  geometrischen  Analjrse 
(ohne  Beziehung  auf  compleze  Zahlen)  war  der  barycentrische 
Calcul  von  Möbius;  er  ist  als  solcher  verschwunden  und  in  die 
analytische  Behandlung  der  projectiven  Geometrie  aufgegangen. 
Dann  ist  die  schon  oben  erwähnte  geometrische  Addition  der 
Vectoren  von  Bellavitis  und  Grafsmann  gelehrt  worden.  Von  einer 
eigentlichen  Vectoranalysis  kann  man  jedoch  erst  reden,  seitdem 
neben  diese  Addition  auch  Multiplicationen  getreten  sind,  die  zu 
ihr  in  der  durch  das  Distributionsgesetz: 

a(b  -}-  c)  =  a6  -f-  ac 

gegebenen  Beziehung  stehen.  Solcher  Manipulationen  hat  Grafs- 
mann  namentlich  zwei  entwickelt.  Unter  dem  äufseren  Product 
zweier  Strecken  (Vectoren)  versteht  er  den  Flächeninhalt  des  von 
ihnen  umschlossenen  Parallelogramms,  seiner  Gröfse  und  der  Stellung 
seiner  Ebene  nach;  unter  dem  inneren  Product  eine  Zahl,  welche 
gleich  ist  dem  Product  aus  den  Längenzahlen  beider  Strecken  und 
dem  Cosinus  des  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkels.  Das  erstere 
ist  also  ab  sin  ^,  das  letztere  ab  cos  y.     Dafs  dieses  als  eine  Zahl, 
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jenes  als  eine  geometrische  Gröfse  aufzufassen  ist,  haben  Grafsmann 
und  Hamilton  durch  Überlegungen  plausibel  gemacht,  die  letzterer 
selbst  als  somewhat  metaphysical  bezeichnet.  Will  man  sie  in  mathe- 
matische Form  bringen,  so  mufs  man  zu  dem  oben  erwähnten 
Postulat  der  Unabhängigkeit  der  Verknüpfungsresultate  vom  Go- 
ordinatensjstem  noch  das  andere  hinzunehmen,  dafs  man  nur  solche 
GröDsen  betrachten  will,  die  rational  und  ganz  von  den  Gomponenten 
der  gegebenen  Vectoren  abhängen. 

Keine  von  beiden  Arten  der  Productbildung  liefert  also  un- 
mittelbar wieder  einen  Vector  als  Resultat;  man  kann  aber  das 
innere  Product  als  Vector  auffassen,  wenn  man  jede  Stellung  yon 
Ebenen  durch  die  zu  ihr  senkrechte  Richtung  von  Geraden  ersetzt, 
Flächenr&ume  durch  zu  ihnen  proportionale  und  senkrechte  Strecken. 
Bei  Grafsmann  heilst  das  „Übergang  zur  Ergänzung*^;  dafs  es  möglich 
imd  zweckmäfjsig  ist,  beruht  darauf,  dafs  in  der  Geometrie  des 
Slnhlenbündels  das  Dualitfttsprincip  auch  für  die  metrischen  Be- 
ziehnngen  gilt. 

Mit  diesen  Operationen  wirtschaftet  nun  die  Vectoralgebra;  ich 
br&Qche  wohl  nicht  weiter  auszufahren,  wie  es  mit  ihrer  Hülfe  in 
der  That  gelingt,  eine  grofse  Reihe  geometrischer  Beziehungen  durch 
eine  übersichtliche  Symbolik  darzustellen.  Aber  zu  eigentlicher  Be- 
dentang gelangt  alles  das  doch  erst,  wenn  man  von  der  „Vector- 
algebra" zur  „Vectoranalysis"  fortschreitet,  d.  h.  „in  den  Begriff  der 
stetig  veränderlichen  Gröfse  zugleich  den  Begriff  von  Verschieden- 
heiten aufiiimmt,  welche  den  Dimensionen  des  Raumes  entsprechen". 
Bei  Grafsmann  ist  das  nur  teilweise  durchgeführt  im  Einzelnen; 
entwickelt  ist  es  von  den  neueren  Physikern  englischer  Zunge,  und 
zwar  zunächst  im  Anschlufis  an  Hamilton's  System,  ganz  neuerdings 
sich  davon  emandpirend. 

Kommt  man  von  der  Goordinatengeometrie,  so  kann  man  sich 
leicht  klar  machen,  um  was  es  sich  handelt.  Der  Übergang  von 
einem  rechtwinkligen  Goordinatensystem  zu  einem  anderen  geschieht 
^orch  diejenige  besondere  Art  linearer  Substitutionen,  die  man  ortho- 
gonal nennt.  Nun  ist  es  einerseits  ein  in  der  Lehre  von  den  linearen 
Snbstitutionen  wohlbekannter  Satz,  „dafs  sich  die  Differentiations- 
symbole zu  den  Variabein  contragredient  substituiren";  andererseits 
ist  eine  orthogonale  Substitution  gerade  dadurch  charakterisirt,  dafs 
sie  zu  sich  selbst  contragredient  ist.  Daraus  entspringt  hier  die 
Berechtigung,  die  Differentialsjrmbole  (^/da;,  ^/dy,  ^/dg)  selbst  wie 
Vectorcomponenten  zu  behandeln.  Dafs  femer  die  Verknüpfung 
«iner  Fonktion  §  mit  einer  auf  sie  ausgeübten  Differentialoperation 
^Idx  zor  Ableitung  ^ijdx  in  mehrfacher  Beziehung  den  formalen 
Gesetzen  der  Multiplication  gehorcht,  darauf  ist  man  schon  früher 
Aofinerksam  geworden.  Die  Verbindung  beider  Bemerkungen  giebt 
den  vectoriellen  Operator  V?   dessen   Gomponenten  ^jdx^  ^/dy^ 
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^I^g  Bind,  und  der  mit  reinen  ZahlgrdlBen,  sowie  mit  anderen  Vec- 
toreaa  dnrob  die  yerschiedenen  Arten  der  Multiplication  verknQpft 
werden  kann.  Dieser  umstand,  dals  das  V  formal  wie  ein  Yeetor 
behandelt  werden  darf,  giebt  der  Differentialrechnang  mit  Vecioren 
ihre  Elegans.  Er  erscheint  in  den  meisten  Darstellungen  als  etwas 
ganz  GeheimnisYolles,  das  nur  zur  Auffindung,  nicht  zum  Beweis 
neuer  Sätze  dienen  könne,  enthielt  aber  in  der  That  eine  ganz 
legitime  Schlufsweise,  die  ihre  Begrtmdung  in  den  erwähnten  Sätzen 
der  Invarianteiltheorie  findet;  man  mulB  nur  bei  ihrer  Verw^idung 
die  Regeln  beachten,  die  überhaupt  für  die  Trennung  von  Operations- 
und Quantitätssymbolen  gelten.  Übrigens  greifen  hier  die  üiyariaaten- 
theoretischen  Untersuchungen  über  „Endlichkeit  der  Formensjsteme" 
ein,  aus  denen  hervorgeht,  dalB  es  aufser  den  bereits  bekannten 
vectoriellen  Differentialoperatoren  keine  weiteren  giebt.  Daraus 
allein,  dafs  der  „2.  Differentialparameter^^  A^TJ  in  den 
verschiedensten  Zweigen  der  Physik  auftritt,  dürfte  nicht 
geschlossen  werden,  dafs  den  in  ihnen  studirten  Erschei- 
nungen dieselben  Vorgänge  zu  Grunde  liegen;  das  ist  ein 
rein  mathematischer  Satz,  sobald  man  Homogeneität  und  Isotropie 
des  Mittels  voraussetzt  und  aulserdem  noch,  dafe  die  Erscheinungen 
durch  Differentialgleichungen  ü.  0.  beschrieben  werden  können. 

Weiterhin  treten  dann  in  der  Vectoranaljsis  verschiedene  Arten 
von  einfachen  und  Doppelintegralen  auf,  indem  die  multiplicative 
YerbiQdung  zwischen  der  zu  integrirenden  Ortsfunction  und  dem 
Bogen-  oder  Flächenelement  einmal  als  innere,  das  andere  Mal  als 
äu&ere  Multiplication  gefafst  wird. 

Worin  liegen  nun  die  Vorteile  einer  solchen  Symbolik?  Von 
der  bedeutenden  Abkürzung  der  Formeln  und  der  dadurch  erhöhten 
Übersichtlichkeit  der  Rechnung  will  ich  nicht  redeu;  sie  allein  würde 
die  aufgewandte  Mühe  nicht  lohnen.  Aber  ich  darf  vielleicht  an- 
fiUiren,  was  Gaufs  zunächst  über  den  baryoentrischen  Oalcul  von 
Moebius  schreibt:  „Der  Vorteil  ist  der,  daij9,  wenn  ein  solcher  Cälcul 
dem  innersten  Wesen  vielfach  vorkonunender  Bedürfhisse  correspon- 
dirt,  jeder,  der  sich  ihn  ganz  angeeignet  hat,  auch  ohne  die  gleichsam 
unbewulste  Inspiration  des  Genies,  die  niemand  erzwingen  kann,  die 
dahingehörigen  Aufgaben  lösen,  ja  selbst  in  verwickeiteren  Fällen 
gleichsam  mechanisch  lösen  kann,  wo  ohne  eine  solche  Hülfe  auch 
das  Genie  ohnmächtig  wird.  ...  Es  werden  durch  solche  C<hi- 
ceptionen  unzählige  Aufgaben,  die  sonst  vereinzelt  stehen  und  jedes«- 
mal  neue  Efforts  (kleinere  oder  grö&ere)  des  Erfindungsgeistes 
erfordern,  gleichsam  zu  einem  organischen  Beiche.^^  Will  man  b»> 
stimmte  Punkte  genannt  sehen,  an  welchen  diese  Vorteile  zu  Tage 
treten,  so  möchte  ich  in  erster  Linie  die  Aufstellung  der  Diffe- 
rentialgleichungen physikalischer  Probleme  anführen,  dann  aber 
auch  die  Aufstellung  einfacher  particulärer  Integrale  derselben,  auf 
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die-  es  aclilieijslich  in  der  Physik  mehr  ankommt,  als  der  Mathematiker 
gewöhalich  denkt. 

Was  freilich  die  Yectoranalysis  ebensowenig  wie  irgend  eine 
andere  Symbolik  zu  leisten  imstande  ist,  darf  man  nicht  vdn  ihr 
fordern  wollen.  Ein  Problem,  das  nun  einmal  auf  transcendente 
Fonctionen  fährt,  kann  niemals  durch  eine  andere  Art  Sjrmbolik 
algebraisch  werden;  oder  um  eine  gebräuchliche,  wenn  auch  eigeot- 
lich  nichtssagende  Ausdrucksweise  anzuwenden:  was  man  mit  Goordi- 
natengeometrie  nicht  integriren  kann,  kann  man  mit  Yectoranalysis 
aneh  nieht  integriren.  Man  wird  vielleicht  gewisse  Erfolge  erzielen 
können  9  wenn  man  eine  systematische  Theorie  transcendenter  Func- 
tionen Yon  Yectoren  aufbaut,  wie  man  eine  solche  von  transcen- 
denten  Functionen  gewöhnlicher  complezer  GröCsen  hat;  aber  dazu 
ist  noch  kaum  ein  Anfang  gemacht.  (Doch  sind  neuerdings  glück- 
liche Yersuche  gemacht  worden,  die  Ezistenzbeweise  f&r  Integrale 
von  Differentialgleichungssystemen  durch  Benutzung  complexer 
Zahlen  mit  mehreren  Einheiten  formal  zu  vereinfachen.)  — 

Zu  besonderer  Ausbildung  ist  ein  Zweig  der  Yectoranalysis  ge- 
langt, der  von  seinem  Erfinder  Sir  W.  Bowan  Hamilton  den  Namen 
Quaternionenoalcul  bekommen  hat.  um  seine  Stellung  inner- 
halb der  Yectoranalysis  zu  charakterisiren,  müssen  wir  etwas  aus- 
holen. Wir  haben  bisher  immer  von  der  Yerknüpfung  geometrischer 
Gebilde  —  seien  es  nun  Punkte,  Yectoren  oder  was  sonst  — 
gebrochen.  Wir  können  aber  die  Gebilde  auch  als  Yertreter  geo- 
metrischer Operationen  ansehen,  die  ein  Gebilde  in  ein  anderes 
überf&hren  —  die  Yectoren  z.  B.  als  Repräsentanten  von  Trans- 
lationen. Insbesondere  solche  Operationen  werden  wichtig  sein,  die 
sieh  auf  jedes  beliebige  Raumgebilde  anwenden  lassen;  man  nennt 
sie  Transformationen  des  Raumes  in  sich.  Für  sie  lieget  eine 
Art  der  Yerknüpfung  auf  der  Hand:  führt  eine  Transformation  Ä 
jedes  Gebilde  o?  in  ein  anderes  x'  über,  eine  zweite  Transformation  B 
f '  in  x'\  so  giebt'es  eine  Transformation  C,  die  jedes  x  direct  in 
das  zugehörige  x"  überführt;  diese  kann  als  Resultat  einer  Yer- 
knüpfung von  A  und  B  betrachtet  werden.  Sind  die  Trans- 
formationen speciell  Translationen,  so  ist  die  hier  genannte  Yer- 
knüpfong  bekanntlich  genau  die  mehrfach  erwähnte  Addition  der 
Yeetoren.  Ebenso  ist  bekannt,  dafs  unendlich  kleine  Drehungen  tmi 
Axen  desselben  Punktes  durch  Yectoren  dargestellt  werden  können 
und  sich  wie  Yectoren  zusammensetzen.  Endliche  Drehungen  um 
Axen  desselben  Mittelpunktes  setzen  sich  ganz  anders  zusanmien; 
ihre  Zusammensetzung  wird  eben  durch  die  Multiplication  der 
Hamilton' sehen  Quatemionen  dargestellt.  Das  ist  zwar  so  noch 
nicht  ganz  prttcise  ausgedrückt:  eine  Quatemion  reprftsentirt  nicht 
eine  Drehung  allein,  sondern  auch  noch  eine  mit  dieser  verbundene 
Streckung  vom  Anfangspunkt  aus.     Eine  solche  aus  Drehung  und 
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gleichzeitiger  Streckung  bestehende  Operation  hängt  von  vier  Para* 
metem  ab,  und  diese  können  so  gewählt  werden,  da&  bei  Znaammea- 
setlstuig  solcher  Operationen  die  Parameter  der  resoltirenden  Ope- 
ration bilineare  Functionen  der  Parameter  der  componirenden 
werden.  Von  dieser  Auffassung ,  ist  nur  noch  ein  Schritt  dazu,  dals 
man  die  vier  Parameter  mit  Hülfe  „imaginärer  Einheiten^  zu  der 
viergliedrigen  complezen  Zahl: 

ai  +  Ä^*  +  cÄ  +  d 

zusammenfa&t  und  die  Bildung  der  genannten  bilinearen  Functionen 
als  eine  Multiplication  dieser  complezen  Zahlen  ansieht:  und  dann 
hat  man  eben  die  Quatemionen. 

Sie  werden  deshalb  da  am  Platze  sein,  wo  es  sich  in  der  That 
um  die  Gruppe  solcher  Drehungen  und  Streckungen  handelt  Auch 
wo  es  auf  Streckungen  nicht  ankommt,  sondern  nur  auf  die 
Drehungen,  lassen  sie  sich  noch  mit  Vorteil  verwenden.  Hamilton' s 
Schliler  gehen  allerdings  viel  weiter;  sie  sehen  in  den  Quatemionen 
nicht  ein  auf  specielle  Aufgaben  zugeschnittenes  spedelles  Htdfiunittel, 
sondern  eine  allgemeine  Methode,  bestimmt,  cartesianische  und,  wie 
sie  sich  ausdrücken,  „semicartesianische^^  Methoden  völlig  zu  ver- 
drängen. In  der  That  haben  Hamilton  und  seine  Schüler  dem  Quater- 
nionencalcul  groiJ9e  Oeschmeidigkeit  zu  geben  verstanden;  sieht  man 
aber  genauer  zu,  so  erkennt  man,  dais  das  hauptsächlich  durch  Con- 
cessionen  erreicht  ist,  die  dein  strengen  Princip  der  Methode  abge- 
drungen sind.  So  ist  z.  B.  das  Product  zweier  Vectoren  in  der 
Quatemionentheorie  eine  Quatemion,  deren  „ScalarteiP^  d  und  „Vec- 
torteil^^  ai  -|-  hj  -j-  cft,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  mit  dem  oben 
nach  Grafsmann  definirten  inneren  und  äulseren  Product  der  Vec- 
toren übereinstimmen,  ö&et  man  nun  irgend  eines  der  nachgerade 
schon  zahlreich  gewordenen  Quatemionenbücher,  so  findet  man  es 
zum  grolsen  Teil  angeffült  mit  den  Zeichen  für  Scalarbestandteil 
und  Vectorbestandteil;  die  fCb:  den  Quatemionencalcul  im  Gegensatz 
zu  anderen  Formen  der  Vectoranalysis  specifische  Zusanunenfassung 
beider  tritt  dagegen  auch  äufserlich  zurück.  Wenn  dem  nun  so  ist, 
so  wird  man  denjenigen  Forschem  Recht  geben  müssen,  die  sagen: 
der  eigentliche  Quatemionencalcul  ist  für  den  Physiker  entbehrlich, 
tmd  es  genügt,  wenn  er  sich  mit  den  beiden  Arfcen  von  Vector- 
producten  vertraut  macht.  Freilich  bringt  das  eine  kleine  Un- 
bequemlichkeit mit  sich:  far  diesen  Standpunkt  ist  es  bequemer, 
gewisse,  an  sich  ganz  willkürliche  Vorzeichenfestsetzungen  anders -zu 
treffen,  als  es  Hamilton  der  Quatemionen  wegen  thun  muDste.  Ver- 
wendet man  dabei  gleichwohl  Hamilton's  an  sich  ganz  zweckmäfsige 
Bezeichnungsweise,  so  kann  das  freilich,  gerade  wegen  der  Gering- 
fügigkeit der  Unterschiede,  zu  Verwechslungen  Anlafs  geben;  aber 
diese  Unbequemlichkeit  reicht  nicht  aus,  uns  dazu  zu  nötigen,  dafs 
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wir  in  den  Formeln  des  Rechnens  mit  Vectoren  an  nnd  für  sich 
nberflfissige  Minuszeichen  den  Qnatemionen  zu  Liebe  mitschleppet!. 

Damit  werden  wir  zum  Schlüsse  noch  auf  eine  allgemeinete 
Frage  gef&hrt.  Grafs  mann  sowohl  als  Hamilton  sind  der  Meinung 
gewesen,  eine  allgemeingültige,  das  ganze  (Gebiet  geometrischer  For- 
schung umspannende  Symbolik  gefunden  zu  haben;  mit  noch  mehr 
Enq»hase  ist  das  von  den  Schülern  eines' jeden  yerk&idet  worden. 
Sdion  dafs  es  möglich  war,  zwei  verschiedene  solche  Systeme  auf- 
zustellen, spricht  gegen  die  Naturnotwendigkeit  des  einen  wie  des 
anderen.  Aber  kann  es  denn  überhaupt  eine  solche  absolute  Sym- 
bolik geben?  Zur  Beantwortung  solcher  Fragen  zog  man  sich  sonst 
wohl  auf  ^speculativ-philosophißche  (Gesichtspunkte  zurück;  seit  einem 
Menschenalter  kann  man  mit  einer  ganz  bestimmten  mathematischen 
AufßftBsung  an  sie  herantreten. 

Oeometrische  Eigenschaften  eines  Baumgebildes  sind  solche, 
weldie  gleichzeitig  allen  zu  ihm  congruenten  zukommen,  oder  anders 
ausgedrückt,  welche  bei  allen  Bewegungen  des  Gebildes  im  Baume 
ungeftndert  bleiben..  Man  kann  diesen  Begriff  geometrischer  Eigen- 
schaften verengem  imd  erweitem.  Man  verengert  ihn,  wenn  man 
nur  solche  Eigenschaften  berücksichtigt,  die  auch  noch  bei  anderen 
Baomtransformationen  ungeändert  bleiben,  also  allen  den  Gebilden 
gemeinsam  sind,  die  aus  dem  gegebenen  durch  solche  andere  Trans- 
fonnationen  hervorgehen  "(z.  B.  allen,  die  zu  ihm  projectiv,  oder 
allen,  die  zu  ihm  kreisverwandt  sind).  Man  erweitert  ihn,  wenn 
man  nur  fordert,  dafe  die  zu  untersuchenden  Eigenschaften  bei 
solchen  Bewegungen  ungeändert  bleiben,  welche  ein  bestimmtes 
Baomgebilde  in  sich  überführen;  das  sind  dann  nicht  eigentlich 
Eigenschaften  des  zu  untersuchenden  Gebildes  an  sich,  sondern  Bß- 
äehungen  desselben  zu  dem  festen  ausgezeichneten  Gebilde.  In  jedem 
Falle  hat  man  es  mit  einer  bestimmten  Gruppe  von  Transformationen 
des  Raumes  in  sich  zu  thun;  zu  jeder  solchen  Gruppe  gehört  sozu- 
sagen eine  eigene  Geometrie,  und  jede  dieser  Geometrien,  genauer 
gesagt,  jeder  Typus  unter  einander  ähnlicher  Gmppen  bedarf  seiner 
eigenen  Symbolik.  Ist  die  Sjrmbolik  auf  eine  umfassende  Gruppe 
sogescbnitten ,  so  entschlüpfen  ihr  die  Besonderheiten  der  engeren 
Gnippen;  ist  sie  auf  eine  specielle  Klasse  von  Aufgaben  berechnet, 
so  reicht  sie  für  allgemeinere  nicht  aus.  Übrigens  ist  damit  noch 
keineswegs  gesagt,  dais  jede  dieser  Symboliken  gerade  die  Form 
eines  Rechnens  mit  höheren  complezen  Zahlen  annehmen  mufs  oder 
aach  nur  kann;  es  wird  das  vielmehr  nur  möglich  sein,  wenn  die 
Gmppe  gewisse  besondere  Eigenschaften  besitzt.  Die  Gruppe  der 
Drehungen  um  einen  festen  Punkt  hat  diese  Eigenschaften  z.  B.  an 
nnd  für  sich  nicht,  sondem  erst,  wenn  man  die  Streckungen  mit 
hinzunimmt;  hierin  liegt  der  innere  Grund  dafür,  dals  Hamilton  sich 
veraiilalst  gesehen  hat,  diese  letzteren  immer  mitzuschleppen.     Auch 
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die  Gesamtgruppe  der  Bewegungen  hat  sie  nicht  bei  gewöhnlicher, 
Euklidischer,  wohl  aber  bei  nichteuklidischer  Ma&bestimmang  (die 
anwesenden  Physiker  mögen  entschuldigen,  wenn  ich  mich  noch  mit 
ein  paar  Worten  an  die  Mathematiker  wende).  Aber  die  Enkli- 
diiche  Geometrie  ist  doch  ein  Grenzfall  der  nichteuklidischen;  es 
mufs  also  möglich  sein,  den  Grenzübergang  auch  in  den  yorliegenden 
Formeln  yorzunehmen.  Das  hat  zum  Teil  schon  unverzagt  in  einem 
merkwürdigen  Buche  gethan;  sein  Resultat  lälst  sich  am  besten  mit 
Benutzung  einer  späteren  Eronecker'schen  Terminologie  aussprechen. 
Kronecker  hat  darauf  aufitnerksam  gemacht,  dais  alles  Rechnen  mit 
Gleichungen  zwischen  complexen  Zahlen  angesehen  werden  kann  als 
Rechnen  mit  Congruenzen  nach  einer  ganzen  Function  ab  Modul 
(bezw.  nach  einem  Modulsjstem).  In  dem  erwähnten  Grenzfall  wird, 
wenn  anders  ünverzagt's  Resultate  richtig  sind,  der  Modul  reducibel^ 
nämlich  das  Quadrat  einer  ganzen  Function.  Es  scheint  also,  als 
ob  die  auch  in  den  letzten  Arbeiten  über  höhere  con^>leze  Zahlen 
noch  stets  festgehaltene  Voraussetzung:  dafs  das  Quadrat  einer  com- 
plexen Zahl  nicht  0  sein  kann,,  wenn  die  Basis  nicht  0  ist  — 
gerade  geometrisch  b^audkbaze  ZaUfinajateme  ausachlielkt. 

Wie  dem  auch  sei  —  jedenfalls  möchte  ich  die  Ergebnisse  des 
Berichtes,  den  ich  Ihnen  erstatten  durfte,  in  folgenden  Sätzen  reau- 
miren: 

Es  kann  keine  allumfassende  geometrische  Symbolik  geben,  wie 
sie  Grafsmann  und  Hamilton  sich  dachten. 

Alles  in  Quatemionen  zwängooi  au  wollen,  ist  zwecklos. 

Man  erhält  das  für  phjaikalisehe  Zwecke  geeignetste  System, 
wenn  man  Grafs mann's  System  nach  der  Seite  der  Infinitesimal- 
rechnung hin  ausbaut. 


ir  die  ZerilUlaiif^  einer  TernXrform  in  Linearfactoren. 

Von  A.  Brill  (Tübingen). 

Die  Aufgabe,  die  Reductibilität  einer  Temärform  vermöge  einer 
endlichen  und  mäfsigen  Anzahl  von  Operationen  zu  erkennen,  erweist 
sich  gerade  in  dem  äuTsersten  Falle  der  Zerfl^llbarkeit  in  Linear- 
factoren als  der  Behandlung  am  leichtesten  zugänglich.  In  einer 
Note  in  den  Göttinger  Nachrichten  vom  20.  December  1893  habe 
ich  ein  System  von  unendlich  vielen  Gleichungen  aufgestellt,  die 
erfüllt  sind,  wenn  die  Temärform: 

m = <-/•„ + /«-7, +<"-*/•,  +  ••••  +  /:, 

wo  f.  eine  Binärform  **•'  Ordnung  der  Veränderlichen  ar,  y  ist,  in 
der  angegebenen  Weise  zerfUUt.     Man  erhält  sie  in  folgender  Weise. 
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Der  bekannte  Ausdruck  för  die  Summe  s^  (v  ist  irgend  eine 
positive  ganze  Zahl,  die  später  ^  n  angenommen  wird)  der  v*^ 
Potenzen  der  n  Wurzeln,  welche  die  Gleichung  f(t)  =  0  besitzt, 
durdi  die  Coefficienten: 

ergiebt  für  s^  eine  Binärform  v**'  Ordnung  in  x,  y.  Der  Einfach- 
heit halber  nehme  ich  an,  die  Constante  /^  sei  gleich  Eins,  und 
die  n  Wurzeln  von  /),=  0  seien  von  einander  verschieden,  so  dafs 
in  f^  =  ^li'f  ' ' '  i^^  «Ue  n  Linearfactoren  tf;  ungleich  sind.  Wenn 
nun  die  Form  f{t)  in  n  Temärformen  zerfallt,  so  hat  man: 
m  =  {t-  ^, t,)  (t  -  ^,tf;,)  ....(<-  Q^i,J , 

wo  das  Product  der  Constanten  q  gleich  ( — 1)*  ist.  Die  Ausdrücke  s^ 
lassen  sich  alsdann  in  die  Form  bringen: 

wo  die  a  CJonstanten  sind. 

Bekanntlich  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dai£  s^  in  dieser  Form  darstellbar  ist,  die,  dafs  die  «*•  Über- 
schiebung von  s^  über  f^*)  (5^,  f^)^  verschwinde.     Die  Gleichung 

ist  also  för  V  =  n,  «  +  1,  f»  +  2,  . .  .  in  inf.  erfnUt,  wenn  f(t) 
in  Linearfactoren  zerfWi  —  Aber  es  giebt  noch  andere  Gleichungen 
von  niedrigerem  Gewicht  in  den  Coefficienten  der  /].,  die  in  diesem 
Falle  gleichfalls  bestehen. 

Führt  man  nämlich  in  f(i)  statt  t  den  Ausdruck  i-j-px-j-qy 
=*  t  -j-  ip  ein,  wo  p,  q  unbestinunte  Gröfsen  sind,  so  erhält  man 

f{t  +  qi)  =  *'(')  =  f+  t'-'F,  +  f-'F^  +  .  . .  +  J"^, 
wo  l^,=  /;+9'/;_x+---  +  9'"  (I) 

die  Linearfactoren  5^^,  9''^,  . .  .,  W^  besitzen  möge.  Für  kleine 
Werte  der  j?,  q  wird  dann  ^^  die  Form  annehmen: 

9^,  =  *,  +  9>[h  +  (/»iV),  +  (v,q>)»  + +  (^i?»),-!  +••••] 

WO  li  eine  Constante,  (fCi9)i,  (^i9>)8t  •  •  •  homogene  ganze  Aus- 
drücke 1.,  2.,  ...  Ordnung  der  Gröfsen  Py  q  sind.  An  die  Stelle 
der  Binärformen  v*^  Ordnung  $^  treten  alsdann  die  folgenden: 

*)  BiB  auf  einen  Zahlenfactor  ist  («,  f)j^  gleich 

Digitized  by  LjOOQ IC 


54    A.  Brill.  über  die  ZerfUlong  einer  Tem&rform  in  Linearfacioren. 

wo  die  s^  die  frühere  Bedeutung  haben,  also  yonp^  q  unabhängig  sind. 
Andererseits  verlanget  die  ZerfUllbarkeit  der  Form  F(t\  die  an' 
diejenige  der  Form  f{t)  gebunden  ist,  wiederum  das  Ver8ch?nnden 
der  n**°  Überschiebungen: 

(«,.   -^Jn^-O-  (HI) 

Ordnet  man  die  Unke  Seite  nach  Dimensionen  von  p,  q  und 
jedes  Glied  mit  Hülfe  eines  bekannten  Satzes  von  Clebsch  und  Gordan 
nach  Potenzen  von  ip  an,  wobei  die  Coefficienten  die  Polaren  gewisser 
Formen  in  x^  y  nach  p,  q  sind,  so  müssen  diese  Formen  einzeln 
verschwinden,  wenn  die  Gleichung  (m)  für  alle  p,  q  und  x^  y  er- 
füllt ist.     Man  erh&lt  so  die  Gleichungen  (5^=«): 

(v/".-i).-i+G)('.-i'/'.)-i-o, 


s,  + «,_,/; +»,_/,+  •• + »,_/.-  0. ) 


(IV) 


Die  letzten  beiden  Gleichungen  sind  erfüllt,  auch  wenn  f{t)  nicht 
zerfWi  Die  anderen  bilden  das  von  mir  früher  angegebene  System 
von  Gleichungen,  das  an  die  ZerfiLllbarkeit  von  f{t)  geknüpft  ist 
Durch  das  Hesse' sehe  Verfahren  der  „Bänderung^^  mittelst  Linien* 
coordinaten  u,  v,  no  geht  die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung,  für 
V  SB  n  gebildet,  in  diejenige  temäre  Zwischenform  über,  die  ich 
vor  einiger  Zeit  Herrn  Gordan  angegeben  habe,  und  von  der  dieser 
(Math.  Annalen,  Bd.  45,  S.413)  durch  einen  einfachen  geometrischen 
SchluDs  bewiesen  hat,  dais  ihr  identisches  Verschwinden  auch  die 
hinreichende  Bedingung  darstellt.  Aber  abgesehen  davon,  dals  die 
verwickelte  Gestalt  dieser  Temttrform,  die  noch  den  überflüssigen 
Factor  {ux  -f-  ^^  H"  ^0^  besitzt,  schon  in  den  einfachsten  FftUen 
eine  ausgeführte  Darstellung  der  Goef&cienten  kaum  erlaubt,  ist 
auch  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  wegen  ihrer  gegenseitigen 
Abhängigkeit  erheblich  zu  grols. 

Ich  habe  daher  die  Frage  nach  den  hinreichenden  Bedingungen 
an  der  Hand  der  oben  entwickelten  binären  Auffassung  von  neuem 
aufgenommen  und  bin  zu  dem  Ergebnis  gelangt,  dafs  das  (fCür  x,  y 

identische)  Gleichungssjstem  (IV),  fürv  =  n,  w+1, ,  3n  —  4 

aufgestellt,  y(«  —  l)(2n  —  3)  (3«  —  4)  Bedingungsgleichungen 
zwischen  den  Coefficienten  der  f^^  f^^  ...,  f^  liefert,  deren  Erfüllung 
die  Zerfällbarkeit  von  f{t)  gewährleistet. 
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Beznglicb  des  Beweises  deute  ich  nur  an,  dals  die  ErfftUung 
der  Gleichungen  (IV)  furv«»n,n-|-l,  ...,dn  —  4  diejenige  von 

flir  jsa  2n  —  2,  2«  —  1,  . . .,  3n  —  4  nach  sich  zieht,  wo  ^Fj 
oben  definirt  ist  und  in 

a^  eine  Constante,  (^f 9)^,  •  •  •  •  homogene  Functionen  yon  der 
1.,  2.,  ...  Ordnung  m  p^  q  sind. 

Ordnet  man  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (V)  wiederum 
Tennöge  der  Glebsch-Gordan'schen  Entwickelung  nach  Potenzen  von 
9  an  und  vergleicht  sie  mit  den  Potenzenentwickelungen  (ü)  von  8j^ 
so  erh&lt  man  ein  lineares  Gleichungssjstem  für  die  Coefficienten 

der  Formen   {ß^tp\,   {y^^9>\ sowie  für  {(i^tp)^,   (v^ip\  . .  ^ 

die,  wie  eine  nähere  Untersuchung  lehrt,  nur  neben  einander  be- 
stehen können,  wenn  der  Reihe  nach  die  folgenden  Gleichungen 
identisch  hinsichtlich  p,  q  erfüllt  sind  (i  =  1,  2,  . .  .,  n): 

{^1^)^=0  för  j— 2n  — 2,  2n— 1,  ...,  3n  — 4; 

(/j^^)^==0  för  j=2w  — 1,  2«,  ...,  3n  — 45  daneben  (^.9)^=«0; 

(a^^y)j=0  för  j  =  2ft,  2n+l,  ...,  3n  — 4;  daneben  (v^9),««0; 

endlich  (^^g))^_j=0. 

Hieraus  folgt  aber  sogleich 

«P.  =  ^.  4-  X.^  +  Gliedern, 

die  mindestens  von  der  Dimension  n  -{-  1  in  j9,  g  sind.  Setzt  man  die 
Grrölsen  9^  in  die  linke  Seite  von  (I)  ein  und  vergleicht  die  Glieder 
gleich  hoher  Dimension  in  p,  g  der  beiden  Seiten  von  (I),  so  erhftlt 
man  ^  f^^  f^^  -"t  f^  Ausdrücke  in  den  ip^  und  den  Constanten  l^^ 
welche  die  ZerfWbarkeit  aussagen. 


Über  eine  einfache  Grnppe  von  360  Operationen. 

Von  Bobert  Frioke  (Braunschweig). 

Der  Vortrag  gab  zunächst  einen  Bericht  über  die  neuerdings 
von  A.  Wiman  in  Lund  aufgestellte  algebraische  Theorie  einer  ge- 
wissen  einfachen    Gruppe   von    360   ebenen    Collineationen.      Diese 
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^9601  ^^Ich®  ^^  ^^^  Gruppe  aller  geraden  Permutationen  von  sechs 
Dingen  isomorph  ist,  besitzt  als  invariante  Ourve  niederster  Ordnung 
eine  C^,  welche  bei  zweckmäfsiger  Auswahl  des  Coordinatensjstems 
die  Gleichung  hat: 

(X)     10  r»y«  +  9  ^  (r^  +  i/)  —  45  a^V^  —  135  xyt^  +  27 1^  =  0. 

Der  Hauptgegenstand  des  Vortrages  war  die  Formulirung  des 
transcendenten  Charakters  des  durch  (1)  definirten  algebraischen 
Gebildes  mit  360  Transformationen  in  sich. 

Man  hat  auszugehen  von  der  Dreiecksfunction  ^  (2,  4,  5;  /), 
deren  Gruppe  sich  bei  richtiger  Auswahl  von  ^  schreiben  Iftfst: 

^^  ^      (^c  +  DVp)i+(Ä-B}rp)' 

Hierbei  ist  P= J"       ;    -4,  JB,   0,  D  sind  ganze   Zahlen  des 

quadratischen  Körpers  von  der  Basis  [1,  PJ;  und  die  Determinanten 
der  Substitutionen  (2)  sollen  entweder  2  oder  4  sein. 

Die  Gruppe  dieser  Substitutionen  reducirt  sich  modulo  3  auf 
eine  endliche  Cr^^^  welche  in  abstracto  mit  der  obigen  O^^  iden- 
tisch ist. 

Diese  Definition  der  G^^  liefert  zugleich  in  der  ([-Ebene  ein 
Netz  von  2  •  360  Dreiecken  des  Typus  (2,  4,  5),  welches  zusammen- 
gebogen eine  Biemannsche  Fläche  des  Geschlechtes  p  ^=  10  mit 
360  Transformationen  in  sich  ergiebt  Das  zugehörige  algebraische 
Gebilde  ist  kein  anderes   als  das  durch  Gleichung  (1)  dargestellte. 

Einen  Vorteil  des  an  Gleichung  (2)  angeschlossenen  trans- 
cendenten Ansatzes  der  G^^  hat  man  einmal  darin  zu  sehen,  dafs 
die  Erkenntnis  der  Structur  der  G^^  von  hier  aus  besonders  leicht 
wird.  Vor  allem  aber  gelingt  vermöge  des  transcendenten  Ansatzes 
ohne  jede  Mühe  die  explicite  Aufistellung  jener  beiden  zur  G^^  ge- 
hörenden Resolventen  sechsten  Grades,  deren  Existenz  auch  in  den 
Wiman'schen  Entwickelungen  eine  wichtige  Rolle  spielt.  Als  Gestalt 
dieser  Resolventen  findet  sich: 

/:/-l:l  =  (.-5)^(x-tili±liVlliy 

:  (t»  —  (40  +  6 1  yls)  t  +  5*) 

/  j  _  36  j:  9  »•  yib     _  65  ±  16  i  Vib\* 
V  2  *  2  / 

:Zj:2»-3*-5*»yi5t. 
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ther  eiBen  Satz  ans  der  Theorie  der  endlichen  (diseontinair- 
fiekes)  Grappen  linearer  Substitutionen  beliebif^  vieler  Ver- 
änderlicher. 

Von  F.  Elein  (GOttingen). 

Es  handelt  sich  um  den  Satz,  dals  bei  jeder  solchen  Grappe 
mindestens  eine  definite  Her  mite 'sehe  qoadraäsche  Form  (mit  con- 
jngirt  imagin&ren  Variabelen,  bez.  Coefficienten)  invariant  bleibt. 
IHeser  Satz  ist  gleich  anfangs  in  der  Theorie  der  bin&ren  Gruppen 
hervorgetreten,  insofern  es  sich  bei  ihnen  unter  Zugrundelegung  der 
an  die  Biemann'sche  Eugelflftche  anknüpfenden  geometrischen  Inter- 
pretation um  den  Nachweis  handelt,  dafs  bei  allen  Substitutionen 
der  Chuppe  notwendig  ein  im  Kugelinneren  befindlicher  Punkt  fest 
bleibt  (Math.  Ann.  9,  1875).  Spater  haben  Picard  und  Valen- 
tiner den  Satz  bei  den  temären  Gruppen  in  Betracht  gezogen. 
Das  allgemeine  Theorem  wurde  erst  neuerdings  (20.  Juli  1896)  von 
A.  Loewy  veröffentlicht  (Comptes  Bendus).  Vortragender  bezog 
sich  andererseits  auf  eine  Mitteilung  von  Prof.  Moore  in  Chicago, 
welche  ihm  dieser  f^r  die  Verhandlungen  der  diesmaligen  Versamm- 
lung zur  VerfQgung  gestellt  hatte.  Herr  Moore  hat  den  allgemeinen 
Satz  ebenfalls  bemerkt  und  giebt  folgenden  einfachen  Beweis.  Sei 
^  irgend  eine  definite  Hermite'sche  Form;  aus  ihr  entstehen  durch 
die  Substitutionen  der  vorgelegten  endlichen  Gruppe  9^,  (p^i-'i^y- 
Dann  hat  man  nur  £q>^  zu  bilden,  um  sofort  eine  bei  der  Gruppe 
invariaote  Form  zu  haben.  In  der  That  hat  diese  Summe  nicht  nur 
formale  Symmetrie,  sondern  sie  kann  auch  sicher  nicht  identisch 
verschwinden,  indem  sie  als  Summe  definiter  Formen  selbst 
eine  definite  Form  ist.  Der  Ansatz  ist  nur  dann  nicht  conclusiv, 
wenn  es  sich  um  eine  unendliche  Gruppe  handelt,  insofern  man 
dann  vor  die  Frage  der  Convergenz  der  Summe  2ip^  gestellt  ist, 
Aber  die  man  von  vornherein  nichts  auszusagen  vermag,  —  und  in 
äex^  That  weifs  man  schon  von  den  binären  Gruppen  her,  dafs  der 
Satz  fbr  unendliche  (discontinuirliche)  Gruppen  linearer  Substitu- 
tionen keine  allgemeine  GfQtigkeit  besitzt.  [Wie  ich  nachträglich 
erfiahre,  ist  das  in  Bede  stehende  Theorem  von  Hm.  Moore  bereits 
am  10.  Juli  der  mathematischen  Gesellschaft  in  Chicago  vorgelegt 
und  im  Chicagoer  „University  Record"  vom  24.  Juli  veröffentlicht 
worden.  Man  vergleiche  andererseits  die  inhaltlich  nahe  verwandten 
Entwiekehmgen,  welche  Herr  Fuchs  am  9.  Juli  der  Berliner  Aka- 
demie der  Wissenschaften  vorgetragen  hat  (Sitzungsberichte).    F.  Kl.] 
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Über  eine  geometrische  Deutung  der  Invarianten  doppelt  binXrer 

Formen. 

Von  Gustav  Kohn  (Wien). 

Von  Seiten  der  Invariantentheoretiker  ist  den  Formen  mit  zwei 
Reihen  von  binären  Veränderlichen,  die  von  einander  imabh&ngigen 
linearen  Substitutionen  unterliegen,  bisher  nicht  die  Aufmerksamkeit 
zugewendet  worden,  welche  sie  nach  meiner  Ansicht  vermöge  ihrer 
geometrischen  Bedeutung  verdienen. 

Durch  Nullsetzen  einer  solchen  doppelt  binären  Form 

A«,  y)  =^a,**i*.     VvVi  Uo.i....,J 

wird  zunächst  eine  Gorrespondenz  {^^  n)  zwischen  zwei  einstufigen 
rationalen  Trägem  gegeben  sein,  wenn  x^^  x^  als  homogene  Coordinaten 
der  Elemente  des  einen  Trägers,  y^,  y^  als  homogene  Coordinaten  der 
Elemente  des  anderen  aufgefafst  werden. 

Nimmt  man  speciell  als  die  Träger  die  beiden  Scharen  von 
Erzeugenden  einer  und  derselben  Oberfläche  2.  0.^  so  kommt  man 
dazu,  die  Invariantentheorie  der  Form  f  statt  mit  der  Geometrie 
einer  Correspondenz  (m,  «)  mit  der  projectiven  Geometrie  einer  von 
den  Erzeugenden  der  einen  Schar  in  je  n  und  denen  der  anderen 
Schar  in  je  m  Punkten  getroffenen  Gurve  C7m-f  n  auf  der  Fläche 
2.  0.  zu  identificiren. 

Eine  andere,  und  wie  es  scheint,  fruchtbarere  Deutung  ist  es 
aber,  welche  den  Gegenstand  dieses  Vortrages  bilden  soll.  Auch 
diese  beruht  auf  der  unmittelbaren  Deutung  der  Form  f  als  Gorre- 
spondenz, allein  sie  bewegt  sich  nicht  mehr  (fGir  alle  Zahlen  m^  n) 
im  gewöhnlichen  Baum  von  drei  Dimensionen. 

Hat  man  im  m-dimensionalen  Baume  jßm  eine  Normcurve  CU 
dieses  Baumes  (d.  h.  eine  nicht  zerfallende  Gurve  m-ter  Ordnung, 
die  nicht  schon  in  einer  (iC— i-)  Ebene  des  i2m  liegt),  und  neben 
dieser  eine  rationale  Gurve  n-ter  Klasse  C^"),  so  ist  eine  Gorre- 
spondenz (m,  n)  zwischen  den  Punkten  von  Cm  und  den  Ebenen  von 
C^")  mitgegeben,  nämlich  die  Gorrespondenz,  welche  entsteht,  wenn 
man  Punkte  von  Cm  and  Ebenen  von  (7^"^  als  entsprechend  ansieht, 
sobald  sie  sich  in  vereinigter  Lage  befinden. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dals  man  jede  doppelt  binäre  Form  f 
durch  eine  so  hergestellte  Correspondenz  zwischen  den  Punkten 
einer  Cm  und  den  Ebenen  einer  C^**)  im  i2m  interpretiren  kann,  und 
zwar  nur  auf  eine  Weise,  wenn  die  Arten,  die  durch  Gollineation 
des  lifa  aus  einander  ableitbar  sind,  als  nicht  verschieden  angesehen 
werden.     Infolgedessen  kann  man  sagen: 

Die  Invariantentheorie  einer  doppelt  binären  Form 
/^(^)  y)^  ^Q  ^^^  ^^^  beiden  Beihen  von  Veränderlichen  un- 


Digitized  by  LjOOQ IC 


über  eine  geometrische  Deatong  derInTftriaiiten  doppelt  binftrer  Formen.    59 

abhängigen  linearen  Substitutionen  unterliegen,  kann  ge- 
deutet werden  als  projective  Geometrie  des  Gebildes  im 
i^,  das  sieh  aus  einer  Normcurve  Cm  dieses  Baumes  und 
einer  rationalen  Curve  C^")  n-ter  Klasse  zusammensetzt. 

Das  Verschwinden  einer  Inyariante  Ton  f  besagt  eine  projective 
Lagenbeziehung  der  Curven  Cm  imd  C^");  eine  Covariante,  in  der 
nur  die  eine  Yariabelnreihe  x^,  nß^  vorkommt,  liefert  ein  durch  die 
Curven  Cm  tind  C^")  auf  der  ersfceren  in  projectiver  Weise  bestimmtes 
Punktsystem;  eine  Covariante,  in  der  sowohl  o^,  o^  als  ^i,  y^  auftreten, 
hat  als  geometrisches  Bild  eine  durch  die  Curven  Cm  lu^d  C^*^  in 
projectiver  Weise  gegebene  Correspondenz  zwischen  ihren  Ele- 
menten u.  s.  w. 

Indem  ich  die  Mittheilung  von  geometrischen  Gonsequenzen 
dieser  Auffassungsweise  einer  anderen  Gelegenheit  vorbehalte,  möchte 
ich  hier  nur  eine  invariantentheoretische  Anwendung  zur  Sprache 
bringen,  n&mlich  einen  Beciprocitfttssatz,  der  die  Invarianten- 
theorie der  doppelt  bin&ren  Formen  mit  zwei  gleichen 
Gradzahlen  duirchzieht  und  seine  Bedeutung  behält,  wenn  die 
beiden  Variabelnreihen  als  cogredient  vorausgesetzt  werden. 

Die  Form 

bat  die  Invariante 

und  die  Covariante  J?,  die  aus  ihr  durch  Bftnderung  hervorgeht: 


»10 

«0» 

«1» 

••         «0,                     ^1 

• 

«« 

«« 

••   «i.(-i)'(:K-'4 

•             • 

«.0 

«.1 

«.a 

••    «*.     (-i)X 

wo  in  üblicher  Weise  Ä^  die  zum  Elemente  a^  in  der  Determinante 
\a^\  a^jungirte  ünterdeterminante  bedeutet 

Sieht  man  die  Covariante  R  als  die  Stammform  an  und  bildet 
ffir  diese  doppelt-bin&re  Form,  welche  gleich  ^  in  o^,  a;^  sowohl  als 
in  jf| ,  jf)  homogen  vom  Grade  n  ist,  die  Covariante  Jß,  so  kommt  er- 
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sichtlicberweise,  vom  Factor  z^"""^  und  einem  Zahlenfactor  abgesehen, 
wieder  die  Form  f  zum  Vorschein.  Dieses  Reciprocitfttsyerhältiiis 
hat  zur  Folge,  dafs  einer  Invariante  (im  weitesten  Sinne  des  Wortö) 
n^  von  f  immer  eine  zweite  17^'  gegenübersteht,  so  zwar,  dafs  diese 
Beziehung  eine  wechselseitige  ist  und  jede  Relation  zwischen  den 
Invarianten  J^  JIj,  TI^^  ".,  11^  eine  ähnliche  Relation  zwischen  den 
Invarianten  z/,  JT^',  JT^',  •••,  JT^^'  nach  sich  zieht  Die  Invariante  77^/ 
ist  dabei  nichts  anderes  als  die  Invariante  17^,  gebildet  für  R  als  Stamm- 
form und  befreit  von  der  aufgehenden  //-Potenz;  sie  entsteht  aus  77., 
indem  man  jeden  Coefficienten  a^  durch  ( — 1)*"^*(*)(]^)-4^_  ^^^ 
ersetzt  und  den  resultirenden  Ausdruck  durch  die  höchste  in  ihm 
enthaltene  z^-Potenz  dividirt. 

Damit  ist  unser  Reciprocitätssatz  dargelegt.  Allein  erst  unsere 
geometrische  Auffassungsweise  erklärt,  wie  man  dazu  kommt,  die 
Covariante  R  aufzustellen  und  a  priori  ihre  Bedeutung  zu  erkennen. 

Wir  haben  im  Rn  das  Curvenpaar  C»  und  C^*\  C„  ist  eine 
Normcurve  des  72«,  und  J^O  ist  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafär,  dafs  auch  die  Curve  nter  Klasse  C^^^  eine 
Normcurve  des  Rn  sei. 

Im  Falle  J^O  haben  wir  zwei  Gorrespondenzen,  welche  sich 
wechselseitig  bedingen:  Die  eine,  durch  f=0  gegebene,  weist  jeder 
Schmiegungsebene  C^*^  ihre  Schnittpunkte  mit  d,  zu,  die  andere 
weist  den  Schmiegungsebenen  von  (7„  ihre  Schnittpunkte  mit  C^*)  zu 
und  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  durch  R  =  0  gegeben.  Von  diesem 
Gesichtspunkte  aus  liegt  deshalb  das  Reciprocitätsverhältnis  zwischen 
f  und  R  klar  zu  Tage. 


Über  eine  specielle  Art  rftumlicher  Abbildungen. 

Von  G.  Landsberg  (Heidelberg). 

Der  Vortragende  berichtet  von  einem  neuen  Versuche,  die 
conformen  Abbildungen  der  Ebene  in  den  Raum  zu  übertragen. 
Diese  Abbildungen  sind  dadurch  charakterisirt,  dafs  einer  unendlich 
kleinen  Kugel  des  einen  Raumes  ein  unendlich  kleines  Rotations- 
ellipsoid des  anderen  (und  umgekehrt)  entspricht.  Bei  der  analyti- 
schen Darstellung  werden  ir,  y,  z  so  als  Functionen  von  u,  v^  w 
ausgedrückt,  dafs 

dx^  +  dl/  -f  dz*  =  rn^idu*  +  dv*  +  dw*)  +  n^c?^« 

wird,  worin  w,  n  und  tp  irgend  welche  Functionen  von  u,  v,  w 
sind.  Die  Untersuchung  einiger  specieller  Fälle  dieser  Abbildung 
beschliefst  den  Vortrag. 
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Über  volle  Systeme  in  der  ebenen  Trigonometrie. 

Von  W.  Frans  Mejer  (Clausthal). 

Greift  man  aus  der  Gesamtheit  der  Formeln  der  ebenen  Trigono- 
metrie gewisse,  wohl  definirte  Gebiete  heraus  —  z.  B.  das  Gebiet 
der  Formeln,  die  aussagen,  da£s  die  Summe  dreier  Winkel  =^  2R 
(mod.  4jB)  ist,  oder  das  Gebiet  der  Beziehungen  zwischen  den  Seiten 
ond  Winkeln  eines  ebenen  Dreiecks  — ,  so  wird  man  auch  eine 
übersichtliche  Darstellung  aller  Formeln  eines  solchen  Gebietes  fordern 
dürfen.  Schlie&t  man  numerische  Coefißcienten  transcendenter  Natur 
aus,  so  wird  die  gemeinte  Darstellung  eine  rein  arithmetische  sein 
floUeUf  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskonmit,  die  Formeln  eines 
Oelnetds  werden  in  einer  abzählbaren  Reihe  anzuordnen  sein,  so  dafe 
man  auch  umgekehrt  jeder  yorgegebenen  Formel  des  Gebietes  ihre 
bestimmte  Stelle  znweisen  kann.  Eine  Einteilung  der  Formeln  in 
yersdiiedene  algebraische  Stufen,  von  der  einfachsten  Stufe  auf- 
steigend, vollzieht  sich  dabei  von  selbst. 

.    Ffir  das  zu  zweit  genannte  Gebiet,  nämlich  das  der  „Trigonometrie 
des  ebenen  Dreiecks^^  ist  die  Aufgabe  leicht  lösbar. 

Bezeichnet  man  (t,  Ä:,  /  =  1,  2,  3)  mit  a.  drei  Längen,  mit  a. 
drei  Winkel,  ferner  mit  2A.,  B^  die  Ausdrücke 

a  «  « 

(1)  2A=  Ojt+  o,  —  «,  —  ^^k^i ^^^ ^p  ^i^ ^i —  ^k ^® ^i —  ^i ^^ ^k» 

so  ergiebt  sich  sofort  für  die  Werte  der  a^\ 

A,  +  A, 

(2)  «^=-^' 
die  man  nur  in 

a*4-  a*—a*—  tA 

(3)  cos  a.  = s-— 

einzusetzen   hat,    tmi   sowohl   die    a,    wie   die    cos  a   als   rationale 
Functionen  der  A^  B  ausgedrückt  zu  haben. 

Offenbar  stellt  jede  algebraische  Function  der  A,  B^  die  mit 
denselben  zugleich  verschwindet,  eine  Formel  der  Trigonometrie 
des  ebenen  Dreiecks  mit  den  Seiten  a  und  den  Winkeln  a  dar,  und 
nmg^ehri  lä£st  sich  jede  vorgegebene  solche  Formel  (algebraischen 
Charakters)  vermöge  (2),  (3),  in  die  angegebene  Form  bringen. 
Oder  auch:  Die  Formeln  der  Trigonometrie  des  ebenen  Dreiecks 
lassen  sich  vermöge  der  Formeln  des  „Cosinussatzes^^  und  des 
„Projeetionssatzes^^  mit  nur  numerischen  Coefficienten  darstellen. 
Das  obige  Ergebnis  ist  der  Grenzfall  eines  vom  Verfasser  für  das 
Gebiet  der  sphärischen  Trigonometrie  ausgesprochenen  Satzes  (Ztschr. 
f.  Math.  CXV,  bes.  S.  217—218). 
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Weniger  leicht  ist  die  Lösung  der  Aufgabe  fOr  das  zuerst  be- 
zeichnete Gebiet  der  Formeln,  die  aussagen,  dals  die  Summe  dreier 
Winkel  cr^,  er,,  i^  gleich  2B  (mod.  4JB)  ist  Bedeutet  a  die  halbe 
Summe  der  a,  so  führe  man  die  drei  Ausdrücke  ein 

(4)  ö^.  ^  cos  -  cos  tf. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung,  die  cos  tf  als  ganze  algebraische  Function 
(vierten  Grades)  der  cos  a  liefert,  erhält  man  cos'  a  und  damit  auch 

cos'-^  und  cos  or^.   als   (ganze)    allgemeine  algebraische  Functionen 

fünften  Grades  der  &. 

Beschränkt  man  sich  daher  auf  solche  Formeln,  die  nur  die 

sin  a,  cos  er,  sin—,   cos—  mit  sich  führen,   so  bedarf  man  behufs 

Darstellung  vermöge  der  &,  mit  nur  numerischen  Coefficienten,  ab- 
gesehen von  Quadratwurzeln,  nur  einer  (allgemeinen)  Irrationalit&t 
fünften  Grades. 

Einfacher  gelangt  man  zum  Ziel,  wenn  man  die  drei  Ausdrücke 

(5)  JI,=  tg^'costf 

zu  Grunde  legt;  cotg  tf  wird  eine  algebraische  Function  zweiten 
Grades  der  jET,  und,  bei  obiger  Beschränkung,  sind  also  die  einzigen, 
bei  der  gemeinten  Darstellung  in  Betracht  konmienden  Irrationalitäten 
Quadratwurzeln. 

Mit  Hülfe  der  Ausdrücke  ^(l)  gelangt  man  so  zu  einer  zweiten, 
manche  Vorteile  bietenden  Lösung  der  erstbehandelten  Aufgabe. 

Die  skizzirte  algebraische  Methode  läM  sich  auch  mit  Erfolg 
dazu  verwenden,  um  reducible  trigonometrische  Formeln  in  ihre 
irreducibeln  Bestandteile  zu  spalten. 


Über  das  Ctoldbach'sche  fifesets. 

Von  B.  HauTaner  (Wärzburg). 

Das  sogenannte  Goldbach'sche  Gesetz*)  behauptet  bekanntlich, 
dafs  sich  jede  gerade  Zahl  2n  immer  als  Sunune  zweier  Primzahlen 
X  und  y  darstellen  lälst.    Für  diese  Behauptung  laust  sich  bis  heute 


*)  Goldbach  scheint  zuerst  dieses  Gesetz  bemerkt  zu  haben.  Er 
teilte  dann  Euler  seine  Wahrnehmung  mit,  wie  aus  einem  Briefe  des- 
selben an  Goldbach  (d.  d.  30.  Juni  1742)  ersichtlich  ist.  Cf.  P.  H.  Fufs, 
Correspondance  mathämatique  et  physique  de  quelques  c^l^bres  gäom^tre« 
du  XVlII«  si^cle.  St.  Pdtersbourg  1848,  t.  I.  Euler  bemerkt  in  dem 
erwähnten  Briefe  noch,  dafs  zwei  weitere  von  Goldbach  aufgestellte  Sätze 
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floch  kein  Beweis  erbringen,  und  noch  weniger  ist  es  möglieb,  die 
Anzahl  derartiger  Zerlegungen  jeder  geraden  Zahl  independent  anzu- 
geben. Es  war  daher  mit  Dank  zu  begr&Iken,  dafs  Herr  6.  Cantor 
eine  6^>enmentelle  Prüfung  dieses  (Gesetzes  für  alle  geraden  Zahlen 
bis  1000  Yomehmen  lie&  und  dieselbe  in  Gestalt  einer  Tabelle  ver- 
offientlicbte.^)  Diese  Tabelle  giebt  f&r  jede  gerade  Zahl  2n  alle 
Zerlegungen  in  zwei  Primzahlsummanden  x  und  y,  yon  denen  X'^y 
Toransgesetst  wird,  in  der  Weise,  daCs  sie  die  sämtlichen  zugehörigen 
PrirazaMen  x  und  die  Anzahl  v  dieser  letzteren  angiebt*^)  Es  folgt 
aus  dieser  Tabelle,  dal^  das  Qoldbach'sche  Gesetz  streng  richtig  ist, 
und  dals  die  Werte  von  v,  welche  zwar  Schwankungen  zeigen,  wie 
sie  ^terartigen  zahlentheoretischen  Functionen  eigentümlich  sind,  eine 
fortwährende  Zunahme  mit  wachsenden  Werten  ron  n  erkennen  lassen. 
Da  nun  in  don  ersten  Tausend  ganzer  Zahlen  sich  bei  weitem 
mdur  Primzahlen  befinden  als  in  den  folgenden  Tausenden  -r- 
L  Tausend:  169  Primzahlen,  H:  135,  HI:  127,  IV:  120,  V:  119  — , 
80  schien  es  mir  wünschenswert,  die  Prüfling  des  (Gesetzes  weiter 
auazudehnoi,  ab  dies  Herr  Cantor  gethan  hatte.  Besonders  aber 
wünschte  ich  weiteres  Material  zu  erhalten,  um  das  Verhalten  von  v 
tsher  Studiren  zu  können.  Aus  diesen  Gründen  habe  ich  die  Zer- 
legungen aller  geraden  Zahlen  bis  5000  nach  einem  yon  mir  aur 
gegebenen  Verfahren  berechnen  und  zu  einer  Tabelle  zusammenstellen 
lassen.***)  Es  war  zuerst  beabsichtigt,  die  Prüfung  des  (Gesetzes  auf 
alle  geraden  Zahlen  bis  10000  auszudehnen;  da  aber  der  ümfuig 
der  Tabelle  immer  schneller  wächst,  je  höher  die  obere  Grenze  der- 
selben gewählt  wird,  so  war  die  Beschränkung  auf  5000  unbedingt 
geboten,  um  einen  allzu  grolken  Umfang  der  Tabelle  zu  vermeiden. 


Bieh  sofort  als  richtig  nachweisen  lassen,  wenn  man  das  Goldbach'sche 

Qeseta  ak  richtig  annimmt;  es  sind  dies  die  Sätze: 

1)  Jede  ungerade  Zahl  läCst  sich  immer  als  Smnme  dreier  Primzahlen 

darstdlen; 
t)  Jede  ganze  ZaU  §  läfst  sich  als  Summe  yon  beliebig  yielen  Prim- 
zahlen, bis  schlieulich  als  Smnme  yon  g  Einheiten  daistellen. 
Locas  schreibt  in  seiner  Th^rie  des  nombres,  1. 1,  Paris  1891,  die  Aof- 
itellnng  des  in  Bede  stehenden  Satzes  Warin^  (Meditationes  algebraicae) 
sn;  jedenfüls  gebührt  aber  Goldbach  die  Priorität. 

*)  Association  fhm9ais6  ponr  Tayancement  des  sciences.    Congr^  de 
Caen.  1894. 

*^  Die  Zahl  1  ist  yon  Herrn  Gantor  und  mir  zu  den  Primzahlen 
hinsogeiählt.  Darüber,  ob  dies  berechtigt  ist,  sind  ja  die  Meinungen  ge- 
teilt. Es  hat  diese  Festsetzu^  aber  hier  den  Vorteil,  dafs  auch  die 
Zahl  2  dem  Gol db ach *schen  Gesetze  gehorcht,  fOr  welche  nur  die  Zer- 
legong  1  +  1  möglich  ist.  Für  alle  anderen  geraden  Zahlen  ist  diese 
Festoetanng  unwesentlich,  da  für  diese  v  ausnahmslos  grölser  als  1  ist. 

**^  Diese  Tabelle  wud  mit  einem  ausfOhrlicheren  Texte  in  Kürze  in 
den  Koya  Acta  der  KaiserL  Leopoldinisch- Carolinischen  Deutschen  Aka- 
demie der  Naturforscher  (Bd.  LXXII)  erscheinen. 
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Es  sei  mir  nun  hier  gestattet,  die  ans  dieser  Tabelle  sich  er- 
gebenden Resultate  kurz  mitzuteilen.  Zun&chst  zeigt  es  sich,  dafis 
das  Goldbach'' sehe  Qe&etz  für  alle  geprüften  Zahlen  ausnahmslos 
gültig  ist.  Ich  kann  sogar  die  Gültigkeit  des  Gesetzes  für  alle 
geraden  Zahlen  bis  10000  bestätigen.  Auch  die  von  Herrn  Cantor 
in  seiner  Tabelle  gemachte  Wahrnehmung,  dafs  die  Anzahl  y  der 
Zerlegungen  jeder  geraden  Zahl  2n  —  Yon  den  vorher  erwähnten 
zahlentheoretischen  Schwankungen  abgesehen  —  mit  wachsendem  n 
beständig  wächst,  erweist  sich  weiterhin  als  richtig.  So  ist  z.  B. 
V  >  10,  wenn  2n  >  428  ist,  und  v  >  20,  wenn  2n  >  1412  ist 
Gerade  dieser  Umstand  aber  spricht  besonders  dafür,  dalüs  das  Gold- 
b ach' sehe  Gesetz  wohl  allgemein  gültig  ist. 

Betrachtet  man  die  Reihe  der  Zahlen  v,  so  fällt  sofort  eine 
weitere  merkwürdige  Oesetzmäfsigkeit  auf,  welche  Herr  Cantor  — 
nach  einer  mir  gemachten  mündlichen  Mitteilung  —  schon  firüher 
in  seiner  Tabelle  bemerkt  hatte.  Es  zeigt  sich  nämlich,  daCs  bei 
allen  Zahlen  2»,  welche  durch  3  teilbar  sind,  v  ein  relatives 
Maximum  in  Bezug  auf  die  zu  den  beiden  vorhergehenden  und  den 
beiden  folgenden  Zahlen  2n  gehörenden  Werte  v  hat.  Diese  Er- 
scheinung tritt  von  2  n  =ss  36  an  —  bis  dahin  sind  die  Werte  von  v 
zu  klein,  um  dieselbe  erkennen  zu  lassen  —  durch  die  ganze  Tabelle 
hindurch  scharf  zu  Tage,  mit  der  einzigen  Ausnahme,  dafs  zu  2fi 
»»  1540  und  zu  2n=«  1542  dieselbe  Zahl  v  gehört.  Der  Wert 
von  Vj  welcher  zu  einer  durch  3  teilbaren  Zahl  2n  gehört,  ist  also 
ausnahmslos  die  obere  Grenze  für  die  Zahlen  v,  welche  zu  den 
beiden  unmittelbar  vorangehenden  Zahlen  2»  gehören.  Die  Er- 
klärung för  diese  Erscheinung  liegt  darin,  dafs  die  Zahlen  2n  von 
der  Form  Gm  Zerlegungen  in  Primzahlen  von  der  Form  zulassen, 
daö  entweder  fl;  =  3Ä+l,  y  =  3Z  +  2  oder  a;  =  3Ä?  +  2, 
y  =  3i  -}-  1  ist,  während  die  Zahlen  2n  von  der  Form  6m  -^-  2 
nur  Zerlegungen  fl;  =  3Ä;+l,  y  =  Sl  -{-  1  und  die  Zahlen  2  n 
von  der  Form  6 w  +  4  nur  Zerlegungen  a;  =  3Ä;-j-2,  y=3i-|-2 
zulassen  (in  den  beiden  letzten  Fällen  kann  event.  noch  die  eine 
Zerlegung  a;=3,  3^  =  2«  —  3  vorkommen).  Wären  nun  alle 
ungeraden  Zahlen  Primzahlen,  so  müfsten  für  die  v  der  durch  3 
teilbaren  Zahlen  2n  relative  Maxima  auftreten;  bei  der  höchst  un- 
regelmälsigen  Verteilung  der  Primzahlen  aber  ist  diese  scharfe  Aus- 
prägung der  relativen  Maxima,  wie  sie  die  Tabelle  zeigt,  sehr  über- 
raschend und  bemerkenswert. 

Diese  Gesetzmäfsigkeit  der  Zahlen  v  in  Bezug  auf  die  Zahl  3 
legt  den  Gedanken  nahe,  zu  untersuchen,  ob  sich  in  Bezug  auf  die 
übrigen  Primzahlen  ähnliche  Regeln  ergeben.  Teilt  man  die  Zahlen 
2n  nach  ihren  Resten  B  modulo  5  ein,  so  ergiebt  sich  für  die 
möglichen  Zerlegungen  die  folgende  Tabelle: 
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0 

[5*4-  1 
.5*4-2 
5*4-3 
5*4-4 

6i4-4 
5t4-3 
5J4-2 
Sl+1 

2 

5*4-1 
5*4-3 
5*4-4 

51+1 
5^4-4 
514-3 

4 

5*4-  1 
5*4-2 
5*4-3 

514-3 
51  +  2 
514-1 

event.  noch 

6 

5*4-2 
6*4-3 
5*4-4 

5^4-4 
51  +  S 
51  +  2 

x  =  5,  i/^=2n  —  5 

8 

'5*4-1 
5*4-2 
5*4-4 

51+2 
5Z4-1 
514-4 

Es  sind  also  fibr  alle  durch  5  teilbaren  Zahlen  2fi  grölsere 
Werte  von  v  zu  erwarten  als  fEü:  die  benachbarten  Zahlen.  Um  die 
Tabelle  daraufhin  zu  pr&fen,  mufs  natürlich  die  vorher  constatirte 
Gesetzm&fsigkeit  in  Bezug  auf  3  berücksichtigt  und  deshalb  die 
Untersuchung  der  Zahlen  v  in  doppelter  Weise  geführt  werden. 
Erstens  hat  man  die  Reihe  aller  durch  3  teilbaren  Zahlen  2n  zu 
prüfen  und  zweitens  die  Reihe  der  Zahlen  2n,  welche  übrig  bleiben, 
nachdem  aus  den  sftmtlichen  Zahlen  2n  alle  nur  durch  3  und  nicht 
zugleich  auch  durch  5  teilbaren  Zahlen  herausgestrichen  sind.  In  beiden 
Fällen  bildet  mit  wenigen  Ausnahmen  die  Zahl  v,  welche  zu  einer 
durch  5  teilbaren  Zahl  gehört,  die  obere  Grenze  für  die  Werte  der  v, 
welche  zu  den  unmittelbar  vorangehenden,  nicht  durch  5  teilbaren 
Zahlen  2n  gehören;  meistens  prägen  sich  sogar  noch  relative  Maxima 
scharf  aus.  Wenn  auch  Ausnahmen,  wie  schon  erwähnt,  in  diesem 
Falle  vorhanden  sind,  so  ist  doch  immerhin  die  Gesetzmälsigkeit 
noch  eine  auf&Lllende  in  Anbetracht  der  unregelmäfsigen  Verteilung 
der  Primzahlen. 

In  gleicher  Weise  kann  man  die  Untersuchung  fortsetzen  und 
zunächst  eine  Prüfung  der  Zahlen  v  in  Bezug  auf  die  Zahl  7  vor- 
nehmen. Aus  dem  analogen  Grunde  ist  zu  erwarten,  dafs  der  zu 
einer  durch  7  teilbaren  Zahl  2n  gehörende  Wert  von  v  die  obere 
Grenze  liefert  für  die  Werte  v  aller  Zahlen  2n,  welche  zwischen  der 
betreffenden  und  der  vorangehenden  durch  7  teilbaren  Zahl  liegen. 
Jetzt  sind  vier  verschiedene  Zahlenreihen  zu  prüfen,  nämlich 

1.  die  Reihe  der  durch  3  •  5  teilbaren  Zahlen  2  n; 

2,  die  Reihe  der  durch   3   teilbaren  Zahlen  2n^  nachdem   aus 

Jahntb«iicht  d.  De^todien  MftUi«iD.-Vereiiiigiuig.   V.  5 
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dieser  Reihe  die  durch  5  und  nicht  zugleich  auch  durch  7 
teilbaren  Zahlen  gestrichen  sind; 

3.  die  Beihe  der  durch  5  teilbaren  Zahlen  2n,  naphdem  aus 
dieser  Beihe  die  durch  3  und  nicht  zugleich  auch  durch  7 
teilbaren  Zahlen  gestrichen  sind; 

4.  die  Reihe  aller  Zahlen  2n,  nachdem  aus  dieser  die  durch 
3  oder  5  und  nicht  zugleich  auch  durch  7  teilbaren  Zahlen 
gestrichen  sind. 

In  der  That  zeigt  sich  für  die  yier  Reihen  die  oben  ausgesprochene 
Vermutung  mit  wenigen  Ausnahmen  bestätigt. 

Setzt  man  in  dieser  Weise  die  Untersuchung  fort,  so  sind, 
wenn  man  1  als  erste,  2  als  zweite,  3  als  dritte  Primzahl  u.  s.  f. 
bezeichnet,  fCb:  die  n^  Primzahl  p  im  ganzen  2" "  ^  derartiger  Zahlen- 
reihen zu  untersuchen.  In  jeder  dieser  Reihen  ist  die  Zahl  v,  welche 
zu  einer  durch  jp  teilbaren  Zahl  2  n  gehört,  mit  wenigen  Ausnahmen 
die  obere  Grenze  ffSüc  die  Werte  v  aller  Zahlen  2  n,  welche  zwischen 
der  betreffenden  und  der  yorangehenden  durch  jp  teilbaren  Zahl  liegen. 

Da  es  Yorl&ufig  als  ganz  immöglich  erscheint,  v  ab  Function 
von  n  zu  bestimmen,  so  ist  die  Feststellung  der  obigen  Regel- 
mäfsigkeiten  wohl  nicht  ohne  Interesse;  es  scheint  also  v  wesentlich 
davon  abzuhängen,  durch  welche  Primzahlen  2n  teilbar  ist,  nicht 
aber  davon,  wie  oft  2n  durch  eine  derselben  teilbar  ist. 

Im  übrigen  muTs  ich  hier  auf  den  die  Tafel  selbst  begleitenden 
ausführlichen  Text  verweisen.  Es  sei  mir  nur  noch  erlaubt,  kurz 
zu  zeigen,  wie  sich  ein  Apparat  construiren  l&fst,  mittelst  dessen 
man  alle  Zerlegungen  jeder  geraden  Zahl  ^  2^  in  Primzahl* 
Summanden  ohne  jede  Rechnung  erhalten  kann.  Man  schreibt  auf 
zwei  parallele  Streifen  alle  ungeraden  Zahlen  von  1  bis  2^" —  1 
in  gleichen  Abständen  von  einander,  auf  den  einen  Streifen  in  auf- 
steigender, auf  den  anderen  in  fallender  Reihenfolge;  die  Primzahlen 
werden  auf  beiden  Streifen  irgendwie  hervorgehoben.  Verschiebt 
man  dann  beide  Streifen  so  längs  einander,  da£s  die  Zahl  1  des 
ersten  Streifens  der  Zahl  2  n  —  1  des  zweiten  Streifens,  wo  n  ^  ^ 
ist,  gegenübersteht,  so  ergeben  alle  Fälle,  in  denen  sich  auf  beiden 
Streifen  Primzahlen  gegenüberstehen,  alle  Zerlegungen  von  2»  in 
zwei  Primzahlsummanden*);  dabei  hat  man  nur  alle  Primzahlen  des 
ersten  Streifens  zu  berücksichtigen,  welche  ^  n  sind.  Zur  gröCseren 
Bequemlichkeit  müisten  beide  Streifen  nach  erfolgter  Einstellung 
von  einer  Rolle  ab  und  auf  eine  andere  aufgewickelt  werden.  Es 
läist  sich  dann  noch  leicht  ein  Zählwerk  anbringen,  welches  die 
Zahl  V  nach  erfolgter  Abwickelung  angiebt. 

*)  Nur  die  Zerlegung  4  =>  2  -f-  3  ergiebt  sich  nicht;  diese  nimmt  aber 
Überhaupt  eine  Ausnahmestellung  ein,  da  sie  die  einzige  Zerlegung  ist,  bei 
welcher  die  Zahl  2  auftreten  kann.  Indem  man  diese  Zerlegung  aulser 
Acht  läfst,  hat  man  den  Vorteil,  nur  die  ungeraden  Zahlen  zu  brauchen. 
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Über  Naehbarconfl^^arationen,  Tripelsysteme  und  metaeyklisebe 

firuppen. 

y<m  L.  Heflter  (Giefsen). 

Das  zuerst  von  Steiner  (Ges.  Werke  II,  S.  436)  aufgestellte 
Problem  der  Tripelsysteme,  das  eine  eingehende  Behandlung  durch 
die  Herren  Noether  (Math.  Ann.  15),  Netto  („Substitutionen- 
theorie^  und  Math.  Ann.  42)  und  Moore  (Math.  Ann.  43)  gefunden 
hat,  steht  in  gewissen  Fällen  zu  dem  vom  Vortragenden  früher  be- 
aji>eiteten  Problem  der  Nachbarelemente  (MatL  Ann.  38)  in 
Beziehung. 

Tripelsysteme  existiren  bei  den  Zahlen  n  =  6m  -{'  1  und 
n  *=s  6fn  -|-  3.  Herr  Netto  hat  gezeigt,  wie  bei  den  Primzahlen  der 
Form  6fii  4*  1  eine  gewisse  cyklische  Anordnung  der  Tripel  möglich 
ist;  ähnlich  bei  bestimmten  Fällen  der  Form  Qm  -j-  S.  Solche 
cyklische  Anordnungen  sind  noch  in  weiteren  Fällen  direct  ablesbar 
aus  jenen  vom  Vortragenden   aufgestellten  Nachbarconfigurationen. 

Überhaupt  läM  sich  die  Herstellung  eines  cyklischen  Tripel- 
systems  fär  Gm  -f*  ^  &^  die  Lösung  des  folgenden  einfacheren 
Problems  zuriLckfÜhren:  „Aus  den  Zahlen  1,  2,  « •  • ,  Gm  sind 
m  Gruppen  von  je  dreien  zu  bilden,  so  dafs 

1)  die  Summe  der  3  Zahlen  stets  ^  0  mod.  6m  -f-  1  ist, 

2)  alle  3f»  Zahlen  yon  einander  verschieden  sind, 

3)  nicht  2  der  3fn  Zahlen  sich  zu  Gm  -j-  ^  ergänzen.^^ 

Dieses  Problem  scheint  stets  lösbar  zu  sein. 

Ähnliches  gilt  bei  den  Zahlen  der  Form  6  m  -f-  3.  — 
Andererseits  fährt  eine  einfache  geometrische  Veranschaulichung 
der    metacyklischen    Gruppen,    welche    der    allgemeinen    geo- 
metrischen Gruppeninterpretation  von  Herrn  Dyck  (Math.  Ann.  20) 
yer¥randt  ist,  ebenfalls  auf  Nachbargebiete. 

Wenn  p  eine  Primzahl  und  g  eine  zugehörige  primitive  Gon- 
gruenzwurzel  ist,  so  werden  die  p(jp  —  1)  Substitutionen  der  meta- 
cyklischen Gruppe  aus  den  Elementen  0,  1,  •  •  • ,  j>  —  1  durch  die 
beiden  Substitutionen 

erzeugt,  wobei  alle  Zahlen  mod.  p  zu  nehmen  sind.     Wendet  man 
die  p(p  —  1)  Substitutionen  auf  das  Element  1  an,  so  ergiebt  sich 

i^,  y»,  g",  •••,<»'-«, 

p»+l,         g'+l,  g'-i-l,  ...,^-»-}-i, 

5» 
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unterwirft  man  dieses  Tableau  der  Substitution  f,  so  vertauschen 
sich  die  Zeilen  cjMisch;  bei  der  Substitution  s  verschiebt  sich  die 
erste  Zeile  nur  cyklisch  in  sich  selbst,  die  übrigen  yertauschen  sich 
aulserdem  cyklisch  unter  einander  in  bestimmter  Folge. 

Dies  gestattet  folgende  geometrische  Deutung.  Die  jp  Zeilen 
äeien  p  ebene  (p  —  1)  -Ecke,  deren  Ecken  der  Reihe  nach  (immer 
mit  demselben  Drehungssinn)  mit  den  betreffenden  jp  —  1  Zahlen  be- 
zeichnet Virerden.  Dann  schliefen  sich  die  jp  Polygone  zu  einem  Polyeder 
von  bestimmtem  Geschlecht  zusammen,  auf  dem  sie  p  Nachbar- 
gebiete bilden.  (Falls  p  die  Form  4;r  -f-  1  hat,  hat  das  Polyeder 
auch  nur  n  Ecken,  die  gleichzeitig  Nachbarpunkte  sind.)  Aus  den 
besprochenen  Eigenschafton  des  Tableaus  folgt  nun  unmittelbar: 

Die  metacyklische  Gruppe  ist  identisch  mit  der  Gruppe 
der  Drehungen  dieser  Nachbarconfiguration  im  Sinne  der 
Analysis  Situs. 


Über  continiiirliche  Grappen  von  Cremona-Transflirmatioiieii. 

Von  M.  Noether  (Erlangen). 

Der  Vortragende  bespricht  diese  Gruppen  zunftchst  aus  Anla& 
einer  im  Januar  1896  der  K.  G^s.  der  Wiss.  zu  Göttingen  durch 
Herrn  F.  Klein  vorgelegten  Note  von  Herrn  G.  Bohlmann:  „Oon- 
tinuirliche  Gruppen  von  quadratischen  Transformationen  der  Ebene^. 
Die  Absicht  dabei  ist:  erstens  zu  zeigen,  dafs  diese  Note,  v^enn  sie 
auch  in  ihrem  Resultate,  dafs  es  zweierlei  continuirliche  Gruppen 
von  .quadratischen  Ebenentransformationen  giebt,  richtig  ist,  doch  in 
ihrer  Beweisführung  eine  Lücke  hat,  indem  diejenigen  Transforma- 
tionen, deren  drei  Fundamentalpunkte  consecutive  Punkte  sind,  über- 
sehen sind;  sodann  darauf  hinzuweisen,  dafs  die  Aufgabe  in  all- 
gemeinerer Gestalt,  nämlich  durch  Aufstellung  sämtlicher  „Typen'' 
von  continuirlichen  Gruppen  von  eindeutigen  Ebenentransformationen 
irgend  einer  Ordnung,  schon  seit  1893  in  der  italienischen  mathe> 
matischen  Litteratur  gelöst  ist  (s.  F.  Enriques  in  Bendic.  della  B. 
Accad.  dei  Lincei  vom  21.  Mai  1893).  Hauptsächlich  aber  soll 
eine  Erweiterung  auf  die  continuirlichen  Gruppen  von  quadra- 
tischen eindeutigen  Baum -Transformationen  gegeben  werden.  Von 
letzteren  giebt  es  fonf  verschiedene  Arten: 

1.  Die  Gruppe,  welche  die  durch  einen  festen  Kegelschnitt 
gehenden  Flächen  zweiter  Ordnung  in  einander  überfahrt;  mit 
10  Parametern  (ähnlich  der  Gruppe  der  Kugeltransformationen). 

2.  Eine  Gruppe,  welche  die  durch  zwei  sich  schneidende  Ge- 
rade gehenden  Flächen  zweiter  Ordnung  in  einander  überföhrt  und 
damit  auch  zwei  Ebenenbüschel  in  sich;  mit  11  Parametern^ 
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3.  Eine  Gruppe,  welche  die  Eegelflächen  zweiter  Ordnting,  die 
sich  IftDgs  einer  festen  Erzeugenden  berühren,  in  einander  überfÜirt; 
mit  IS  Parametern. 

4.  Eine  Gmppe,  welche  die  durch  eine  Gerade  und  einen  der- 
selben nicht  benachbarten  Punkt  gehenden  Mächen  zweiter  Ordnung 
in  einander  überfährt;  mit  11  Parametern. 

5.  Eine  Gruppe,  welche  die  durch  eine  Gerade  gehenden 
Tischen  zweiter  Ordnung,  die  sich  noch  in  einem  Punkte  derselben 
berühren,  in  einander  überführt;  mit  13  Parametern. 

Dazu  kommen  nur  noch  die  Untergruppen  dieser  Gruppen. 


CriImM  dgebnueim  oder  die  coflmctioiiale  Entstehung  der 

PrinusaMen. 

Von  H.  Sohapira  (Heidelberg). 

Das  titeste  und  einfachste  Mittel,  um  alle  Primzahlen  zu  er- 
halten, ist  bekanntlich  das  Ton  Eratosthenes  unter  dem  Namen 
Oribmm  gebrauchte  Aussiebeverfahren,  welches  in  dem  Ausstreichen 
jeder  nten  Zahl  hinter  der  Zahl  n  in  der  natürlichen  Zahlenreihe 
besteht  Nachdem  ich  nun  mehrfach  gezeigt  habe,  wie  man  die  nicht 
mathematische  Operation  des  Streichens  oder  Weglassens  gewisser 
Glieder  durch  den  mathematischen  Begriff  des  Substituirens  yon 
algebraischen  Gröfsen  immer  ersetzen  kann,  war  es  klar,  dafs  es 
auch  möglich  sein  muDs,  die  Primzahlen  vermittelst  algebraischer 
Operationen  zu  erhalten;  was  ich  in  der  That  bereits  in  meinem  Vor- 
träge in  der  mathematischen  Section  der  Naturforscherversammlung 
in  Baden-Baden  1879*)  an  Beispielen  gezeigt  habe. 

Es  scheint  aber  nicht  genügend  beobachtet  worden  zu  sein,  dals 
in  dem  angedeuteten  Yerühren  die  algebraische  (oder,  wie  wir  sehen 
werden,  richtiger  die  algebraisch -logarithmische)  Abhängigkeit  der 
Primzahlen  von  einander  in  einer  Weise  ausgesprochen  ist,  aus  der 
man  fruchtbare  Consequenzen  leicht  ziehen  kann. 

Wir  betrachten  folgende  Operationen: 

1)  Ist  f{x)  a=  ^(^^     öin©    beliebig    gegebene     convergente 

Potenzreihe,  so  bedeute  zunächst  nur  rein  formal  b(/*(aj))  =^,  ^q<H^ 
diejenige  in  eindeutiger  Weise  aus  f{x)  gebildete  Potenzreihe,  in  der 
jedes  Glied  OqOß  mit  einem  Factor  d,  multiplicirt  wird,  wenn  mit 

*)  Vgl.  „Gegenseitigkeit  von  Partial-  mid  circmnplexen  Fmictionen 
nod  Seihen*',  Yorirag  etc.  von  Hermann  Schapira.  1879.  (Tagebl.  der 
62.  Yen.  D.  N.  u.  A  zu  Baden-Baden  1879,  pag.  174.) 
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dq  die  Anzahl  aller  Divisoren  von  q  bezeichnet  wird.  Die  Conver- 
genz  der  Reihe  h{f{x))  wird  mit  Hülfe  der  folgenden  Betrachtungen 
leicht  anzugeben  sein.  So  lange  q  von  Null  and  oo  verschieden  ist, 
ist  dg  ebenfalls  von  Nnll  und  (X>  verschieden,  und  es  wird  daher 
kein  Glied  in  i(f(x))  fehlen,  welches  nicht  bereits  in  f{x)  gefehlt  hat. 

Die  A;-fache  Iteration  dieser  Operation  b^*^(/'(a;))  =^,^0^^^«^  besitzt 
dieselbe  Eigenschaft  für  alle  ganzen,  positiven  und  negativen  Werte 
von  k.  Es  besitzt  somit  jede  Reihe  b(*^(/(a;))  alle  Glieder,  die  in  f{x) 
enthalten  sind,  und  nur  solche.  Was  aber  die  ferneren  W^rte  der 
GoefQcienten  dq  betrifft,  so  liegt  in  ihrer  Definition  die  Eigentümlich- 
keit, die  Glieder  der  Potenzreihe,  insofern  die  Convergenzbedingung 
es  zulälst,  in  Gruppen  zu  ordnen  nach  den  Werten  dj^  =  1,  2,  3,  •  •  - , 
wobei  der  Wert  dk  =  1  allen  solchen  und  nur  solchen  Gliedern 
zukommen  wird,  deren  Exponent  eine  Primzahl  ist;  man  wird  datm 
1  als  Primzahl  auffassen.  Daraus  folgt,  dals  wenn  f{x)  überhaupt 
keine  anderen  Glieder  besitzt,  als  solche  mit  Primzahlezponenten,  die 
beschriebene  Operation  dann  und  nur  dann  f{x)  unverändert  l&M. 
Nennen  wir  eine  solche  Reihe  Primpotenzreihe  und  bezeichnen  die- 
selbe mit  p{x)y  so  ist  bW(jp(x))  =p(a;);  also  p(x)  ist  eine  Lösung 
der  operativen  Gleichung  i^^^{f(x))  =  f{x)  fftr  beliebige  gtozzahlige  k. 
Femer  wird,  wenn  0^=0^  die  Differenz 

Hm) -fix)  =2^d,  -  l)a,x> 

nur  solche  Glieder  enthalten,  deren  Exponenten  keine  Primzahlen 
sind,  also  ein  umgekehrtes  Cribrum  Eratosthenis. 

2)   Wir  betrachten  femer  folgende  Operation.     Wir   benutzen 

unsere  Bezeichnung  L^ix)  «^^o^n+^a^""*"'  nnd  Benennung  als  tte 
Partialfunction  nter  Klasse  in  dem  von  uns  oft  gebrauchten  Sinne 
und  bemerken,  dals  für  Oq  =  0  die  einÜEU^hste  nullte  Partialfunction 
nter  Klasse  a«Ä*  sein  wird,  und  wenn  wir  diese  von  der  allgemeinen 
subtrahiren,  so  nennen  wir  die-  Differenz  die  reducirte  nullte 
Partialfunction  nter  Klasse,  in  der  sämtliche  Glieder,  deren 
Exponenten  Multipla  von  n  sind,  unverändert  wie  in  der  Haupt- 
fnnction  bleiben,  nur  dais  das  einzige  Glied  OnO^  fehlt. 

Nimmt  man  nun  f(x)  =  00+  a^x  +  a^si^  -|-  . . .  als  Haupt- 
fnnction  und  subtrahirt  von  derselben  ihre  reducirte  nullte  Partial- 
function zweiter  Klasse,  so  erhält  man 

f^{x)  =  a^x  +  a,x^+  a^a^+  a^rr^H f-  S^+iX««^*  •  •  • , 

in  welcher  nach  2  alle  Primzahlen  als  Exponenten  auftreten,  welche 
überhaupt  zwischen  3  und  3^^=  9  vorhanden  sind. 

Legt  man  jetzt  f^(x)  als  Hauptfunction  zu  Grunde  und  sub- 
trahirt von  derselben  ihre  reducirte  nullte  Partialfunction  3.  Klasse 
(3  ist  der  erste  auf  2  folgende  Exponent),  so  erhält  man  in 


Digitized  by  LjOOQ IC 


üribnim  algebraicom  od.  d.  cofonctionale  Entstehong  d.  Primsahlen.    71 

+  0,5««+... 

onimterbrochen  alle  Primzahlexponenten,  welche  kleiner  als  5'  sind. 
SnbtFihirt  man  von  f^i^T^  ihre  nullte  Partialfonction  5.  Klasse 
(5  ist  der  auf  3  folgende  Exponent),  so  liefert  f^{x)  ununterbrochen 
alle  Primzahlen,  welche  kleiner  als  7'  sind.  Allgemein  enthält  /'^(x) 
alle  Primzahlen  p^^  p^^  . .  • ,  |)^,  p^^i^^  •  •  • ,  welche  überhaupt  bis 
j»' ,  j  vorhanden  sind.  Dieser  Procefs  führt  immer  näher  zu  einer 
Grenzpotenzreihe,  welche  überhaupt  nur  Primzahlen,  aber  auch  alle 
Primzahlen  als  Exponenten  enthält  und  wie  oben  Primpotenzreihe 
genannt  werden  kann. 

Ist  die  ursprüngliche  Hauptfunction  f{x)  selbst  eine  tte  Partial- 
fhnction  »ter  Klasse,  so  erhält  man  durch  den  beschriebenen  Procefs 
nur,  aber  alle  Primzahlen  von  der  Form  qn  +  t,  wenn  in  f(x)  alle 
a^^i  von  Null  verschieden  sind. 

Eine  Primpotenzreihe  kann  immer  angesehen  werden  als  eine  durch 
nnseren  Procefs  erreichte  Grenzfnnction  aus  einer  Function  f(x\  in 
welcher  alle  Coefficienten  a^,  deren  Index  q  keine  Primzahl  ist,  wiU- 
kflrlich  bleiben. 

Eine  Primpotenzreihe  besitzt  die  Eigenschaft,  dals  eine  nullte 
PartiaUunction  irgend  einer  nten  Klasse  derselben  immer  Null  ist, 
wenn  n  eine  zusammengesetzte  Zahl  und  UnX^y  wenn  n  eine  Primzahl 
ist  Analoges  ist  zu  bemerken  fOr  irgend  eine  tte  Partialfnnction 
nter  Klasse,  wenn  i  und  n  einen  gemeinsamen  Teiler  d  haben. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dafs  auch  unsere  obige  Operation  i{f{x)) 
dnrch  Summirung  sämtlicher  nullten  Partialfunctionen  nter  Klasse 
entstdit,  wenn  man  n  alle  Primzahlen  durchlaufen  lälst. 

Wichtig  ist  die  Bemerkung,  daüs,  wenn  man  n  alle  ganzen  Zahlen 
dnrchlaufen  läfst,  das  Resultat  dasselbe  ist;  indem  alle  Summanden, 
die  einem  zusammengesetzten  n  entsprechen,  identisch  Null  sind. 
Daher  braucht  man  bei  der  Erzeugung  der  Primzahlen  durch  den 
ebenerwähnten  Procefs  nicht  etwa  bereits  die  Primzahlen  selbst 
▼oraiuzQsetzen. 

Da  die  Partialfunctionen  selbst  lineare  algebraische  Summen 
sind  von  den  Cofonctionen  f(ax\  wobei  a  Wurzel  von  of^  — 1  =  0 
ist,  so  darf  man  sagen,  dafs  die  Primzahlen  in  eindeutiger  Weise 
algebraisch  erhalten  werden  aus  einer  beliebigen  Potenzreihe;  und 
zwar  ist  der  höchste  Grad  der  algebraischen  Gleichung  ein  endlicher, 
80  lange  die  Grenze,  bis  zu  welcher  man  die  Primzahlen  erhalten 
will,  ein  endlicher  bleibt.     Die  Primzahlen  treten    als  Exponenten 

auf.     Übrigens  läfist  die  Operation  x^  dieselben  Primzahlen   auch 

als  CoefBcienten  erscheinen. 

3.  Man  kann  auch  wie  folgt  verfahren,   um   alle  Primzahlen 
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in  ihrer  natürlicben  Reihenfolge  von  p^,^  bis  1'^j4(^>1  und 
jp^ ,  j^  <jp^. ,  j)  zu  erhalten.  Man  nehme  eine  ganze  Function  g{x) 
votm  Grade  tiis=:j),.,  ^ —  1,  bilde  daraus  ihre  erste  Fartialfunction 
2.  Klasse  g^  ^{x)  =  j{jg{x)  — g( — x)]  =»  G(x)  und  aus  dieser  letz- 
teren das  Aggregat 

i  i 

G(x)  -^iGp^.,o(x)  +^{h,h)G,^p^A<')  +  •  •  • 

SO  ist  dieses  Aggregat  identisch  mit  der  Summe 

a,x  +  «p,+y'+»  +  «^,+,^'+'  +  •  •  •  +  «P,+».^'+*, 

wobei  i?,- 1  4  ^«  gröfste  Primzahl,  welche  kleiner  als  i>,.  i  i,  bedeutet, 
während  man  sich  rechter  Hand  ein  Aggregat  von  Gliedern,  wie  G{tix) 
denken  kann,  wenn  a  Wurzel  von  af*  —  1  =  0;  m  =  1^  2,  3,  4,  •  ■  ■ 
bedeutet.      Denkt  man  sich   nun  Je  verschiedene    ganze    Functionen 

Gk(x)^  deren  Coefficienten  etwa  respective  a^  seien,  so  erfa&lt 
man  k  lineare  identische  Gleichungen,  deren  rechte  Seiten  etwa  mit 
ETpX^)  bezeichnet  werden  können.  Aus  diesen  ergiebt  sich  fur 
irgend  eine  zwischen  p^,^  und  p^,^  enthaltene  Primzahl  die  Formel 


Pi 


M^) 


^i-^J  \0gX 

wobei  J  und  /fj   die   bekannten    aus    dem    Gleichungssysteme    ge- 
bildeten Determinanten  bedeuten. 

Folgende  Bemerkungen  sind  von  Wichtigkeit: 

a)  Die  Formel  hat  identisch  Gültigkeit  fdr  beliebige  Werte  von 
X  und  willkürlich  gew&hlte  Functionen  Oh(x)^  wenn  man  nur  ver- 
meidet die  Werte  loga;  ==  0,  zf  —  0,  Jj  —  zf  =  0. 

b)  unter  den  binomischen  Gleichungen  spielen  wesentlich  nur 

ici»'  — 1=0,     icft  — 1=0,       ■•,     a^i— 1=0 
«ine  Rolle,  und  somit  ergeben  sich  die  Primzahlen 

als  in  obiger   Formel  dargestellte  Functionen  vermittelst  der  Ein- 
heitswurzeln von  den  Graden  p^^  p^y  •  •  • ,  p,.. 

c)  Die  nächste  Arbeit  wird  in  den  zweckmäDsigen  Speciali- 
sirungen  von  G{x)  und  x  besteheni,  wie  auch  in  der  Berücksichtigung 
der  sich  leicht  ergebenden  Gonsequenzen,  auf  welche  einzugehen  mir 
hier,  der  Kürze  der  Zeit  willen,  nicht  gut  möglich  ist. 
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Über  Kreisbogendreieeke  mit  einfachem  Knotenpimki 

Von  Fr.  Sohilling  (Aachen). 

Meine  Mitteilung  bildete  einen  kurzen  Bericht  über  die  in  das 
Gebiet  der  Functionentheorie  gehörenden  Untersuchungen,  die  von 
meinem  verstorbenen  Freunde  Dr.  Ernst  Bitter  und  mir,  und  zwar 
an&ngs  unabbftngig  von  einander,  unternommen  worden  sind.  Wir 
teilten  uns  unsere  Besultate  seiner  Zeit  gegenseitig  mit  und  kamen 
darin  überein,  dais  Bitter  von  analytischer  Seite,  ich  selbst  mit 
Hülfe  geometrischer  Anschauungen  unserem  Thema  näher  treten 
sollte.  Man  sehe  die  inzwischen  erschienene  Arbeit  Bitter 's  aus 
seinen  Nachl&Ts,  Math.  Ann.  Bd.  48,  S.  1—36. 

Bekanntlich  bildet  die  Schwarz'sche  5 -Function  die  auf  der 
podÜTen  Seite  der  Axe  des  Beeilen  gelegene  Halbebene  P  des  Argu- 


n«.  1.  Pig.  2. 

mentes  g  auf  ein  Kreisbogendreieck  mit  den  Ecken  o^,  &|,  c^  ab  (d.h.  auf 
einen  von  Bogen  dreier  Ejreise  begrenzten,  ein£Eu;h  zusammenhängenden 
Bereich,  der  weder  im  Innern  noch  auf  dem  Bande,  mit  Ausnahme 
der  Ecken,  Verzweigungs-  oder  Windungspunkte  besitzt),  und  zwar 
so,  date  die  Ecken  dreien  „singulären''  Punkten  o,  2»,  c  auf  der  Axe 
des  Beeilen  in  der  ;er- Ebene  entsprechen.  Man  gewinnt  von  geo- 
metri^^er  Seite  her  den  Ansatz  zu  neuen  Ideen,  wenn  man,  aus- 
gehend von  einem  solchen  Dreieck,  dessen  Winkel  an  der  Ecke  a^ 
beispielsweise  grölser  als  tc  sein  möge  (Fig.  1),  etwa  den  Bogen  c^a^ 
über  Oj  hinaus  längs  seines  Kreises  als  einen  Einschnitt  in  den  Be- 
reich hinein  verlängert  der  Art,  dafs  von  dem  Winkel  {1  -j-  l)  n  an 
der  Ecke  o^  der  Winkel  n  abgetrennt  wird.  Der  Endpunkt  d^  des 
Einschnittes  (Fig.  2)  wurde  als  „einfacher  Knotenpunkt"  bezeichnet 
und  der  Bereich  selbst,  da  er  von  Bogen  nur  dreier  Kreise  begrenzt 
ist,  als  „Kreisbogendreieck  mit  einfachem  Knotenpunkt". 
Man  stelle  sich  wieder  die  Aufgabe,  auf  diesen  Bereich  die  Halb- 
ebene in  analoger  Weise  wie  oben  abzubilden.  Der  Knotenpunkt  d^^ 
entspricht  einem  vierten  singulären  Punkt  auf  der  Axe  des  Beeilen 
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in   der  je? -Ebene,    dem  „Nebenpunkt"  d  im  Intervall  ac.     Die  ab- 
bildende Function  „S*'  genügt  der  DifTerentialgleichung 
S^  _  ±(8y  ^ 1 


f  1  ~  Z«    (g  —  b)(a  -  c)(o  —  <l)    .    t  —  ft«    (b  —  a)(b  --  c){b  —  d) 
'(2"  z  —  a  ■'2'  z  —  b 

-L.  LizJL'     (c  ->  a)(c  -  6)(c  -^  d)         8(d-a)(d-6)((|-c)    ,^^^ 

wo  die  „Exponenten"  iL,  fi,  v  den  Winkeln  In,  nie,  vic  des  Dreiecks 
entsprechen.  Der  reelle  „accessorische  Parameter"  Ä  erfüllt  die 
folgende  Bedingung 

wo       ß  =  i^' (a  _  l,)  (a  ~  c)  +  '-^'(5  -c)(b-  a) 
+  i^(c-a){c-b) 

und      «  =  (ei  —  b)id  —  c)  +  (cJ  —  c)(rf  —  a)  +  (<l  —  a)(ei  — 6) 

ist.     Diese  Bedingung  fährt  unter  der  Annahme  A  ^  fi  ^  v  zu  den 

Fallunterscheidungen  A^fi-f-v,  deren  Eigenarten  kurz  angegeben 

wurden.  Meine  Aufgabe  besteht  vor  allem  darin,  die  geometri- 
schen Eigenschaften  aller  Ereisbogendreiecke  mit  einfachem 
Knotenpunkt  (insbesondere  für  ganzzahlige  Exponenten 
k,  fi,  v)  zu  untersuchen  im  Hinblick  auf  ihre  functionen- 
theoretische  Verwendung. 

Bei  Fortsetzung  des  Einschnittes  in  unserem  Beispiel  (Fig.  2) 
zerfUllt  der  Bereich  schlieislich  in  zwei  Teile,  von  denen  einer  wieder 

ein    gewöhnliches    Ereisbogendreieck    ist 
...^  (Fig.  3).     In   der  Eigenart  des  analyti- 

schen Grenzübergangs,  den  hierbei  die 
/  /  entsprechende  Function  8   erleidet,   liegt 

I  j  das  allgemeinere  Interesse  begründet,  das 

y'\  sie     beanspruchen    darf.      Anstatt    nftm- 

^./'      '  lieh,    wie    man    erwarten    sollte,   in   der 

^V  Grenze    ihren    Sinn    zu    Yerlieren,    geht 

sie    vielmehr  unter  Beachtung  einer  be- 
'• — -''  stimmten  Festsetzung  in  die  Function  s 

Fig  8.  über,     welche     das     abgeschnittene 

Dreieck  auf  die  Halbebene  P  des 
Argumentes  z  abbildet.  (Man  vgl.  meine  Mitteilung:  „Über  die 
cönforme  Abbildung  der  LemniscatenflSche",  Schlömilch's  Zeitschrift 
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M  40,  S.  370—371,  1895,  woselbst  ähnliche  Verhältnisse  be- 
sprochen werden). 

Sodann  wurde  eine  Fignrentafel  erläutert,  welche  einen  Über- 
blick ftber  alle  Kreisbogendreiecke  mit  einfachem  Knoten- 
punkt für  die  speciellen  Werte  l  =  y,,  ^  =«  y,,  v  ■=  %  ge- 
währt Der  Nebenponkt  d  mxx&  hier  die  Axe  des  Reellen  zweimal 
dnrcUatifen,  ¥011  man  dementsprechend  alle  Dreiecke  mit  einfachem 
Knotenpunkt  bekommen.  Sobald  er  mit  einem  der  singulären  Punkte 
a,  5,  c  zusammenftllt,  geht  das  Kreisbogendreieck  mit  Knotenpunkt 
in  em  solches  ohne  Knotenpunkt  über,  entweder  mit  oder  ohne 
gleichzeitige  Abschnürung  eines  Teiles  des  Bereiches. 

Den  Bescfaluls  meiner  Mitteilung  bildete  der  Hinweis  auf  die 
wichtige  Bedeutung  der  geometrischen  Figuren  zur  Er- 
kennung der  zur  einzelnen  S^-Function  gehörenden  Gruppe. 

Die  weitere  Ausföhrung  der  berührten  Gedanken  hoffe  ich  bald 
in  einer  gröberen  Arbeit  zu  reröfientlichen. 


Tnuuliite  ZiUeii,  4a8  Aiioa  ies  Arckmedes  und  die  pro- 
jeetiTe  Oeoaetrie. 

Von  A.  Sohönflies  (Göttingen). 

Zweck  des  Voriarages  war,  nachzuweisen,  daüs  die  yon  Herrn 
Veronese  in  seinen  Fundamenten  der  Geometrie  eingeführten  trans- 
finiten  ZahlengröJBen  als  Grundlage  der  Malsbestimmung  auf  der 
Geraden  nicht  geeignet-  sind,  insbesondere,  dais  sich  mit  ihnen  — 
eatg^n  der  Veronese'schen  Behauptung  —  eine  projective  Geo- 
metrie nicht  begründen  lä&t. 

Die  bisherigen  Kritiken  des  Veronese'schen  Buches,  insbesondere 
diejenigen  der  Herren  G.  Cantor,  Killing,  Peano  und  Vivanti, 
richten  sich  yomehmlich  gegen  die  Grundlagen  der  Theorie.  Ab- 
gesehen daTon,  dafs  ich  die  bezüglichen  Einwände  nicht  inuner  als 
beweiskräftig  ansehen  kann,  könnten  ja  doch  die  Resultate  richtig 
sein,  wenn  auch  die  Begründung  Mängel  hätte.  Aus  diesem  Grunde 
soll  sich  meine  eigene  Kritik  gegen  das  System  selbst  wenden, 
wftlirend  ich  auf  eine  Erörterung  der  grundlegenden  Begriffe  und 
Definitionen  nicht  eingehe. 

Als  eigentlichen  Zweck,  dem  Veronese's  transfinite Zahlen  dienen 
sollen,  kann  man  die  arithmetische  Erfassung  des  anschauungsmälsig 
gegebenen  linearen  Continuums  hinstellen.  Nach  der  bisher  all- 
gemein üblichen  Auffassung  findet  die  geometrische  Stetigkeit  ihren 
aritiunetischen  Ausdruck  in  dem  Dedekind'schen  Schnittprinc^ip; 
genauer  darin,   dalä  jedem  Schnitt    eine  und  nur  eine   bestimmte 
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Zahl  enispricht.  Mit  diesem  Princip  hftngt  bekanntlicli  audi  das 
Axiom  des  Archimedes  eng  zusammen.  Das  Archimedische  Axiom 
und  das  Schnittprincip  sind  vollständig  äquivalent;  ich  kann  hierför 
auf  die  Erörterungen  verweisen^  die  Yeronese  an  den  SchluJb  seines 
Buches  gesetzt  hat  (S.  697  ff.)  Es  fragt  sich  nun  aber,  ob  dieses 
Axiom  ein  notwendiger  Bestandteil  unserer  Mafsbestimmung 
im  linearen  Gebiet,  insbesondere  der  projectiven  Geometrie  ist 
Dies  ist  das  Probl^n,  das  Yeronese  sich  stellt.  Er  beantwortet  die 
Frage  mit  „nein"  und  sucht  demgemäls  eine  Geometrie,  insbesondere 
eine  projective  Geometrie,  aufsubauen,  in  der  das  Axiom  des  Archi- 
medes nicht  gilt  Das  Folgende  wird  jedoch  lehren,  daCs  diese 
Meinung  irrig  ist. 

Ich  gebe  zunächst  in  Kürze  und  ohne  jede  kritische  Bemerkung 
an,  wie  Yeronese  seine  Mafsbestimmung,  resp.  die  ihr  entsprechenden 
transfiniten  Zahlen  auf  der  Geraden  erhält.  Seine  Grundforderung 
ist,  dabei  „rein  logisch"  zu  Werke  zu  gehen;  in  der  Sache  ent- 
hält seine  Definition  der  Geraden  im  wesentlichen  die  Gleichwertig- 
keit aller  Punkte  und  aller  Segmente,  sowie  die  Congruenz  und 
Symmetrie.  Er  constnürt  sich  zunächst,  von  einem  beliebigen  Punkte 
ausgehend,  die  Punkte  0,  1,  2,  . .,  n,  .  .  und  postnlirt,  dals  es 
wenigstens  ein  Element  der  Geraden  giebt,  das  „in  Bezug  avf  jedes 
begrenzte  Segment  als  Einhät  aufserhalb  der  Scala  liegt".  (Ygl.  die 
Hypothese  IQ,  S.  96).  Die  Existenz  des  so  bestimmten  Segments 
führt  auf  die  Einfährung  der  ersten  transfiniten  Einheit  oo. 

Die  Yoraussetzung  der  Gleichartigkeit  der  Geraden  in  allen 
ihren  Elementen  führt  von  hier  aus  sodann  zu  den  Punkten 

oo  -f  1,  oo  +  2,  cx>  +  3, ,  2  oo; 

und  da  die  Gleichartigkeit  der  Geraden  auch  für  jedes  Segment  als 
Einheit  bestehen  soll,  so  ergeben  sich  weiter  die  Punkte 

oo,  2  oo,  3  oo, ,  oo*, ,  oo*, 

(vgl.  S.  111,  sowie  die  Hypothese  Y,  S.  121.)  Bndlich  fahrt  die 
Symmetrie,  d.  h.  die  Gleichartigkeit  nach  den  beiden  entgegengesetzten 
Richtungen,  noch  zu  den  Punkten  (S.  104) 

oo  —  1,  oo  —  2,  oo  —  3, u.  s.  w. 

Auf  diese  Weise  weiter  schliefsend,  erhält  er  schliefslich  die  Punkte 

a  +  Ol  oo  +  o,  oo*  + 

wo  die  a^  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  sind.  (S.  117 
und  123).  Nun  verlangt  aber  die  Gleichartigkeit  der  Geraden  rück- 
sichtlich aller  ihrer  Segmente,  dafs  das  Segment  von  0  bis  1  dieselbe 
Mafsbestimmung  zuläfst,  wie  das  Segment  von  0  bis  oo,  und  damit 
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vird  die  Existenz  einer  „actual  anendlicb  kleinen^'  transfiniten 
Einheit  gefordert,  die  für  das  Segment  Ol  dieselbe  Bedentung  hat, 
wie  die  Einheit  selbst  fOr  das  Segment  Ooo.  (Vgl.  S.  99,  S.  140, 
sowie  die  Hypothese  VII,  S.  162.) 

Gerade  die  Existenz  solcher  actoal  unendlich  kleiner  Zahlen 
ist  bekanntlich  Gegenstand  der  Gontroversen;  ich  gehe  ans  dem  in 
der  Einleitimg  genannten  Gmnd  auch  auf  diese  Streitfirage  nicht  ein. 
Ich  bemerke  nur,  dals  auch  hier  wieder  das  Axiom  des  Archimedes 
hereinspielt,  insofern  nämlich  dieses  Axiom  und  actual  unendlich 
kleine  Grö&en  einander  ausschlieisen.'^)  Durch  Einführung  dieser 
ilneBdlich  kleinen  Einheiten  ergeben  sich  schlieÜBlich  die  Zahlengröisen, 
deren  allgemeinen  Typus  der  Ausdruck 

IL  tt' 

W    . .  a^  oo-H (-  «,  00*+  ajoo  +  a  +  -  +  —  + 


aW 


darstellt.  Dies  sind  freilich  noch  nicht  die  allgemeinsten  transfiniten 
Zahlen  Veronese's.  Einerseits  muls  er  naturgemäß  noch  die  Be- 
schränkung fallen  lassen,  das  die  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind  — 
dies  geschieht  auf  Grund  der  Hypothese  IV,  S.  106  —  andererseits 
setzt  er  die  Reihe  seiner  transfiniten  Einheiten  in  derselben  Weise 
fort,  wie  dies  auch  bei  Cäntor  der  Fall  ist,  indem  er  (ygl.  Hypo- 
these V,  S.  121)  die  Einheiten 

00 

CO.  00 

1,  00,  00,  00 

postnlirt  und  die  entsprechenden  unendlich  kleinen.  Für  den  vor- 
liegenden Zweck  genügt  es  jedoch,  wenn  ich  mich  auf  den  vor- 
stehenden Ausdruck  {£)  als  die  allgemeinste  transfinite  Zahl  be- 
schränke und  an  sie  die  kritische  Erörterung  anknüpfe**). 

Zunächst  ist  klar,  dals  den  vorstehend  definirten  transfiniten 
Zahlen  der  allgemeinere  Zahlencharakter  nicht  abgesprochen  werden 
kann.  Ifan  kann  sie  geradezu  als  complexe  Gröfsen  mit  unendlich 
vielen  Einheiten  auf&ssen***),  und  zwar  insbesondere  mit  solchen 
Einheiten,  £e  selbst  einer  bestimmten  Gröfsenordnung  unterliegen; 
sie  sollen  ja  doch  den  Punkten  des  linearen  Continuums  eindeutig 
zugeordnet  werden.     Man  hat  nur   zu   beachten,    dafs  die  Einheit 

00^  ^  00*  ist,  je  nachdem  il  ^  x  ist,  um  sofort  zu  erkennen,  dafs 

für  zwei   transfinite  Zahlen   der  Begriff  der  Gleichheit,   sowie  das 

^  Vg^.  die  ansführliche  ErOrtenmg  bei  Veronese,  S.  S97ff. 
^  Afli  demselben  Gmnde  kami  ich  auch  von  der  Verone fleischen 
Hypothese  VIU  (8.  167)  hier  absehen. 

•^  Auch  Veronese  teilt  diese  Auffassung;  vgl.  Vorrede  S.  XXV, 
sowie  8.  139,  Anmerkung. 
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OröiBer  mid  Kleiner  den  bekannten  logischen  Erfordeniissen  ent- 
sprechend aufgestellt  werden  kann.  Die  Transfiniten  erf&llen  al&K> 
wirklich  die  ersten  grundlegenden  Eigenschaften,  die  dem  Zahl- 
begriff  zukommen  und  haben  keinesw^fs  etwas  an  sich  unmögliches. 
Sie  haben  überdies  ein  bekanntes  Analogon  in  der  elementaren 
Analysis,  und  zwar  in  dei^jenigen  Grölsen,  die  man  zur  Bestimmung 
des  „unendlich  der  Functionen^^  benötigt,  und  die  ich  in  Kürze 
hierhersetzen  wüL     Bekanntlich  ist  fCür  jede  der  Functionen 

die  Ordnung  des  ünendlichwerdens  an  der  Stelle  x  ^^  <x>  unendlich 
grob  gegen  diejenige  der  folgenden.  Schreibt  man  noch  zur  Ab- 
kürzung 

Ix  =  i(«),-  lilx)  =  Xj(«),  .  •  - 
and  bezeichnet  die  Ordnung  des  ünendlichwerdens  der  Fiuu^onen 
E^{x),  X,  L,(«)  mit  ij,,  1,  ij_,, 

so  erhält  man  als  Ordnung  des  Unendlichwerdens  der  Function 

•  •    E;;«- •  •  J5?- B^.  ««•  Xf  if  •  •  •  £;^"- •  • 
den  Ausdruck 

M»H H  «j*»!  +  «i*»!  +  «  +  «'*l_i+  «"»J_»H 

in  dem  die  a^  und  a^^^  freilich  zunächst  nur  als  positive  Zahlen  definirt 
sind.  Man  kann  aber  auch  negative  Zahlen  zulassen,  üelIIs  man  fest- 
setzt, dafs  fClr  die  bezüglichen  Functionen  an  der  Stelle  a;  =  oo  die 
Ordnung  des  ünendlichgrofs-  oder  Unendlichkleinwerdens  in  Frage 
kommt.  Man  braucht  jetzt  nur  die  Einheiten  tj^  und  ri_^  den  Ein- 
heiten oo"  und  oo"^  entsprechen  zu  lassen,  und  sieht  sofort,  daTs 
die  transfiniten  Zahlen  und  die  Ordnungen  des  Unendlich  der  vor- 
stehend betrachteten  Functionen  sich  eindeutig  und  vollständig  ent- 
sprechen. 

Muls  man  also  zugeben,  daß  Veronese's  transfinite  Zahlen 
nicht  gegen  die  ersten  E^ordemisse  des  Zahlbegrifis  verstofsen,  so  ist 
jetzt  die  Frage,  ob  sie  wirklich  eine  arithmetische  Umschreibung  des 
Continuums  liefern,  und  ob  mit  ihnen  eine  projective  Geometrie  mög- 
lich ist.  Was  den  ersten  Punkt  betrifft,  so  springt  sofort  in  die 
Augen,  dafis  innerhalb  des  Veronese'schen  Zahlsystems  das  Dede- 
k indische  Schnittprincip  nicht  allgemein  gültig  ist.  Um  ein  einfaches 
Beispiel  anzufahren,  so  nimmt  die  Reihe  0, 1,  2,  •  •  •,  n,  -  •  •  unauf- 
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böriiAh  tOj  und  ebenso  nimmt  die  Beihe  cx>,  oo  —  1,  oo  —  2,  •  •  •, 
00  —  Hj  —  unaufhörlich  ab;  es  giebt  aber  keine  Zahl  des  trans- 
finiten  Zahlsystems,  gegen  die  beide  Beihen  gleidizeitig  convergiren. 
Dies  bleibt  auch  bestehen,  wenn  man  diese  Reihen  so  yervoUstttndigt, 
wie  es  das  Dedekind'sche  Schnittprincip  verlangt,  indem  man  in  die 
ente  Reihe  jede  Zahl  au&inunt,  deren  höchste  nicht  unendlich  kleine 
Einheit  die  Zahl  1  ist,  in  die  zweite  dagegen  alle  übrigen.  Als- 
dann haben  beide  ZaU^mppen  durchaus  den  Oharakter,  der  dem 
Dedekind'schen  Schnitt  entspricht.  Sie  stellen  eine  solche  Zwei- 
teflnng  der  Zahlengesamtheit  dar,  dais  jede  Zahl  der  ersten  Gruppe 
kleJaer  ist  als  jede  Zahl  der  zweiten  Gruppe;  es  wird  aber  durch 
sie  keine  Zahl  des  Systems  definirt.  Dieser  umstand  kann  nicht 
fibenraschen;  die  Existenz  actual  unendlich  kleiner  Zahlen  und  das 
Ariom  des  Archimedes  schliefen,  wie  bereits  erw&hnt;  einander 
tns,  andererseits  wurde  auch  schon  hervorgehoben,  daHs  das  Axiom 
des  Archimedes  und  das  Schnittprincip  ebenfalls  gleichwertig  sind. 

Herr  Killing  sieht  in  dem  Vorstehenden  das  wesentlichste 
Ifindeniis,  Veronese's  Zahlengesammtheit  als  das  arithmetische  Äqui- 
TElent  der  sftmmtlichen  Punkte  des  Continuums  zuzulassen^).  Er 
sieht  darin  einen  Widerspruch  mit  dem  uns  geläufigen  Stetigkeits- 
begriif  und  kleidet  seine  Einwendung  insbesondere  in  die  Form,  dafs 
die  Gerade  Yeronese's  des  „Zusammenhangs^^  entbehrt.  Nun  ist 
gewüii  zuzugeben,  dafs  es  aufserordentlich  künstlich  ist,  das  lineare 
Continuum  durch  die  EinfCQimng  der  unbegrenzt  vielen,  actual  un- 
endlieh  kleinen  Einheiten  zu  erfassen,  aber  meines  Erachtens  ist  die 
arithmetische  Begriffsbestimmung  der  Stetigkeit  nichts  absolut  Vor- 
geschriebenes und  kann  gewifs  nicht  durch  den  so  wenig  arithmetischen 
Begriff  „des  Zusammenhangs^^  abgethan  werden.  Sie  richtet  sich 
vielmehr  nach  dem  arithmetischen  Operationsgebiet,  innerhalb  dessen 
man  sich  bewegt.  Die  wirkliche  Entscheidung  über  die  transfiniten 
Zahlen  liegt  auf  einem  ganz  anderen  Gebiet.  Sie  hängt  einzig  davon 
ab,  ob  sie  ein  innerlich  widerspruchsfreies  und  geschlossenes  System 
daistellen.  Insbesondere  ist  die  Frage,  ob  innerhalb  derjenigen  Disciplin, 
der  sie  vorzugsweise  dienen  sollen,  d.  h.  in  der  projectiven  Geometrie, 
alle  anszuftOirenden  Operationen  immer  wieder  auf  bestimmte  trans- 
finite  Zahlen  fElhren;  d.  h.  ob  sie  eine  wirkliche  Gruppe  bestimmen 
nnd  damit  auch  den  weiteren  Eigenschafben  der  Zahl  genügen. 
Diese  Frage  ist  aber  zu  verneinen. 

Dies  ergiebt  sich  folgendermafsen.  Der  Ausdruck  (g)  stellt 
dann  nnd  nur  dann  eine  bestimmte  transfinite  Zahl  im  Sinne 
Veronese's  dar,  wenn  sich  zu  jedem  gegebenen  Index  n  oder  v  der 
zagehörige  Coefificient  o»  resp.  a^^^  als  gewöhnliche  endliche  positive 
oder  negative  Zahl  bestimmt  angeben  läfst.     Man  sieht  nun  sofort, 

*)  Ober  transfinite  Zahlen.    Math.  Ann.,  Bd.  48,  S.  425. 
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daHs  Addition  und  Sabtraction  zweier  bestimmter  transfiniter  Zahlen 
stets  ausführbar  sind,  auch  gelten  die  Gesetze  der  Addition  resp. 
Subtraction  ungeftndext  fort  Anders  steht  es  jedoch  mit  der  Haiti- 
plication,  sobald  die  zu  mulüplicirenden  Zahlen 

allgemein  sind,  d.  h.  nach  beiden  Seiten  sich  ins  Unendliclie  er- 
strecken. An  und  fOr  sich  ist  es  natürlich  gestattet,  als  Prodnct 
Ton  A  und  B  eine  Zahl 

C c,cx.'  +  ...  +  ^,<»  +  c,  +  ^  +  ...  +  ^  +  ... 

80  ZU  definiren,  dafs  man  fär  jeden  Coefificienten  Cj^  ein  Bildungagesetz 
gemftfs  einer  Fnnctionalgleichung 

statuirt  und  dieses  Bildungsgesetz  näher  zu  bestimmen  sucht.  Aber 
da  dieses  Gesetz  doch  für  alle  betrachteten  transfiniten  Zahlen  das 
gleiche  sein  muTs,  so  muls  es  auch  gelten,  wenn  von  den  transfiniten 
Zahlen  eine  oder  beide  eine  endliche  Zahl  von, Gliedern  haben  oder 
sich  nur  nach  einer  Seite  ins  unendliche  erstreckei;L.  Das  Multi- 
plicationsgesetz  kann  daher  kein  anderes  sein,  als  das  triviale,  wo- 
nach die  Einheiten  sich  wie  Potenzen  multipÜciren  und  die  Zahlen 
selbst  wie  ganze  Functionen  dieser  Einheiten.  In  Wirklichkeit  ist 
dies  auch  das  Gesetz,  mit  dem  Veronese  wie  mit  etwas  selbstver- 
ständlichem operirt  (vgl.  z.  B.  S.  136  ff.)  Wenn  nun  aber  die  beiden 
Zahlen  A  und  B  mit  unendlich  vielen  Einheiten  gebildet  sind  und 
sich  überdies  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche  ersb*ecken,  so  stellen 
sich  die  Cr  durch  ein  Aggregat  von  unendlich  vielen  Producten 
Okh  dar  und  können  daher  nicht  in  der  genannten  Weise  angegeben 
werden.  Die  Multiplication  ist  daher  innerhalb  des  zu 
Grunde  gelegten  Gebiets  nicht  allgemein  ausführbar.^ 

Ob  und  in  wie  weit  Veronese  selbst  bereits  auf  solche  Über- 
legungen gestofsen  ist,  bleibt  unsicher.  In  einer  Anmerkung  (S.  138 
sowie  S.  XXVI  der  Vorrede)  findet  sich  einmal  ausgesprochen,  dafs 
sich  das  Product  zweier  Zahlen  nicht  immer  linear  in  den  zu  Grunde 
liegenden  Einheiten  darstellen  läfst.  Dies  hat  ihn  aber  doch  nicht 
gehindert    ohne  weiteres  von   dem  Product   transfiniter   Zahlen    zu 


p  Die  transfiniten  Zahlen  des  Herrn  Levi-Civitll  gestatten  die 
Multiplication,  weil  sie  sich  nur  nach  einer  und  zwar  der  nämlichen 
Richtung  ins  unendliche  erstrecken.  Der  Hinweis  auf  Herrn  Levi-Civitä 
ist  daher  für  Veronese's  Transfiniten  4)hne  Einfluls. 
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sprechen  und  sogar  die  öeltung  aller  Bechnungsregeln  dafür  ab- 
znieüen.^)  Die  Existenz  des  Products  gründet  sich  bei  ihm  aus- 
schlielslich  auf  die  Definition,  wie  er  überhaupt  einen  gro&en  Teil 
seiner  Begriffe  und  Entwickelxingen  allein  mittels  der  Definition  ein- 
führt Hier  liegt  meines  Erachtens  der  entscheidende  methodische 
Fehler,  der  dem  „logischen^^  Aufbau  der  Fundamente  anhaftet 
Inabesondere  möchte  ich  für  die  hier  in  Frage  stehenden  Punkte 
imter  anderem  auf  den  Inhalt  von  S.  170  ff.  yerweisen.  Yeronese 
leitet  dort  auf  Grund  der  vorhergehenden  sehr  ausführlichen  Eni- 
Wickelungen  seine  ,,Scala^^  auf  der  Geraden  ab  und  erfüllt  insbesondere 
die  Gerade  mit  all  den  Punkten,  die  durch  das  Symbol  {0)  für  alle 
möglichen  o«  und  a^^  dargestellt  werden.  Dagegen  wird  ein  Beweis, 
da&  in  dem  so  geschaffenen  Zahlengebiet  die  Bechnungsoperationen  wirk- 
lich ausführbar  sind,  nicht  gegeben;  die  hierauf  bezüglichen  Sätze  gehen 
im  wesentlichem  von  dem  Torhandensein  des  Products  oder  Quotienten 
aus,  oder  sie  stützen  sich  darauf,  dais  ein  bezügliches  Segment  auf 
der  Geraden  existiren  muDs.  Dieser  Standpunkt  läuft  also  darauf 
hinaus,  das  Product  A  -  B  dadurch  als  wirkliche  Zahl  C  einzuführen, 
da&  man  geradezu  C  als  neue  transfinite  Zahl  durch  die  Gleichung 

C=A'B 

definirt  Dies  ist  an  sich  freilich  zulässig,  aber  es  hört  alsdann 
die  Möglichkeit  auf,  diese  Zahl  C  mit  den  bereits  vorhandenen  zu 
Tergleichen,  und  damit  überhaupt  die  Möglichkeit  des  Bechnens. 
Insbesondere  folgt  damit  aber  auch,  dafs  im  Gebiet  der  trans- 
finiten  Zahlen  eine  projective  Geometrie  nicht  existiren 
kann. 


Ober  0.  Gantorsehe  Sätze. 

Von  ISmst  Sohröder  (Karlsruhe). 

Die  wichtigen  Sätze  A  bis  E^  welche  Herr  G.  Cantor  (Math. 
Amnlen  Bd.  46,  p.  484)  über  eineindeutige  Abbildung  als  zur  Zeit 
noch  nicht  beweisbar  anführt,  lassen  sich  zu  dem  einen  zusanmien- 


worin  £  die  Fälle  darstellt,  wo  die  Mengen  a  und  h  gleichmächtig 
sind,  /  und   i  bezüglich  die,  wo  die  eine  von  ihnen  gleichmächtig 

^  So  heilst  es  z.  B,  auch  in  der  reaumirenden  Vorrede:  Aus  den  un- 
endlich grofsen  und  unendlich  kleinen  Segmenten  leiten  wir  neue  ganze 
uaendlich  grofse  Zi^en  ab,  welche  bei  der  Addition  und  Multiplication 
den  gewOhnlkhen  Gesetzen  unterliegen  .  .  .  (S.  XXY). 

iBknabcrielit  d.  Dtuttchen  Math»in.-V«reüiigang.    V.  6 
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einem  echten  Teil  der  anderen,  und  durch  d^n  übergesetzten  Strich 
die  Verneinung  eines  Falles  ausgedrückt  werden  solL  D.  h.  also: 
Zwei  Mengen  sind  dann  und  nur  dann  gleidnnächtig,  wenn  ent- 
weder keine  oder  jede  von  beiden  eineindeutig  auf  einen  echten  Teil 
der  anderen  abgebildet  werden  kann.  Nach  einem  logischen  Theorem 
von  Jevons  ist  dieser  Satz  in  sechs  äquivalenten  Formen  aus- 
drückbar, welche  das  NichtVorkommen  von  yieren  der  acht  in  Bezug 
auf  das  Zusammenbestehen  der  drei  Fälle  denkbaren  Möglichkeiten 
constatiren.  Mittelst  rein  logischen  Beweises  des  Satzes  B  von 
Cantor  konnte  das  Verschwinden  von  dreien  dieser  vier  elem^itaren 
Oonstituenten  dargethan  werden. 


Ober  eiH  neues  Verceiehnis  der  Werke  von  Leonkard  Eiler. 

Von  J.  G.  Hagen  S.  J.  (Washington). 

Wer  immer  sich  mit  der  älteren  Litteratur  oder  mit  der  Ge- 
schichte der  Mathematik  befalst  hat,  wird  eine  Gesamtausgabe  der 
Euler'schen  Werke  vermifet  haben.  Woher  kommt  es  doch,  dads, 
während  späteren  (belehrten  eine  Gesamtausgabe  ihrer  Werke  zuteil 
geworden,  imserem  Euler  diese  Ehre  noch  versagt  ist?  Ein  Grund 
liegt  wobl  darin,  dals  Euler  drei  verschiedenen  Ländern  angehört: 
Der  Schweiz,  als  seinem  Vaterlande,  das  er  aber  schon  ini  Alter 
von  20  Jahren  verlieüs,  dann  BuDsland,  wo  er  zweimal  seinen  Sitz 
aufschlug  und  im  ganzen  31  Jahre  verlebte,  und  endlich  Preul^n, 
wo  er  die  besten  25  Jahre  seines  Lebens  zubrachte.  Ein  anderer 
Grund  liegt  wohl  in  der  Masse  seiner  Schriften.  Belaufen  sich  doch 
seine  separat  erschienenen  Werke  auf  mehr  als  30  und  die  übrigen 
Abhandlungen  auf  nahezu  800.  Von  diesen  letzteren  verfaiste  er 
fast  die  Hafte  in  den  letzten  17  Jahren  seines  Lebens,  wo  er  auf 
beiden  Augen  erblindet  war. 

1.  In  Ermangelung  einer  solchen  Gesamtausgabe  sind  mehrere 
Verzeichnisse  seiner  Werke  erschienen:  „Liste  complite"  etc.  im  l^loge 
(St.  Petersb.  1783)  des  älteren  Fuls,  dann  ein  „Index  absolutissimus^^ 
etc.  in  der  Ticiner  Ausgabe  des  Differential-Calculs  (1787,  Vol.  IL), 
und  endlich  eine  „Liste  compl^te  et  systematique^^  etc.  in  der  „Cor- 
respondance^^  (St.  Petersb.  1843)  des  jüngeren  Nie.  Fufs.  Au&er 
diesen  auf  Vollständigkeit  Anpruch  machenden  Verzeichnissen  kommen 
noch  mehrere  kleinere  vor,  so  die  Nachträge  in  den  Opera  Afinora 
Collecta  (St.  Petersb.  1849)  und  in  den  Opera  Postuma  (St  Petersb. 
1862),  dann  Aufzählungen  in  Eajser's  Bücherlexikon,  in  Brunet's 
Manuel  du  Libraire  und  in  Poggendorff's  Handwörterbuch. 

2.  Diefes  neue  Verzeichnis  wurde  nun  so  angefertigt,  dais  alle 
Titel  der  Euler'schen  Abhandlungen  auf  Karten  geschrieben  und  in 
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vielen  ^bliotheken  Amerikas  und  Europas  mit  den  gedruckten 
Werken  verglidien  wurden.  Die  nicht  au%efundenen  wurden  mit 
Sternchen  versehen  oder  in  den  Anhang  verwiesen. 

Die  Titel  miüsten  vielfach  verbessert  und  die  Jahreszahlen  auf 
ein  einheitliches  System  zurückgef&hrt  werden.  Auch  der  Inhalt 
der  Abhandlungen  wurde  nachgesehen,  wo  der  Titel  nicht  bezeich- 
nend war. 

Dann  wurden  die  Karten  in  vier  Hauptteile  gesondert  nach: 
Mathematik,  Physik,  Astronomie  und  die  vermischten  Schriften. 
Dkse  vier  Haaptteile  wurden  wieder  in  34  Unterabteilungen  ge- 
sondert, und  erst  innerhalb  dieser  Unterabteilungen  geschah  die  An- 
ordnung chronologisch. 

In  den  Anhang  wurden  verwiesen  die  Titel  der  ungedruckten 
Sebriften,  der  nicht  au%efundenen  oder  verloren  gegangenen  und 
endlieh  derjenigen,  welche  irrttünlich  Euler  zugeschrieben  waren. 

Schwierig  war  die  Entscheidung  über  jene  Schriften,  welche 
von  Euler's  Schülern  unter  Anleitung  des  Meisters  verfeüst  sind. 
Dieselben  wurden  im  Verzeichnisse  beibehalten,  so  oft  diese  An- 
leitung ausdrücklich  angemerkt  ist.  Anmerkungen  geben  über  diese 
und  ähnliche  Fragen  Au&chluls. 

Eine  Tafel  erlaubt,  die  in  der  „Correspondance^^  vorkommenden 
Nummern  mit  denen  dieses  neuen  Verzeichnisses  zu  vergleichen. 

3.  Der  Zweck  dieses  Verzeichnisses  ist  einerseits  eine  bessere 
Kenntnis  der  Euler'schen  Werke,  andererseits  aber  auch  eine  Vor- 
bereitung auf  eine  Gresamtausgabe  dieser  Werke.  Die  Herausgeber 
der  einzelnen  Bände  könnten  die  im  Verzeichnisse  angegebene  Reihen- 
folge einhalten,  und  die  vier  Hauptteile  könnten  mit  je  Band  I  be- 
ginnen, also  zugleich  gedruckt  werden  und  auch  einzeln  verkäuf- 
lich sein. 

Schätzt  man  die  Gesamtausgabe  mit  Fufs  auf  25  Quartbände 
zu  je  80  Bogen  und  die  Druckkosten  eines  Bandes  zu  6000  Mark, 
so  würde  die  ganze  Ausgabe  auf  150000  Mark  kommen.  Die 
Hälfte  dieser  Summe  mtüste  jedenfalls  vorhanden  sein,  ehe  an  das 
Unternehmen  gedacht  werden  könnte.  Ist  dasselbe  doch  schon  zwei- 
mal an  der  Geldfrage  gescheitert.  Alles,  was  die  Gebrüder  Fufs 
von  der  Akademie  zu  Petersburg  erreichen  konnten,  war  die  Heraus- 
gabe zweier  Bände  der  „Opera  Minora  Collecta^^  und  zweier  Bände 
der  „Opera  Postuma^.  Die  Brüsseler  Ausgabe  der  „Oeuvres  Com- 
pl^tes""  (Bruxelles  1839  etc.)  brachte  es  nur  auf  fünf  Octav-Bände. 
Vom  Georgetown  College  aus  wurden  schon  mehrere  Versuche  ge- 
macht, einen  der  vielen  amerikanischen  Maecene  fär  dieses  nützliche 
Unternehmen  zu  gewinnen,  aber  bis  jetzt  vergebens. 
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Bestbnmnng  der  Constantenzahl  bei  BanmenryeH. 

Von  K.  Hohn  (Dresden). 

Die  Bestinunang  der  Constantenzahl  einer  Raomcurve  i^,  wo 
93  die  Ordnung  und  p  das  Geschlecht  derselben  bedeutet,  bietet  be- 
kanntlich sehr  grofse  Schwierigkeiten.  Die  Arbeiten  von  Nöther: 
„Zur  Theorie  der  algebraischen  Baumcurven^^  und  Hai p he n:  „Sur 
la  Classification  des  courbes  gauches  algebriques^^,  die  im  Jahre  1882 
Yon  der  Berliner  Akademie  mit  dem  Steinerpreis  gekrönt  wurden, 
geben  Mittel  an,  um  diese  Zahl  zu  gewinnen,  und  mag  hier  darauf 
hingewiesen  werden.  Das  Problem  lälst  sich  in  eine  algebraische  Form 
bringen,  und  es  kommt  dabei  das  Verschwinden  der  Determinanten 
einer  gewissen  Matrix  in  Betracht.  Dijdse  Gleichungen  sind  jedoch 
meist  nicht  von  einander  unabhängig,  und  es  soll  hier  gezeigt  werden, 
wie  die  Flächen  durch  die  Raumcurve  i^  die  Abhängigkeit  der 
genannten  Gleichungen  bedingen. 

Auf  der  Raumcurve  i^  schneiden  die  Ebenen  eine  oo'-Schar 
von  Punktgruppen  Fn  aus;  durch  Projection  auf  eine  Ebene  erhält 
man  eine  ebene  Curve  C^  mit  einer  cx>'-Schar  von  Punktgruppen  &«. 
Nun  giebt  es  2^s=sjp-j-n  —  1  linear  unabhängige,  zu  C'  adjun- 
gierte  Curven  (n  —  2).  Ordnung,  die  wir  mit  ^j,  -^j,  . . .,  ^^  be- 
zeichnen wollen.  Jede  Curve  ip  durch  eine  Gruppe  Gn  schneidet 
aus  der  C  noch  eine  Restgruppe  G'  von  2jp  —  2  Punkten  aus,  die 
auf  einer  adjungirten  Curve  (n  —  3).  Ordnung  liegen;  denn  zu  den 
Gruppen  Gn  gehören  auch  die  Gruppen,  welche  die  Geraden  der 
Ebene  aus  der  C  ausschneiden.  Da  die  Gruppen  G'  aber  eine 
ooP  — i-Schar  bilden,  kann  die  Gruppe  Gn  ftlr  die  Curven  ^  nur 
(n  —  1)  Bedingungen  involviren;  jede  Curve  '^,  die  durch  n  —  1 
Punkte  von  Gn  geht,  geht  somit  auch  von  selbst  durch  den  letzten 
Punkt  von  6rn«  Ist  dieses  der  Fall,  so  ist  auch  umgekehrt  die  Cf^ 
die  Projection  einer  Raumcurve  i2j.    Mit  anderen  Worten,  es  muis: 


^f  ^f 


..(0  , 


<' 


=  0 


sein,  wo  1/;^ ,  t/;J ,  . . .,  i/;^^  die  linken  Seiten  der  Curven  '^,  geschrieben 
mit  den  Coordinaten  x.^  y.^  z^  eines  Punktes  der  Gruppe  G^^  bedeuten. 
Das  Verschwinden  der  Matrix  liefert  N —  (n  —  1)  =jp  Gleichungen; 
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von  diesen  können  n  — 3  durch  die  Wahl  der  Gruppe  Gn  (die  einer 
oo'-Scbar  angehört)  befriedigt  werden,  während  die  übrigen  j9  —  n-f-  3 
Gleichungen  ebensoviele  Relationen  zwischen  den  Goefficienten  der  C^ 
darstellen.  Sind  die  genannten  p  Gleichungen  unabhängig,  so  besitzt 
die(7'3»+jp  —  1  —  (jp  —  n  -{-  S)  =^  in  —  4  Constanten,  und 
die  Raumcurve  R'  —  deren  Projection  die  C^  ist  —  weist  4  n  Con- 
stanten auf. 

Jene  p  Gleichungen  sind  dagegen  nicht  mehr  Ton  einander  un- 
abhängig, wenn  bei  bestinmiter  Ordnung  n  der  Curve  ihr  Geschlecht 
grölser  als  eine  gewisse  Zahl  ist.  Es  giebt  nftmlich  dann  stets  ad- 
jimgiite  Ourven  'von  der  Ordnung  n  —  2  —  il,  wenn  (o;i  =  0  die 
Cur?e  niedrigster  Ordnung  durch  die  Gruppe  ö»  bedeutet.  Infolge- 
dessen kann  eine  Anzahl  der  Curven  tf;  durch  reducible  Curven 
ersetzt  werden,  die  a>i  als  Bestandteil  enthalten.  Dadurch  Wlt  eine 
Anzahl  Colonnen  jener  Matrix  weg,  und  die  Zahl  der  durch  ihr 
Verschwinden  dargestellten  Bedingungen  vermindert  sich.  Je  nach 
doa  Werte  von  X  ist  also  eine  gröfsere  oder  geringere  Anzahl 
jener  p  Gleichungen  eine  Folge  der  übrigen. 

Das  soeben  Gesagte  wird  durch  das  Folgende  näher  erläutert, 
doch  kann  in  einem  so  engen  Bahnsen  die  iVage  nicht  eingehend 
behandelt  werden,  was  denmächst  in  einer  Arbeit  über  die  Baum- 
euren  gesdiehen  solL 

Legt  man  durch  n  —  3  Punkte  von  6r»  eine  adjungirte  Curve 
(n  —  3).  Ordnung  und  durch  irgend  zwei  der  drei  übrigen  Punkte 
eine  Gerade,  so  bilden  sie  eine  Curve  tf;,  die  folglich  auch  den 
letzten  Punkt  von  Gn  enthalten  muls.  Die  acUungirte  Curve 
(n  —  3).  Ordnung  muDs  demnach  die  Gn  ganz  enthalten,  sobald  sie 
durch  n  —  3  Punkte '  von  Gn  geht.  Es  giebt  also  p  —  n  -|-  3 
linear  unabhängige  ai^ungirte  Curven  (n  —  3).  Ordnung  durch  Gni 
oder  es  eiistiren  p  —  n  -|-  3  linear  unabhängige  adjungirte  Curyen 
(n  —  4).  Ordnung. 

Geht  man  von  einer  reduciblen  Curve  i/;  aus,  die  aus  einer 
adjimgirten  Curve  (n  —  4).  Ordnung  durch  n  —  6  Punkte  von  Gn 
nnd  ans  einem  Kegelschnitt  durch  5  der  übrigen  sechs  Punkte  von 
Gn  besteht,  so  muls  die  adjungirte  Curve  (n  —  4).  Ordnung  alle 
Punkte  iron  Gn  enthalten.  Es  giebt  also  p  —  2  n  +  9  linear  un- 
abhängige adjungirte  Curven  (n  —  4).  Ordnung  durch  Cr^,  oder  es 
existiren  eben  so  viele  adjungirte  Curven  (n  —  5).  Ordnung.  Analog 
gelangt  man  zu  p  —  3n-j-19  adjungirten  Curven  (w  —  6).  Ordnung, 
2u  |)  —  4n  +  34  adjungirten  Curven  (n  —  7).  Ordnung  u.  s.  w. 

Anders  gestalten  sich  diese  Zahlen,  wenn  durch  die  Gn  ein 
Kegelschnitt  geht.  Dann  schliefst  man,  dafs  eine  adjungirte  Curve 
(h  —  4).  Ordnung  durch  n  —  6  Punkte  von  Gn  gelegt  werden  mufs, 
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damit  sie  Gn  ganz  enthalte.  Es  giebt  dann  p  —'  2n  -{-  B  adjun- 
girte  Curven  (n  —  S).  Ordnung,  femer  i?  —  3  «  +  15  adjungirte 
Ourven  (n  —  6).  Ordnung  und  p  —  4  n  +  24  adjungirte  Curven 
(n  —  7).  Ordnung  u.  s.  w. 

Wenn  dagegen  die  Gruppe  Gn  nicht  auf  einem  Kegelschnitte, 
sondern  auf  einer  Curve  3.  Ordnung  oder  einer  Curve  4.  Ordnung 
liegt,  so  ergeben  sich  fftr  die  acyungirten  Curven  (n  —  ö).,  resp. 
(n  —  6).,  resp.  (n  —  7).  Ordnung  im  ersten  Falle  die  Zahlen 
p  —  2  n  -(-  9,  resp.  p  —  3  n  -j-  l^i  resp.  p  —  4  n  -|-  30,  im  letzten 
Falle  die  Zahlen  ^  =—  2  n  +  9,  resp.  p  —  3  «  -(-  19,  resp.  p  — ^  4  n 
+  33,  u.  s.  w. 

Liegt  die  Gruppe  Gn  auf  einem  Kegelschnitt,  so  können  die 
Curven  iff  in  p  —  «  +  3  Colonnen  der  früheren  Matrix  durch  redu- 
cible  Curven  ersetzt  werden,  die  den  Kegelschnitt  als  Bestandteil 
enthalten.  Dadurch  zieht  das  Venchwinden  jener  Matrix  nur  noch 
n  —  3  unabhängige  Bedingungsgleichungen  nach  sich;  freilich  lassen 
sich  jetzt  durch  die  Wahl  der  Gruppe  (?«,  da  sie  einer  oo^-Schar 
angehört  und  auf  einem  Kegelschnitte  liegt,  nur  noch  zwei  dieser 
Gleichungen  erfftllen.  Die  C^  besitzt  also  Sn  -^ p  —  1  —  (n-^5) 
Constanten;  die  JR^  besitzt  mindestens:  4n-(-  (p  —  2n+8)  Con- 
stanten und*  liegt  auf  einer  f^ftche  2.  Grades. 

Liegt  die  Gruppe  Gn  auf  einer  Curve  3.  Ordnung,  so  erkennt 
man  analog,  dafs  die  R^  auf  einer  Fläche  3.  Ordnung  liegt  und 
mindestens:  4«+  (p  —  3n+  18)  Constanten  aufwwst.  Ebenso 
besitzt  eine  JS^,  die  auf  einer  Fläche  4.  Ordnung  liegt,  noindestens 
4n+  (p  —  4n+  33)  Constanten,  u.  s.  w. 

Die  Gruppe  Gn  kann  auch  auf  mehreren  Curven  liegen, 
welche  auf  die  Zahl  der  unabhängigen  Bedingungsgleichungen,  die 
aus  jener  Matrix  sich  ergeben,  erniedrigend,  also  auf  die  Zahl  der 
Constanten  der  Curven  C^  und  R^  erhöhend  einwirken;  doch  kann 
das  hier  nicht  weiter  verfolgt  werden. 

Als  Beispiele  mögen  die  Curven  E^,  die  auf  einer  Fläche 
2.  Gr.  liegen,  mit  80  -|-  49  Constanten  und  die  Curven  i^  mit 
80  -f-  24,  resp.  mit  80+14  Constanten,  je  nachdem  sie  auf  einer 
Fläche  2.  oder  3.  Ordnung  liegen,  erwähnt  werden. 
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Von  B.  BteinitB  (Berlin). 

liegt  ein  System  homogener  linearer  Gongnxenzen  mit  n  un- 
bekannten nach  einer  Natürlichen  Zahl  m  als  Modul  Tor 


«11^1  + h^iH^^^O) 


»tt^iH l-«*«««  =  ö 


(mod.  m), 


so  bilden  die  k  Coefficientensysteme  die  Basis  eines  Moduls  im  Sinne 
Ton  Dedekind.     Sind 


die  Inyarianten  dieses  Moduls,  wo  f&r  den  Fall,  dals  der  Bang  r 
kleiner  als  n  ist,  c.^=  ^r+i*^  •  .  =  e^=  0  zu  setzen  ist,  und 
wird  mit  {e^j  m)  der  grölste  gemeinsame  Teiler  der  Zahlen  e^  und 
m  bezeichnet,  so  stellt  die  Gresamtheit  der  Lösungssysteme  der  ge- 
gebenen Gongruenzen  einen  Modul  dar,  welcher  die  Invarianten 

ffl  III  tu         ■ 

(e,,  »)'  (e^_i,  m)'    ***'    («i,  m) 
besitzt 

Der  im  Vorstehenden  gegebene  Satz  bildet  das  Fundament  der 
Theorie  der  linearen  homogenen  Gongruenzen,  aus  welchem  alle 
S&tze  dieser  Theorie  entweder  unmittelbar  als  specielle  Fälle  sich 
ergeben  oder  doch  mit  Hülfe  einfacher  Betrachtungen  abgeleitet 
werden  können. 

Dies  darzulegen,  war  der  Zweck  des  Vortrages.  Eine  ausführ* 
liebere  Publication  des  Gegenstandes  im  Zusammenhange  mit  anderen 
ÜBtenuchungen  soll  spftter  an  anderer  Stelle  erfolgen. 


fiker  die  analytische  Darstellung  der  Rotationen  bei  Problemen 
der  Mechanik. 

Von  F.  Klein  (Göttingen). 

In  Functionentheorie  und  Geometrie  wird  die  Biemann'sche 
Dentong  yon  x  -^  iy  auf  der  Kugelflftche  in  mannigÜEUshster  Weise 
benutzt,  insbesondere  bei  der  Betrachtung  der  Drehungen  um  einen 
festen  Punkt;  man  denkis  an  die  Theorie  der  regulären  Körper. 
Vortragender  hat  diese  Methode  bei  Problemen  der  Mechanik,  ins- 
besondere den  Botationsproblemen,  in  Anwendung  gebracht  und  ge- 
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fanden,  dafs  dieselbe  die  üblichen  Entwickelangen  in  der  That  ver- 
einfacht.^) Er  fragt  an,  ob  nicht  von  anderer  Seite  derselbe  Ansatz 
bereits  gegeben  sei;  nach  dem  Verlaufe  der  sich  anschliefsenden 
Discasion  scheint  dies  nicht  der  Fall  zu  sein. 


Über  Kraftwirkangen  bei  Drillingsmasehinen. 

Von  W.  Trans  Meyer  (Clauethal). 

In  einem  kürzlich  veröffentlichten  Aufsatze  von  0.  Hoppe  („Über 
Zwillingswassersäulenpumpen  etc.'^,  Zeitschrift  für  Berg-,  Hütten- 
und  Salinenwesen,  Bd.  XXVH)  findet  sich  der  Satz,  dails  far  eine 
„Drillingsmaschine"  die  algebraische  Summe  der  Geschwindigkeiten 
aller  drei  Kolben  stets  gleich  Null  sei,  vorausgesetzt,  daüs  die 
Kurbeln  um  120^  gegen  einander  verstellt  sind. 

Hoppe  beweist  den  Satz  nicht  theoretisch,  sondern  beschränkt 
sich  darauf,  zu  zeigen,  dafs  er  für  eine  Reihe  von  Beispielen  gilt. 

Der  genaue  Ausdruck  für  die  Summe  der  Geschwindigkeiten 
der  drei  Kolben  ist  (abgesehen  von  einem  Factor),  wenn  unter 
«1,  a^j  Og  drei  Winkel  a,  a  +  120®,  a  +  2i(fi  verstanden  werden: 

WO  c  s»  —    das   Verhältnis    der   Länge   L    der   Schubstangen    zur 
Länge  r  der  Kurbeln  bedeutet. 

Der  erste  Teil  von  U,  nämlich  die  Summe  ^  sin  o^  ist  be- 
kanntlich an  sich  gleich  Null,  um  über  den  zweiten  Teil  Auf- 
schlulis  zu  erhalten,  entwickle  man  den  reciproken  Wert  der  Quadrat- 
wurzel in  eine  binomische  Beihe,  die  man  nach  Potenzen  von  c 
(oder  auch  ein£Eu;her  algebraischer  Functionen  von  c)  fortschreiten 
lassen  kann.  Vermöge  der  War  in  g' sehen  Formeln  für  Potenzsummen 
erkennt  man  dann,  dais  die  fragliche  Beihe  eine  altemirende  ist, 
deren  drei  erste  Glieder  verschwinden,  und  dals  infolge  dessen  der 
Ausdruck  Z7,  bis  aiif  einen  verschwindend  kleinen  Fehler  zweiter 
Ordnung,  die  einfache  Gestalt  annimmt 

Z7  :=  Ä;  sin  a^  sin  o^  sin  «3. 


*)  Verffl.  eine  Notiz  „Über  die  Bewegung  des  Kreisels"  in  den  Göt- 
tinger  Nachrichten  vom  11.  Januar  1896;  vergl.  femer  die  Vorlesungen, 
welche  der  Vortragende  seitdem  bei  Gelegenheit  des  Princetoner  Univeraitäts- 
jubüäums  ffehalten  hat  (October  1896);  dieselben  werden  als  Teil  der  auf 
dieses  Jubiläum  bezüglichen  Festschrift  publioirt  werden. 
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Hierbei  ist  k  eine  Gonstante,  die  —  wenn  c,  wie  stets  in  der 
Prtxis,  >  4  genommen  wird  —  kleiner  als  j^^  ist. 

Somit  ist  die  Null  ein  f&r  die  Praxis  völlig  ausreichender 
Nfthenmgswert  yon  U, 

Der  Inhalt  des  vorstehenden  Satzes  Iftlst  sich  auch  in  eine  rein 
geometrische  Form  bringen. 

Es  £ege  ein  einem  Kreise  einbeschriebenes  reguläres  n-Eck 
vor.  Man  trage  n-mal  eine  Strecke  von  constanter  Länge  l  so  ein, 
dafs  immer  der  eine  Endpunkt  ein  Eckpunkt  des  n-Ecks  ist,  der 
andere  auf  einem  beliebig,  aber  fest  gewählten  Durchmesser  liegt. 
Dann  ist  die  absolute  Summe  der  Projectionen  dieser  n  Strecken  l 
auf  den  Durchmesser  näherungsweise  gleich  einer  Constanten  (7,  wie 
man  auch  den  Durchmesser  um  den  Mittelpunkt  des  Kreises  drehen 
möge.  Ist  der  Radius  des  Kreises  gleich  1 ,  und  Z  >  4,  so  beträgt 
die  Abweichung  der  gemeinten  Summe  von  der  Oonstanten  C  weniger 
als  ip^*  Geometrische  Sätze  dieser  Art  sind  bisher  wohl  noch 
wenig  au%eetellt.  Für  l  «^  oo  ergiebt  sich  ein  Grenzfall,  den  man 
—  einer  Mitteilung  meines  Freundes  B.  Mehmke  zufolge  —  schon 
froher  mit  Erfolg  bei  der  BersteUung  gewisser  Modelle  (Curvimeter) 
benutzt  htt. 


Üft^  di4  B#8€]ilt8ie  to  mteniitioiudeB  KAtalog'C^nfereiUE 
ra  London  im  Juli  1896. 

Von  W.  Dyok  (München). 

Dem  Wunsche,  einen  Bericht  über  die  im  Juli  dieses  Jahres 
stat^^luibte  internationale  Katalog-Conferenz  zu  erstatten,  sei  durch 
das  gegenwärtige  kurze  Beferat  entsprochen,  welches  cÜe  wesent- 
üeksten  Punkte  der  Londoner  Beratungen  zusammenfafst. 

Es  handelt  sieh  um  einen  Katalog  aller  zur  Mathematik  und 
zu  den  Naturwissensdiafken  gehdrenden  Werke  und  Abhandlungen, 
der  mit  dem  Beginne  des  nächsten  Jahrhimderts  einsetzen  soll  und 
in  erster  Linie  sich  in  den  Dienst  der  wissenschaftlichen  Forschung 
zu  stellen  bestimmt  ist. 

Die  Royal  Society  in  London  hat  für  das  gegenwärtige  Jahr- 
bnndert  in  dem  Catalogue  of  scientific  papers  ein  nach  den  Autoren 
geotdnetee  Verzeichnis  aller  Abhandlungen  mathematischen  und  natur- 
wiflsenschafüichen  Inhaltes  geschaffeni  Die  Herstellung  eines  nach 
den  Autoren  und  nach  dem  Inhalte  geordneten  Kataloges,  für 
welchen  noch  weiter  genauere  Inhaltsangabe  in  kurzen  Schlagworten 
geplant  ist,  übersteigt  Mittel  und  Kräfte  einer  einzelnen  Körper- 
schaft, sie  kann  nur  durch  das  Zusammenwirken  der  einzelnen  Cultur- 
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Staaten,  wie  durch  die  Beteiligung  der  Autoren  selbst  ermöglicht 
werden. 

So  hat  die  Conferenz  ins  Auge  gefafst,  daTs  die  Herbei- 
schaffung des  Materiales  und  dessen  vorlftufige  Elassificimng 
Sache  der  einzelnen  Lander  sein  soll,  dais  die  einzelnen 
Autoren  durch  die  Aufstellung  kurzer  Inhaltsangaben  ihrer 
Abhandlungen  an  dem  Werke  sich  beteiligen  sollen,  dafs  endlich 
ein  Central-Bureau,  unterstützt  durch  eine  internationale 
Gommission,  auf  Grund  der  so  gescha£fenen  Unterlagen  die  Aus- 
arbeitung und  Veröffentlichung  des.  Kataloges  bewerk- 
stelligen soll. 

Für  die  Aufitthrung  der  Werke  und  Abhandlungen,  deren 
Sprache  nicht  als  allgemein  bekannt  angesehen  werden  kann,  wie 
für  die  Aufstellung  der  alphabetischen  Register  ist  die  Zugrunde- 
legung einer  Hauptsprache  des  Kataloges  unerläüslich.  Als 
solche  wurde  einstimmig  die  englische  Sprache  gewählt  Dabei 
soll  aber  von  einer  Übersetzung  aller  als  geläufig  anzusehenden 
Sprachen  abgesehen  werden,  und  weiterhin  sollen  alle  Anordnimgen 
getroffen  werden,  welche  den  Gebrauch  des  Kataloges  für  die  nicht- 
englischen Sprachen  zu  erleichtem  geeignet  sind. 

Die  Veröffentlichung  des  Kataloges  soll  zunächst  in  der 
Form  von  Karten  für  die  einzelnen  Abhandlungen  erfolgen,  so  zwar, 
dafs  dieselben  nach  den  einzelnen  Wissenschaften  und  Unterabteilungen 
derselben  gesondert  zur  Ausgabe  gelangen.  Darüber  hinaus  ist,  die 
Zusammenfassung  dieser  Abteilungen  in  Buchfarm  in  gewissen  Zeit- 
abschnitten beabsichtigte 

Was  die  gesamte  Anordnung  des  Kataloges  und  die  Klassi- 
iicirung  der  einzelnen  Abhandlungen  anlangt,  so  kam  auf  der 
Versanmilung  eine  ganz  entschiedene  Ablehnung  des  sogeüannten 
Dewej' sehen  Decimal-Sjstems,  wie  es  in  amerikanischen  Bibliothekto 
und  in  den  Plänen  des  belgischen  internationalen  bibliographischen 
Bureaus  eingeführt  ist,  in  seiner  jetzigen  Form  zum  Ausdruck.  Die 
Conferenz  konnte  sich  fEir  keines  der  zur  Zeit  in  Vorschlag  ge- 
brachten Systeme  entscheiden,  übertrug  viebnehr  der  mit  der  weiteren 
Organisation  betrauten  Commission  die  Ausarbeitung  geeigneter 
Klassificationen. 

Als  Sitz  des  Gentralbureaus  wurde  London  einstimmig 
gewählt;  die  Royal  Society  in  London  hatte  die  Initiative  ergriffen 
und  die  bisherigen  umfassenden  Vorbereitungen  getroffen;  sie  hat 
durch  die  bisherige  Herausgabe  des  Gatalogue  of  scientific  papers 
reichste  Erfahrung  und  einen  Stock  eingearbeiteten  Personals  auch 
für  die  geschäftliche  Durchfahrung  zur  Verfügung. 

Was  die  Aufbringung  der  Kosten  für  die  Durchführung 
des  Unternehmens  anlangt,  so  erfordert  eine  Übersicht  über  dieselben 
noch  weitere  detaiUirte  Vorbereitung.    Jedenfalls  wird  es  Sache  der 
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emselnen  Staaten  sein  müssen,  fOr  die  im  eigenen  Lande  zu  schaf- 
fenden Einrichtungen,  die  der  Herbeischaffang  und  vorläufigen  Elaesi- 
ficinmg  des  Materiales  dienen,  Sorge  zu  tragen.  Dagegen  steht  in 
Aussieht,  dafis  das  Gentralbureau  in  London  durch  Aufbringung  eines 
Garantiefonds  in  freiwilliger  Zeichnung  seine  Stütze  erhalte. 
M5ge  das  grolsartig  gedachte  und  angelegte  üntemehmen  zur 
Dnrchf&hmng  gelangen  und  an  seinem  Teile  der  wissenschafUidhen 
Arbeit  dienen,  möge  es  ein  neues  Bindeglied  werden,  welches  die 
geistigen  Interessen  aller  Cultunrölker  vereinigt  1 


Übcv  die  matheinatigdieH  und  meehanisclieii  Principien  in  An* 
wendnng  auf  teehnisehe  Probleme. 

Von  Heun  (Berlin). 

Bei  der  raschen  Entwickelung  aller  mathematischen  Disciplinen, 
angesichts  der  in  ihren  Principien  nahezu  vollständig  ausgebauten 
theoretischen  Mechanik  ist  es  eine  auffallende  Erscheinung,  dafs 
zwischen  den  Methoden  dieser  abstracten  Wissenschaften  und  denen 
der  heutigen  theoretischen  Technik  ein  ausgeprägter  Gegensatz  besteht. 

Die  theoretische  Mechanik  hat  bereits  in  dem  grundlegenden 
Werke  von  Lagrange  einen  präcisen  Abschluls  gefdnden.  um- 
£usenderen  Anwendungen  derselben  —  namentlich  der  Dynamik  — 
auf  den  Maschinenbau  begegnen  wir  erst  in  den  Arbeiten  von  Navier, 
Goriolis  und  Poncelet.  Hier  ist  es  zunächst  das  Princip  von  der 
Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte,  welches  zimi  analytischen  Ansatz 
der  praktischen  Bewegungsprobleme  dient.  Die  Theorie  der  Schwung- 
räder, der  Regulatoren,  den  Einfluls  oscillirender  Massen  finden  wir 
in  Poncelet's  technischer  Mechanik  streng  theoretisch  entwickelt. 
Indes  haben  sich  .die  Schriften  der  unmittelbar  in  der  Praxis  stehen- 
den Tedmiker  weniger  mit  diesen  von  allgemeinen  mathematischen 
Ansehauungen  getragenen  Ausführungen  befaisi  Sie  begnügten  sich 
mit  einer  elementaren  Theorie  einzelner  Maschinenteile  und  verlielsen 
in  der  Methode  der  Untersuchung  immer  mehr  die  rein  analytische 
AnfhssQng,  indem  sie  die  graphischen  Durchführungsmittel  bevor- 
zugten. Aber  während  in  der  Statik  die  graphischen  Methoden  eine 
leitende  Stütze  an  allgemeineren  geometrischen  Sätzen  fanden,  wurde 
fo  die  praktischen  dynamischen  Probleme  ein  solcher  AnschluGs  an 
die  Geometrie  in  befriedigender  Weise  nicht  gefunden.  Die  Daten 
wurden  vielmehr  bei  den  meisten  constructiven  Aufgaben,  soweit 
diese  dynamischer  Natur  sind,  in  specieller  Form  gegeben  und 
zeichnerisch  bis  zu  dem  Punkte  durchgeführt,  welcher  für  die  Be- 
urteilung des  Einzelfalles  ausschlaggebend  ist. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


92    Henn.  Über  die  mathematUchen  und  mechanischen  Principiea  etc. 

Das  d'Alembert'sche  Princip  hatte  in  den  älteren  technischen 
Arbeiten  eine  untergeordnete  Stellung.  Erst  in  Badinger's  Dampf- 
maschinen mit  hoher  Kolbengesehwindigkeit"  (1870)  wird  dieses 
Princip  bei  Betrachtung  der  oscillirenden  Massen  zum  Ausgangs* 
punkt  gemacht,  indem  der  Massendruck  als  wesentlicher  Factor  für 
die  Beurteilung  der  praktischen  Grenzen  der  Kolbengeschwindigkeit, 
der  Wirkung  des  Schwungrades  und  dgl.  berücksichtigt  wird.  Wenn 
auch  Poncelet  das  Problem  der  Dampfinaschine  schon  in  umfiissander 
Form  zum  Ansatz  gebracht  und  in  gewissem  Orade  theoretisch 
gelöst  hatte,  so  hat  doch  Badinger  das  Verdienst,  die  fOr  die  Praxis 
ausschlaggebenden  Folgerungen  aus  den  ein&chsten  Ansätzen  ge- 
zogen zu  haben.  Der  Technik  mag  hiermit  vorläufig  gedient  sein. 
Vom  Standpunkt  der  theoretischen  Mechanik  ist  aber  ein  solches 
Problem  erst  dann  als  gelöst  zu  betrachten,  wenn  aus  allgemeinen 
Daten  eine  allgemeine  Lösung  hervorgegangen  ist.  Eine  solche 
Forderung  ist  nach  dem  gegenwärtigen  Stand  der  Mathenuitik  er- 
füllbar. Für  den  Mathematiker  ist  z.  B.  die  Dampfinaschine  ein 
Pendel,  welches  in  einem  Kraftfelde  schwingt,  dessen  Intensitäts- 
verhältnisse durch  ein  allgemeines  Dampf^erteilungsdiagramm  ge- 
geben sind.  Die  allgemeine  anidytische  Behandlung  eines  solchen 
Problems  verlangt  die  Darstellung  des  Kraftfeldes  in  bestimmter  — 
im  gegenwärtigen  Falle  am  bequemsten  als  eine  auf  möglichst  wenig 
Glieder  beschränkte  periodische  Beihe.  Das  Princip  der  lebendigen 
Kräfte  giebt  nun  für  jeden  gesetzmäMgen  Widerstand,  so  lange  er 
Function  einer  Baumvariabeln  ist,  die  Ansatzgleichung.  Der  ana- 
lytische Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  des  Systems  lä&t  sich 
ohne  Schwierigkeit  ganz  allgemein  aufisteilen.  Hieraus  kann  man 
die  Massendrucke  oder  beliebige  Componenten  derselben  durch 
Differentiation  formal  ableiten.  Das  Problem  des  Schwungrades  ist 
ein  einfaches  Gorollar  der  allgemeinen  Bewegungsgldchungen.  Ins- 
besondere führt  die  Bestinomung  der  Periode  für  den  Fall  der 
stationären  Bewegung  bei  constanter  Belastung  auf  eine  Quadratur, 
welche  durch  die  Beschaffenheit  des  Kraftfeldes  charakterisirt  ist 
Aber  schon  bei  diesem  verhältnismäDsig  einfBushen  Problem  macht 
sich  die  Notwendigkeit  geltend,  die  vorhandenen  Mittel  der  Analysis, 
soweit  sie  die  annäherungsweise  Darstellung  bestinunter  Inte^nle 
und  der  Lösungen  von  Differentialgleichungen  betreffen,  weiter  ans- 
zubilden  und  in  möglichst  einfache  Formen  zu  bringen.*  Die  Aus- 
gestaltung solcher  analytischer  Anschlufsmethoden,  die  vorwiegend 
auf  die  Biemann'sche  Functionentheorie  zu  gründen  sind,  ist  dem- 
nach als  eine  Aufgabe  zu  betrachten,  die  ohne  Verzug  in  Angriff  ge» 
nonunen  werden  muft,  wenn  der  Mathematiker  praktisch  brauchbare 
allgemeine  Lösungen  technischer  Probleme  von  wesentlich  dyna- 
mischem Charakter  gewinnen  will. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


0.  RAiuenberger.   Die  Unsteiigkeiteii  der  FlüMigkeitsbewegungen.    93 

Die  Unatetigkeiten  der  Flttssigkeitsbewegaiigeii. 

Von  Otto  BaoBenberger  (Frankfurt  a.  M.). 

In  seiner  grundlegenden  Abhandlung  vom  Jahre  1858:  „Über 
Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen,  welche  den  Wirbel- 
bewegongen  entsprechen'^  führte  v.  Helmholtz  die  Wirbelbewegungen 
in  der  Weise  ein,  dals  er  von  unendlich  dünnen  Wirbelnden  aus- 
ging, die  sich  rotatorisch  bewegen,  wfthrend  die  sich  daran  an- 
schHelaende  übrige  Flüssigkeitsbewegung  rotationsfrei  ist,  also  ein 
Geschwindigkeitspotential  aEulft&t.  Nach  des  Vortragenden,  in  mehreren 
Abhandlungen  bereits  dargelegter  Ansicht  ist  die  Annahme  der  Wirbel- 
fl^en  überflüssig.  Die  Wirbel  sind  eine  Unstetigkeit  der  rotations- 
losen Flüssigkeitsbewegung.  Ebenso  wie  analytische  Functionen 
gewisse  ünstetigkeitspunkte  aKfweisen,  sind  auch  sonst  stetige  Be- 
wegungen incompressibler  Flüssigkeiten,  das  einfache  geradlinige 
Strömen  ausgenonunen,  ohne  Unstetigkeiten,  die  meistens  in  Linien 
auftreten,  nicht  denkbar.  Freilich  zeigen  sich  diese  Unstetigkeiten 
nur  dann  mit  Notwendigkeit,  wenn  sich  die  Flüssigkeit  allseitig  ins 
unendliche  erstreckt,  während  sie  durch  die  Umgrenzungen  vielfach 
ausgeschlossen  werden.  Auch  sind  sie  von  den  durch  v.  Helmholtz 
eingeflüurten  Discontinuittttsfl&chen  zu  unterscheiden. 

Die  Theorie  der  Flüssigkeitsunstetigkeiten  ist  leicht  für  den 
Fall  einer  Bewegung  durchzuführen,  die  parallel  zu  einer  Ebene 
Tor  sich  geht.  Sie  findet  sich  bereits,  freilich  zu  einem  ganz  anderen 
Zweck  au%estellt,  in  der  Kl  ein 'sehen  Arbeit:  „Über  Biemanns  Theorie 
der  algebraischen  Functionen  und  ihrer  Integrale^*  und  wurde  vom 
Vortragenden  in  dessen  Progranmiabhandlung:  „hydrodynamische 
Untennchungen  und  deren  Anwendung  auf  die  Bewegungen  der 
Atmosphäre^*  (1895)  eingehend  behandelt.  Auiser  der  Wirbel- 
bewegung existiren  noch  gewisse  Unstetigkeiten  im  Unendlichen, 
sowie  die  positive  und  negative  Quellenbewegung  und  höhere  Un- 
stetigkeiten im  Endlichen.  Für  unendlich  ausgedehnte  Flüssigkeiten 
kommen  aufser  einer  höheren  Unstetigkeit  nur  die  Wirbel  in  Be- 
tnehi  Die  Untersuchung  beliebiger  Flüssigkeitsbewegungen  im 
Baume  ist  vom  Vortragenden  begonnen,  jedoch  noch  nicht  durch- 
geführt; eine  Quellenbewegung  mit  punktförmigem  Centrum  ist  mög- 
lich. Im  allgemeinen  IftM  sich  sagen,  dafs  eine  Flüssigkeitsbewegung 
(lucompressibilitftt,  Beibungslosigkeit  und  Rotationslosigkeit  voraus- 
gesetzt), von  einem  gleichförmigen  Strömen  abgesehen,  durch  den 
Oit  und  die  Art  ihrer  Unstetigkeiten  völlig  charakterisirt  ist. 

Die  in  der  Umgebung  der  Wirbel  vorhandene  sehr  grolse  Ge- 
schwindigkeit erzeugt  eine  solche  Druckverminderung,  dals  sich  bei 
incompressibeln  Flüssigkeiten  eine  freie  Oberfl&che  bilden  muls;  so 
werden  unendliche   Geschwindigkeiten  thatsächlich  vermieden.     Den 
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strengen  Gesetzen  der  Hydrodynamik  nach  müiste  diese  freie  Ober- 
fläche, in  der  confltanter  Druck  (etwa  p  =  0)  herrscht,  von  Strom- 
linien gebildet  werden;  doch  ist  dies  wahrscheinlich  nur  beim  ein- 
fachen, stillstehenden  Wirbel  wirklich  zu  erreichen.  Es  finden  also 
teilweise  Unterbrechungen  des  Zusammenhanges  der  Flüssigkeit  statt, 
wie  siQ  in  Wirklichkeit  fortwährend  beobachtet  werden;  allein  es  ist 
schwer,  ihren  Einflulä  auf  den  Verlauf  der  Oesamtbewegung  fest- 
zustellen. 

Im  Zusammenhang  hiermit  steht  die  Untersuchung  sich  fort- 
bewegender Wirbel.  Es  mag  hier  genügen  auszusprechen,  dals  die 
y.  Helmholtz'sche  Theorie  der  Fortbewegung  der  Wirbel  dem  Vor- 
tragenden nicht  richtig  zu  sein  scheint,  und  dafs  der  Oegenstand 
einer  gründlichen  Revision  bedarf. 
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VorT^rort. 


In  den  folgenden  Blättern  liegt  der  erste  Band  eines  Berichtes 
über  die  Entwickelang  der  synthetischen  Geometrie  vor,  mit  dessen 
Ansarbeitimg  ich  mich  infolge  eines  ehrenvollen  Auftrages  der 
Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  seit  geraumer  Zeit  beschäftigt 
habe.  Zunächst  mögen  einige  Worte  über  den  Plan  Platz  finden, 
welcher  dem  ganzen  unternehmen  zu  Grunde  gelegt  wurde.  Der 
Bericht  soll  eine  möglichst  vollständige  Darlegung  aller  derjenigen 
geometrischen  Entwickelungen  bieten,  die  sich  mit  rein  geometrischen 
Mii^ln  auf  den  Fundamentalsatz  der  Geometrie  der  Lage  zurückfahren 
lassen.  Es  wird  sich  also  wesentlich  um  algebraische  Gebilde  und 
nm  Beziehungen  zwischen  Mannigfaltigkeiten  handeln,  die  sich  aus 
solchen  Gebilden  aufbauen  lassen.  Grundsätzlich  ausgeschlossen 
bleiben  hierbei  freilich  diejenigen  Untersuchungen,  welche  Aufgaben 
der  Differentialgeometrie  mit  elementaren  oder  rein  geometrischen 
Mitteln  behandeln.  Hierher  gehören  z.  B.  die  schönen  Arbeiten  von 
Steiner  über  den  Inhalt  von  Fufspunktcurren  und  Bollcurven,  über 
isoperimetrische  Probleme  u.  s.  w.  Eine  solche  Beschränkung  er- 
schien aber  bei  der  Fülle  des  zu  bewältigenden  Stoffes  um  so  mehr 
geboten,  als  bei  einem  Referat  über  die  Entwickelung  der  syn- 
^etiflchen  Geometrie  eine  gewisse  Ausführlichkeit  der  Darstellung  un- 
erlälslich  ist.  Ganz  allmählich  verschiebt  sich  nämlich  der  Stand- 
punkt, von  dem  aus  die  synthetische  Geometrie  an  ihre  Aufgaben 
herantritt.  Griff  sie  zunächst  nur  gelegentlich  und  wenig  methodisch 
ein,  um  Abkürzungen  in  der  Herleitung  von  Resultaten  zu  erzielen, 
welche  sich  mit  den  noch  wenig  ausgebildeten  Methoden  der  ana- 
lytischen Greometrie  nur  nach  beschwerlichen  Rechnungen  gewinnen 
Helsen,  so  forderte  sie  schliefslich  immer  entschiedener  die  völlige 
Aufdeckung  eines  rein  geometrischen  Weges,  der  von  den  ersten 
Voraussetzungen  zum  Resultate  fahrt  Vielfach  wird  dieses  Ziel  nur 
nadi  mehreren  Versuchen  erreicht.  So  erweisen  sich  öfters  gerade 
solche  Arbeiten  für  die  Entwickelung  der  synthetischen  Geometrie  als 
sehr  bedeutungsvoll,  die  an  sich  neue  Resultate  nur  in  geringem 
Malse  bieten,  um  solche  Fortschritte  in  der  Methode  gehörig  hervor- 
treten   zu    lassen,    mufste    ich    häufig    zu    einer    sehr  ausführlichen 
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Darstellung  greifen.  In  vielen  Fällen  handelte  es  sich  um  die  weitere 
Ausbildimg  oder  die  Ausdeutung  von  Resultaten,  die  ursprünglich 
mit  den  Methoden  der  analytischen  Geometrie  gewonnen  waren.  Es 
erschien  mir  naturgemäfs,  die  wichtigsten  dieser  Entwickelungen  in 
mein  Beferat  aui^unehmen.  So  erklärt  sich  seine  äulsere  Erscheinung, 
an  der  vielleicht  die  vielen  auftretenden  Formeln  auffallen  dürften. 

Nach  reiflicher  Überlegung  entschloDs  ich  mich^  etwa  ein  Jahr- 
hundert als  die  zu  schildernde  Zeitspanne  zu  wählen,  ohne  damit 
frühere  Entwickelungen  grundsätzlich  auszuschliefsen;  solchen  Resul- 
taten, auf  welche  auch  im  Beferat  selbst  vielfach  verwiesen  wird, 
ist  die  Einleitung  (Cap.  I)  gewidmet.  Als  naturgemälser  Anfangs- 
punkt bot  sich  das  Jabr  des  ersten  Erscheinens  von  Monge 's 
Giom^trie  descriptive,  1795,  dar.  Ist  auch  die  Ausbeute  an  eigent- 
lich der  synthetischen  Geometrie  zuzuweisenden  Entwickelungen  bei 
Monge  nicht  eben  grols,  so  ist  er  doch  wegen  des  auf  ihn  zurück- 
zuführenden gewaltigen  Aufschwimgs  in  dem  gesamten  geometrischen 
Anschauimgsvermögen  als  einer  der  Hauptförderer,  ja  der  Begründer 
unserer  ViTissenschaft  zu  betrachten.  Die  in  dem  Beferat  geschil- 
derten Schriften  sind,  soweit  angängig,  nach  ihrem  Inhalte  zusammen- 
gefasst  worden.  Um  jedoch  auch  ein  chronologisches  Gerüst  nicht 
vollständig  zu  entbehren,  habe  ich  den  ganzen  Zeitraum  mit  Hülfe 
einiger  Hauptwerke  in  fünf  freilich  sehr  ungleiche  Epochen  zerlegt. 
Es  boten  sich  hier  dar:  Poncelet's  Traitä  des  propriet^s  projectives 
des  figures,  Steiner 's  Systematische  Entwicklung  und  Staudt's 
Geometrie  der  Lage.  Demgemälüs  zerfällt  der  vorliegende  erste  Band 
in  drei  Teile  mit  den  Überschriften:  Von  Monge  bis  auf  Poncelet 
(1822),  Von  Poncelet  bis  auf  Steiner  (1822—1832),  Von  Steiner 
bis  auf  Staudt  (1832 — 1847).  In  dem  zweiten  Bande  des  Beferates 
wird  noch  eine  Epoche  gesondert  behandelt  werden,  deren  Endpunkt 
durch  das  Erscheinen  des  dritten  Heftes  der  Beiträge  zur  Geometrie 
der  Lage  gegeben  ist  (1860).  Von  da  ab  gedenke  ich  die  einzelnen 
Gebiete  ohne  ünterbrechimg  bis  zur  Gegenwert  hin  zu  verfolgen. 

Es  könnte  zunächst  befremden,  dals  bei  dieser  Einteilung  keines 
der  Hauptwerke  von  Chasles  mit  in  Betracht  gezogen  ist.  Doch 
wird  ein  Blick  auf  das  Inhaltsverzeichnis  dieses  Bandes  zeigen,  dafs 
ich  in  ausgiebigster  ViTeise  bemüht  gewesen  bin,  seiner  Bedeutung 
gerecht  zu  werden.  Die  wissenschaftliche  Thätigkeit  Chasles'  lädst 
sich  ohne  grofsen  Zwang  innerhalb  des  eben  angegebenen  Bahmens 
behandeln.  In  die  erste  meiner  Epochen  fallen  nur  einige  kleine, 
aber  recht  wichtige  Notizen  von  Chasles.  Aus  inneren  Gründen 
wurden  im  ersten  Teile  noch  Entwickelungen  über  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  behandelt,  die  zeitlich  in  den  zweiten  Teil  gehört 
hätten.  In  demselben  werden  mehrere  Abhandlungen  besprochen,  die 
durchaus  auf  dem  Boden  von  Poncelet 's  Traite  stehen,  und  in 
denen    wesentlich  mit  collinearen  und  reciproken  Transformationen 
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operirt  wird.  Nach  langjähriger,  durch  die  Heransgabe  des  Apercu 
historique  verursachter  Pause  erscheinen  dann  Schriften  Chasles', 
in  doien  das  Doppelyerh&ltnis  in  seiner  ganzen  Bedentang  heryor- 
tritt  Demgemäis  sind  im  dritten  Teile  die  Abhandlung  des  Aper9u, 
euiige  Yon  seinen  so  wichtigen  Noten  und  mehrere  an  sie  sich  an- 
schlielisende  Arbeiten  zu  behandeln.  In  den  späteren  Teilen  des 
Referates  ist  die  stetige  Fortentwickelung  dieser  Methoden  zu 
schildern.  Ein  ganz  neuer  Gesichtspunkt  tritt  aber  in  der  vierten 
meiner  Epochen  bei  Ghasles'  Arbeiten  über  die  projectivische  Er- 
zeugung algebraischer  Curven  hervor;  fäglich  kann  man  die  letzte 
Phase  seiner  wissenschaftlichen  Thätigkeit  mit  seinen  Arbeiten  über 
das  Correspondenzprincip  einleiten,  von  denen  allerdings  nur  die 
ersten  Ansätze  in  den  Bahmen  meines  Referates  fallen.  Manche 
widitige  Frage  hat  Ghasles  in  langen  Zwischenräumen  wiederholt 
behandelt.  Solche  vereinzelte,  vom  Standpunkte  meiner  Einteilung 
aus  versprengte  Arbeiten  habe  ich  ohne  Rücksicht  auf  den  Zeitpunkt 
ihrer  Entstehung  an  geeigneter  Stelle  berücksichtigt.  So  sind  z.  B. 
im  dritten  Teile  eine  Abhandlung  über  Raumcurven  dritter  Ordnimg 
aus  dem  Jahre  1857  and  die  abschliefsenden  Arbeiten  über  das 
Deplacement  fini  aus  den  Jahren  1860  imd  1861  besprochen  worden. 
Überhaupt  habe  ich  mich  sorgfältig  gehütet,  die  Fäden  zu  zer- 
reifsen,  welche  von  der  einen  zur  anderen  Epoche  vielfach  hinüber- 
führen. Ich  habe  häufig,  wenn  eine  Zerlegung  auf  mehrere  Teile 
nicht  angängig  erschien,  eine  ganze  Entwickelung  da  geschildert,  wo 
vom  Standpunkte  der  synthetischen  Geometrie  aus  ihr  Schwerpunkt 
zu  snchoi  war. 

Es  möge  hier  eine  kurze  Übersicht  über  den  Inhalt  des  ersten 
Bandes  Platz  finden.  Drei  Abschnitte  des  ersten  Teües  behandeln  der 
Reihe  nach  Entwickelnngen  über  Kegelschnitte,  über  Oberflächen 
zweiter  Ordnung,  endlich  über  Kreis-  und  Kugelsjsteme.  Yon  einem 
stetigen  Fortschreiten  der  synthetischen  Geometrie  konnte  hier  noch 
keine  Bede  sein;  es  galt  mehr  nur  Keime  für  spätere  Entwickelnngen 
aufzuzeigen,  wobei  vielfach  auf  ältere  Schriften  hinzuweisen  war. 
Eine  nähere  Inhaltsübersicht  ist  im  Capitel  I  gegeben  worden. 

Der  zweite  Teü  bringt  in  seinem  ersten  Abschnitt  eine  aus- 
ffihrliche  Besprechung  von  Poncelet's  Traite.  Auf  Schriften,  die 
mit  demselben  in  Zusammenhang  stehen,  wird  vielfach  verwiesen. 
AusfÖhrlicher  wird  insbesondere  die  Litteratur  der  verallgemeinerten 
Aufgabe  des  Pappns  und  des  Poncelet'schen  Schliefsungstheorems 
berücksichtigt  (Cap.  XVI — ^XIX).  Im  zweiten  Abschnitte  behandle  ich 
zunächst  das  Dualitäteprincip  und  den  Gergonne-Poncelet'schen 
Streit  (Cap.  XX)  und  bespreche  dann  im  Cap.  XXI  eine  Reihe  von 
Abhandlungen,  insbesondere  von  Charles  und  Bobillier,  die  mit 
Poncelet's  „th^orie  des  polaires  reciproques'^  in  Beziehung  stehen, 
mit   dieser   wichtigen  Abhandlung   zusammen.     In    dem  Cap.  XXII 
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über  die  coUineare  Transfonnation  beschäftige  ich  mich  zunächst  ein- 
gehend mit  der  1831  verfafsten  Arbeit  St  au  dt 's,  welche  mit  deo 
im  Traite  von  Poncel et  .geschaffenen  Anschauungen  operirt.  Ich 
wende  mich  dann  an  der  Hand  einer  1830  verfafsten  Schrift 
Chasles'  zu  den  Beziehungen  zwischen  congruenten  und  ähnlichen 
Figuren.  Hierauf  bin  ich  an  verschiedenen  späteren  Stellen  zurück- 
gekommen.  Einige  analytisch -geometrische  Entwickelungen  werden 
zum  Schlüsse  behandelt.  Cap.  XXIII  bespricht  vorzugsweise  Mob  ins' 
Barjcentrischen  Calcül,  giebt  aber  andererseits  über  Plücker's  und 
Bobillier's  erste  EinfQhrungen  der  trimetrischen  Coordinaten  Auskunft. 

üntersuchimgen  über  algebraische  Curven  und  Flächen  sind  die 
drei  Capitel  (XXIV — XXVI)  des  dritten  Abschnittes  gewidmet.  An- 
wendungen der  Transversalen-Theorie,  wobei  besonders  Arbeiten  von 
Poncelet,  Chasles,  Sturm,  aber  auch  solche  von  Maclaurin  und 
Newton  Berücksichtigung  finden,  werden  im  Cap.  XXTV  besprochen. 
Cap.  XXV  bringt  zunächst  Sätze  über  eine  bestimmte  circulare  Curve 
dritter  Ordnung,  die  Quetelet'sche  —  bezw.  van  Rees'sche  — 
Focale,  sodann  einen  sehr  interessanten  Briefwechsel  zwischen  Quetelet 
und  Chasles  über  die  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art.  Im 
Cap.  XXVI  gehe  ich  zuerst  auf  Schnittpunkttheoreme  von  Gergonne 
und  Plücker  genauer  ein  und  bespreche  sodann  Arbeiten  von 
Bobillier  und  Plücker  zur  Polarentheorie. 

Der  dritte  Teil  des  vorliegenden  Bandes  ist  ebenfalls  in  drei  Ab- 
schnitte gegliedert,  deren  erster  Kegelschnitte  und  einschalige  Hyper- 
boloide als  Erzeugnisse  projectivischer  Gebilde  behandelt.  Cap.  XXVH 
und  XXVm  besprechen  die  Systematische  Entwickelimg  und  daran  sich 
anschliefsende  Abhandlungen  Stein  er 's.  Cap.  XXIX  ist  faai  völlig, 
Cap.  XXX  zum  grofsen  Teile  Schriften  Chasles'  gewidmet.  Es 
werden  vor  allem  mehrere  Noten  des  Aper9u  besprochen,  in  denen 
die  ersten  grundlegenden  Entwickelungen  Chasles'  über  die  projeo- 
üvische  Erzeugung  der  Kegelschnitte  und  einschaligen  Hjrperboloide 
vorliegen.  Mehrere  Abhandlungen  über  die  letzteren  Gebilde  schliefsen 
sich  an  (Cap.  XX IX).  Schriften  zur  Theorie  der  Involution,  über 
Büschel  und  Scharen  von  Kegelschnitten  werden  im  Cap.  XXX  be* 
handelt,  wobei  besonders  eine  umfangreiche,  aus  dem  Jahre  1838 
stammende  Arbeit  zu  berücksichtigen  war.  In  der  zweiten  Hälfte 
des  Capitels  werden  sodann  sehr  ausführlich  die  fär  die  synthetische 
Geometrie  grundlegenden  Aufisätze  von  Seydewitz  über  die  bezeich- 
neten Fragen  besprochen. 

Sehr  wichtige  Entwickelungen  von  Seydewitz  bietet  auch 
Cap.  XXXI,  welches  den  Abschnitt  über  Beziehungen  zwischen  Grund- 
gebilden zweiter  und  dritter  Stufe  einleitet.  Es  wird  die  Herstellung 
quadratischer,  collinearer  und  reciproker  Verwandtschaften  mit  Hülfe 
zweier  projectivischen  Beziehungen  erörtert,  sodann  wird  die  zeitlich 
vorangehende  Behandlung  solcher  Fragen  von  Plücker  und  Magnus 
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besprochen.  Gap.  xxxTT  bringt  hauptsächlich  die  schönen  Ent- 
Wickelungen  Ton  Magnus  über  die  collineare  und  reciproke  Beziehung 
im  lEUiume  und  über  die  aus  drei  reciproken  Beziehungen  entstehende 
Verwandtschaft  dritter  Ordnung.  Ferner  wird  hier  ausführlich  die 
Abhandlung  des  Apercu  historique  besprochen,  während  der  reiche 
Inhalt  seiner  Noten  an  verschiedenen  Stellen  des  Referates  verwertet 
wird.  Das  Gapitel  über  das  Nullsystem  (XXXITT)  beschäftigt  sich 
mit  den  Arbeiten  von  Möbius  und  Giorgini,  sowie  mit  den  kurzen, 
aber  inhaltreichen  Notizen  im  Aper9u  historique.  Im  Interesse  eines 
guten  Abschlusses  wurden  auch  die  Folgerungen,  welche  Sylvester 
im  Jahre  1861  aus  Möbius'  statischen  Betrachtungen  gezogen  hat, 
mit  den  zugehörigen  Bemerkungen  Chasles'  aufgeführt.  Hier  haben 
auch  Chasles'  letzte  Arbeiten  über  das  Deplacement  fini  Platz  ge- 
fanden. 

Der  dritte  Abschnitt  des  dritten  Teils  enthält  vier  den  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  und  den  algebraischen  Curven  gewidmete  CapiteL 
Cap.  XXXrV  behandelt  an  der  Hand  von  Seydewitz'  Abhandlungen 
aus  den  Jahren  1847  und  1851  die  Erzeugung  der  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  durch  reciproke  Strahlenbündel  imd  ihre  Gonstruction, 
wenn  neun  ihrer  Punkte  vorliegen.  Für  jetzt  werden  nur  noch 
die  von  Lame  und  Hesse  herrührenden  Lösungen  dieser  Aufgabe 
besprochen.  Die  von  Bögehold  1898  veröffentlichte  Monographie 
über  die  Litteratur  dieser  Frage  war  bei  der  Ausarbeitung  der  be- 
treffenden Nummern  mir  noch  nicht  bekannt.  Im  zweiten  Bande 
dieses  Berichtes  wird  sie  natürlich  berücksichtigt  werden.  Im 
Gap.  XXXrV  werden  dann  weiter  Sätze  besprochen,  die  zu  dem 
Pascarschen  Satze  analog  sind.  Endlich  wird  genauer  auf  Hessens 
Entwickelungen  über  Gruppen  assocürter  Punkte  eingegangen.  Eine 
erste  Reihe  von  Ergebnissen  über  Focaleigenschaften  der  Ober- 
flachen zweiter  Ordnung  habe  ich  im  Gap.  XXXV  zusammengestellt. 
Mit  den  schönen  Darlegungen  der  Note  31  des  Aper9u  historique 
werden  vorbereitende  Arbeiten  von  Dupin,  Binet,  Ampere, 
Steiner,  Bobillier  in  Verbindung  gebracht.  Sodann  folgen  die 
Arbeiten  von  Mac  Cullagh,  Salmon,  Amiot,  Ghasles  u.  A.  über 
die  modulare  und  umbilicare  Erzeugung  der  Oberflächen  zweiter 
Ordnung.  Abgeschlossen  habe  ich  hier  mit  Jacobi's  Erzeugung  der 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  und  Townsend's  eleganter  Begründung 
derselben. 

Cap.  XXXVI  behandelt  zunächst  Arbeiten  von  Seydewitz  und 
Ghasles,  Notizen  von  Hesse  über  die  Baumcurve  dritter  Ordnung. 
Ghasles'  Arbeit  von  1867  ist  hier,  wie  schon  erwähnt,  berücksichtigt 
worden,  obwohl  es  auf  der  anderen  Seite  mifslich  war,  sie  von  den 
Arbeiten  von  Gremona  und  Schröter  zu  trennen.  Sodann  wird 
die  Classification  der  ebenen  Gurven  dritter  Ordnung  sehr  ausführlich 
besprochen.     Ich   beschäftige  mich  schlielslich  mit  der  Darstellung 
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der  Curve  dritter  Ordnung  als  Tripelcurve.  Hier  sind  die  Resultate 
von  Hesse  im  Zusammenhange  dargestellt  xmd  noch  die  ersten  Ar- 
beiten von  Caylej  mit  herangezogen  worden.  Die  synthetische  Be- 
handlung dieser  Fragen,  auf  die  ich  natürlich  in  voller  Ausführlich- 
keit zurückkomme,  wurde  für  jetzt  nur  eben  angedeutet.  Cap.  XXXVil 
bringt  zunächst  Plücker's  Classification  der  Curven  vierter  Ordnung 
und  giebt  dann  Entwickelungen  über  die  Plück  er 'sehen  Gleichimgen 
und  die  Brennpunkte  algebraischer  Curven.  Nach  Besprechung  von 
Grafs  mann 's  Theorie  der  Centralen  schliefse  ich  mit  Arbeiten  von 
Jacobi,  Plücker,  Caylej  u.  A.  über  Schnittpunkttheoreme  in  der 
Ebene  und  im  Räume  ab. 

Viel  später,  als  ursprünglich  erwartet  werden  durfte,  kann  ich 
das  Buch  nun  endlich  der  Öffentlichkeit  übergeben.  Als  der  Druck 
des  Bandes  1897  begann,  lag  der  erste  Teil  des  Manuscriptes  voll- 
ständig vor.  Obwohl  die  übrigen  Teile  des  Manuscriptes  noch  einer 
durchgreifenden  Überarbeitung  bedurften,  hoffte  ich  doch,  die  Drucke 
legung  schnell  fördern  zu  können.  Verschiedene  umstände  haben 
meine  Absicht  vereitelt.  Die  Hanptursache  der  Verzögerung  war 
eine  für  mich  sehr  erfreuliche  Thatsache,  meine  Berufung  auf  den 
Lehrstuhl  für  darstellende  Geometrie  in  Aachen.  Die  überaus  starken 
Ansprüche,  welche  in  der  neuen  Thätigkeit  an  meine  Zeit  gestellt 
wurden,  brachten  die  Drucklegung  sehr  bald  ins  Stocken  und  ver- 
hinderten mich  längere  Zeit  hindurch,  an  dem  Referat  zu  arbeiten. 
Nachdem  im  Herbste  1898  die  erste  Lieferung  des  Bandes  (Bogen  1 — 8) 
erschienen  war,  wurde  meine  feste  Absicht,  die  SchluTslieferung  baldigst 
folgen  zu  lassen,  durch  länger  andauernde  Kränklichkeit  verhindert 
Als  ich  endlich  die  Arbeit  an  dem  Referat  wieder  au&ehmen  konnte, 
erwiesen  sich  sehr  umfangreiche  imd  demnach  auch  sehr  zeitraubende 
Umarbeitungen  der  zweiten  Hälfte  des  ersten  Entwurfes  als  notwendig. 
Auch  in  den  älteren,  bereits  abgesetzten  Partien  wurden  leider  sehr 
grofse  Änderungen  bei  der  Correctur  unvermeidlich,  durch  welche 
die  Drucklegung  natürlich  auTserordentlich  verzögert  und  die  Geduld 
der  Redaction  wie  der  Druckerei  auf  harte  Proben  gestellt  wurden. 
Es  ist  mir  ein  tiefgefühltes  Bedürfnis,  der  Verlagsbuchhandlung  für 
ihr  stetes  Entgegenkommen,  den  Herren  Gutzmer  und  Wangerin 
für  die  grofsen  Opfer  an  Zeit  und  Mühe  und  für  die  bedeutende 
Förderung,  welche  sie  meinem  Werke  zuteil  werden  liefsen,  meinen 
wärmsten  Dank  auszusprechen.  Auch  Herrn  Denizot,  der  vom  11. 
Bogen  ab  mich  bei  der  Correctur  unterstützt  hat,  bin  ich  zu  Danke 
verpflichtet. 

Aachen,  im  April  1901. 

Ernst  KSfter. 
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2.  Baumcurven  yierter  Ordnung  erster  Art:  Fr^zier,  Hachette  ...    80 

3 — 4.  Krümmungslinien  der  Flächen  F,. 

3.  Mon^'s  Methode;  Poncelet — 

4.  Dupm's  Methode 81 

5.  Binet:  Die  Trägheitsaxen  eines  Körpers  sind  Normalen  confocaler 
Flächen  2.  0.    Bedeutung  der  Grenzkegelschnitte 82 

6.  Ergänzungen  Ton  Ampere — 

XI.  Polareiitheorie.    Die  Oberllftclieii,  welehe  zwei  Kegolscliiiltte 
gemein  haben. 

1.  Polarebene  der  Fläche  F,:  Monge,  Brianchon.  Flächen,  die  be- 
züglich einer  Fläche  F,  polarreciprok  sind:  Livet;  Brianchon. 
Gergonne,  Desargues 83 

2— 3.  Zwei  Flächen  Fg,  Fj'  durchdringen  sich  in  zwei  Kegel- 
schnitten, wenn  sie  einer  Fläche  F^  umschtieben  sind.     Zwei 
Kegelschnitte  einer  Fläche  F,  liegen  auf  zwei  Kegeln. 

2.  Monge,  Poncelet,  Ghasles,  Steiner 86 

3.  Hachette,  Ghasles,  Durrande,  Dandelin,  Quetelet 86 

XII.  Die  Aufgabe,  zn  drei  Sehnitten  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  einen  berflhrenden  Kegelschnitt  zu  finden.    Die  stereo- 
graphische Projection  bei  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

1.  Gemeinsame  Tangentialebenen  dreier  Ku^^eln:  Monge 88 

2.  Kegelschnitte  einer  Fläche  R. ,  welche  drei  Kegelschnitte  derselben 
berühren:  Ghasles,  Olivier,  Durrande 89 

3.  Zusammenhang  mit  der  Aufgabe  des  Apollonius  in  der  Ebene: 
Lösungen  TOn  Fiedler  und  Darboux — 
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4.  YeraUgemeinerong  der  stereographisclien  Projection:  Chasles, 
Dandeun,  Steiner 91 

5.  Die  Kegelschnitte  einer  Fläche  JP,  werden  von  einem  Nabelpunkte 
ans  in  Kreise  einer  Ereisebene  projicirt:  Legendre,  Fresnel,  Daviel, 
Hachette 92 

Dritter  Abschnitt. 

Kreis-  und  Xu^l- Lehre. 

Xin.  Die  BtereographiBohe  Projection. 

1.  PtolemäuB:  Die  stereographiachen  Bilder  Ton  Engelkreisen  sind 
Kreise.     Synesius,  Hipparch 98 

2.  ZnrflckfOhrong  des  Salizes  TOn  XIII,  1  auf  den  Satz  Ton  der  Sectio 
snbcontraria:  Agoilonins,  Ubaldo  u.  A 94 

3.  Satz  Yon  Chasles:  Der  Pol  einer  Ku^el  nach  der  Ebene  eines  ihrer 
Kreise  wird  in  den  Mittelpunkt  seines  stereographischen  Bildes 
projidrt.    Specielle  F&Ue  bei  Aguilonins,  Delambre,  Karsten.   .       96 

4 — 6.  Bei  der  stereographischen  Projection  bleiben  die 
Winkel  erhalten. 

4.  Halley,  Leadbetter,  Hachette  u.  A — 

5.  Es  genügt,  die  Gleichheit  der  Winkel  um  zwei  homologe  Punkte 
hemm  nadizuweisen.    Klägel 96 

6.  Dandelin's  Behandlung  der  stereographischen  Projection  ....       97 
7 — 8.  Anwendungen  auf  Kegelschnitte:  Dandelin,  le  Fran9oi8  ...       — 

XIY.  Kreis-  und  Kng^lTerwandtschaft. 

1.  Fermat,  Vieta,  Pappus — 

2.  Einordnung  der  stereographischen  Projection  in  eine  Trans- 
formation des  Baumes  durch  reciproke  Radien:  Baltzer   ....       99 

3.  Hinweis  auf  Steiner 100 

4.  Quetelet's  „focale  k  noeud"  geht  durch  Inversion  in  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  über :  Dandelin — 

5.  Qaetelet's  Satz  yon  der  „caustique  secondaire*^  Descartes, 
Hnygens  u.  A 101 

6.  Kreis-  und  KugelTcrwandtschaft  sind  winkeltreu:  Plücker  .    .   .     102 

7.  Arbeiten  über  Transformation  durch  reciproke  Radien  im  Räume: 
Stubbs,  Liouville  u.  A    [Vergl.  auch:  XXXII,  7] 108 

8.  Anwendung  complexer  Zahlenebenen:  MObius,  Bellavitis  u.  A.   .     104 

9.  MObius"  Schrift:  „Theorie  der  Ereisverwandtschaft**.  Ein  Satz 
Tom  Tollständigen  Vierseit.  Räumliche  Erweiterungen  desselben : 
Serret,  Townsend  u.  A    Satz  von  Siebeck 106 

XY.  Die  Anfgabe  des  ApoUonins« 

1.  ffinweia  auf  die  Malfatti'sche  Aufgabe 107 

2.  Entwickelungen  von  Pappus.    Zusätze  von  Zeuthen — 

3.  Lösung  von  vieta.    Synthetische  L08ung[  von  Newton 108 

4.  Fermat's  Lösung  des  Tactionsproblems  im  Räume 109 

5.  Lösung  der  Au^^be  in  der  Ebene  und  im  Räume  mittels  einer 
quadratischen  Gleichung:  Descartes,  Newton,  Euler,  Oberreit  u.  A. ; 
Euler,  Camot,  Poisson,  Binet  u.  A — 

6.  Dupin,  Hachette:  Entwickelungen  über  die  Kugeln,  welche  drei 
feste  Kugeln  berühren.    Dandelin,  Dupuis 111 
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7.  Lösungen  Ton  Gaultier;  Gamot,  Monge.    Ergänzung  von  Poncelet  112 

8.  Lösungen  von  Gergonne 114 

9.  Durrande's  Beg^ründung  Ton  Gaultier's  Lösung.    Lösungen  yon 
Frobenius — 

10.  Fr.  Neumann's  Schrift  von  1825.  Kreise,  welche  drei  gegebene  Kreise 
unter  vorgelegten  Winkeln  schneiden.    Steiner,  Serret,  Mannheim     115 

11.  Lösungen  von  Plücker 116 

12.  Angabe  des  Apollonius  im  Gebiete  der  Kegelschnitte,  die  einen 
Kegelschnitt  doppelt  berühren:  Gayley  u.  A 118 

13.  Zusammenhang  mit  der  Theorie   der   bicircularen  Curven  und 
Flächen  vierter  Ordnung:  Casey,  Hart,  Salmon — 

14.  Hinweis  auf  zwei  Arbeiten  von  Frobenius  und  Darboux.  Mertens  u.  A.     120 


Zweiter  TeiL 
Von  Poncelet  bis  auf  Steiner  (1822—1832). 

Erster  Abschnitt. 

Der  Traitö  und  Entwiokelungen,  welche  sioh  unmittelbar 
an  Ihn  knüpfen, 

XYI.  TrtAUy  Section  I. 

1 .  Das  Gontinuitätsprincip.  Rapport  von  Cauchy .  Staudt,  Sey  dewitz  u.  A.  121 

2.  Projectivische  metrische  Beziehungen:  Doppelverhältnis  etc.    .   .  123 

8.  Ideelle  Sehnen  des  Kegelschnittes 125 

4.  Paare  reciproker  Punkte  beim  Kreisbüschel 126 

6.  Unendlich  ferne  Kreispunkte.    Unendlich  ferne  Gerade — 

6.  Zwei  Kegelschnitte  einer  Ebene  können  im  allgemeinen  in  zwei 

Kreise  einer  Htüfsebene  projicirt  werden.    Methode  des  Trait^  .     127 

XYII.  Ponoelet's  Trait«,  Section  II  und  III. 

1.  Polareigenschaften  des  Kegelschnittes.  Constructionen  mit  Hülfe 
des  Lineals  allein,  oder  mit  Hülfe  eines  festen  Parallelogramms 

und  des  Lineals;  Lambert  u.  A 129 

2.  S&tze  von  Pascal  und  Brianchon.  Doppel  Verhältnis  von  vier 
Tangenten  eines  Kegelschnittes 130 

8.  Theorie  des  polaires  r^ciproques.  Paare  von  Geraden,  die  für 
alle  Kegelschnitte  einer  Sdiar  conjugirt  sind.  Mittelpunktgerade 
der  Schar  . 131 

4.  Homologie-Beziehung  zwischen  zwei  Kreisen.  Anwendung  auf 
die  Aufgabe  des  Apollonius — 

6.  Zwei  Kegelschnitte  treten  auf  zwölf  Arten  in  Homolo^e-Be- 
ziehung.  Construction  eines  Kegelschnittes  aus  zum  Teil  imagi- 
nären Bestimmun^sstücken.    Controverse  mit  Chasles 132 

6.  Constructionen  mit  Hülfe  eines  festen  Kreises  und  des  Lineals  .     134 

7.  Steiner's  Schrift:  „Die  geometrischen  Constructionen,  ausgeführt 
mittelst  der  geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises'* — 

8.  Kegelschnitte,  die  einander  drei-  und  vierpunktig  berühren    .   .     13^ 

9.  Controverse  mit  Plücker I37 

10.  Bestimmung  der  gemeinsamen  Punkte   und   Tangenten   zweier 
Kegelschnitte j^« 

11.  Kegelschnitte  in  Doppelberührung ^go 
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XYIII.  Poneelet'8  Trait«,  Seetion  IT.  g^ue 

1.  EinfQhrung  der  Brennpunkte  des  Kegelschnittes 140 

2.  Alle  Kegelschnitte  mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkt  JF\  insbe- 
sondere um  F  beschriebene  Kreise,  berühren  zwei  coxgugirt- 
imaginftre  Tangenten.    Sätze  yon  Fr^gier,  THospital,  de  la  Hire  141 

3.  Braäenridge-Maclaurin*sche  Erzeugung  des  Kegelschnittes  .    .    .  142 

4.  Lösimg  der  Terallgemeinerten  Aufgabe  des  Pappus 143 

5 — 7.  Geschichte  der  Aufgabe  des  Pappus. 

5.  Losung  Ton  Pappus.  Gastillon^sche  Erweiterung;  Euler,  Fufs. 
Ausdehnung  auf  n-Ecke  beim  Kreise:  Ottajano,  Malfatti.    .   .   .     145 

6.  Rechnerische  Behandlung  der  Aufgabe:  Lagran^e,  Castillon,  LezeU, 
Camot,  L'Huilier.    Übergang  zum  Kegelschnitt:  Brianchon.    .    .     146 

7.  Die  duale  Aufgabe:  Gerffonne,  Encontre.  Gergonne's  Losungen 
des  Falles  n  =»  3  beim  Kegelschnitt:  Serrois,  Rochat,  Durrande. 
Begründung  von  Gergonne's  Lösungen  in  Poncelet^s  Sinne. 
Abschlielsende  Entwickelung  von  Seydewitz    . 148 

8 — 11.  Das  Pojucelet'sche  Schliefsungstheorem. 

8.  Die  Entwickelung  Poncelet*s 149 

9.  Fall  n  SS  3  bei  zwei  Kreisen:  Euler,  Fufs,  L'Huilier  u.  A.  Auf- 
gabe und  Formeln  Von  Steiner  für  ti-Ecke  bei  zwei  Kreisen  .    .     161 

10.  Fuls,  Jacobi  u.  A.    Zusammenhang  des  Poncelet*schen  mit  dem 
8teiner*8chen  Si-hliefsungstheorem:  August 162 

11.  Synthetische  Behandlung  des  Falles  n  »»  3:  Brianchon,  Durrande; 
Steiner,  Chasles 153 

XIX.  Poneelet's  Tratte,  Supplement. 

1.  Unendlich  ferne  Ebene.  Gesetze  der  Homologie -Beziehung. 
Belieft>erspectiye-,  Ubaldo,  Desargues,  Brevsig,  An^er 154 

2.  Homou>gie- Beziehung  zwischen  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
Unendlich  femer  Kugelkreis 156 

3.  Oberflächen  zweiter  Ordnung  in  Doppelberührung.  Geometrie 
der  Kegelschnitte,  die  einen  festen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten 
berflhren.  Geometrie  der  Flächen  2.  0.,  die  einer  festen  Fläche  i\ 
eingeschrieben' sind.    Chasles*  Lösung  der  Aufgabe  des  Apollonius 

in  diesem  Gebiet — 

4.  Gemeinsames  Polartetraeder  zweier  Flächen  F^^  F^»  Der  sie 
enthaltende  Büschel 158 

5.  Bestimmung  der  Azen  und  Kreisschnitte  einer  Fläche  F^,   Dupin  159 

Zweiter  Abschnitt. 

Die  Lehre  ▼on  den  Transformatioiien. 

XX.  Das  Dnalititsgesetz. 

1 — 4.  Der  Gergonne-Poncelet'sche  Streit. 
1.  Die  drei  Schriften  (}erffonne*s  über  das  Dualitätsprincip  ....     160 
1  Bemerkungen  in  Poncelefs  „analyse  d'un  memoire  etc."    Will- 
kürlich T^änderter  Abdruck  der  Schrift.    Zusätze  Gergonne's    .     163 

3.  Erste  Bedamation  Poncelet*s.    Erwiderung  Gergonne*s 164 

4.  Zweite  Reclamation  Poncelet's.  (Vergönne  unterscheidet  Ordnung 
und  Klasse  bei  algebraischen  Gurren  und  Flächen.  Veröffent- 
lichung Gergonne's  von  1847.    Äufserungen  Poncelet's  Ton  1866.     165 
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5.  MObius'  Beweis  des  DoalitätsgesetEes  füx  die  Ebene.  Übertrag- 
barkeit der  Methode  auf  den  Baum:  Cfaasles,  Magnus     ....     167 

6.  Plücker  beweist  das  Dualitätsgesetz  der  Ebene  durch  EinfOhrung 

Ton  Liniencoordinaten.    Steiner,  Seydewitz 168 

XXI.  BefiM>Bdere  reoiproke  Beiiehnngeii. 

1—3.  Poncelet,  Theorie  gän^rale  des  polaires  r^ciproques. 

1.  Beziehungen  zwischen  polarreciproken  Gurren  in  der  Ebene  .   .     169 

2.  Büschel  und  Schar  Ton  Flächen  F^;  Chasles.    Die  Mittelpunkte 

der  Flächen  JP,  einer  Schar  gehören  einer  Geraden  an    ....     170 

8.  L'flospital-Poncelet' scher  Satz:  Ein  Kegelschnitt  ist  zu  einem 
Kreise  polarreciprok  hinsichtlich  eines  um  einen  Brennpunkt 
beschrieoenen  Kreises.  Anwendungen  des  Satzes.  Transforma- 
tion metrischer  Beziehungen 171 

4—6.  Arbeiten  BobillierV 

4.  Transformation  metrischer  Beziehungen.  Erster  Beweis  für  den 
L'Hospital-Poncelet'schen  Satz.    Dandelin's  Beweis  desselben    .     178 

b.  Andere  Beweise  für  den  L'Hospital-Poncelefschen  Satz  und  seine 
räumliche  Erweiterung.  Erweiterung  und  Umformung  des  Monge'- 
sehen  Kugelsatzes;  Poncelet     « 173 

6.  Rotationsflächen  i2,.  Flächen  JF\,  die  sich  längs  eines  Kegelschnittes 
berühren.  Ein  Nabelpunkt  der  einen  ist  ein  Brennpunkt  des 
Kegelschnittes,  den  seine  Tangentialebene  aus  der  anderen  heraus- 
sclmeidet.  Umformungen  im  Polarsystem  einer  gleichseitigen 
Hyperbel 174 

7.  Arbeiten  Ton  Chasles.  Kegelschnitte  mit  zwei  gemeinsamen 
Tan^nten  sind  reciprok  zu  ähnlichen,  ähnlich  gelegenen  Kegel- 
schmtten.   Verallgemeinerung  Ton  Bobillier's  Nabelpunktsatz  etc.     175 

8 — 9.  Abhandlung  Chasles'  über  Rotationsflächen  i^. 

5.  Focalstrahlen  des  Kegels  zweiter  Ordnung.  Die  Focalstrahlen 
eines  Tangentialkegels  von  R^  projiciren  die  Brennpunkte  Ton  R^. 
Satz  Ton  Magnus  über  die  Focalstrahlen  des  Keg^els  2.  0.  etc.  .     177 

9.  Rotationsflächen  iL,  die  einen  Brennpunkt  und  vier  Tangential- 
ebenen mit  einander  gemein  haben.  Sätze  über  Paare  von 
Focalkegelschnitten.    &ümmung8linien  der  Oberfläche  F^      .    .     179 

10.  Chasles,  Arbeit  über  Kegel  2.  0.  Beweis  für  Magnus*  Satz  über 
die  Focalstrahlen.  Orthogonaler  Kegel.  Organische  Erzeugung  des 
Kegels  etc.    Chasles,  Arbeit  über  sphärische  Kegelschnitte;  Fufs      — 

11 — 13.  Chasles' Arbeiten  über  die  parabolische  Transformation. 

11.  Methode  der  Abhandlungen 181 

12.  Poncelet's  Äufserungen  zu  Chasles'  Methode 182 

18.  Anwendungen  der  Methode.    Ausdehnung  und  duale  Umbildung 

des  Desargues'schen  Involutionssatzes.    Doppelverhältnis  von  yier 
Punkten  und  Tangenten  eines  Kegelschnittes 183 

XXII«  Die  eollineare  Beziehung. 

1—3.  Staudt's  Arbeit:  „Über  die  Kurven  2.  Ordnung". 

1.  Polareigenschaften.  Folgerungen  aus  dem  Satze:  Eine  Qerade, 
welche  harmonisch  sich  trennende  Punktepaare  zweier  Kegel- 
schnitte trägt,  umhüllt  einen  Kegelschnitt.    Der  duale  Satz    .    .     185 
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2.  Die  KegelBchnitte,  die  ein  Kegelschnitt  mit  einem  Punktepaar 
oder  Geradenpaar  nach  XXII,  1  bestimmt.  Specialfälle:  De  la 
Hire'scher  Kreis;  ein  Satz  Ton  Poncelet.    PascaFscher  Satz.    .    .     186 

3.  Anwendungen  des  Satzes:  Zwei  einem  Kegelschnitte  eingeschrie- 
bene Dreiecke  sind  einem  anderen  Ke^lschnitte  umschrieben: 
Lambert'scher  Kreis.  Feuerbach'scher  £eis.  Polar-Vierseite  und 
-Vierecke  beim  Kegelschnitt 187 

4 — 7.  Congruente  und  ähnliche  Figuren. 

4.  Chasles*  Schrift  Ton  1880:  Ähnlichkeits- Ebene,  -Axe,  -Punkt 
zweier  ähnlichen  Figuren;  Euler.  Der  durch  sie  bestimmte 
tetraedrale  Complex 188 

5.  Drehungen,  welche  gleichstimmig  consruente  Figuren  in  der 
Ebene  oder  auf  der  Kugel  ineinander  überfü&en.  Euler, 
Chaslez  u.  A. 190 

6.  Schraubenbewegung,  durch  welche  man  zwei  gleichstimmig  con- 
gruente Körper  ineinander  überfuhren   kann:   Mozzi,   Qiorgini, 

•  Poinsot,  Möbius 191 

7.  Weitere  Entwickelungen  Ton  Ghasles:  Ausdehnung  des  Theorems 

Ton  Proclus;  Schooten.    Theorem  Ton  Gauchy 192 

8.  Formeln  zur  Darstellung  der  collinearen  Verwandtschaft:  Newton, 
Waring,  Möbius.   Quadratische  Verwandtschaft:  Magnus,  Plücker 

u  A 193 

XXIII.  Die  Einffthning  der  trimetriBchen  Coordinaten. 
MöbiuB'  Baryoentrisoher  CaloOL 

1.  Allgemeine  Gesichtspunkte:  Cayley,  Ghasles,  Hesse 196 

2.  Bobillier*s  Schrift  Yon  1828.    Sein  Tetraedersatz 197 

3.  Satz  über  Tetraeder,  die  in  Bezug  auf  eine  Fläche  F^  polarreciprok 
sind:  Ghasles  u.  A.    Steiner^s  Satz  über  die  Höhen  des  Tetraeders     198 

4.  Plficker's  erste  Arbeit  über  trimetrische  Punktcoordinaten  (1829) : 
Punkt  und  Gerade;  Monge,  Waring.  Unendlich  ferne.  Gerade; 
Poncelet.  Quadratische  Verwandtschaft  (S.  201).  Ähnliche, 
ähnlich  gelegene,  concentrische  Kegelschnitte  berühren  sich  in 
zwei  unendlich  fernen  Punkten;  Poncelet 199 

5.  Erste  Einführung  der  Liniencoordinaten  bei  Plücker 202 

6—16.  Möbius'  Barycentrischer  Galcül  (1827). 

6.  Das  Bechnen  mit  Strecken  einer  Geraden 203 

7.  Einführung  der  barycentrischen  Goordinaten 204 

8.  Barycentrische  Gleichungen 205 

9.  Ebene  und  Gerade.    Raumcurve  B^ 206 

10.  Gongruente,  ähnliche,  affine  Figuren.    Durrande 207 

11.  Das  Doppelverhältnis 209 

12.  Gonstruction  geometrischer  Netze 210 

13.  CoUineare  Beziehung.  Gollineare  ebene  Figuren  können  in  per- 
spectiyische  Lage  gebracht  werden.  Gonstruction  collinearer 
Figuren  im  Baume 212 

14.  Der  abgekürzte  barycentrische  Galcül 213 

15.  Kegelschnitte,  welche  die  Grundpunkte  enthalten  oder  ihre  Ver- 
bindungslinien berühren.  Art  des  durch  5  Punkte  oder  Tangenten 
bestimmten  Kegelschnittes 214 

16.  SchluTsbemerkimg  des  Barycentrischen  Galcüls 216 

17.  Möbius:  Von  zwei  Tetraedern  kann  jedes  dem  anderen  um- 
schrieben sein;  Inhalt  yon  Polygonen  etc 216 

jAhretbericht  d.  DenttchMi  Mftthem.-Yereinigong.    Y,  2.  b 


Digitized  by  LjOOQ IC 


XVUl  Inhalisrerzeichnis. 

Seite 

18—19.  Möbius'  Schrift:  „Von  den  metrischen  Relationen 
im  Gebiete  der  Linealgeometrie". 
18   Entsprechende  DoppelyerhSltnisse  and  Yielecksschnittsverh&ltnisse 

collinearer  ebenen  Figuren  sind  einander  gleich 216 

19.  Constraction  eines  Netzes  auf  dem  Eeg^schnitt 218 

Dritter  Abschnitt. 
Untersuchungen  über  algebraische  Curven  und  Flftohen. 

XXIY.  Anwendungen  der  TransTersalen-Theorie. 

1.  Newton:  Potenzsatz  and  Darchmessersatz.  Gramer:  Diamätres 
carvilignes 219 

2.  Theorem  Ton  Cotes.    Beweise  von  Maclaurin 221 

3.  Sätze  von  Madaurin  über  Caryen  (7. :  (^  eingeschriebene  voll- 
ständige Vierseite;  Wendepunktsatz:  Die  Verbindungslinie  zweier 
Wendepunkte  enthält  einen  dritten 222 

4.  Pöncelet,  Memoire  sur  les  centres  de  mojennes  harmoniques .   .     223 
6.  Anfänge   der  Polarentheorie   der  Curven  ßt   (n^r  Klasse)   bei 

Chasles.    Curven  St^  und  0,;  Poncelet,  Maclaurin 224 

6.  Erweiterungen  des  Desargues'schen  Involutionssatzes:  Chasles, 
Sturm 225 

7 — 9.  Poncelet,  Analyse  des  transversales  etc. 

7.  Camot'sches  Theorem.    Involution  beim  Eegelschnittbüschel  .   .     227 

8.  Anwendungen  auf  Curven  C7.:  Kegelschnitte,  welche  C,  mehr- 
punktig  berühren.  Die  Verbindungslinie  zweier  Wendepunkte 
enthalt  einen  dritten ;  De  Gua,  Maclaurin,  Chasles.  Baumcurve  E^ ; 
Steiner 229 

9.  Zusammenhang  zwischen  den  3n  Schnittpunkten  einer  Curve  Cn 
mit  drei  Geraden.  Theorem  von  Cotes  etc.  Herstellung  einer 
reciproken  Beziehung  in  der  Ebene.  Chasles:  Zusammenhang  der 
'^      '  mit  der  Configuration  des  Pappus 230 


10—12.  Poncelet's  Schrift  von  1866  (1830). 

10.  Vollständige  Involution  aus  Sn  Punkten 232 

11.  Büschel  und  Netz  von  Curven  C»  und  Flächen  JP« — 

12.  Polareigenschaften.    Jede  erste  Polare  einer  Curve  Cn  enthält  die 
Pole  der  Geraden,  die  ihren  Pol  aufnehmen 233 

13.  Theorem  von  Reifs 234 

XXY«  Untersnchnngen  Aber  speeielle  Curren  dritter  und 
Tierter  Ordnung. 

1.  Sätze  über  die  Quetelet-  van  Bees'sche  Focale:  Quetelet,  van 
Rees,  le  Fran9oi8,  Chasles 235 

2.  Satz  von  Chasles  über  54  einer  Curve  Cg  angehOrige  Punkte; 
Cayley.    Chasles:  Mechanische  Erzeugung  von  Curven  G.    .   ,   ^     236 

3.  Kann  eine  Baumcurve  jB.  erster  Art  in  eme  allgemeine  Curve  C^ 

Erojicirt  werden?:  Quetelet,  Chasles 237 
almon,  Hesse:  B^  wird  von  jedem  Punkte  aus  in  eine  Curve  C^ 
mit  zwei  Doppelpunkten  projicirt 238 

5.  Chasles:  Sätze  über  die  Baumcurve  B^.    Weddle'sche  Fläche  F^     289 

6.  Durchdringungscurve    einer   Ku^el    mit    einem  Botationskegel, 
dessen  Spitze  ihr  angehört:  Bei%  Chasles — 
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XXTI.  Bfischel  und  Bflndel  algrebralscher  Cnrren  und  Flftehen. 
Sclmittpaiiktsfttze.    PolarelgrensohafteD. 

1.  Gergoime:  Gleichung  dea  Curyenbüschels ;  Laxn^,  Waring.  Schniti- 
punktsätze.    BobiUier-Gergonne'sches  Theorem.    Bobillier:  Netz 

ans  Curven  Cn 240 

2.  Gergoxme*8  Sätze  über  den  Bündel  aus  Flächen  Fn,  Anwendung 

auf  Flächen  F. 242 

3.  Cramer'sches  Paradoxon.  Euler.  Satz  yon  den  notwendigen 
Punkten  bei  Plücker;  Bobillier.  Ein  durch  drei  Ebenenpaare  be- 
stimmter Bündel  aus  Flächen  F^ ;  Steiner,  Gergonne,  Ungenannter     243 

4.  Andere  Schriften  yon  Plücker.  Jacobi*8cher  Schnittpunktsatz ; 
Poncelet 246 

6 — 8.  Arbeiten  Ton  Bobillier  zur  Polarentheorie. 

5.  Die  Mittelpunkte  der  Flächen  I\  einer  Schar  bezw.  Schar-Schar 
erfüllen  eine  Gerade  bezw.  eine  Ebene.  ProjectiTische  und  duale 
Verallgemeinerungen  der  Sätze.    Poncelet 246 

6.  Gehört  Q  der  ersten  Polare  von  P  nach  einer  Gurre.  Cn  an,  so 
ist  umgekehrt  P  ein  Punkt  der  Polargeraden  Ton  Q.   Übertragung 

der  Sätze  auf  den  Baum 247 

7.  Die  ersten  Polaren  von  Flächen  eines  Bündels  nach  einem  festen 
Punkte  P  bilden  einen  zweiten  Bündel;  Ort  seiner  Grundpunkte, 
wenn  P  auf  eine  Gerade  oder  Ebene  beschränkt  wird.  Analoge 
Sätze  bei  Curven-  und  Flächen-Büscheln 248 

8.  Anwendung  Ton  Monge's  Gleichung  der  ersten  Polarfläche  einer 
Fläche  Fn.' 249 

9.  Plücker :  Satz  von  der  gemischten  Polare 251 


Dritter  Teil. 

Von  Steiner  bis  auf  Standt  (1832—1847). 

Erster  Abschnitt. 
Kegelaohnitte  und  einsohalige  Hyperboloide. 

XXYII.  Steiner's  Systematisehe  Entwiekelimg  und  darui 
sich  ansolüierBeBde  Arbeiten. 

1.  Allgemeine  Betrachtungen 262 

2.  Doppelverhältnis 253 

3.  Harmonische    Würfe.      Projectivische    Gebilde.      Fluchtpunkt- 
.  beziehuiu^en.    Doppelpunkte  ineinanderliegender  projectiTischen 

Punktreihen.    Die  dualen  Aufgaben 254 

4.  Satz  TOB  Desargues.  Porisma  des  Pappus.  Configuration  des 
PappuB  etc 255 

5.  Ebenenbüschel 256 

6.  Kegel  und  Curren  2.  Grades  als  Erzeugnisse  projectiyischer  Gebilde. 
Sä&e  Ton  Pascal  und  Brianchon.  Doppelverhältnis  yon  vier 
Punkten  oder  vier  Tangenten  eines  Kegelschnittes — 

7.  Einfache  Ableitung  der  Descriptio  organica  und  verwandter  Er- 
zeu^ngen  des  Kegelschnittes.  Zwei  einem  Kegelschnitte  einge- 
sdinebene  Dreiecke  sind  einem  anderen  Kegelscimitte  umschrieben     258 

8.  Einschaliges  Hyperboloid.    Hyperbolisches  Paraboloid 269 
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9.  OrUiogonales  Hyperboloid.  Zwei  projectivische  Ebenenbüschel 
können  stets  so  gele^  werden,  dafs  sie  ein  solches  er- 
zeugen. Poncelet  -  Bobillier'sche  Erzeugung  des  einschaligen 
Hyperboloids 260 

10.  Verschiedene  Erzeugungen  des  einschaligen  Hyperboloids.  Ge- 
meinsame Transversalen  Ton  vier  Geraden;  Bobillier,  Garbinski, 
Brianchon  u.  A.    M0biu8'«che  Tetraeder 262 

11 — 14.  Quadratische   Verwandtschaften.     Schiefe  Projection. 

11.  Zwei  zu  einem  linearen  Strahlensystem  perspectivische  Punktfelder 
stehen  in  quadratischer  Verwandtschaft 263 

12.  Äufserungen  yon  Steiner,  Chasles  und  Poncelet 265 

18.  Ebenenbündel  und  Punktfelder,  die  zu  einem  linearen  Strahlen- 
system perspectivisch  liegen,  sind  unter  einander  quadratisch 
verwandt.  Herstellung  solcher  Verwandtschaften  mit  Hülfe 
zweier  Projectivitaten;  MObius,  Poncelet — 

14.  Specielle  quadratische  Verwandtschaften.  Controverse  mit  Magnus     267 

15 — 19.  Aufgabensammlung  der  Systematischen  Entwickelung. 

15.  Projectivitaten,  welche  zwei  harmonische  Würfe  ineinander 
überführen;  Schällibaum.  Erzeugung  von  Gebilden  besonderer 
Art  —  Rotationskegel,  Kreis,  ...  —  durch  projectivische  Gebilde; 
Krämer 268 

16.  Specielle  Kegel  vierter  Ordnung  und  Klasse:  Bobillier;  Townsend. 
Satz  von  den  Polardreiecken  des  Kegelschnittes.  Anwendung 
auf  Tripel  orthogonaler  oder  in  Bezug  auf  eine  Fl&che  F^ 
cox^ugirter  Strahlen;  Chasles,  Göpel,  Luchterhand.  Theoreme, 
die  aus  der  Anwendung  quadratischer  Verwandtschaften  ent- 
springen   269 

17.  Frage  nach  der  Tripelcurve  eines  Netzes  von  Kegelschnitten. 
FaU  des  Kreisnetzes,  projectivisch  verallgemeinert;  Durrande.   .     271 

18.  Satz  über  das  Hexagrammum  mysticum;  Plücker.  Fragen  über 
Flächen  JP,.    Satz  von  Seydewitz 272 

19.  Beziehungen  zwischen  zwei  Tetraedern 273 

XXVin.  Andere  Sehriften  Steiner's  zur  Lehre  von  den  Kegelgchnttten. 

1 — 3.  Steiner,  D^veloppement  d'une  särie  etc.    (1828). 

1.  Parabelschar.    S&tze  von  Lambert,  Simson  und  Poncelet     .   .   .     274 

2.  Die  Directrices  der  Parabeln  einer  Schar  enthalten  den  Höhen- 

?nnkt  des  Grunddreiecks.    Sätze  über  das  vollständige  Vierseit; 
'oncelet,  Seydewitz.    Satz  von  Möbius 27Ö 

3.  Die  Polaren  eines  Punktes  nach  Kegelschnitten  einer  Schar  um- 
hüllen einen  Kegelschnitt.  Die  dem  Kreise  nächste  Ellipse  eines 
Büschels 276 

4.  Schrift  von  1846  (Teoremi  relativi  etc.):  Inh^t  eines  Kegel- 
schnittes, wenn  sein  Mittelpunkt  und  ein  ihm  eingeschriebenes 
oder  umschriebenes  Dreieck  vorliegen ;  Schröter,  Seydewitz.  Der 
Kreis  über  der  Hauptaxe  eines  Kegelschnittes  als  Feuerbach*scher 
Kreis  von  Tangentendreiecken  des  Kegelschnitts 277 

6—6.  Kreise,  welche  einen  Kegelschnitt  doppelt  berühren. 

5.  Die  Kreise,  deren  Mittelpunkte  der  Hauptaxe  angehören.    Anger     279 

6.  Die  Kreise,  deren  Mittelpunkte  der  Nebenaxe  angehören.    ...     280 

7.  Kegelschnitte  in  Doppelberührung.    Chasles,  Poncelet 281 
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XXIX.  Die  proJeetiTisehe  Beiiehnng  bei  Chasles. 
Higtorische  Übersicht» 

1—3.  Ältere  Arbeiten,  welche  das  DoppelTerhältnis  bei  der 
Erzeagnng  von  KegelBchnitten  Terwerten.  s«i«e 

1.  ApolloniuB,  Simeon,  Cavalerius,  Mydorgius,  L'Hospital,  Newton .     282 

2.  Baymond.    B^rard,  Brianchon 283 

3.  Chasles,  Poncelet,  Staudt,  Bobillier 284 

4—5.  Chasles,  Noten  9,  15,  16  des  Aper9a  historique  etc.  (1837). 

4.  Stellmig  des  Apercu  historique  in  der  Litteratur.  Das  Doppel- 
Terh&ltnis;  Euler,  Poncelet.  Erzeugung  des  einschaligen  Hyper- 
boloids durch  projectiTische  Punktreihen  oder  Ebenenbüschel    .     286 

5.  Erseup^g  des  Kegelschnittes  durch  projectiTische  Gebilde. 
Descnptio  or^^anica;  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon;  Theorema 

ad  ^natuor  lineas  etc 287 

6.  Zwei  Polardreiecke  eines  Kegelschnittes  sind  einem  zweiten 
Kegelschnitte  eingeschrieben,  einem  dritten  umschrieben.  An- 
wendung auf  Tripel  coi^ugirter  Durchmesser  einer  Fläche  F^   .     288 

7—12.  Arbeiten  yon  Chasles  über  einschalige  Hyperboloide. 

7.  Der  Centrahmnkt  auf  einer  Greraden  einer  Begelfläche 289 

8.  ProjectiTische  Erzeugung  des  einschaligen  ^^erboloids.  Das 
orthogonale  Hyperboloid.  Seine  Definition  durch  eine  Entfemungs- 
eigenschaft — 

9.  Normalen  einer  Fläche  P,,  die  eine  oder  zwei  Gerade  treffen, 

Ton  einem  Punkte  aussehen  etc 290 

10.  Hyperbolisches  Paraboloid.  Die  Fufspunkte  der  Lote,  welche 
die  Geraden  einer  Schar  aus  einem  Punkte  empfangen,  erfüllen 

eine  KaumcorTe  B^ 291 

11.  Zweiter  Nachweis  dieser  BAumcurTO  E^\  entsprechende  CurTe 
beim  einschali|^en  Hyperboloid 292 

12.  Kleinere  Arbeiten.  Definition  des  NuUsystems  mittels  einer 
inTolutorischen  Begelschar.    Entwickelungen  Ton  Plflcker   .   .   .     293 

XXX.  Die  InToliitioii  iweiter  Ordmnig.    Bfigehel  und  Schar 
Ton  Kegelsohnitten. 

1 — 2.  Chasles,  Note  10  des  Aper9u  historique  etc.  (1837). 

1.  DoppelTerhältnisbeziehungen  der  Involution.    Satz  TOn  Poncelet     294 

2.  InTolution  auf  dem  Kegelschnitte.  Satz  über  Paare  senkrechter 
Strahlen,  die  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  coi^ugirt  sind. 
Zusammenhang  mit  Sätzen  Ton  Apollonius  und  Poncelet  etc..   .     296 

3—8.  Chasles,  Memoire  sur  les  lignes  conjointes  etc.  (1838). 

3.  Sätze  Ton  Poncelet,  Terquem,  Gregory.    Kegelschnittnetz    .   .   .     296 

4.  Metrische  Definition  eines  Kegelschnittes  mittels  eines  Kreises 
und  zweier  zugehörigen  coi\jugirten  Sehnen.  Brennpunkte  ge- 
wisser Schnitte  eines  Kegels  zweiten  Grades   .   .  298 

5.  Gemeinsame  Paare  conjugirter  Punkte  aller  Kegelschnitte  eines 
Büscheln.  Ein  Kegelschnitt  enthält  ihre  Pole  nach  einer  Geraden. 
Die  Kegelschnitte  eines  Büschels,  in  dem  ein  Kreis  Torkommt, 
erhalten  aus  seinem  Mittelpunkte  Normalen,  deren  Fufspunkte 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  angehören;  sie  enthält  die  Mittel- 
punkte der  Kegelschmtte.    Steiner 300 
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6.  Schar  Ton  Kegelschnitten,  welche  einen  Kreis  enth&lt.  Die  sn- 
gehöri^e  „foc^e  k  noeud** 300 

7.  Goign^rte  Sehnen,  die  ein  Kreis  mit  einem  Kegelschnitt  bestimmt. 
Constniction  der  Axen  eines  Kegels  zweiten  Qrades;  Hesee    .   .    802 

8.  Coivingirte  Kegel  einer  Fl&che  JP, :  Terquem.  Mittelpunktcunre  B^ 
eines  BüscheU,  den  eine  Kugel  £1  und  eine  Fläche  F^  be- 
stimmen.   B^  schneidet  F*  bi  den  Fufspunkten  der  Normalen, 

die  den  Mittelpunkt  TOn  iL,  enthalten 304 

9 — 16.  Arbeiten  Ton  Seydewitz. 

9.  InTolutorische  Lage  projectivischer  Gebilde 305 

10.  Polareigenschafben  des  Kegelschnittes.  Coigugirte  Halbmesser 
desselben.    De  la  Hire'scher  Kreis 306 

11.  Brennpunkte  des  Kegelschnitts;  Apollonins.    Chasles 307 

12.  Gememsame  Inyolutionen  coxgugirter  Punkte  und  Strahlen  zweier 
Kegelschnitte;  Poncelet 308 

18.  Ein  Kegelschnittbüschel  schneidet  auf  einer  Geraden  eine  Iuto- 

lution  aus 310 

14.  Orthogonale  Kreisbüschel,  projectivisch  Terallgemeinert  ....    311 

15.  Kegelschnitte,  Ton  denen  zwei  Punkte  und  zwei  Tangenten  ge^ 
geben  sind.  Gonstruction  eines  Kegelschnittes,  Ton  dem  ein  Punkt 
und  zwei  Involutionen  conjugirter  Punkte  Torliegen 312 

16.  Paare  conjugirt-imaffin&rer  Elemente :  SeydewitZjStaudt.  Kleinere 
Arbeiten  Ton  Seydewitz:  Ellipse  gröfsten  Inhaltes  in  einem 
Büschel;  Euler,  Anger 313 

17.  Paare  uneigentlicher  Punkte  und  Tangenten  des  Kegelschnittes: 
Paulus.    Poncelet 316 

18.  InTolutionssatz  von  A.  Jacobi;  Simson,  Serrois,  Gergonne, 
Dnrrande 817 


Zweiter  Abschnitt. 

Eindeutige  Beaiehimgen  vwisohen  Ghnmdgebilden 
zweiter  und  dritter  Stufe. 

XXXI.  GnmdgebUde  iweiter  Stufe. 

1—14.  Arbeiten  ron  Seydewitz. 

1.  Herstellung  quadratischer  Verwandtschaften  mittels  zweier  Pro- 
jecÜTitfiten.    flauptelemente  der  beiden  Ebenen 318 

2.  Transformation  algebraischer  Gurren;  Newton,  Maclaurin.   Ratio- 
nale Gurren  (7,;  Le  Fran9oi8 820 

8.  Quadratisch  verwandte  Punktfelder  einer  Ebene.    Doppelpunkte. 

Punkte,  die  sich  wechselseitig  entsprechen — 

4.  A.    Jacobi:    Herstellung    einer    (^quadratischen    Verwandtschaft 

zwischen    zwei    Panktfeldem    mittels    zweier    reciproken    Be- 

ziehunffen;  Poncelet,  Magnus,  Ghasles,  Seydewitz 821 

6.  Herstellung  collinearer  und  reciproker  Beziehungen  mittels  zweier 

Projectiyit&ten 322 

6.  Gollineare  Felder  können  auf  yier  Arten  in  perspectivische  Lage 

gebracht  werden;  Magnus,  Ghasles,  Spitzer,  Nerenburger.  Mübius     328 
oppelpunkte  collinearer  Felder  einer  Ebene 325 

8.  Afdnit&t,  Ähnlichkeit,  Gongruenz 326 

9,  Die    Wechselpunktinyolutionen    bei    reciproken    Feldern    einer 
Ebene.-    Die  beiden  Ordnungskegelschnitte  der  Beziehung  .   .   .327 
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10.  Zirei  projectiTisclie  Ponktreihen  auf  einem  EeffelscfaniUe  erzeugen 
einen  zweiten,  ihn  doppelt  berührenden  Kegelschnitt.  A.  Jacobi, 
Gimpel.    Göpel:  ein  Theorem  Ton  Plücker;  Poncelet 828 

11.  Zwei  reciproke  Felder  lassen  sich  auf  vier  Arten  zu  einem 
FolarsjBtimi  zusammensetzen.    Magnus 829 

12.  Zwei  reciproke  Felder  hönnen  so  in  eine  Ebene  gebracht  werden, 
dafs  die  eine  Ordnungscurre  in  ein  Geradenpaar  oder  in  eine 
Doppelgerade,  die  andere  in  ein  Punktepaar  oder  einen  Dopi>el- 
punkt  ausartet.    Poncelet 330 

13.  Zwei  collineare  Strahlenbündel  können  in  perspeotiTische  Lage 

zn  einer  Ebene  gebracht  werden 331 

U.  Zwei  reciproke  Strahlenbündel  können  auf  Tier  Arten  zu  einem 
Polarsystem  Tereinigt  werden 333 

15 — 17.  Besultate  aus  Magnus' Sammlung  von  Aufgaben  etc.  (1833). 

15.  Collineare  ebene  Systeme.  Collineare  Lage  derselben.  Ähnlichkeits- 
punkt Ähnlicher  Systeme;  Euler,  Chasles.    Congruente  Systeme.     834 

16.  Reciproke  Beziehung 336 

17.  Zwei  bilineare  Gleichungen  zwischen  zwei  Coordinatenpaaren 
stellen  eine  quadratische  Verwandtschaft  dar.  EreisTerwandt- 
schaft 337 

18—19.  Plficker,  System  der  analytischen  Geometrie  etc.  (1835). 

18.  Punkt-  und  Liniencoordinaten 338 

19.  Quadratische  Verwandtschaftw  Situationspunkte  bei  collinearen 
Feldern  einer  Ebene.  Reciproke  Felder  einer  Ebene.  Die 
Ordnongscurren  derselben 889 

XXXU.  Besiehiuigeii  KwiBeheii  Gnmdgebilden  dritter  Stufe* 

1.  Allgemeine  Vorbemerkungen.    Möbius,  Chasles,  Staudt,  Steiner    341 

2—7.  Resultate  aus  Magnus'  Sammlung  Ton  Aufgaben  etc.  (1837). 

2.  Collineare  Beziehung  im  Raum.  Centralperspectivische  Beziehung. 
Reliefperspective;  Breysig,  Anger , 342 

3.  Ahnliche  Systeme  im  Räume  besitzen  einen  Ähnlichkeitspunkt; 
Jacobi,  Euler 344 

4.  Ähnliche  Systeme  besitzen  eine  Ähnlichkeitsaze.  Durch  Drehung 
um  dieselbe  gelangt  das  eine  System  in  ähnliche  (perspectiVische) 
La^  zu  dem  anderen;  Chasles.    Vollkommen  und  symmetrisch 

fleiche  Systeme;  Jacobi 345 
wei  reciproke  Systeme  können  auf  vier  Arten  zu  einem  Polar- 
system yereinifft  werden.     ^,Elliptisch- reciproke*'   und  „Hyper- 
bolisch-reciproke"  Systeme'.    Seydewitz 346 

6.  Transformation  dritter  Ordnung,  welche  mittels  dreier  reciproken 
Beziehungen  definirt  wird.    E Denen  gehen  in  Fl&chen  Fg  über, 

die  eine  Baumcnrre  B^  enthalten;  Bobillier 847 

7.  Specialisirung.  Verwandtschaften  zweiter  Ordnung.  Kugel- 
Terwandtschaft.    Eine  bicirculare  Fläche  F^  mit  Knotenpunkt  .     349 

8 — 9.  Resultate  aus  Plückers*  System  der  analytischen 
Geometrie  des  Raumes  etc.  (1846). 

8.  Punkt-  und  Cbenencoordinaten.  Collineare  und  reciproke  Be- 
ziehung.   Das  Dualitätsgesetz 350 

9.  Büschel  und  Schar  Yon  Flächen  F^;  Poncelet,  Magnus   ....     352 
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10—26.  Die  Abhandlung  yon  Chasles'  Ap6r9U  hjistoriqne  etc.  (1887). 

10.  Allgemeine  Bemerkungen B58 

11.  DuaHtätsprincip.    Homologie-Beziehung;  Poncelet 364 

12.  Tripel  conjugiiter  Strahlen  einer  Fl&che  F,.    Projectiviache  Er- 
zeuffong  des  einschaligen  Hyperboloids — 
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[IV  u.  16  S.]    4.    1897.    Steif  geh.  n.  JL  1.40. 

HolmnülleTy  Prof.  Dr.  Gustav^  Direktor  der  Kgl.  Maschinenbauschule 
zu  Hagen,  Mitglied  der  Leopoldinisch-Karolinischen  Akademie, 
die  Ingenieur-Mathematik  in  elementarer  Behandlung. 
2  Tle.  n.  Teil,  enthaltend  das  Potential  und  seine  Anwendung 
auf  die  Theorien  der  Gravitation,  des  Magnetismus,  der  Elektricität, 
der  Wärme  und  der  Hydrodynamik.  Mit  287  Figuren,  zahlreichen 
Übungsbeispielen  und  einem  Anhange  über  die  Mafseinheiten. 
[XVn  u.  440  S.]    gr.  8.     1898.     In  Lnw.  geb.  n.  ^  6.— 
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Erster  Teil. 

Von  Monge  bis  auf  Poncelet  (1822). 

L  Einleitang. 

1.  Die  sjnthetiscbe  Geometrie  als  Wissenschaft  datirt  seit  dem  Er- 
scheinen von  Poncelet's  ,,traite  des  propri^t^s  projectives  des  figures^^ 
im  Jahre  1822.  Dies  fundamentale  Werk  bildet  aber  den  Abschluis 
einer  Bewegung,  die  etwa  am  Beginn  unseres  Jahrhunderts  durch 
die  vielseitigen  Anregungen  hervorgerufen  wurde,  die  Monge*)  in 
seinen  Vorträgen  an  der  Ecole  poljtechnique  auf  einen  grollen  Kreis 
Ton  Zuhörern  ausübte.  Nach  dem  Zeugnis  seiner  Schüler  liebte  er 
es  ganz  besonders,  auf  die  Beziehungen  hinzuweisen,  welche  die  Geo- 
metrie des  Baumes  mit  der  der  Ebene  verbinden,  und  so  aus  sinn- 
f^ligen  räumlichen  Beziehungen  überraschende  Folgerungen  abzu- 
leiten. Beispiele  hierfür  sind  uns  in  der  Herleitung  des  Satzes  von 
der  Ähnlichkeitsaxe,  in  der  Behandlung  der  Polareigenschaften  des 
Ejreises  erhalten.  Sicherlich  ist  auch  unter  Monge's  Einfluls  die 
Anschauung  zur  allgemeinen  Geltung  gelangt,  welche  für  unsere 
erste  Epoche  gewissermalJsen  als  Leitmotiv  gelten  kann,  nach  der 
zwei  beliebige  Kegelschnitte  einer  Ebene  als  Projectionen  zweier 
Kreise  angesehen  werden  können  oder,  was  dasselbe  ist,  gleichzeitig 
ein  Kegelschnitt  in  einen  Kreis  und  eine  beliebige  Gerade  seiner 
Ebene  ins  Unendliche  hinaus  projicirt  werden  kann.  Wenn  man 
so  gewonnene  Resultate  ohne  weiteres  auf  den  Fall  überträgt,  in 
dem  die  gegebenen  Kegelschnitte  vier  reelle  Punkte  gemein  haben, 
so  liegt  das  durchaus  in  Monge 's  Sinne,  der  nach  Hankel**)  „das 
Imaginäre  als  eine  zufällige  Folge  der  zufälligen  Lageverhältnisse 
ansieht,  welche  auf  die  wesentlichen  Eigenschaften  solcher  Gebilde, 
die    durch   eine  permanente  Eigenschaft  definirt  sind,    keinen  Ein- 


•)  Monffe^B  G^om^trie  descriptive  ist  in  Bachform  zuerst  (an  VII) 
1799  herausgekommen.  Die  ersten  Veröffentlichungen  geschahen  aber  be- 
reits 1795.  VgL  S^ances  des  ^oles  normales,  recueiUies  par  des  stäno- 
gn^E^es  etc.    Paris  (an  XU)  1795,  Bd.  1—4. 

**)  Hermann  Hankel,  Die  Elemente  der  projectivischen  Geometrie 
in  synthetischer  Behandlung,  Leipzig  1875,  S.  7. 

Jalir«tb«rlcht  d.  DenUohMi  Mathem.- Vereinigung.   V,  S.  1 
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2    E.  Kotier.    Bericht  über  die  Entwickelung  der  synthetiBcheii  Geometrie. 

fluTs  haben  kann."  Wir  sehen  stillschweigend  ein  Princip  gebraucht, 
das  Poncelet  später  als  Continuitätsprincip  unmnwanden  ausge- 
sprochen hat. 

In  der  geometrischen  Litteratnr  der  ersten  Epoche  ist  der 
starke  EinfluTs  Carnot's  unverkennbar.  Er  änfsert  sich  vorzugsweise 
in  der  Vorliebe,  mit  welcher  Transversalenbetrachtungen  als  Beweis- 
mittel herangezogen  werden.  Solchen  Beziehungen  war  einmal  ein 
Abschnitt  seines  yielcitirten  Hauptwerkes*),  andererseits  eine  selb- 
ständige Schrift^)  gewidmet.  Es  handelt  sich  hier  vor  allen  Dingen 
um  Anwendungen  des  Hauptsatzes,  da£s 

n  n 

JJ^Sa  •  BCa  •  CÄa  =  JjACa' BÄ^  '  CBa 
a»l  a«l 

ist,  sobald  A^,  •  ■  •,  J.^,  5^,  •  •  •,  JB^,  C^^  "'i^^n  ^®  Schnittpunkte  einer 
Curve  «ter  Ordnung  mit  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  sind. 
Nachdem  er  diese  Relation  zunächst  aus  dem  New  ton 'sehen  Potenz- 
satze (S.  436)  entwickelt  und  daraus  Folgerungen  gezogen,  denen  wir 
begegnen  werden,  giebt  er  in  der  zweiten  Schrift  eine  specielle  Be- 
gründung ftir  den  Kreis  aus  dessen  Potenüeigenschaft  und  leitet  erst 
aus  den  gewonnenen  Ergebnissen  durch  projectivische  Verallgemeine- 
rung Eigenschaften  der  Kegelschnitte  ab.  Diesen  Weg  sehen  vrir  viel- 
fach, z.  B.  in  Schriften  von  Chasles  und  Brianchon,  eingeschlagen. 
Alle  diese  Betrachtungen  konnten  freilich  die  Unterstützung  durch 
die  unmittelbare  Anschauung  nicht  entbehren.  Jedes  Ergebnis  war 
ja,  solange  man  bei  den  Strecken  nicht  auch  das  Vorzeichen  in  Be- 
tracht zog,  an  und  für  sich  vieldeutig,  es  konnte  z.  B.  die  Beziehung 

ABl  •  ^^1  •  f^A  =  ^Ci  •  BA^  •  CB^, 

wenn  J^,  B^y  C^  den  Seiten  BC,  CA^  AB  angehören,  sowohl  aus- 
drücken, daijs  J.J,  .B^,  (7|  in  einer  Geraden  liegen,  als  auch,  dafs 
-4. -4-1,  BBj^y  CC^  in  einem  Punkt  zusammenlaufen.  Um  hierüber  in 
dem  Einzelfalle  die  Entscheidung  zu  treffen,  war  es  erforderlich, 
eine  geeignete,  jedoch  völlig  allgemeine  Lage  der  Figur  nachzuweisen, 
bei  der  die  Beziehung  thatsächlich  die  erwartete  Bedeutung  hat 
Alsdann  konnte  man  aus  dem  Stetigkeitsgefühl  heraus  sich  der 
Allgemeingültigkeit  versichert  halten.  Meist  wird  dieses  „Correlations- 
princip'\  so  haben  wir  es  mit  Carnot  zu  bezeichnen,  stillschweigend 
vorausgesetzt.  Freilich  der  Hauptnutzen  seines  Princips  trat  für 
Carnot  dann  hervor,  wenn  ein  an  einer  Figur  gewonnenes  Ergebnis 


*)  L.  N.  M.  Carnot,  G^om^trie  de  positionj  Paris  1808,  Seciion  6. 
^)  L.  N.  M.  Carnot,   Memoire  sor  la  relation  qoi  existe  entre  les 
distances  respectives  de  cinq  points  quelconques  pris  dans  Fespace;  suivi 
d'un  essai  bot  la  th^orie  des  transyersales,  Paris  1806. 
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I,  1.  Monge  tmd  Camot.    2.  Inhaltsübenicht.  3 

auf  eine  andere  Figur  von  derselben  Allgemeinlieit,  aber  anderen 
Lageverhältnissen,  also  z.  B.  eine  trigonometriscbe  Formel  für  das 
spilxwinklige  Dreieck  auf  das  stumpfwinklige  Dreieck,  übertragen 
werden  sollte.  Die  Formel  konnte  ohne  weiteres  auf  die  zweite 
Figur  übertragen  werden,  wenn  man  sich  über  die  „Correlation 
der  Yorzeichen^^  klar  geworden  war,  das  heulst  sich  überzeugt  hatte, 
welche  Bestimmungsstücke  negativ  geworden  sind  beim  Übergange 
Yon  der  einen  Figur  zur  anderen.  Auf  diese  Weise  konnte  er  alle 
möglichen  FäUe  in  einer  einzigen  Formel  zusanunenfassen.  Es  ist 
zu  bekannt,  als.  dai3  ich  länger  dabei  verweilen  mülste,  daüs  erst 
Möbius  diesem  Princip  eine  mathematisch  strenge  Begründung  zu 
teil  werden  lieüis. 

2.  Die  Untersuchungen,  über  die  ich  im  ersten  Teile  berichte, 
sind  auf  drei  Abschnitte  verteilt,  die  der  Theorie  der  Kegelschnitte, 
der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  endlich  der  Kreis-  und  Kugellehre 
gewidmet  sind.  In  der  Kegelschnittlehre  werden  zwei  Capitel  (n,  DI) 
sich  mit  der  Construction  aus  fänf  Bestimmungsstücken,  Punkten 
und  Tangenten,  beschäftigen;  und  zwar  werde  ich  zunächst  mit  einer 
Übersicht  über  die  Geschichte  des  Pascal' sehen  Satzes  und  seines 
dualen  Gegenstücks,  des  Satzes  von  Brianchon,  beginnen.  Ein 
anderes  Capitel  (lY)  wird  sich  mit  den  einfach  unendlichen  Mannig- 
faltigkeiten, im  Anschluljs  daran  mit  der  Involution  beschäftigen.  Die 
Capitel  V  und  VI  sind  den  Polar-,  Mittelpunkt-  und  Brennpunkteigen- 
schaften gewidmet  Endlich  werde  ich  in  einem  Schlufscapitel  (VH)  die 
Entstehung  des  Kegelschnittes  aus  dem  geraden  Kegel  ins  Auge  fassen. 

Mit  ganz  besonderer  Vorliebe  haben  sich  bekanntlich  Monge 
und  seine  Schüler  mit  den  Oberflächen  zweiter  Ordnung  beschäftigt. 
In  dem  Vordergrund  steht  hierbei  die  Beduction  auf  die  Hauptaxen,  im 
Anschluls  daran  die  Ermittelung  von  Beziehungen  unter  den  Tripeln 
conjugirter  oder  orthogonaler  Durchmesser  (VHI).  Hieran  schlielst 
sich  zunächst  die  Ermittelung  der  Kreis-  und  Geradenscharen  (IX),  die 
Entwickelung  der  Polareigenschaften.  Von  verschiedenen  Gesichts- 
punkten her  gelangt  man  zu  dem  System  der  confocalen  Oberflächen 
und  erkennt  in  ihren  Schnittcurven  die  von  Monge  entdeckten 
Krümmungslinien.  Endlich  wird  von  Lam^  der  Begriff  des  Flächen- 
büschels geschaffen  (X).  Freilich  herrscht  hier  fast  absolut  die  ana- 
lytische Geometrie;  einer  nicht  rechnenden  Behandlung  erweisen  sich 
zunächst  nur  die  Polareigenschaften  als  zugänglich  (XI).  Dieselben 
geben  einen  Schlüssel  für  die  Eigenschaften  des  Flächenbüschels, 
dessen  Grundcurve  in  zwei  Kegelschnitte  zerfUllt,  und  führen  später 
zu  einer  Verallgemeinerung  und  freieren  Auffassung  der  Gesetze  der 
stereographischen  Projection  (XII). 

Der  dritte  Abschnitt  ist  endlich  der  Kreis-  und  Kugellehre  ge- 
widmet. Im  ersten  Capitel  (XLLl)  beschäftige  ich  mich  mit  der  stereo- 
graphischen Projection  im  engeren  Sinne,  im  zweiten  (XIV)  mit  der 
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Kreis-  und  Kugelverwandtschaft,  im  dritten  endlich  mit  der  Aufgabe 
des  Apollonius  und  seinem  räumlichen  Analogon  (XV).  Es  versteht 
sich  von  selbst,  dafs  ich  die  Faden  überall  mit  Sorgfalt  verfolgt  habe, 
die  in  frühere  Jahrhunderte  zurückführen.  In  dem  Folgenden  soll 
nur  auf  einiges  Hauptsächlichste  kurz  hingewiesen  werden.  Anderer- 
seits habe  ich  mich,  besonders  im  dritten  Abschnitt,  nicht  zu  ängstlich 
an  die  von  mir  selbst  gewählte  Einteilung  angeschlossen.  Ich  habe 
z.  B.  die  Kreis  Verwandtschaft  bis  zu  den  Arbeiten  von  Möbius  ver- 
folgt, durch  welche  dieselbe  einen  gewissen  AbschluDs  erfUhri  Bei 
der  Aufgabe  des  Apollonius  habe  ich  femer  erst  bei  der  Darlegung 
des  Zusammenhangs  mit  der  Theorie  der  bicircularen  Curven  und 
Flächen  zweiter  Ordnung  die  Behandlung  abgebrochen. 

3.  Definirt  man  eine  Ourve  geradezu  als  die  Schnittlinie,  welche 
eine  Ebene  mit  einem  geraden  oder  schiefen  Kreiskegel  gemein  hat, 
so  ist  es  nach  modernen  Begriffen  beinahe  unvermeidlich,  ganze 
Reihen  von  Eigenschaften  vom  Kreise  auf  den  Kegelschnitt  durch 
Projection  zu  übertragen.  In  der  That  bietet  uns  auch  die  Theorie 
der  Kegelschnitte  die  ersten  Beiträge  zu  einer  Vorgeschichte  der 
synthetischen  Geometrie.  Auch  den  Alten  sind  solche  Erwägungen 
nicht  fremd  geblieben,  wenn  sie  auch  in  ihrem  Hauptwerk,  den  acht 
Büchern  über  Kegelschnitte  des  Apollonius,  vollständig  unterdrückt 
sind.  Apollonius  entnimmt  in  der  That  aus  räumlichen  Beziehungen 
fast  nur  eine  planimetrische,  schon  Archimedes  bekannte  Definition, 
welche  den  Gleichungsformen 


,,s 


i  "i  (^  +  ö)  («  —  ^)     ^6z.     y^  =  2px 


entspricht.'^)  Das  Hauptmittel  für  seine  Untersuchungen  bilden 
identische  Beziehungen  zwischen  Flächenstücken,  die  mit  Hülfe  eines 
Curvenpunktes  in  gesetzmäßiger  Weise  sich  bilden  lassen;  man  hat 
mit  Zeuthen**)  in  dem  Werk  des  Apollonius  eine  Behandlung  im 
Sinne  einer  antiken  analytischen  Geometrie   zu  erblicken. 

4.    Als  Beweismittel    in  ausgiebigem   Gebrauch  sehen  wir  die 


*)  Apollonii  Pergaei  conicorum  libri  octo,  et  Sereni  Antissensis  de 
sectione  cylindri  et  coni  libri  dno,  Ed.  Halley,  Oxford  1710.  Die  vier  ersten 
Bücher  sind  im  griechischen  Text,  die  drei  folgenden  in  arabischer  Über- 
setzung erhalten,  das  achte  hat  Halley  ergänzt  (lib.  I,  Propp.  11  ff.,  S.  31  ff.}. 
Archimedes  kennt  schon  den  Potenzsatz  des  Apollonius,  nach  dem 
für  zwei  in  M  sich  schneidende  Sehnen  A^Ä^  und  B^B^  eines  Kegel- 
schnittes YT^ — iF^  ^^^  ^^^  ^^^  Richtungen  der  beiden  Sehnen  abhängt 
Ja.Ji^  •  Ja  Jim  

(Über  m,  Prep.  17,  S.  172ff.).  Jedoch  kann  er  den  Wert  der  Constaaten 
nur  als  Quadrat  des  Verhältnisses  der  zugehörigen  Tangenten  defim'ren  und 
war  deshalb  bei  der  Hyperbel  auf  die  Betrachtung  eines  Astes  beschränkt. 
**)  Zeuthen,  Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  Altertum.  Deutsch 
von  Fischer-Benzon.    Kopenhagen  1886. 
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Methode  der  Prqjectioii  bei  Desargues*),  Pascal**)  und  de  la 
Hire.***)  Pascal  hat  z.  B.  seinen  berühmten  Satz  zuerst  am  Kreise 
bewiesen  und  ihn  sodann  durch  Prqjection  auf  den  Kegelschnitt  über- 
tragen. Charakteristisch  ist  für  alle  drei,  daOs  sie  die  Erhaltung  des 
Doppelyerhältnisses  benutzen,  um  metrische  Eigenschaften  durch  Pro- 
jection  vom  Kreise  auf  den  Kegelschnitt  zu  übertragen.  Auf  diese 
Weise  hat  z.  B.  Desargues  den  Satz  gewonnen,  dals  ein  Kegelschnitt 
und  zwei  Paare  gegenüberliegender  Seiten  eines  eingeschriebenen 
Vierecks  von  einer  Geraden  in  einer  Involution  aus  sechs  Punkten 
getroffen  werden.  Ebenso  überträgt  de  la  Hire  die  Theorie  der 
Polaren  vom  Kreise  auf  den  Kegelschnitt  unter  Benutzung  des  um- 
Standes,  da£s  eine  harmonische  Punktgruppe  wieder  in  eine  harmonische 
Punktgruppe  projicirt  wird.  Die  beiden  geläufige  Anschauung  der 
Fluchtlinie  gestattet,  aus  den  Polareigenschafben  die  der  conjugirten 
Durchmesser  abzuleiten.  Bereits  Aguiloniusf)  hat  übrigens  ent- 
wickelt, dais  bei  der  Projection  eines  Kreises  in  eine  andere  Ebene 
der  Pol  der  Fluchtlinie  in  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  über- 
geht. Aus  einer  Anmerkung  zu  Euklid 's  Optik  muijs  man  schlieisen, 
da(s  Pappusf^)  nicht  unbekannt  mit  diesem  Zusammenhang  gewesen 
sein  kann. 

5.  Ein  berühmtes  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Centralprojection 
ist  Newton's  Satz,  dals  jede  Curve  dritter  Ordnung  als  Schatten 
einer  semicubischen  Parabel  betrachtet  werden  kann.  Newton  führt 
den  Satz  bekanntlich  mit  zwei  anderen  am  Schlufs  seiner  „Enumeratio 
lineanun  tertii  ordinis"  ohne  Beweis  an.'}~j~|')    Während  diese  anderen 


*)  Desargues,  Brouillon  projeet  d'mie  atteinte  aoz  ^udnemens  des 
rencontres  d'nn  cone  auec  nn  plan,  Paris  1639.  Oeuvres  de  Desargues 
r^unies  et  analvs^s  ^ar  Poudra,  Bd.  1,  Paris  1864,  S.  97  ff. 

^  Pascal,  Essai  pour  les coniqnes,  1640;  Oeavres  de  Blaise  Pascal, 
Bd.  4,  La  Haye  1779,  S.  1—7. 

•^  Von  den  drei  selbst^digen  Werken  de  la  Hire's  beruhen  zwei 
auf  der  Anwendung  des  Projicirens. 

1)  Ph.  de  la  Hire,  Nouvelle  m^thode  en  g^om^trie  pour  les  sections  des 
superficies  coniques  et  cylindriques  etc.,  Paris  1673. 

2)  Ph.delaHire,  Sectiones  conicae  in  novem  libros  distributae,  Paris  1686. 

In  seinem  dritten  Werk 
3)Ph.  delaHire,  Nouveaux  Samens  des  sections  coniques,  les  lieux  gäo- 

m^triques  etc.,  Paris  1679 
geht  er  von  den  Brennpunkteigenschaften  der  Kegelschnitte  aus. 

t)  Francisci  Aguilonii  Opticorum  libri  sex,  Antwerpen  1613,  S.  289. 
ff)   Pappi   Alexandrini   collectionis    quae   supersunt   e   libris  manu 
scriptiB  edidit  Fridericus  Hultsch,  Bd.  1—3,  Berlin  1876—1878  (Bd.  2, 
S.  698,  liber  6,  Prop.  64). 

ttt)  Opticks:  or,  a  treatise  of  the  reflections,  refractions,  inflexions 
and  colours  of  Light  Also  two  treatises  of  the  species  and  magnitude  of 
curvilinear  figures,  London  1704.  (Das  Titelblatt  nennt  Newton's  Namen 
nicht,  die  Vorrede  ist  mit  J.  K.  unterzeichnet):  Enumeratio  linearum  tertii 
ordinis  (Bd.  2,  S.  137—169)  Prop.  29,  S.  167. 
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Sätze,  durch  welche  der  Potenzsatz  des  Apollonins  auf  Cuiren 
dritter  Ordnung  ausgedehnt  und  zu  dem  Durchmesser-Satz  der  Kegel- 
schnitte ein  Analogon  geschaffen  wird,  schon  von  Stirling*^)  bewiesen 
wurden,  scheint  Clairaut**)  den  eigentlichen  Grund  des  Satzes  von 
der  semicubischen  Parabel  zuerst  erkannt  zu  haben.  Newton's 
enumeratio  hat  vielfach  zu  Einteilungen  der  Curven  dritter  Ordnung 
geföhrt.  Neben  den  schon  genannten  Arbeiten  von  Stirling  und 
Clairaut  sind  solche  von  Nicole***),  Cramerf),  Eulerff), 
Murdochf^)  anzuführen.  Zu  dem,  was  wir  jetzt  Geometrie  auf 
der  Gurve  dritter  Ordnung  nennen,  finden  sich  die  Anflüige  bei 
Maclaurin.*f)  Er  folgert  eine  groDse  Beihe  der  uns  bekannten 
Sätze  aus  dem  Theorem  von  Cotes.**f)  Ich  komme  hierauf  im 
zweiten  und  dritten  Teile  zurück. 

6.  Desargues  spricht  in  seinem  „Brouillon  project"***f)  be- 
kanntlich den  Satz  aus,  dafs  alle  zu  einander  parallelen  Geraden  als 
die  Strahlen  eines  Bündels  mit  xmendlich  fernem  Centrum  anzusehen 
sind.  Offenbar  ist  diese  Begel  aus  den  Gesetzen  des  perspectivischen 
Zeichnens  erwachsen.  Es  hatte  aber  eines  Zeitraums  von  beinahe 
40  Jahren  bedurft,  um  diese,  nach  unseren  Begriffen  beinahe  selbst- 


*)  Jacob  Stirling,  Isaaci  Newtoni  Enumeratio  linearum  tertii  ordi- 
nis;  sequitar  illustratio  eiusdem  tractatus,  Paris  1797  (in  erster  Auflage: 
Oxoniae  1717);  (Prop.  10,  S.  117V 

*•)  Clairaut,  Sur  les  couroes  que  Ton  forme  en  coupant  une  surface 
courbe  qaelconqne  par  un  plan  donn^  de  position  [datirt  vom  12.  De- 
cember  1731],  Hist.  de  l'Ac,  Annde  1781,  Paris  1783,  T.  II,  Mdm.,  S.  483 
—494  (8.  491). 

***)  Nicole,  Trait^  des  lignes  du  troisiäme  ordre  ou  des  conrbes  da 
second  crenre.  Hist.  de  TAc.  Ann^e  1729,  Paris  1731,  T.  I,  Hist.,  S.  87—43, 
T.  n,  Mäm.,  S.  194 — 224.  Nicole,  Mani^re  d^engendrer  dans  un  Corps 
solide  toutes  les  lignes  da  troisi^me  ordre.  Hist.  de  TAc,  Annde  1731, 
Paris  1738,  M^m.,  S.  494—510. 

t)  G.  Cr  am  er,  Introduction  ä  Tanalyse  des  lignes  coorbes  alg^riqnes, 
Genf  1760,  Can.  9. 

tt)  L-  Eni  er,  Introductio  in  analysin  infinitorom,  Bd.  2,  Lausanne 
1748,  Cap.  9  u.  10. 

ttt)  Murdoch,  Newtonis  (Genesis  Curvaram  per  umbras,  Leyden  1740, 
London  1746.    Dieses  Werk  ist  mir  unzugänglich  geblieben. 

*t)  Colin  Mac  lau  r  in,  Appendix:  De  hnearum  ffeometricaram  pro- 
prietatibus  generalibus  Tractatus,  London  1748.  Erschienen  als  Aw^ang 
mit  selbständifirer  Paginirung  zu:  A  Treatise  of  Algebra,  in  three  parte, 
to  which  is  added  an  appendix  conceming  the  general  properties  of  Geo- 
metrical  Lines,  London  1748.    (Nach  Maclaurin's  Tode  erschienen.) 

••f)  Maclaurin  giebt  an  dem  angefahrten  Ort  aufser  dem  üblichen 
analytischen  Beweise  noch  einen  zweiten  Beweis  (S.  26—29).  Das  Theorem 
wird  bezeichnet  als  „hacasqae  ineditum"  (S.  2).  Es  ist  ihm  von  Smith 
aus  den  Papieren  vonCotes  ohne  Beweis  mitgeteilt  worden.  Smith  spricht 
offenbar  in  der  Vorrede  (S.  6)  der  von  ihm  herausgegebenen  Harmonia 
mensuranim  Bogeri  Cotesii,  Cambridge  1722,  von  diesem  Theorem,  in 
dem  Buche  selbst  habe  ich  es  nicht  auffinden  können. 
***t)  Oeuvres,  Bd.  1,  S.  106. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


1, 5.  Newi  Genes,  curr.  per  nmbr.    6.  OoUm.  Umform.  d.  Ebene  in  sich.    7 

Terstftndliche  Folgerang  ans  dem  Gesetz  des  Fluchtpunktes  zu  ziehen, 
das  Ubaldo*)  bereits  1600  allgemein  ausgesprochen  hatte.  Er 
begründet  (S.  43),  dais  unter  sich  parallele  Strahlen  als  Gerade, 
die  in  einem  Punkt  zusammenlaufen,  abgebildet  werden.  Dieser 
Punkt  wird  von  dem  durch  das  Auge  gelegten  Parallelstrahl  aus- 
geschnitten, um  für  die  Richtungen  einer  horizontalen  Ebene 
die  Fluchtpunkte  zu  erhalten,  schlägt  er  dieselbe  in  die  Bildebene 
herunter  und  zieht  aus  dem  Punkt,  in  welchen  der  Fulspunkt  des 
ans  dem  Auge  geföllten  Lotes  sich  umlegt,  eine  Gerade  der  ge- 
wünschten Richtung.  Von  ihrem  Spurpunkt  aus  hat  man  alsdann 
die  Augenhöhe  senkrecht  aufzutragen.  Von  einer  Geraden  des  Grund- 
risses erhält  man  als  Abbildung  die  Verbindungslinie  von  Spurpunkt 
und  Fluchtpunkt;  die  Abbildung  eines  Punktes  erfolgt,  indem  man 
zwei  beliebige  ihn  enthaltende  Gerade  abbildet.  Sind  also  m\  n\  a 
die  Bilder  der  Punkte  m,  n,  a,  so  schneiden  sich  mn  und  mn\ 
%ha  und  ma\  na  und  na  aiif  der  Spurlinie,  und  man  kann  so 
anfs  leichteste,  wenn  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  m,  m' 
und  n,  n  vorliegen,  zu  jedem  anderen  den  zugehörigen  finden. 
Mit  Becht  erblickt  Chr.  Wiener**)  in  diesen  Regeln  die  Keime 
für  die  perspectivisch-collineare  Umformung  der  Ebene. 

Legt  man  die  Hauptebene  in  die  Bildebene  herunter,  so  er- 
giebt  sich  ohne  weiteres  folgende,  von  Chasles  de  la  Hire  zu- 
geschriebene Methode  der  Umformung.  Neben  zwei  parallelen  Ge- 
nden,  der  Formatrix  und  Directrix,  sei  ein  fester  Pol  gegeben. 
Einer  beliebigen  Geraden  ordne  man  die  Verbindungslinie  der  Punkte 
zn,  in  denen  sie  selbst  und  eine  durch  den  Pol  gelegte  Parallele 
Formatrix  und  Directrix  treffen,  alsdann  wird  auch  jedem  Punkte 
der  einen  ein  bestinunter  Punkt  der  anderen  Ebene  zugeordnet,  und 
es  gehen,  wie  de  la  Hire  durch  umständliche  trigonometrische  Ent- 
wickelungen  dargethan  hat,  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
durch  den  Pol  hindurch.  Nach  Chasles'  Angabe  bestand  hierin  die 
von  de  la  Hire  in  seinen  „Planiconiques"***)  benutzte  Umformung, 


^Guidi  Ubaldi  e  Marchionibus  montis  Perspectivae  libri  sex, 
Pisaon  1600. 

**)  Chr.  Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie,  Bd.  1, 
Leipag  1884.  Erster  Abachnitt:  Greschichte  der  darstellenden  Gkomeiarie, 
S.  16.  Wesentlich  mit  Rücksicht  auf  diese  vortreffliche  Darstellung 
Rauben  wir  uns  ein  näheres  Eingehen  auf  die  Geschichte  der  Perspective 
Temgen  zu  kOnnen. 

*^De  la  Hire  spricht  Ton  seinen  ,,Planiconique8"  in  der  Vorrede 
der  NonTeauz  Clemens  etc.  (S.  1).  Nach  Chasles'  Angabe  (Apercu  histo- 
riqae  rar  Torigine  et  le  d^Teloppement  des  mdthodes  en  gäom^tne,  Paris 
1837,  2.  Auflage  1876,  S.  127—129)  bildete  die  Untersuchung  nnter  dem 
Titel  Planiconiques  einen  zweiten  Teil  der  NouveUe  m^thode  eto.  Das 
mir  zog&Dgliche  Exemplar,  ein  Band  von  78  Seiten,  enthält  diesen  zweiten 
Teil  mdessen  nicht. 
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mit  deren  Hülfe  er,  ohne  aus  der  Ebene  hinauszugehen,  einen  Kreis 
in  einen  Kegelschnitt  umformte. 

Bereits  Newton  benutzt  eine  allgemeinere,  nicht  perspectivische 
collineare  Umformung  der  Ebene.*)  Auf  zwei  Geraden  mögen  sich 
d  und  D  so  bewegen,  dafs  ihre  Verbindungslinie  durch  einen  festen 
Punkt  0  hindurchgeht.  Von  d  und  J)  aus  mögen  in  festen  Richtungen 
Strecken  dg  und  DG  aufgetragen  werden,  die  zu  Od  und  OD  pro- 
portional sind,  alsdann  beschreiben  g  und  G  collineare  Figuren.  Der 
Hauptzweck  seiner  Transformation,  die  in  die  allgemeinste  collineare 
übergeht,  wenn  man  etwas  allgemeiner 

0D_    JDG 

Od  ~^  dg 

setzt,  ist  für  Newton,  einzelne  Punkte  einer  Figur  ins  Unendliche 
entfernen  zu  können. 

7.  Bosse**)  hat  Desargues'  Beweise  für  seinen  berühmten 
Satz  von  den  perspectivischen  Dreiecken  erhalten.  Für  den  Raum  hat 
er  genau  die  Schluisweise  angewendet,  die  uns  jetzt  so  geläufig  ist; 
zu  dem  Specialfall,  dafis  beide  Dreiecke  einer  Ebene  angehören, 
ist  er  mit  Hülfe  der  Parallelprojection  übergegangen.  In  Form 
eines  Bewegungsgesetzes  war  dieser  letztere  bereits  den  Alten 
bekannt.  Die  beiden  Beispiele,  die  Pappus***)  am  Beginn  seines 
siebenten   Buches    als   Beispiele    aus    den    drei    Büchern    Poiismen 


Dafs  es  de  laHire  liebte,  die  ihm  geläufigen  jGesetze  der  Perspeciave 
bei  der  Behandlung  mathematischer  Aufgaben  zu  benutzen,  wird  an  seiner 
Behandlung  der  Aufgabe  klar,  den  Ort  des  Scheitels  eines  Winkels  zu 
finden,  der  an  einem  Kegelschnitte  gleitet.  Projicirt  man  den  Kegel- 
schnitt in  einen  Kreis  und  schlaf  die  durch  die  Spitze  des  Kegels  gelegte 
Parallelebene  zu  der  des  Kegelschnitts  in  die  Ereisebene  hemnter,  so  ent- 
steht folgende  Fassung  der  Aufgabe:  Man  suche  die  Kreuzungspunkte  der 
Tangentenpaare  eines  Kreises,  deren  Schnittpimkte  Ä^J^;  B,B.;  ^i  ^i ;  •  •  • 
mit  einer  festen  Geraden  einen  und  denselben  Winkel  an  einem  Destimmten 
Punkte  der  Ebene  bestimmen.  De  la  Hire  ermittelt  nun  die  Fluchtpunkt- 
beziehung unter  den  projectivischen  Punktreihen  ABC  .. .  und  A^BiC.  ... 
und  gelui^  durch  eine  ziemlich  schwerfällige  Rechnung  zu  einer  Cunre 
vierter  Ordnung  für  den  allgemeinen  Fall,  zu  einem  Ke^lschnitt  fOr  den 
Fall  eines  rechten  Winkels.  Dafs  der  letztere  sich  in  emen  Kreis  zurück- 
projicirt,  wird  aus  Symmetrie -Betrachtungen  geschlossen.  Vgl.  Con- 
struction  g^n^rale  des  lieuz  oü  sont  les  sommets  de  tous  les  angles  ^gaux 
droits,  aigus  ou  obtus  qui  sont  formäs  par  les  Touchantes  des  Sections 
coniques.  Bist,  de  TAc.  Ann^e  1704,  Paris  1706,  T.  2,  M^m.,  S.  220— 28«. 
*)  Newton,  Philosophiae  naturalis  principia  mathematica,  London 
1687,  liber  1,  Lemma  22,  S.  86.  Wir  kommen  hierauf  und  auf  die  all- 
gemeineren Entwickelungen  Waring's  im  zweiten  Teile  zurück. 

**)  Bosse,  Mani^re  universelle  de  M.  Desargues  pour  pratiquer  la 
perspective  etc.,  Paris  1648.  Poudra  giebt  eine  Inhaltsübersicht  dieses 
Werkes:  Oeuvres  de  Desargues,  Bd.  2,  S  173*.  und  teilt  die  betreffenden 
Entwickelungen  mit:  ibidem  Bd.  1,  S.  416ff. 

***)  Pappi  Collectanea  ed.  Hultsch.  S.  658— 655. 
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Enklid's    mitteilt,   lauten    nach  Simson's*)    schar&inniger  Inter- 
pretation etwa  folgendermafisen: 

„Drehen  sich  die  Seiten  eines  Dreiecks  um  drei  feste,  in  einer 
Oeraden  liegende  Pnnkte,  nnd  schreiten  zwei  Ecken  anf  festen 
Geraden  fort,  so  bewegt  sich  auch  die  dritte  Ecke  auf  einer  Ge- 
raden, welche  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  ersten  hindurch- 
gehl" Ganz  Analoges  gut  fftr  den  Fall  des  vollständigen  »-Seits.  An 
diese  Sätze  knüpfen  nxm  die  Entwickelimgen  an,  welche  fär  die  Vor- 
geschichte der  synthetischen  Geometrie  die  wichtigsten  sind.  Lä£st 
man  die  Beschränkung  fiällen,  daüs  die  gegebenen  Drehpunkte  einer 
Greraden  angehören,  so  werden  alle  übrigen  Punkte  Kegelschnitte 
beschreiben.  Dieses  allgemeine  Theorem:  Drehen  sich  n  Gerade  um 
feste  Punkte,  und  werden  n  —  1  von  einander  unabhängige  Schnitt- 
punkte über  feste  Gerade  geführt,  so  beschreiben  alle  übrigen 
Schnittpunkte  Kegelschnitte  oder  gerade  Linien,  bildet  den  Abscblulä 
von  Braikenridge's  „Exercitatio  geometrica"  (S.  60)**);  aus  dem 
Specialfalle  dreier  Pole  ergiebt  sich  ihm  der  PascaFsche  Satz.  In- 
dessen hängt  der  Satz  aufs  innigste  mit  der  „descriptio  organica^^ 
Newton's***)  zusanmien.  Pur  den  Lehrsatz,  dals  die  freien  Schenkel 
zweier  festen,  um  ihre  Scheitel  gedrehten  Winkel  einen  Kegelschnitt 
erzeugen,  wenn  der  Schnittpunkt  der  beiden  anderen  auf  einer  Geraden 
fortschreitet,  bildet  den  Durchgangspunkt  ein  Lemma,  das  sich  als 
Spedal&ll  des  Braikenridge'schen  Satzes  für  drei  Drehpunkte  auf- 
fassen läist,  nämlich  der  schon  von  Cavaleriusf)  aufgestellte  Satz: 
Bleibt  eine  Seite  eines  Dreiecks  zu  sich  selbst  parallel,  während 
ihre  Ecken  auf  Geraden  fortschreiten,  und  drehen  sich  die  beiden 
anderen  Seiten  um  feste  Punkte,  so  durchläuft  die  dritte  Ecke  einen 
Kegelschnitt,  welchem  auch  die  beiden  Drehpunkte  angehören.  Als 
SpecialfUlle  der  descriptio  organica  lassen  sich  die  beiden  Erzeugungen 
au£fossen,  die  de  Witt  ff)  für  Parabel  und  Hyperbel  mitteilt 
(Über  T,  Cap.  1  u.  2).  Im  ersteren  Fall  ist  der  eine  Winkel  in 
einen    Strahl   ausgeartet,    der   sich    parallel    zur   Axe    der   Parabel 

*)  PappiAlexandrini  Propositiones  duae  ...  Restitutae  a  ...  Roberto 
Simgon,  Fbü,  Trans,  f.  1728,  Bd.  82,  1724,  S.  880—839. 

^  Braikenridge,  Exercitatio  geometrica  de  descriptione  linearum 
corraram,  London  1788. 

***)  Die  Beseiclmnng  descriptio  organica  gebraucht  Newton  in  der 
Enumeratio  (§  81),  der  im  Text  angedeutete  Beweis  findet  sich  in  den 
Principia  (über  1,  Lemma  21).  Auch  in  der  Arithmetica  universalis  ist 
Newton  auf  diesen  seinen  Lieblingssatz  zurückgekommen  (Gap.  14,Probl.  57). 
t)Cavalerin8,  Exercitationes  geometricae  sex,  Bononiae  1647.  Exer- 
citatio sexta  (Aper9U  historique,  S.  100). 

tt)  Johanii^s  de  Witt  Elementa  curvarum  lineairmi.  Edita  opera 
Francisci  aSchooten,  Amsterdam  1688  (die  Vorrede  deWitt's  ist  1668 
onteneichnet)  enthalten  in:  Bartholinus,  Principia  Matheseos  univer- 
salis seu  introductio  ad  geometriae  methodum  Eenati  des  Cartes, 
Amsterdam  1688,  S.  158—840. 
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oder  einer  Asymptote  der  Hyperbel  bewegt,  im  zweiten  Fall  ist  der 
eine  Winkel  in  einen  Strahl  ausgeartet,  der  sich  nm  einen  festen 
Punkt  dreht,  der  andere  Winkel  in  ein  Paar  paralleler  Strahlen, 
welches  unter  festem  Abstand  parallel  zu  einer  Asymptote  bewegt 
wird,  während  die  andere  Asymptote  die  Bewegung  der  unfreien 
Schenkel  regelt.  Ellipsen  werden  durch  alle  Punkte  einer  Geraden 
beschrieben,  von  der  sich  zwei  feste  Punkte  auf  gegebenen  Geraden 
bewegen  (liber  I,  Cap.  3).  Dieses  Theorem,  das  für  den  Fall  zweier 
senkrechter  Stralilen  schon  von  Stevin*)  ausgesprochen  und  auf 
Ubaldo**)  zurückgeführt  war,  wird  von  de  Witt  auf  schiefwinklige 
Axen  erweitert.  Überdies  giebt  er  für  die  Ellipse  die  schon  von  Stevin 
(a.  a.  0.  S.  18)  und  Mydorgius***)  angegebene  Ableitung  aus  dem 
Kreise  durch  Vergrölserung  der  Abscissen  in  constantem  Verhältnis. 
Auf  der  anderen  Seite  kann  man  die  descriptio  organica  Newton 's 
durch  Einführung  beliebig  vieler  Winkel  erweitem.  Dreht  man 
n  feste  Winkel  um  ihre  Scheitel,  während  man  zugleich  n  —  1 
unabhängige  Schnittpunkte  über  feste  Geraden  bewegt,  so  durchlaufen 
die  übrigen  Schnittpunkte  Kegelschnitte.  Man  kann  nun  die  Winkel 
in  Strahlen  ausarten  lassen,  die  sich  um  feste  Punkte  drehen,  und 
erhält  alsdann  die  Braikenridge'sche  Erzeugungsweise.  Maclaurin 
hat  diese  Bemerkung  bei  Gelegenheit  seiner  Fehde  mit  Braikenridge 
gemacht.  Die  Erweiterung  auf  n  Winkel  ist  ihm  nach  dieser 
Äufserung  schon  1720  bei  Abfassung  seiner  „Geometria  organica" 
bekannt  gewesen,  er  habe,  eben,  weil  sie  doch  nur  wieder  auf 
Kegelschnitte  führt,  sie  nicht  ausdrücklich  aufgeführt. 

8.  Noch  aus  einem  anderen  Grunde  müssen  wir  bei  diesen 
Entwickelungen  verweilen.  Sie  bieten  uns  neben  der  uralten  Kreis- 
Verwandtschaft  die  ersten  Beispiele  für  eine  quadratische  Verwandt- 
schaft. Bereits  Newton  hat  am  Schlufs  der  enumeratio  die  Er- 
zeugung mit  Hülfe  zweier  Winkel  auf  Curven  dritter  und  vierter 
Ordnung  ausgedehnt.  Wird  der  eine  Durchschnitt  P  der  Schenkel 
zweier  Winkel  PAD^  PBD  über  einen  Kegelschnitt  geführt,  so 
beschreibt  der  andere,  Z),  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  Doppel- 
punkten in  Ä  und  B  und  der  besonderen  Lage  \E  von  D,  für 
welche  die  Schenkel  AP  und  BP  in  AB  zusanmienf allen.  Diese 
Curve  ist  von  der  dritten  Ordnung,  wenn  AD  und  BD  gleichzeitig 
in  die  Lage  AB  geraten,  oder  der  Kegelschnitt  durch  A  oder  B 
hindurchgeht.     Man  kann  deshalb  eine  Curve  dritter  Ordnung  durch 


*)  SimonStevin,  Tomas  secondus  Mathematicorom  hypomnematnm 
de  Geometriae  Praxi,  Leyden  1605,  S.  16. 

**)  Guidi  Ubaldi  Planisphäriorom  universalium   theorica,   Pisauri 
1679,  S.  118  ff. 

**•)  Claudii  Mydorffii  Prodromi  catoptricorum  et  dioptricorum  etc., 
Paris  1631,  S.  110.  Auf  derselben  Seite  findet  sich  die  in  der  Praxis  noch 
heute  übliche  Ableitung  aus  zwei  Kreisen. 
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sieben  einfache  und  einen  Doppelpunkt  bestimmen.  Die  Curve  dritter 
Ordnung  artet  in  einen  Kegelschnitt  ans,  wenn  noch  auiserdem  AB 
und  BD  gleichzeitig  in  die  Lage  AB  gelangen  [§§  31  bis  33]. 
Die  thatsächliche  Einführung  des  Gedankens  der  quadratischen  Ver- 
wandtschaft erblicke  ich  in  den  Entwickelungen  von  Maclaurin.*) 
Den  Geraden  der  i>- Ebene  werden  Kegelschnitte  zugeordnet,  die 
durch  A^  B  und  einen  dritten  festen  Punkt  hindurchgehen.  Sie 
haben  also  mit  einer  Curve,  die  D  beschreibt,  genau  so  viele  Punkte 
gemeinsam,  als  die  gegebene,  von  P  beschriebene  Curve  mit  den 
K^elschnitten  gemein  hat  Es  entspricht  also  einer  Curve  n^'  Ord- 
nung eine  solche  von  der  2w**°  Ordnung.  Dieselbe  hat  -4,  B  und 
E  zu  n-fachen  Punkten,  die  Ordnung  sinkt  auf  2  n  —  r  herab,  wenn 
die  gegebene  Curve  A  oder  B  r-fach  enthält,  die  Asymptoten  der 
neuen  Curve  correspondiren  den  Schnittpunkten  mit  einem  festen 
Kegelschnitt,  den  P  beschreibt,  wenn  AB  und  BB  parallel  bleiben. 
Deutlicher  läM  er  alles  dies  bei  der  Transformation  eines  Kegel- 
schnittes hervortreten  (S.  79 — 86).  Am  Schlufs  seines  Werkes 
kommt  Maclaurin  nochmals  hierauf  zurück,  um  eine  Curve  n**'  Ord- 
nung durch  einen  (n  —  1) -fachen  Punkt  und  2n  einfache  Punkte  zu 
construiren.  Die  Curve  kann  organisch  aus  einer  anderen  erzeugt 
werden,  die  den  ausgezeichneten  Punkt  (n  —  2) -fach  enthält  und  durch 
2  n  —  1  gegebene  Punkte  hindurchgeht,  und  wird  schlieislich  durch 
eine  Folge  organischer  Erzeugungen  aus  einem  durch  fimf  Punkte 
gegebenen  Kegelschnitt  hervorgehen,  um  die  Eindeutigkeit  seiner 
Lösung  zu  sichern,  stellt  er  den  fOr  die  Theorie  der  algebraischen 
Curven  epochemachenden  Satz  auf,  dais  eine  Curve  m**'  mit  einer 
anderen  n*^  Ordnung  ntn  Schnittpunkte  gemein  hat,  nachdem  er 
die  Fälle  m  =  1,  2,  3  bewiesen  hat.  Ln  Anschlufs  daran  wirft  er 
die  Frage  auf^  ohne  sie  beantworten  zu  können,  wie  es  konmie,  dafs 
zwei  Curven  fif^  Ordnung  mehr  Schnittpunkte  mit  einander  gemein 
haben,  als  zu  ihrer  Bestimmung  hinreichen,  giebt  er  femer  die  noch 
jetzt  übliche  Bestimmung  der  Maximalzahl  der  Doppelpunkte  einer 
Curve  n***  Ordnung.  Auch  im  übrigen  ist  die  Methode,  die  Maclaurin 
zur  Bestimmung  seiner  Curven  benutzt,  die  Betrachtung  gewisser, 
grofsenteils  mehrdeutiger  Verwandtschaften.  Er  verallgemeinert  z.  B. 
die  Newton'sche  organische  Erzeugung,  indem  er  auch  die  Scheitel 
der  auftretenden  Winkel  veränderlich  macht.  Wenn  beispielsweise  von 
einem  offenen  Polygon  C^o^i^2  •  •  *  ^»+i  ^n4-%  ^®  Winkel  bei  (7^, 
^11   •   -  •»    ^«4-1    g®fi^®b®^   sind,    C^   und    C^,^    festgehalten   und 


^  Colin  Mac  Lanrin,  Geometria  organica  sive  descriptio  linearum 
carvarom  universalis,  London  1720.  Eine  Art  Selbstanzeige  des  Baches 
bietet  Maclaurin  in  der  Abhandlung:  Nova  Methodos  Umyersalis  Cnrvas 
onmes  c^jnscnnque  Ordinis  mechanicae  describendi  sola  datonim  Angulo- 
mm  ac  Bectamm  Ope,  Phil.  Trans,  f.  1718,  Bd.  30,  1720,  S.  939—946. 
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irgend  n  der  Ecken  (7^,  0^,  .  .  .,  C^,^  auf  festen  Geraden  bewegt 
werden,  so  beschreibt  die  übrige  Ecke  eine  Curve  von  der  Ordnung 
(n  -f-  2).  Maclaurin  beweist  dies  zunächst  analytisch  fOi  die  Ton 
(7^  ,  j  beschriebene  Curve  (C7^  .  j),  überträgt  es  aber  auf  (CT.)  etwa 
durch  folgende  Überlegung.  (C  )  schneidet  eine  beliebige  Gerade  l 
ebenso  oft,  als  die  für  C^i^  gegebene  Gerade  der  Curve  {C^jl_i) 
begegnet,  welche  l  und  den  übrigen  für  (7^,  ...,  C7^_i,  (^r4-v '"^ 
C  gegebenen  Geraden  entspricht,  d.  h.  (n  -f-  2)-mal.  Ebenso  setzt 
er  an  Stelle  der  n  gegebenen  Geraden  Curven  beliebig  hoher  Ord- 
nung ein.  Eine  der  Erzeugungen  fftr  rationale  Curven  dritter  Ord- 
nung, die  Maclaurin  am  Anfang  seines  Buches  giebt,  charakterisirt 
sie  als  Erzeugnis  eines  Strahlbüschels  erster  und  eines  dazu  projec- 
tivischen  Strahlbüschels  zweiter  Ordnung.  Ich  komme  hierauf 
später  zurück. 

Auch  Braikenridge's  Buch  bietet  die  Keime  einer  quadrati- 
schen Verwandtschaffc.  Drehen  sich  die  Geraden  Ä^Ä^^  -^-^n  -^i-^ 
um  feste  Punkte  B^^  B^^  5,,  schreitet  -^3  über  eine  ein  für  allemal 
feste  Gerade,  Ä^^  über  eine  Curve  n**'  Ordnung,  so  bewegt  sich  A^ 
über  eine  Curve  2n*®'  Ordnung.  Wird  A^  über  eine  beliebige 
Gerade  geführt,  so  beschreibt  A^  stets  einen  Kegelschnitt,  dessen 
2n  Schnitttpunkten  mit  der  gegebenen  Curve  die  Punkte  entsprechen, 
welche  die  von  A^  beschriebene  Curve  mit  einer  Geraden  gemein 
hat  (S.  26).  Braikenridge  beobachtet  femer,  daljs  die  transformirte 
Curve  ^1,  B^  und  den  Schnittpunkt  Dg  von  -^1^2  °^^  ^^^  ^  -^3 
gegebenen  Geraden  Oj  w-fach  enthält,  dafe  ihre  Ordnung  um  eine 
Einheit  sinkt,  wenn  die  gegebene  Curve  durch  B^  oder  B^  hindurchgeht, 
imd  dafs  sie  im  letzteren  Fall  D^  nur  noch  (n  —  l)-fach  enthält. 
Aus  ganz  ähnlichen  Schlüssen  folgt,  dals  A^  eine  Curve  (2mn)*^  Ord- 
nung beschreibt,  wenn  A^  über  eine  Curve  m**',  A^  über  eine  Curve 
n**'  Ordnung  gef&hrt  wird. 

Für  die  Beschreibung  einer  Curve  n**'  Ordnung  mit  (n  —  1)- 
fachem  Punkt  giebt  er  folgende  Regel.*)  Es  mögen  die  Seiten  eines 
«-Ecks  A^A^A^  .  .  .  A^    abwechselnd    auf  zwei    Geraden    liegen; 

werden  nun  diese  selbst  und  A^A^^  -^2^8'  '  •  '  ^n— i*^«  ^^^^^  ^®^ 
Punkte  P,  P',  5j,  J?g, ...,  B^_^  gedreht,  werden  A^  und  der  Schnitt- 
punkt der  ersteren  Geraden  über  feste  Gerade  geführt,  so  beschreibt 
A^  eine  Curve  n*®'  Ordnung,  welche  einen  der  Punkte  P,  P'  zum 
(n  —  1) -fachen  Punkt  hat. 

9.  Bereits  Pappus**)  kennt  den  Satz,  dafs  vier  von  einem  Punkte 

*)  Braikenridge,  A  general  Method  of  describing  Curres  bj  the 
Intersection  of  Right-Lines;  moving  about  Points  in  a  given  Plane,  PhiL 
Trane,  f  1736.     Bd.  89,  1788,  S.  26—36. 

**)  lib.VU,  Prop.129;  ümkehnmg:  Prop.142;  Ed.Hultßch,  S.871,891. 
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ausgehende  Geraden  einer  Ebene  von  allen  anderen  Geraden  in  Punkt- 
gmppen  AB  CD  von  constantem  Doppelverhältnis  getroffen  werden. 
Von  dem  Satz,  nach  welchem  die  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
projectiyische  Ponktreihen  auf  zwei  festen  Tangenten  ausschneiden, 
begegnet  man  Terschiedenen  Specialfällen  bereits  bei  Apollonius. 
Von  Prop.  41,  Über  m  ist  die  Erzeugung  der  Parabel  durch  ähn- 
liche Punktreihen  eine  unmittelbare  Folge.  Für  den  Fall  zweier 
paralleler  Tangenten  und  der  Asymptoten  der  Hyperbel  (liber  IH, 
Propp.  42  u.  43)  giebt  er  die  Fluchtpunktrelation  unter  den  auf 
ihnen  eiitsteha:^den  Punktreihen,  deren  allgemeinste  Form  bei  jswei 
beliebigen  Punktreihen  von  Newton  mitgeteilt  wurde.  Auch  die  Er- 
zeugung durch  projectivische  Strahlbüschel  spricht  sich  auf  mancherlei 
Art  in  solchen  Fluchtpunktrelationen  aus,  so  bei  Apollonius  (liber  in, 
Propp.  54ff.),  in  anderer  Form  z.B.  bei  Simson*),  THospital**)  etc. 
Ich  k(nnme  auf  diese  Relationen  am  Anfang  des  dritten  Teiles 
in  aller  Ausführlichkeit  zurück.  Der  Satz  von  der  Erhaltung  des 
Doppelverhftltnisses,  vornehmlich  aber  der  specielle  Fall  der  harmo- 
nischen Punktgruppe,  war  von  besonderer  Wichtigkeit  und  daher 
vielfach  in  Gebrauch  in  der  Geometrie  der  geraden  Linie.  Von 
jeher  hat  es  auf  die  Geometer  groDsen  Beiz  ausgeübt,  eine  Be- 
schränkung im  Gebrauch  der  beiden  von  Alters  her  gegebenen  Con- 
stmctionsmittel,  des  Zirkels  und  des  Lineals,  eintreten  zu  lassen. 
Wir  haben  in  dieser  Beziehung  das  eine  Extrem  in  der  vielfach 
übersetzten  und  neu  herausgegebenen  Schrift  Mascheroni's'*'^), 
das  andere  Extrem  in  solchen  Arbeiten,  die  sich  lediglich  auf  das 
Lineal  beschränken.  Hierhin  gehört  unter  anderem  die  Aufgabe, 
welche  für  die  Perspective  von  grofser  Bedeutung  war,  von  einem 
gegebenen  Punkte  aus  einen  Strahl  nach  einem  unzugänglichen 
Punkte  zu  ziehen,  eine  Strecke  in  eine  Anzahl  gleicher  Teile  zu 
zerlegen,  wenn  eine  Parallele  zu  ihr  gegeben  ist,  u.  s.  w."!*)  Fragen 
dieser  Art  sind  vielfach  von  Lambertf^)  in  seiner  freien  Perspective, 


*)  Bimsen,  Sectiontun  conicarom  libri  V,  Edinbrn^^  1786,  S.  189. 

^  THospital,  Trait^  analytiqne  des  sections  comques,  Paris  1707, 
(Oavrage  posthmne),  S.  103  Nr.  168.  THospital  zeigt,  dafs  der  Eegel- 
Bchnitt  erzeugt  werden  kann,  indem  man  von  den  Endpmikten  der  Axe  aus 
zwei  congruente  Pnnktreihen  projicirt.  Sein  Satz  schUefst  sich  also  dem 
oben  angeführten  Theorem  von  Cavalerius  an.  Eine  noch  jetzt  viel  ge- 
branchte  Constraction  der  Parabel  mittelst  ähnlicher  Pnnktreihen,  deren 
eine  vom  unendlich  fernen,  die  andere,  welche  auf  einem  Durchmesser 
liegt,  von  einem  gewöhnlichen  Parabelpunkt  aus  projicirt  wird,  gab  schon 
Mydorffius  (a.  a.  0.  S.  105). 

*^  Jfatcheroni,  La  Gfeometria  del  compasso,  Pavia  1797. 
t)  Verwandte  Fragen,  z.  B.  die  Ermittelung  der  Länge  einer  unzu- 
ffänglichen   Strecke,  behandelte  bereits   Schooten.     Yergl.  Francisci  a 
Schooten  exerdtationum  mathematicarum  libri  Y,  Leyden  1657  (liber  II). 

tt)  J-  H.  Lainbert's  freye  Perspective  oder  Anweisung,  jeden  per- 
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von  Servois*)  und  Brianchon**)  behandelt  worden.  Ihren  Ab- 
schlolB  finden  sie,  wie  ausführlich  zu  erörtern  sein  wird,  in  den 
Schriften  von  Poncelet  und  Steiner. 


Erster  Abschnitt. 
üntersnclinngen  zur  Lelire  Yon  den  Eegelscimitten. 

n.  Oeschichte  des  Pascal'schen  Satzes. 

1.  Im  siebenten  Buche  seiner  CoUectanea  teilt  Pappus  als 
Prop.  143  folgendes  Theorem  mit.***)  Liegen  A^^  B^y  C^  auf  einer, 
^,  B^j  C^  auf  einer  zweiten  Geraden,  so  liegen  auch  die  Schnitt- 
punkte Ä  =  (^iC,^  -^2^1);  -ö  =  (C^i-^)  C^Ä A);  ^=  (A-^Äi  ^iA) 
in  einer  Geraden. 

Pappus'  Beweis  beruht  auf  dem  vorangegangenen  Lemma,  nach 
dem  vier  von  einem  Punkte  ausgehende  Gerade  von  anderen  Greraden 
unter  demselben  Doppelverhältnis  geschnitten  werden.  Bezeichnet 
man  mit  2>  den  Schnittpunkt  der  beiden  gegebenen  Geraden,  mit 
C  und  B'  die  Schnittpunkte  (^jC,,  Ä^B^)  und  (^iC,,  CiF,),  so 
ergiebt  sich  unmittelbar  die  Gleichheit  folgender  Doppelverhältnisse: 

(A^CB^C)  =  (DA^B^C^)  =  {A^BB'C^y 

Vergleicht  man  das  erste  und  das  dritte  Glied,  so  ergiebt  sich  aus 
der  ümkehrung  des  erwähnten  Lemma's,  dals  BC  durch  den  Schnitt- 
punkt B  von  B^B'  und  C^C  hindurchgeht. 

2.  Man  sieht,  der  Beweis  könnte  in  jedes  Lehrbuch  der  synthe- 
tischen Geometrie  aufgenommen  werden.  Vielleicht  hat  Pappus 
seinen  Satz  nur  als  ein  Corollar  zu  einem  allgemeineren  Satze  aus 
der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  angefahrt;  Chaslesf)  glaubt 
jedenfalls  schon  Euklid  für  den  Kreis  die  Kenntnis  des  Bewegungs- 
gesetzes zuschreiben  zu  müssen,  aus  welchem  der  Satz  unmittelbar 
folgt.  Ist  es  der  Fall  gewesen,  so  haben  wir  immerhin  über  ein 
Jahrtausend  gebraucht,  den  allgemeineren  Satz  wiederzufinden.     Erst 


spectivischen  Aufrife  von  freyen  Stücken  und  ohne  Grondrils  zu  verfertigen, 
zweyte  Auflage,  Zürich  1774  (Anmerkungen  und  Zusätze  S.  161  ff.). 

*)  Servois,  Solutions  peu  oonnnes  de  diffärens  probldmes  de  g^o- 
m^trie-pratiqne,  Metz  1804. 

**)  C.  J.  Brianchon,   Application  de   la  th^orie   des  transversales, 
Paris  1818. 

•^)  Ed.  Hnltsch,  Bd.  2,  S.  898. 
t)  Chasles,  les  trois  livres  dePorismes  d'Euclide,  Paris  1860,  S. 284 
(Nr.  181). 
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1640  stellt  Pascal  den  Satz  auf*):  „Die  drei  Paare  gegenüber- 
liegender Seiten  eines  Sechsecks,  welches  einem  Kegelschnitt  ein- 
geschrieben ist,  haben  ihre  Schnittpunkte  auf  einer  Geraden^^  (S.  3). 
Er  stellt  seinen  Satz  zunächst  für  den  Kreis  auf  und  übertr&gt  ihn 
alsdann  durch  Projection  auf  den  Kegelschnitt.  Seinen  Beweis  hat  er 
zwar  nicht  beigefügt,  aber  aus  seinen  Hülfssätzen  geht  unzweifelhaft 
hervor,  daljs  derselbe  auf  TransTersalensätzen  beruhte.  In  einem  Briefe 
an  Pascal's  Neffen  Parier**)  giebt  Leibniz  Notizen  über  mehrere 
Hefte  Pascal's,  aus  denen  hervorgeht,  dais  Pascal  die  Bedeutung 
seines  Satzes  voll  erkannt  und  zu  constructiven  Zwecken  ausgenutzt  hat. 
3.  Diese  Hefte  sind  leider  verloren  gegangen,  wie  auch  der  Lehr- 
satz selbst  bald  in  Vergessenheit  geriet;  wir  finden  seine  Spur  erst 
wieder  1707  in  folgender  von  L'Hospital***)  mitgeteilten  Tan- 
genteneigenschaft.  Weist  ein  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenes 
Fünfeck  zwei  Paare  paralleler  Seiten  auf,  so  ist  die  letzte  Seite 
der  Tangente  in  dem  gegenüberliegenden  Punkt  parallel.  Der  Be- 
weis' beruht  auf  folgendem  Hül^atz:  In  jedem  einem  Kegelschnitt 
eingeschriebenen  Trapez  begrenzen  die  nicht  parallelen  Seiten  mit 
den  zugehörigen  Bogen  zwei  flächengleiche  Stücke.  Etwa  20  Jahre 
später  gab  der  Lehrsatz  zu  einer  Controverse  zwischen  Braikenridge 
und  Maclaurin  Veranlassung.  Letzterer  hat  ihn  1727  zuerst  mit- 
geteilt f)  Braikenridgeff)  behauptet  aber,  den  Satz  schon  1726 
gefunden  und  verschiedenen  Gelehrten  mitgeteilt  zu  haben.  Mac- 
laurin, dem  er  durch  Craig's  Vermittelung  bekannt  geworden  sei, 
habe  zwar  versichert,  ähnliche  Sätze  seit  längerer  Zeit  zu  kennen, 
aber  ihm  eine  Durchsicht  seiner  Papiere  nicht  gestattet.  Braikenridge 
geht  von  folgendem  Bewegungsgesetz  aus:  Drehen  sich  die  Seiten 
eines  Dreiecks  um  feste  Piukte,  während  zwei  Ecken  gegebene 
Gerade  durchlaufen,  so  beschreibt  die  dritte  Ecke  einen  Kegelschnitt, 
weicher  die  Drehpunkte  der  beiden  anstolsenden  Seiten,  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  gegebenen  Geraden,  aulserdem  zwei  weitere  Punkte 
enthält,  in  deren  jedem  sich  eine  der  gegebenen  Geraden  mit  der 
Verbindungslinie  zweier  Drehpunkte  schneidet  [Prop.  1,  S.  1].  Aus 
diesem  auf  analytischem  Wege  aufgestellten  Satz  leitet  er  dann  eine 
Construction  für  einen  Kegelschnitt  her,  der  durch  fünf  Punkte  ge- 
geben ist.     Dieselbe  drückt  aus,  dals   ein  sechster  Punkt  mit  dem 

^  Essai  ponr  les  coniques,  Oeuvres  de  Blaise- Pascal,  laHave  1779. 
Bd*  4,  S.  1 — 7.  Die  Arbeit  ist  ein  Programm  für  eine  grofse,  von  Pascal 
beabsichtigte  Arbeit  über  Kegelschnitte. 

•^  Oenvres  de  Pascal,  Bd.  6,  S.  469—462.  In  diesem  Brief  findet 
■ich  der  Ausdruck  ,^exa^rammmn  mysticum"  als  eine  Bezeichnung,  die 
Pascal  fSLr  eine  seiner  Fi^^en  gebrauchte. 

*^  L 'Hospital,  Sections  coniques,  Paris  1707,  S.  140. 

t)  In  der  1797  erschienenen  ersten  Auflage  seiner  Algebra.  Dieselbe 
ist  mir  nicht  zugänglich  geworden. 

tt)  Vorrede  zur  Exercitatio  geometrica,  1788. 
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gegebenen  ein  Pasca lasches  Sechseck  bildet  [Prop.  3,  S.  21].  Er 
fügt  noch  die  SpecialfUlle  bei,  in  denen  vier  Punkte  und  in  einem 
die  Tangente,  oder  drei  Punkte  und  in  zweien  die  Tangenten  ge- 
geben sind.  Braikenridge  ist  später  nochmals  auf  seine  Anklage 
zurückgekommen.*)  Zur  Erwiderung  läüst  Maclaurin  einen  an 
Machin  gerichteten,  vom  21.  December  1732  datirten  Brief  ab- 
drucken.**) Er  behauptet  mit  Entschiedenheit,  lange  vor  Braiken- 
ridge im  Besitz  der  Erzeugung  eines  Kegelschnitts  durch  drei  Pole 
gewesen  zu  sein.  Zum  Beweise  veröffentlicht  er**)  aus  seinen 
Papieren  eine  vom  31.  Julj  1722  at  sea  datirte  Notiz,  in  der 
(8.  152)  der  Satz  von  Pascal  mitgeteilt  wird.  Ein  Fingerzeig  sei 
ihm  die  Erklärung  Simson's  für  das  Porisma  von  Pappus  gewes^i 
(vgL  I,  7).  Er  habe  in  dem  Theorem  einen  Specialfall  einer  ihm 
lange  bekannten  Erweiterung  der  Newton' sehen  organischen  Er- 
zeugung auf  mehr  als  zwei  sich  drehende  Winkel  erkannt.  Es  ergebe 
sich  aus  ihr,  wenn  man  die  Pole  in  gerader  Linie  anninmit,  auXser- 
dem  gestreckte  Winkel  ins  Auge  falst.  Im  allgemeinen  Fall  ergab 
sich  bei  gestreckten  Winkeln  die  Erzeugung,  welche  Braikenridge 
für  sich  in  Anspruch  nimmt. 

4.  Wenig  später  gab  [1735]  Simson***)  einen  Beweis  des  Satzes 
in  seiner  ursprünglichen  Form.  Er  leitet  zuerst  den  Fall  ab,  wo 
zwei  gegenüberliegende  Seiten  parallel  sind.  Dais  die  beiden  anderen 
Schnittpunkte  gegenüberliegender  Seiten  eine  Parallele  bestimmen, 
kann  nunmehr  aus  einer  Proportion  erschlossen  werden  (S.  192). 
Aus  diesem  Specialfall  kann  der  allgemeine  unter  Benutzung  einer 
neuen  Proportion  abgeleitet  werden.  Er  fügt  besonders  Beweise  für 
den  Specialfall  bei,  daüs  unter  den  sechs  Punkten  ein  oder  zwei 
Paare  tmendlich  naher  sich  befinden,^  stellt  den  Satz  vom  umge- 
schriebenen Vierseit  auf  und  giebt  schlieislich  eine  Construction  für 
den  Kegelschnitt  aus  fünf  Tangenten. 

Mit  der  Beschränkung,  dais  eine  Seite  durch  den  Mittelpunkt 
geht,  wird  der  Satz  beiläufig  von  Lex  eil  für  den  Kreis  entwickelt,  f) 

5.  Ln  Anfang  unseres  Jahrhunderts  brachte  Brianchon  die 
Braikenridge-Maclaurin'sche  Entwickelimg  aufs  neue  in  Erinne- 
rung und  hob  hervor,  wie  einfach  aus  ihrem  Bewegungsgesetz  ein 
Beweis  für  den  Pascal 'sehen  Satz  sich  ergebe,  ff)  Den  Beweis  för 
das  Bewegungsgesetz  sucht  er  aus  der  Erkenntnis  heraus  zu  verein- 

*)  Braikenridge,  A  general  method  etc.,  Phil.  Trans.,  Bd.  39,  1738, 
S.  25—86. 

**)  A   Letter  £rom  Mr.  Colin  Maclaurin  to  Mr.  John  Machin, 
Phil.  Trans.,  Bd.  89,  London  1788,  S.  143— 148,  148—166. 

***)  Bobert  Simson,  Sectionum  Conicarum  libri  V,  £Idinburg  1786. 

t)  Andr.  Joh.  Lexell,   Solutio  problematis  ffeometrici  etc..   Acta 

Ac.  sc.  imp.  Petropolitanae  pro  Anno  1780,  Petersburg  1784,  S.  70—90. 

tt)  Brianchon,  Solution  de  plusieurs  problämes  deg^om^trie.   Joum. 

de  V6c.  pol.,  Heft  10,  1810,  S.  1—13. 
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n,  4.  Bimson,  Lexell.    6.  Brianchon.    6.  Moderne  Beweise.         17 

fachen,  daljs  es  projectivischer  Natur  ist.  Haben  sich  zwei  von  den 
drei  Drehpunkten  ins  unendliche  entfernt,  so  bestehen  zwischen  den 
sechs  Goordinaten  der  drei  Dreieckspunkte  eine  quadratische  und  vier 
lineare  Gleichungen,  so  dals  fOr  die  dritte  Ecke  eine  quadratische 
Gleichung  sich  ergiebt.  Sind  JS^  J,  K  von  dem  einem  Kegelschnitt 
emgeschiiebenen  Sechseck  ABCDEF  die  Schnittpunkte  gegenüber- 
liegender Seiten,  so  gehen  die  Polaren  von  H,  J,  K  alle  drei 
durch  den  Pol  der  Oeraden  HIK,  Die  Polare  von  H  z.  B.  enthält 
aber  die  Pole  von  AB  und  DE^  d.  h.  die  Schnittpunkte  der  Tan- 
genten in  A  und  B^  bez.  2>  und  E.  In  der  eben  angedeuteten  Art 
gelangt  Brianchon  (in  No.  XV)  zu  dem  hinfort  nach  ihm  benannten 
Theorem:  ,Jn  jedem  aus  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnittes  ge- 
bildeten Polygon  gehen  die  Verbindungslinien  der  drei  Paare  gegen- 
überliegender Ecken  durch  einen  Punktes  Beiläufig  hat  Brianchon 
seinen  neuen  Satz  schon  in  einer  früheren  Abhandlung  ausge- 
sprodien.^) 

6.  Der  Gedankengang  des  Braikenridge'schen  Beweises  ist 
augenscheinlich  derselbe,  den  wir  in  der  synthetischen  Geometrie  noch 
heute  anwenden.  Dieser  mulste  sich  Steiner  sofort  aufdrängen,  nach- 
dem die  fundamentale  Eigenschaft  projectivischer  Gebilde,  durch  drei 
Paare  homologer  Elemente  bestimmt  zu  sein,  erkannt  war.  Schneidet 
man  n&mlich  zwei  projectivische  Strahlbüschel  mit  Geraden,  die  den 
Durchschnitt  zweier  homologen  Strahlen  enthalten,  so  entstehen  per- 
spectivische  Punktreihen,  die  Schnitte  eines  und  desselben  Strahl- 
büsdiels  sind.  Man  hat  also  wieder  Braikenridge's  bewegliches  Drei- 
eck, dessen  Seiten  sich  um  feste  Punkte  drehen,  während  zwei  Ecken 
gegebene  Gerade,  die  dritte  das  Erzeugnis  durchläuft.  Faust  man 
eine  beliebige  Lage  des  Dreiecks  mit  den  beiden  speciellen  zu- 
sammen, wo  der  bewegliche  Punkt  auf  die  beiden  gegebenen  Geraden 
gelangt,  so  erhält  man,  genau  wie  bei  Braikenridge,  die  Gewifsheit, 
dals  fOr  die  beiden  Scheitel  und  vier  beliebige  andere  Punkte  des 
Eizeugnisses  der  PascaFsche  Satz  gilt.  Die  entsprechende  Überlegung 
gilt  für  den  Satz  von  Brianchon.  Die  Träger  zweier  projectivischer 
Ponktoihen  lassen  sich  mit  irgend  vier  der  Strahlen,  welche  homo- 
1<^  Punkte  derselben  verbinden,  zu  einem  Sechsseit  verbinden,  bei 
dem  die  Verbindungslinien  gegenüberliegender  Ecken  durch  einen 
Punkt  gehen.**) 

^  Brianchon,  Snr  les  snrfaces  conrbes  du  second  degr^,  Joum.  de 
r^.  poL  Heft  13.  Bd.  6,  1806,  S.  297— 811.  Vgl.  auch:  Corr.  de  V6c.  pol., 
Bd.  1,  Nr.  5,  (Fnmaire  an  XIV)  1806,  S.  151  und  Nr.  8  (Mai  1807)  S.  807 
—Sil.  Bd.  1  der  Corr.  ist  mir  in  zweiter  Auflage,  Paris  1818  datirt, 
ingftaglich  geworden. 

^  J.  Steiner,  Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  geo- 
metrischer Gestalten  von  einander,  Berlin  1882  ;JacobSteiner'8  gesammelte 
Werke  [Ges.  W.],  herausgegeben  von  Weierstraf  s,  Bd.  1,  Berlin  1881,  S.  229 
-458,  (S  24, 1,  §  42,  I,  2:  Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  800  n.  840). 

J»hxftberioht  d.  Deutichen  Mathem. -Vereinigung.   V,  2.  2 
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18    E.  Kötter.  Bericht  über  die  Entwickelong  der  synihetiBch^n  Geometrie. 

7.  Derart  entspricht  diesler  Steiner'sche  Weg  der  Natur  der 
8ache,  daDs  die  Lehrbücher  der  projectivischen  Geometrie  nur  darin 
differiren,  wie  die  unendlich  vielfache  Erzengnng  auf  beiderlei  Art  zu 
erweisen  ist.  Steiner  hat  in  der  systematischen  Entwickelung  aus 
wohlbekannten  elementaren  Sätzen  die  projectivische  Erzeugung  des 
Kreises  auf  doppelte  Art  geschlossen  und  dies  durch  Projection  auf 
den  Kegelschnitt  übertragen.*)  Chasles  schliefet  die  erstere  aus 
dem  Involutionssatz  von  Desargues.  In  der  That  ist  ja  der  Satz, 
dals  vier  Punkte  Ä^  B^  C,  D  eines  Kegelschnittes  an  zwei  festen  S  und 
8^  dasselbe  Doppelverhältnis  bestimmen,  eine  sofortige  Folge  des 
Satzes,  dafe  SÄ,  S^B]  SB,  S^Ä  die  Gerade  CD  in  Paaren  «,  S^; 
93,  9Li  treffen,  die  mit  C,  JD  selbst  in  Involution  liegen;  die  hierfor 
charakteristische  Gleichung  drückt  aus,  dafs  («©  CD)  und  («i»^  CD) 
gleiches  Doppelverhältnis  haben.  Aufweiche  Art  jedoch  sich  Chasles 
seinen  Involutionssatz  erwiesen  denkt,  wird  aus  dem  Zusammenhang 
nicht  genügend  klar.**)  Staudt  kann  die  obige  Betrachtung  an- 
stellen, nachdem  er  die  Curve  zweiter  Ordnung  als  Ordnungscurve 
eines  Polarsjstems  definirt  hat.  Zwei  Seiten  eines  eingeschriebenen 
Dreiecks  treffen  nämlich  jede  Gerade,  die  zur  dritten  Seite  conjugirt 
ist,  in  einem  Paare  conjugirter  Punkte  und  beschreiben  deshalb 
projectivische  Strahlbüschel,  wenn  man  die  dritte  Ecke  über  die 
Curve  führt.  Aus  dem  analogen  Grunde  kann  die  Curve  als  Er- 
zeugnis projectivischer  Punktreihen  auf  zwei  beliebigen  Tangenten 
aufgefafst  werden.***)  Wie  aus  einem  1833/34  datirten  Schrift- 
stück hervorgehtf ) ,  hat  Steiner  schon  früh  die  Unzulänglichkeit 
des  Verfahrens  empfunden,  das  er  in  der  systematischen  Entwickelung 
einschlug;  es  sei  nur  „dem  Althergebrachten  zu  Liebe^^  der  Kegelschnitt 
als  Projection  des  Kreises  definirt  worden.  Der  Weg,  der  ihm  in 
seinen  Vorlesungen  vorgeschwebt  hat,  läfist  sich  in  folgender  Weise 
darstellen.  Als  Definition  zu  Grunde  gelegt  wird  die  Erzeugung 
durch  zwei  Strahlbüschel.  Das  Gebilde  ist  durch  ihre  Scheitel  S 
und  Si  und  drei  weitere  Punkte  A,  B,  C  eindeutig  festgelegt,  ein 
sechster  Punkt  D  genügt  der  Beschränkung,  dafSs  SCÄBS^D  ein 
Pascal'sches  Sechseck  ist;  da  jedoch  bei  einer  cyklischen  Vertauschung 
der  sechs  Punkte  eine  Änderung  des  Satzes  nicht  eintritt,  also  auch 
CSDS^BA  ein  PascaFsches  Sechseck  ist,  so  drückt  der  Satz  zugleich 

•)  §§  87  u.  88:  Ges.  W    S.  881—888. 

•♦)  Chasles,  Apercu  historique  (Notes  16,  8.  884 ff.;  9,  S.  802 ff.; 
10,  S.  808  ff.).  Doch  weist  er  andererseits  auf  die  Möglichkeit  hin,  die  Er- 
zengong  durch  Strahlbüschel  vom  Kreise  auf  den  fegelsohnitt  zu  über- 
tragen.   Ich  komme  selbstverständlich  hierauf  genauer  zurück. 

***)  Chr.  V.  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847  (Nr.256— 267). 
t)  J acobSteiner*s  Vorlesnn^n  über ^thetische Geometrie, Zweiter 
Teil:   Die  Theorie  der  Kegelschmtte.  gestützt  auf  urojectivische  Eigen^ 
Schäften,  Leipzig  1866  und  1876 :  Vorrede  zur  ersten  AuHage,  S.  VI  [Steiner- 
Schröter,  Vorl.]. 
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n,  7.  Steiner,  Chasles,  Staadt,  Beje.    8.  Oergonne.  19 

ans,  dalB  Ä  auf  dem  durch  die  Scheitel  C  und  B  und  die  drei 
Peripheriepunkte  S^  8^  und  D  festgelegten  Erzeugnis  projectivischer 
Str^büschel  liegt.  Demzufolge  können  wir  unsere  Curve  durch 
zwei  projectiyische  Strahlbüschel  erzeugen,  deren  Scheitel  zwei  ganz 
beliebige  Punkte  derselben  sind.  Zwischen  irgend  sechs  Punkten 
besteht  der  Pascal 'sehe  Satz.  Verlegt  man  einen  Scheitel  nach  8^ 
so  ergiebt  sich,  wie  auch  der  zweite  Scheitel  8^  auf  der  Curve  ge- 
wlhit  wird,  dieselbe  von  8  ausgehende  Gerade  za  8^8  homolog, 
welche  nur  den  Punkt  8  mit  der  Curve  gemein  hat.  Fügt  man  in 
den  Beweisgang  des  Pascal 'sehen  Satzes  die  beiden  Paare  5,  8^8  und 
88^^  s^  homologer  Strahlen  ein,  so  folgt  der  schon  von  Braikenridge 
bemeiÜe  Specialfall,  dals  8Ä^  8^3',  8B^  8iÄ;  s^  8^  auf  einer  Geraden 
liegen.  Dieser  (Geraden  gehört  auch  der  Schnittpunkt  der  Tangenten 
in  A  and  B  an.  Es  folgt  so  der  schon  von  Simson  benutzte  Satz: 
„Die  Paare  gegenüberliegender  Ecken  eines  umgeschriebenen  Yierseits 
bestimmen  die  Seiten  des  Dreiecks,  in  dessen  Ecken  sich  je  zwei 
gegenüberliegende  Seiten  des  Vierecks  aus  den  zugehörigen  Be- 
rührungspunkten begegnen^.  Nach  diesem  Theorem  bewegt  sich  der 
Schnittpunkt  zweier  Tangenten  zur  Verbindungslinie  der  Berührungs- 
punkte projectivisch,  wenn  man  die  eine  Tangente  festhält,  die 
andere  an  der  Curve  gleiten  lälst.  Auf  zwei  festen  Tangenten 
unserer  Curve  schneiden  also  die  übrigen  projectivische  Punktreihen 
aus;  es  sind  sechs  beliebige  Punkte  durch  den  Pascal' sehen,  sechs 
Tangenten  durch  den  Bri auch on' sehen  Satz  verbunden.  Der  soeben 
dargestellte  Lehrgang  ist  aus  Beje's  Geometrie  der  Lage  entnommen. 
Dals  er  der  Natur  der  Sache  entspricht,  geht  wohl  daraus  hervor, 
dals  ein  Meister  der  Darstellung,  wie  Beye,  ihn  umgeändert  in  die 
späteren  Auflagen  seines  Lehrbuchs  übernommen  hat.*)  Die  ähn- 
hche  Entwickehmg  liegt  den  Vorträgen  von  Steiner  zu  Grunde,  der 
§  20  der  von  Schröter  besorgten  Ausgabe  bietet  den  allerdings 
nicht  ohne  Umweg  geführten  Nachweis,  dals,  sobald  eine  Gerade  mit 
fänf  gegebenen  durch  das  Brian chon 'sehe  Bewegungsgesetz  ver- 
bunden bleibt,  sie  auf  zwei  verschiedenen  Geraden-Paaren  projectivi- 
sche Punktreihen  ausschneidet,  in  den  §§  21 — 23  wird  dann  die 
Identität  der  beiden  Erzeugungen  auf  entsprechende  Art  nachgewiesen.**) 
8.  Auf  Gergonne  ist  einer  der  gangbarsten  Beweise  des 
Paseal'schen  Satzes  zurückzuführen.  Einem  Kegelschnitt  sei  das 
Sechseck  ABCDEF  eingeschrieben.  AB  und  DE  mögen  sich  in 
G^  BC  und  EF  in  H  schneiden.  Man  projicire  nun  die  Figur  in 
eine  andere  Ebene  derart,  dals  der  Kegelschnitt  in  einen  Kreis  über- 
geht, Q  und  H  sich  ins  unendliche  entfernen.     Bezeichnet  man  das 


*)  Beye,  Geometrie  der  Lage,  Bd.  1,  Erste  Auflage,  Hannover  1866, 
sechster  Vortrag. 

•^  Steiner-Schröter,  Vorl.,  S.  86—107. 

2* 
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20    £•  Kotier.  Bericht  über  die  Entwickelung  der  synthetischen  Geometrie. 

Kreis-Sechseck  mit  ÄB'C'D'E'F",  so  sind  die  Bogen  ÄC  undD'F' 
einander  gleich,  und  deshalb  müssen  auch  (flf  und  ÄF'  parallel  sein; 
dies  hat  zur  Folge,  dals  der  Schnittpunkt  I  von  CD  und  ^F  auf 
einer  Geraden  mit  G  und  H  liegt.  Ist  ahcdef  ein  umgeschriebenes 
Sechseck,  so  kann  man  den  Kegelschnitt  so  in  einen  Kreis  projiciren, 
dais  der  Schnittpunkt  der  Geraden  g  =  {a^b;d^  e)  und  h  s=  (6,  c;  e,  f) 
in  den  Mittelpunkt  des  Kreises  übergeht.  Aus  elementaren  Gründen 
folgt  dann,  daHs  auch  die  letzte  Diagonale  des  so  entstandenen 
Sechsseits  durch  den  Mittelpunkt  hindurchgeht  uod  dals  also  (oj  h;  J,  e); 
(&,  c;  e,  /*);  (c,  (2;  /*,  a)  durch  einen  Punkt  hindurchgehen.  Freüich 
kann  der  erste  Beweis  nur  auf  den  Fall  angewendet  werden,  wo 
GH  den  Kegelschnitt  nicht  trifft,  im  zweiten  Fall  muls  ähnlich  (p,  h) 
innerhalb  des  Kegelschnittes  liegen.  Aber  Gergonne  erl&ntert, 
dais  der  Satz  an  und  f£ir  sich  davon  unabhängig  ist,  ob  die  beiden 
Schnittpunkte  von  GH  reell  sind  oder  nicht;  die  wirklichen  ana- 
lytischen Ursachen  sind  in  dem  einen  Fall  genau  dieselben,  wie  im 
anderen  Fall,  demnach  ist  der  Satz  allgemein  richtig.  Es  ist,  soweit 
ich  gesehen  habe,  zum  ersten  Mal,  dals  dieses  Princip  unverhohlen 
ausgesprochen  wird,  das  Poncelet  später  als  Continuitätsprincip  all- 
gemeiner formulirt;  stillschweigend  angewendet  war  es  schon  häufiger 
von  Monge,  Brianchon,  Carnot.^) 

In  seinem  Traite  stützt  sich  Poncelet  für  den  Pascarschen 
Satz  auf  die  eben  geschilderte  Gergonne 'sehe  Art  und  erschließ 
Brianchon's  Satz  aus  den  Polareigenschafben."^) 

9.  An  einer  späteren  Stelle***)  beobachtet  Poncelet,  dals  drei 
gegebene  Kreise  c,  c\  c"  von  unendlich  vielen  Kreisen  in  gegenüber- 
liegenden Ecken  von  Sechsecken  geschnitten  werden,  deren  Paare 
gegenüberliegender  Seiten  sich  in  drei  auf  einer  Axe  liegenden 
Ähnlichkeitspunkten  tre£fen.  Es  entging  ihm,  dals  man  umgekehrt  ein 
solches  Kreissechseck  ABCDEF  willkürlich  annehmen  und  als  Kreise 
c,  c\  c'  z.  B.  diejenigen  wählen  kann,  die  in  A  und  D,  B  und  E^ 
C  und  F  orthogonal    sehneiden.      Der   so   gewonnene    Beweis   des 

*)  Gergonne,  Ajpplication  de  la  doctrine  des  projections  k  la  d^ 
monstration  des  propriätds  des  hexagones  inscrits  et  circonscrits  aox 
sections  coniqnes,  Gera.  Ann.,  Bd.  4,  1818  u.  1814,  S.  78—84.  Derselbe 
Band  enthält  einen  allerdings  wenif  eleganten  analytischen  Beweis  des 
Satzes:  Gergonne,  Demonstration  de  la  propri^tä  des  hexagones  inscrits 
et  circonscrits  d.  une  section  conique,  Gerg.  Ann.,  Bd.  4,  1813  n.  1814, 
S.  381---884.  Es  mag  hier  angemerkt  werden,  dafs  Bessel  1820  einen 
analytischen  Beweis  des  Pascarschen  Satzes  nach  elementarer  Metiiode 
zunächst  am  Kreise  gegeben  hat;  doch  erkennt  er,  dafs  er  sich  dnrch 
Projection  auf  Kegelschnitte  übertragen  lälst.  Vgl.  Briefwechsel  swischen 
W.  Olbers  und  F.W.  Bessel,  herausgegeben  von  Ad.  Erman,  Leipzig 
1862,  S.  184—139.  Bessel  an  Olbers,  Königsberg,  den  4.  Febr.  1820. 
••)  Poncelet,  traite  des  propri^s  projectives  des  fignres,  (Erste 
Auflage,  Paris  1822),  Zweite  Auflage,  Paris  1864,  Nr.  201. 
^)  Ibidem,  Nr.  273. 
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Pascal'schen  Satzes  wurde  zuerst  von  Durrande^)  mitgeteilt;  man 
findet  ihn   femer  im  ersten  Bande  von  Steine r's  Vorlesungen.^) 

Eine  nahe  verwandte  Begründung  gab  Chasles  1814.*^)  Aus 
Transrersalen-Betrachtungen  wird  der  Satz  abgeleitet,  daüs  zwei 
Schnitte  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  auf  zwei  Kegeln  zweiter 
Ordnung  liegen.  Drei  Schnitte  ergeben,  paarweise  genommen,  sechs 
derartige  Kegel,  deren  Spitzen  die  Ecken  eines  yoUständigen  Yierseits 
sind.  Legt  man  bei  einer  Rotationsfläche  die  drei  Schnitte  senk- 
recht zu  einer  Ebene  durch  die  Axe,  so  sind  die  sechs  Spitzen  die 
Schnittpunkte  der  Geradenpaare,  welche  die  Endpunkte  dreier  Sehnen 
des  Meridiankegelschnitts  verbinden.  Jede  Seite  des  Yierseits  ist 
die  Pascal 'sehe  Gerade  eines  Sechsecks,  welches  die  Endpunkte 
der  drei  Sehnen  zu  Paaren  gegenüberliegender  Ecken  hat. 

10.  Servoisf)  hat  zuerst  die  Bemerkung  gemacht,  dal^  man  aus 
der  Anordnung  der  beiden  Geradenscharen  des  einschaligen  Hyperboloids 
die  Beziehung  des  Pascal 'sehen  Satzes  zwischen  sechs  Punkten  eines 
seiner  Schnitte  ableiten  kann.  Dandelinff)  hat  diese  Betrachtungs- 
weise ergänzt  und  durch  Benutzung  eines  Botationshjperboloids 
einen  Beweis  des  Pascal' sehen  Satzes  gewonnen.  Wählt  man  aus 
den  beiden  Geradenscharen  eines  einschaligen  Hyperboloids  je  drei 
Gerade  o,  &,  c  bez.  a^,  &^,  c^  willkürlich  aus,  so  bilden  a,  c^,  &,  o^,  c,  b^ 
die  Seiten  eines  auf  dem  Hyperboloid  liegenden  einfachen  Sechsseits, 
die  Paare  gegenüberliegender  Ebenen,  nämlich  ac^  und  a^^c^  c^b  und  ci^|, 
6 Ol  und  b^Gj  schneiden  sich  in  Geraden,  welche  die  Punkte  a,  c^\ 
&,  &, ;  c,  q  verbinden,  also  in  einer  Ebene  liegen.  Andererseits  gehen 
die  Verbindungslinien  der  Ecken  a,  c^  und  a^yC\  c^^b  und  c,  &i;  &,  a^  und 
^1,  a  durch  den  Schnittpunkt  der  Ebenen  ao^,  55^,  cc^.  Eine  be- 
liebige Ebene  triflt  cty  c^,  &,  o^,  c,  ^^  in  6  Punkten  eines  Kegelschnitts, 
die  Ebenen  ac^,  c^b^  ba^^  a^c^  cb^^  b^a  in  den  Seiten  eines  aus  ihnen 
gebildeten  einfachen  Sechsecks,  die  Ebene,  welche  a,  o^;  &,  i^^;  c^(^  ent- 
hält, in  der  Pascal' sehen  Geraden  dieses  Sechsecks.  Projicirt  man 
andererseits  die  sechs  Geraden  a,  (\,  &,  a^,  c,  b^  von  einem  beliebigen 
Punkte  aus  auf  seine  Polarebene,  so  erhält  man  sechs  Tangenten 


*)  Darrande,  Demonstration  ^ementaire  etc.,  Gerg.  Ann.,  Bd.  14, 
1823  u.  1824,  S.  29—64,  §  1. 

^  Jacob  Steiner,  Vorlesmi^n  über  synthetische  Geometrie.  Erster 
Teil:  Die  Theorie  der  Eegelschrntte  in  elementarer  Behandlmig,  (Erste 
Auflage,  Leipzig  1867),  Dritte  Auflage,  Leipzig  1887,  §4,  S.  16  [Steiner - 
Geiser,  Von.]. 

*^)  Chasiet,  Propositions  relatives  aux  Coorbes  et  anx  Surfaces  du 
second  degr^,  Corr.  de  V6c.  pol..  Bd.  3,  Nr,  1,  1814,  S.  11—17. 

t)  Servois,  Solution  avec  la  r^gle  seulement  etc.,  Gerg.  Ann.,  Bd.  1, 
1810  n.  1811    S.  332—335  (Nr.  7). 

tt)  Dandelin,  Memoire  sur  Thyperboloide  de  rävolution  et  sur  les 
hezagones  de  Pascal  et  de  Brianchon,  Nouv.  Mäm.  de  TAc.  de  Bruzelles, 
Bd.  3,  1826,  S.  1—14.    Auch  separat:  Brüssel,  1826. 
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des  Kegelschnittes,  den  das  Hyperboloid  mit  derselben  gemein  hat 
Der  Schnittpunkt  der  Ebenen  aa^^^  bbj^^  cc^  wird  in  einen  Pnnkt 
projicirt,  durch  welchen  die  Verbindungslinien  gegenüberliegender 
Ecken  dieses  Sechsseits  hindurchlaufen. 

Kann  man  also  auf  einem  durch  den  Kegelschnitt  gelegten 
Hyperboloid  die  beiden  Geradenscharen  nachweisen,  so  sind  beide 
Sätze  bewiesen.  Lälst  man  nun  eine  Gerade  um  eine  zu  ihr  wind- 
schiefe Axe  rotiren,  so  entsteht  eine  Rotationsfläche  mit  einer  Schar 
windschiefer  Geraden.  Da  jede  Ebene  durch  die  Axe  eine  Symmetrie- 
Ebene  ist,  so  muJGs  sie  notwendig  noch  eine  zweite  Schar  wind- 
schiefer Geraden  enthalten,  und  es  mulB  jede  Gerade  der  einen  jede 
Gerade  der  andern  Schar  treffen.  In  Erweiterung  eines  Satzes,  den 
er  schon  früher*)  beim  Rotationskegel  erwiesen  hatte,  zeigt  nun 
Dandelin  (§  10),  dafs  eia  Schnitt  der  Fläche  zu  Brennpunkten  die- 
jenigen Punkte  hat,  in  denen  er  zwei  eingeschriebene  Kugeln  der 
Fläche  berührt.  Zieht  man  durch  den  Endpunkt  der  grofsen  Axe 
einen  beliebigen  Strahl,  construirt  zwei  Kugeln,  welche  die  Kegel- 
schnittebene in  ihren  Brennpunkten,  auDserdem  die  gegebene  Gerade 
berühren,  so  entsteht  durch  Rotation  der  Geraden  um  die  Centrale 
ein  Rotationshyperboloid,  welches  den  gegebenen,  durch  Brennpunkte 
und  Scheitel  eindeutig  bestimmten  Kegelschnitt  enthält.  Es  kann  nun 
der  oben  angedeutete  Beweis  für  den  Pascarschen  und  Brianchon'- 
schen  Satz  Platz  greifen.  Gergonne  hat  einen  ziemlich  willkür- 
lichen Auszug  dieser  Abhandlung  in  seinen  Annalen  publidrt.**) 
Er  ersetzt  den  Kegelschnitt  durch  einen  Kreis.  Dieser  ist  dann 
selbstverständlich  der  Schnitt  eines  Rotationshyperboloids,  und  es 
findet  die  obige  Entwickelung  ohne  weiteres  Anwendung. 

Im  Jahre  1842  ist  Hesse*^)  auf  diese  Untersuchung  zurück- 
gekommen, hat  sie  aber  weitergehend  benutzt,  um  beim  Hexagrammmn 
mysticum  die  Paare  Steiner' scher  Punkte  als  coi^jugirt  hinsichtlich 
des  Kegelschnittes  nachzuweisen.  Einen  Beweis  analog  dem  oben 
angefahrten  von  Gergonne  giebt  Dandelin  f&r  den  Kreis,  indem 
er  mit  Hülfe  der  stereographischen  Projection  lehrt,  einen  Kreis  in 
einen  Kreis  und  zugleich  eine  ihn  nicht  treffende  Gerade  in  die  un- 
endlich ferne  Gerade  zu  projiciren.  Ich  komme  an  anderer  Stelle 
auf  diese  Entwickelung  zurück,  f) 

11.  Ich  gelange  nunmehr  zu  den  Beweisen  aus  der  Transrersalen- 


*}  Ich  komme  hierauf  an  anderer  Stelle  zurück. 

**)  Dandelin,  Recherches  nonvelles  eur  les  sections  du  cöne  et  snr 
les  hexagones  inscrits  et  circonscrits  ä  ses  sections  (Extrait;  par  M.  Ger- 
gonne), Geig.  Ann.,  Bd.  16,  1824  u.  1826,  S.  887—396. 

***)  Hesse,   Über  das  geradlinige  Sechseck  aof  dem  Hyperboloid. 
Crelle's  Joum.,  Bd.  24,  S.  40—43. 

t)  Dandelin,  Memoire  aar  Temploi  des  projectiona  stär^graphiqQes 
en  g^om^trie,  Noqt.  Mdm.  de  Broxelles,  Bd.  4,  1827,  S.  11—47  (S.SSff.). 
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theorie.  Schneidet  ein  Kegelschnitt  die  Seiten  BC^  CÄ^  AB  eines 
Dreiecks  in  den  Punktepaaren  A^^  A^\  B^^  B^\  C^,  C^,  so  ist 

.    X  AB^ '  AB^    BC^ «  BC^  »  CÄ^  •  CA^ 

^^'^  AC^    AC^  .  BA^ .  BA^    CB^    CB^  ^ 

Carnot  hat  die  Bemerkung  gemacht,  dals  der  Satz  heim  Kreise  der 
Relationen 

ABi'AB^^ACi'AC^  etc. 

wegen  evident  ist,  durch  Parallelprojection  auf  die  Ellipse  übertragen 
werden  kann  und  deshalb  fOr  Kegelschnitte  im  allgemeinen  richtig 
ist.^)  Beiläufig  wollen  wir  bemerken,  dals  Carnot  den  analogen 
Satz  f&r  die  Schnittpunkte  eines  Kegelschnitts  mit  einem  i»-Eck  und 
einer  Oberfl&che  zweiter  Ordnung  mit  einem  windadiiefen  n-Eck 
durch  Zerlegung  des  n-Ecks  in  Dreiecke  gewinnt.  Man  kann  den 
Satz  (1.)  aber  auch  ftbr  Kegelschnitte  diiaet  aus  dem  Potenzsatze 
des  Apollonius  ableiten.  Zieht  man  n&mlich  durch  einen  Hülfs- 
ponkt  0  Parallelen  zu  den  Seiten  des  Dreiecks,  die  den  Kegelschnitt 
in  A^',  A^\  Bi\  JRj';  C^',  C^  tre£fen,  so  ist**) 

AB,  AB,  _   OB,'- ob; 

AC,  AC,  ~  OC;    OC;'    ®^- 

Aus  der  Multiplication  gewinnt  man  offenbar  den  obigen  Satz,  den 
man,  wie  es  Garnot  und  später  Poncelet  gethan  haben,  mit  Hülfe 
der  Newton' sehen  Verallgemeinerung  des  Potenzsatzes  auf  Curven 
nter  Ordnung  übertragen  kann. 

Die  Geraden  B^C^^  ^x-^^  A^s  °^ög®i^  i^^ui  die  Geraden  BC^ 
CAj  AB  ID.  den  Punkten  A^^  Bq^  Cq  treffen,  so  folgt  nach  drei- 
maliger Anwendung  des  Ptolemäus'schen  Lehrsatzes 

,o  .  YJAB^jjAB^^AB,  _ 

^^''  llAC^    AC,    AC,  —  ^' 

Man  erh&lt  alsdann  durch  Division 

f^\  ABq'BC^'CA^        ^ 

^^'>  AC.'BA^CB^        ^' 

und  A^  B^  Cq  liegen  in  einer  Geraden.  Diese  Schluisweise  liegt 
yerschiedenen  Beweisen  zu  Grande.  Es  ist  anzunehmen,  dals  Pascal's 
ursprünglicher  Beweis  von  analoger  Art  gewesen  ist,  denn  er  teilt 
a.  a.  0.,  8.  5  die  der  Relation  (1.)  entsprechende  Beziehung  zu  einem 
einfachen  Viereck  mit***)    Schon  Carnot  hat,  freilich  auf  sehr  un- 


*)  L.  N.  M.  Garnot,  Memoire  rar  la  relation  qni  eziste  etc.,  Paris 
1806,  8.  72. 

•^  Secüones  corneae,  Über  m,  Prop.  17,  Ed.  Halley,  S.  172. 
•^  Vgl.  n,  2. 
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symmetrische  Weise,  den  Pascal' sehen  Satz  ans  der  Relation  (1.) 
entwickelt  (a.  a.  0.,  S.  93). 

Die  obige  einfache  Form  des  Beweises  hat  Gergonne  gegeben, 
und  zwar  beschränkt  er  sich  wegen  der  besonders  einfachen  Her- 
leitnng  des  HtQfssatzes  (1.)  auf  den  Kreis  und  überträgt  den  Satz 
alsdann  auf  den  Kegelschnitt.*)  Brianchon  giebt  ebenfalls  den 
angeführten  Beweis.  Nachdem  er  aus  der  Potenzeigenschaft  des 
Kreises  abgeleitet  hat,  dais  eine  Sehne  den  Kreis  und  zwei  Paare 
gegenüberliegender  Seiten  eines  eingeschriebenen  Vierecks  in  einer 
Involution  aus  sechs  Punkten  triJfft,  überträgt  er  diese  Eigenschaft 
als  eine  projectivische  auf  das  Kegelschnittbüschel,  leitet  hieraus  mit 
Hülfe  des  Ptolem  aus 'sehen  Satzes  die  Relation  (1.)  her,  und 
schliefet  alsdann,  wie  wir  angegeben  haben.**)  Poncelet  hat  wieder- 
holt hervorgehoben,  dafs  er  schon  sehr  früh  im  Besitz  dieses  Beweises 
gewesen  ist;  seine  ursprüngliche  Bedaction  stammt  aus  den  Jahren 
1815  bis  1816.***)  Die  Relation  (1.)  wird  als  projectivisch  erkannt 
und  durch  Centralprojection  auf  den  Kegelschnitt  übertragen. 

12.  Bezieht  man  den  Kegelschnitt  mit  trimetrischen  Coordinaten 
auf  die  erste,  dritte  und  fünfte  Seite  des  Sechsecks,  und  bestätigt 
man  rechnend,  daüs  die  drei  Schnittpunkte  gegenüberliegender  Seiten 
einer  Geraden  angehören,  so  entsteht  ein  mit  dem  eben  gegebenen 
identisches  Beweisverfahren.  In  der  That  entwickelt  Möbius  aus 
dem  barycentrischen  Ausdruck 

(x  —  a){x  —  a')A  +  (p  —  b)(y  —  b'')B+{0  —  c)(z  —  c')C 

eines  Punktes,  der  über  einen  Kegelschnitt  geführt  wird,  sofort  die 
Relation  (1.)  und  schlieDst  hieraus,  dafs  die  beiden  aus  je  drei  nicht- 
anstofsenden  Seiten  des  Sechsecks  gebildeten  Dreiecke  perspectivisch 
sind.f)  Wir  müssen  nochmals  hervorheben,  daDs  erst  bei  Möbius 
eine  Unsicherheit  schwindet,  die  allen  früheren  Transversalenbetrach- 
tungen  anhaftet.  Nach  den  früheren  Anschauungen  konnte  das 
Resultat 

'^■Bq  •  BCq  '  CÄ^ ^ 

AC^'BA^'CB^~  ^ 


*)  Gergonne,  Noten  zu  Abhandlungen  von  Perriot  und  Sturm, 
Gerg.  Ann.,  Bd.  17,  1826  u.  1827,  S.  143  u.  189.  Der  Beweis  wird  anch 
von  Steiner  anfgeftthrt.    Vgl.  Steiner-Geiser,  Vorl.,  §  4,  S.  18. 

**)  C.J.  Brianchon,  Memoire  snr  les  lignes  du  second  ordre;  faisant 
Buite  aux  recherches  publikes  dans  les  joumaux  de  T^cole  rojale  polj- 
technique,  Paris  1817,  S.  16  und  17. 

***)  Poncelet  hat  dieselbe  1864  veröffentlicht:  Applications  d'analjBO 
et  de  g^om^trie  etc.,  Bd.  2,  Paris  1864,  S.  71. 

t)  Möbius,  Der  barycentrische  Calcul,  Leipzig  1827;  August 
Ferdinand  Möbius'  gesammelte  Werke,  Bd.  1,  herausgegeben  von 
R.  Baltzer,  licipzig  1885  [Gea  W.]  (§§  277—280,  Ges.  W.,  M  1,  S.  361 
—365). 
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ebensowohl  ausdrücken,  da£s  Jq,  Bq^  C^  in  einer  Geraden  Uegen, 
als  dals  AÄ^^  BB^^  CCq  durch  einen  Pmikt  gehen.  Bei  Möbius 
hingegen  sind  zwei  Strecken  derselben  Geraden  mit  gleichen  oder 
ungleichen  Vorzeichen  zu  denken,  je  nachdem  sie  gleich  oder  ent- 
gegengesetzt gerichtet  sind,  und  es  drückt  also  (3.)  unabhängig  von 
der  Anschauung  aus,  dals  ^,  Bq^  Cq  in  einer  Geraden  liegen.*) 

13.  Carnot  hat  noch  einen  zweiten  Beweis  aus  der  Trans- 
▼ersalentheorie  gegeben.  Schneidet  man  zwei  Gruppen  von  n  Strahlen 
durch  Transrersalen  einer  bestimmten  Richtung  in  den  Punktgruppen 

A>  -^>  * '  • '  ^«'  ^v  -^2'  •    • '  -^«i  ^^  ^* 

PB,PB,,..PB^  =  ^^^• 

die  Bedingung  für  eine  durch  die  n^  Schnittpunkte  gehende  Curve 
fiter  Ordnung,  und,  worauf  Carnot  sich  beschränkt,  für  alle  Punkte 
eines  Kegelschnitts  erfüllt,  wenn  sich  aus  den  Geraden  ein  ihm  ein- 
geschriebenes 2n-£ck  bilden  läM.  Setzt  man  nun  n  =  3,  läM  A^ 
und  B^^  Ä^  und  B^  zusammenfallen,  so  besteht  für  die  beiden 
Schnittpunkte  P',  P"  des  Kegelschnitts  mit  dieser  Geraden  die  Gleichung 

P'A^  _  ^'A 

P'B^  ~  P"jBi' 

aus  der  geschlossen  werden  kann,  dais  A^  und  J?^  zusammenfallen. 
Liegen    bei    dem    2n-Eck   n  —  1  Schnittpunkte    gegenüberliegender 


*)  Weddle  giebt  dem  Beweise  folgende  einfache   Fassung.     Man 
kann  den  Kegelschnitt  auf  die  Gleichnngsform  bringen: 

^»  +  t?* -f  «7*  —  (1  +  X"-*)  «W  —  (fl  +  <i-"^)  WM  —  (V  +  V-l)  ttt^  =  0. 

Almiaiin  haben  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Seiten  die  Gleichungen 

M  iB  0,    w^  nw  +  vv    etc., 
und  die  Gleichung  der  Pascal' sehen  Geraden  wird 

^  +  l  +  !?  =  o. 

Vgl.:  Demonstration  of  Pascal' sHezagramme,  Gamb.Dubl.Joum.,  Bd.8(7), 
1848,  S.  285—286.  We  d  d  1  e  giebt  übrigens  in  dieser  Abhandlung  und  in  einem 
Zosats  (On  the  different  published  Demonstrations  of  PascaTs  hexagramm, 
Camb.  Dubl.  Joum.,  Bd.  4  (8),  S.  284—285)  Angaben  über  ältere  englische 
Beweise  des  Satzes  Ton  Pascal  und  Brianchon.  Zum  gröfsten  Teil  bieten 
sie  nur  geringes  Interesse,  da  sie  g^anz  elementare  Rechnung  benutzen. 
Der  Vollständigkeit  halber  führe  ich  die  Arbeiten  auf,  die  mir  zugänglich 
geworden  sind.  Für  den  Satz  von  Brianchon:  Abhandlungen  von  Lub- 
bock,  Phil.  Mag.,  Bd.  18,  1888,  S.  83—86;  R.  L.  E.,  Camb.  Joum.,  Bd.  1, 
1839,  8.  204—208;  Fenwick,  Phil.  Mag.,  Bd.  25,  1848,  S.  167—168; 
Frost,  Camb.  Joum.,  Bd.  4.  1845,  S.  277—279;  Walton,  ibidem  S.  168 
— 167.  Für  den  Pascarschen  Satz:  Abhandlungen  Ton  Dayies,  Phil. 
Mag.,  Bd.  68.  1826,  S.  888—889  und  Phil.  Mag.  Bd.  21,  1842,  S.  87—42; 
Lnbbock,  PhiL  Mag.,  Bd.  6,  1829,  S.  249—252;  Butherford.  Phil.  Mag., 
Bd.  22,  1843.  S.  168— 170.  Andere  Beweise  yonGill,  Finley,  Kirkmann, 
Davies  una  Weddle  selbst  befinden  sich  an  mir  unzugänglichen  Stellen. 
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Seiten  auf  einer  Geraden,  so  würde  ganz  ähnlich  folgen,   daüs  auch 
die  beiden  letzten  Seiten  sich  auf  derselben  schneiden.*) 

14.  Ans  dem  Begriff  des  Corvenbüschels,  den  Lam^  geschaffen 
hatte,  folgerte  Gergonne  den  Satz^):  „Haben  zwei  Curven  ff^ 
Ordnung  mn  ihrer  Schnittpunkte  auf  einer  Curve  m*"  Ordnung, 
so  liegen  die  übrigen  auf  einer  Curve  (n  —  »»)*•'  Ordnung".  Er  hst 
sofort  erkannt,  dais  ein  specieller  Fall  hiervon  der  Pascal' sehe  Lehr- 
satz ist.  Faust  man  die  erste,  dritte,  fOnfbe  Seite  eines  eingeschriebenrai 
Sechsecks  zu  einer,  die  zweite,  yierte  und  sechste  Seite  zu  einer 
zweiten  Curve  dritter  Ordnung  zusammen,  so  gehören  6  Schnitt- 
punkte dem  gegebenen  Kegelschnitt,  die  übrigen  drei,  wie  es  der 
Pascal 'sehe  Satz  verlangt,  einer  Geraden  an.  Gergonne  stellt  in 
der  zweiten  Colonne  den  entsprechenden  Beweis  fOr  den  Satz  von 
Brianchon  auf  und  giebt  eine  Verallgemeinerung  auf  ein  ein- 
geschriebenes 2n-Eck. 

15.  Auf  einer  beliebigen  Geraden  schneiden  nach  Desargaes' 
Lehrsatz  ein  Kegelschnitt  und  zwei  Seitenpaare  eines  eingeschriebenen 
Vierecks  sechs  Punkte  in  Livolution  aus.  Poncelet***)  hat  hieraus 
ein  Schlieüsungstheorem  gefolgert,  von  dem  ein  specieller  Fall,  wie 
sich  zeigen  wird,  bereits  Pappus  bekannt  war,  nämlich  folgenden 
Satz:  „Sämtliche  Ecken  eines  einfachen  Vierecks  mögen  auf  einen 
Kegelschnitt  fortschreiten,  während  drei  Seiten  um  gegebene,  auf 
einer  Geraden  liegende  Punkte  gedreht  werden,  alsdann  dreht  sich 
die  vierte  Seite  ebenfalls  um  einen  Punkt  dieser  (xeraden".  Für 
Poncelet  ist  dieser  Satz  von  einschneidender  Bedeutungr;  er  erkennt, 
dais  man  ihn  sofort  auf  2 n- Ecke  verallgemeinem  kann,  indem  man 
eine  genügende  Anzahl  von  Diagonalen  in  die  Betrachtung  einfuhrt. 
Gleichwohl  ist  ihm  entgangen,  wie  einfach  sich  aus  seinem  Theorem 
der  Pascarsche  Satz  schlieisen  läJst.  Es  sei  nämlich  ABCDEF 
ein  eingeschriebenes  Sechseck,  femer  seien  G  und  H  die  Schnitt- 
punkte von  AC  und  BC  mit  BE  und  HF.  Alsdann  treffen  sich 
drei  Seitenpaare  der  Vierecke  AB  CD  und  DEFA^  weil  zwei  ent- 
sprechende Seiten  zusammenfallen,  auf  6rH,  es  mufs  sich  auch  das 
letzte  Seitenpaar  CD  und  FA^  wie  es  der  Pascal' sehe  Satz  ver- 
langt, in  einem  Punkte  I  von  GH  schneiden.  Die  hier  dargelegte 
Entwicklung   rührt   von  Sturmf)    her;    eine   ganz   analoge   Her- 


♦)  G^om^trie  de  position,  1803,  S.  461. 

**)  Gergonne,  Becherches  snr  quelques  lois  g^n^rales  qui  r^fidssent 
les  lignes  et  surüftces  algäbriques  de  tons  les  ordres,  Gerg.  Ann  ,  Bd.  17, 
1826  u.  1827,  S.  214^262  (S.  222).  Die  Abhandlang  ist  eine  der  drei, 
in  welchen  Gergonne  sein  Dualitätsgesetz  an  Beispielen  erlänterii;  die 
Biesultate  werden  in  zwei  neben  eiaander  stehenden  Spalten  anfgeftthrt. 
♦••)  Poncelet,  trait^,  Bd.  1,  Nr.  180,  S.  92. 
t)  Gh.  Sturm,  Memoire  sur  les  Unies  da  second  ordre,  Gerg.  Ann., 
Bd.  17,  1826  u.  1827,  S.  173—198  (§  Vlfi). 
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leitlang  giebt  Plücker*).  Diesen  Stürmischen  Beweis  hatSalmon**) 
als  den  besten  ihm  bekannten  bezeichnet,  und  in  der  That  schlieJGst 
er  sich  am  nächsten  dem  eleganten  Beweise  an,  den  Salmon  mit 
Hülfe  einer  abgekürzten  Bezeichnung  för  Geraden  giebt***).  Der 
älteste  Beweis  des  Pascal 'sehen  Satzes  im  Sinne  der  modernen  ana- 
lytischen Geometrie  rührt  Ton  Bobillier  herf);  eine  ganz  analoge 
Entwickelnng  hat  Magnns  gegeben. ff)  Eine  symmetrische  Form 
des  Beweises  erhält  man  bei  Anwendung  trimetrischer  Coordinaten, 
wenn  man  das  Fundamentaldreieck  aus  der  ersten,  dritten  und 
fünften  Ecke  des  Sechsecks  zusammensetzt. ff f)  Die  Frage,  wie 
ans  der  allgemeinen  Determinanten -Gleichung 

|«fi  y*i  ^%  Vif^h  ^i^i  ^iVi  1  —  0,       (i  =  1,  2,  .  . .,  6) 

welche  sechs  Strahlen  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  verbindet,  der 
PascaUsche  Satz  abzuleiten  ist,  hat  Cayley  behandelt. *f) 

16.  Der  eleganteste  analytische  Beweis  für  den  Satz  vonBrianchon 
ergiebt  sich,  wie  Salmon  hervorgehoben  hat*ff),  aus  einem  zuerst 


*)  JuL  Plücker,   Analytisch -geometrische  Entwickelmigen,   Bd.  I, 
^  1828,  Nr.  292,  S.  184. 

^  G.  Salmon,  On  the  properties  of  Surfaces  of  the  Second  D^^e, 
which  correspond  to  the  theorems  of  Pascal  and  Brianchon  on  Gonic 
Seetions,  Phü.  Mag.,  Bd.  24,  1844,  S.  49fiP. 

*^  G.  Salmon,  A  Treatise  onConic.Seotions,  First  edition,  Dublin  1848, 

Artw  266,  8.  211.    Der  Beweis  ist  bekanntlich  folgender:  Sind  ^  >=^  0, , 

^^0  die  Gleichungen  der  Seiten,  ist  6^  =»  0  die  Gleichung  der  Geraden, 
welche  die  Ecken  -4  =  0,  F  =  0  und  C  =  0,  D  =  0  verbindet,  so  sind 

^C7— Pö  =  0,    FD  -^  EG^O 
venchiedene  Formen  der  Gleichung  des  Kegelschnittes,  demnach  ist 
ÄC-'FD  =  G(B-E), 

auB  welcher  Gleichung  der  Satz  abgelesen  werden  kann. 

t)  Bobillier,  D^onstration  nouvelle  de  quelques  propri^t^s  des 
lignes  du  second  ordre,  Qerg,  Ann.,  Bd.  18,  1827  u.  1828,  S.  369—367 
(Kr.  12).    Der  Beweis  hat  bei  ihm  folgende  Form:  Ist 

aAÄ'  —  hBB'  =  0 

der  Kegelschnitt,  so  kann  man  die  sechs  Seiten  des  Kegelschnittes  auf 
folgende  Form  bringen: 

A—0,  r^+6B  — 0,  yB'+a^'«0,  A'^0,  aÄ'+y'B^O.yÄ+bB'^O, 
Die  Pascarsche  (Gerade  wird  dann 

yy'Ä  —  ahA'  —  0. 

tf)  Magnus,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  ana- 
lyüachen  Geometrie,  Bd.  1,  Berlin  1833,  S.  152—153. 

ttt)  ^fi»^*  2-  ^•'  Miscellanea,  Demonstrations  of  two  geometrical 
theorems.  Quart  J.,  Vol  1,  1867,  S.  77—78.  0.  Hermes,  Die  Verhaltnis- 
coordination  in  der  Ebene,  Programm -Abb.,  Berlin  1860,  S.  12. 

^t)  A.  Cayley,  Demonstration  of  Pascal' s  Theorem,  Camb.  Joum., 
Bd.  4,  1846,  S.  18—20. 

*tt)  On  the  properties  etc.;  Conic  Sections,  S.  210. 
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von  Plücker  aufgestellten  allgemeineren  Satz*).  Berühren  iwei 
Kegelschnitte  einen  dritten  in  je  zwei  Punkten,  so  trennt  nach 
einem  Satze  von  Chasles  eines  der  Geradenpaare,  das  ihre  Schnitt- 
punkte enthält,  die  beiden  Berührungssehnen  harmonisch.  Die  drei 
Geradenpaare,  welche  so  aus  drei  doppelt  berührenden  Kegelschnitten 
entstehen,  sind  nach  Plücker  die  Seitenpaare  eines  vollständigen 
Vierecks.  Wenn  man  dies  auf  die  Seitenpaare  eines  umgeschriebenen 
Sechsecks  anwendet,  so  ergiebt  sich  der  Satz  von  Brianchon. 

Ich  breche  hier  meine  Aufzählung,  die  ich  yom  Standpunkt 
eines  Referates  über  die  synthetische  Geometrie  für  vollzählig  halte, 
ab.  Die  Geschichte  des  Hexagrammum  mysticum  gebe  ich  natürlich 
an  anderer  Stelle. 


in.  Construction  des  Kegelsclinittes  aus  fflnf  Punkten 
und  Tangenten. 

1.  Die  Frage,  wie  ein  Kegelschnitt  aus  fünf  Punkten  gefunden 
werden  kann,  hat  bereits  Pappus**)  mit  Hülfe  eines  speciellen  Falles 
des  D es argues' sehen  Involutionssatzes  gelöst.  Sind  ÄB^  A^i 
parallele  Sehnen  eines  Kegelschnitts,  trifPt  Ä^B^  eine  andere  Sehne 
CD  in  M^  die  Geraden  AC  und  BD  in  C^  und  D^,  so  ist 

MÄ^ .  MBi  =  MCi .  MD^; 

hat  man  sich  mit  Hülfe  des  Potenzsatzes  zwei  parallele  Sehnen 
verschafft,  so  gestattet  der  Satz  unmittelbar  die  Aufßndung  des 
zweiten  Schnittpunktes  auf  einer  beliebigen  von  C  aus  gelegten 
Geraden  und  hiermit  die  punktweise  Construction  des  Kegelschnitts. 
Papp  US  benutzt  denselben  nur,  um  durch  C  eine  Sehne  in  der  zu 
AB  conjugirten  Richtung  zu  legen.  Auf  dem  Durchmesser,  welcher 
die  Mitten  M  und  M^  von  AB  und  A^B^  enthält,  sind  dann  die 
Endpunkte  (?  und  JB"  durch  die  Producte  MGMH  xmä  M^GM^H 


*)  Analytisch-geom.  Entw.,  Bd.  1,  Art.  886.    Plücker 's  Entwickelung 
ist  diese.    Die  vier  Kegelschnitte  seien 

^  =  0,    ^'  =  0,    ^"=0,    -4'"=0, 
so  sind 

^  +  (i'^'  =  p« «  0,    A  +  fi"-4"«  g' «  0,    A  +  ^'"^"'  =  r«  =»  0 

die  Gleichungen  der  Berührungssehnen; 

fi"^"  -  ft'"^'"  =  |,>  —  gt  _  0 ,    ft'"^'"  —  il'A  =  r«  —  p*  =  0, 

drei  Geradenpaare,  welche  die  Schnittpunkte  der  Eegelschnittpaare  ent- 
halten und  die  ihrer  Gleichungsform  nach  zu  demselben  Büschel  gehören. 
••)  Pappi  coUectanea  etc.,  liber  Vm,  Propp.  14—17,  Ed.  Hultsch, 
Bd.  3,  S.  1077  flF.     . 
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gegeben.  Mit  Hülfe  des  Potenzsatzes  ist  nun  der  zn  QH  conjugirte 
Durchmesser  bestimmt.  In  höchst  eleganter  Weise  construirt  nun 
Pappas  ans  den  conjngirten  Durchmessern  die  Axen. 

2.  Wir  müssen  nahezu  ein  Jahrtausend  überspringen,  um  das 
Problem  erneut  in  Angriff  genommen  zu  sehen.  Unter  dem  pompösen 
Titel  „FApollonius  Fran9ois  des  tactions"*)  beschäftigt  sich  Blondel 
mit  der  Aufgabe,  einen  Kegelschnitt  zu  construiren,  der  drei  Ge- 
rade berührt,  zwei  unter  ihnen  in  gegebenen  Punkten.  Er  unter- 
scheidet zahlreiche  Einzelfölle,  die  eine  nach  unseren  Begriffen  höchst 
complicirte  Behandlung  erfahren.  Newton  hat  die  Frage  sehr 
eingehend  behandelt,  zuerst  nach  der  Methode  der  Alten,**)  sodann 
mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie.***)  Besonders  die  erstere 
Entwickelung  ist  eine  der  Hauptquellen  der  synthetischen  Geometrie. 
Die  ersten  Aufgaben  beziehen  sich  auf  Kegelschnitte  mit  gegebener 
numerischer  Excentricität,  die  durch  einen  Brennpunkt  und  zwei 
Punkte  oder  Tangenten  zu  bestimmen  sind.  Sodann  folgt  der  Fall,  wo 
ein  Brennpunkt  8^^  n  Punkte  und  3  —  n  Tangenten  gegeben  sind. 
Sind  Ä^  By  C,  ...  beliebige  Punkte  und  Ä^^  J?i,  C^  ...  die  Spiegel- 
bilder des  gegebenen  Brennpunktes  hinsichtlich  ihrer  Tangenten,  so 
hat  der  zweite  Brennpunkt  von  Ä^j  B^y  C^,  ...  die  Entfernung  2  a, 
von  ^  J?,  C  die  Entfernungen  2a  —  SA,  2a  —  SB,  2a  —  5C,  . . ., 
wenn  wir  den  Fall  der  Ellipse  festhalten.  Die  Aufgabe  kommt 
daher  in  allen  Fällen  auf  das  Problem  zurück,  einen  Punkt  zu  suchen, 
dessen  Entfernungen  von  drei  gegebenen  sich  um  Torgeschriebene 
Grölsen  unterscheiden  [Prop.  21,  Prob.  13].  Diese  Hülfisaufgabe 
wird  in  ftufiserst  eleganter  Weise  gelöst  [Lemma  16].  Newton 
macht  ausdrücklich  darauf  aufinerksam,  dals  seine  Entwickelung  eine 
Lösung  der  Aufgabe  des  Apollonius  bietet,  in  diesem  Zusammen- 
hange komme  ich  auf  dieselbe  zurück.  Besondere  Behandlung  erf&hrt 
der  Fall,  wo  ein  Brennpunkt  und  drei  Peripheriepunkte  J9,  C,  D 
vorliegen.  Man  bestimme  auf  den  Geraden  CD  und  BC  Punkte  F 
und  E  derart,  daCs 

FC       S£  EB       SB 

FD  ~  SD  '         EC"^  SC 

80  ist  EF  die  Directrix  des  Brennpunktes,  durch  die  der  Kegelschnitt 
eindeutig  bestimmt  ist.     Newton  spricht  nur  von  einer  Lösung,  da 


^  Fran9oiB  Blondel,  Räsolntion  des  quatre  piincipanz  probl^mes 
d^ardutectoie,  Paris  1678  (Second  probl^me).  Die  Abhandlmiff  ist  auch 
enchienen  in  den  M^m.  de  TAc.  depms  1666—1699,  Bd.  6,  Paris  1729, 
8.W6ff. 

**)  Newton,  Philosophiae  natunüis  piindpia  mathematica,  London 
1687,  über  I,  Sectio  IV  u.  V,  S.  61—103. 

***)  Newton,  Arithmetica  mÜTersalis,  Cambridge  1707,  Caput  XIY, 
Problemata  67—61  (Ed.  Gravesande,  Leyden  1782,  S.  169^179). 
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für  ihn  nur  der  Fall  der  Ellipse  oder  der  eines  einzigen,  Bj  C^  D 
enthaltenden  und  S  umschlieDsenden  Hjperbelastes  in  Betracht  kommt 

Newton  citirt  hier  eine  Lösung,  welche  de  la  Hire  von  der- 
selben Aufgabe  gegeben  hat,  und  die  von  der  seinigen  nicht  sehr 
verschieden  sei;  ich  komme  auf  dieselbe  in  dem  Abschnitt  über  die 
Brennpunkteigenschafken  zurück.*) 

Eine  höchst  complicirte  Lösung  dieser  Aufgabe  hatte  bereits 
Halle 7  gegeben.  Er  erhält  für  die  Entfernung  des  zweiten  un- 
bekannten Brennpunktes  von  einem  der  drei  Peripheriepunkte  eine 
höchst  complicirte  Gleichung  zweiten  Grades**);  andere  Lösungen 
der  Aufgabe  haben  l'Hospital***)  und  Nicolief)  gegeben. 

3.  Die  Sectio  V  leitet  Newton  mit  der  Ableitung  des  Theorema 
ad  quatuor  lineas  ein.  Ist  AB  CD  ein  eingeschriebenes  Trapez, 
und  begegnen  zwei  Gerade  von  bestinmiten  Richtungen,  die  sich 
stets  in  einem  Punkte  F  des  Kegelschnittes  treffen,  den  paraUelen 
Seiten  in  S  und  T,  den  beiden  anderen  in  B  und  Q,   so  ist  eine 

PB  •  PO 
unmittelbare  Folge  des  Potenzsatzes  von  Apollonius,  dais    po   py 

constant  bleibt.  Dieser  Satz  wird  nun  in  eleganter  Weise  auf  be- 
liebige Vierecke  ausgedehnt,  endlich  auf  die  Form  gebracht,  dals 
PB^  PQ^  PÄ,  PT  jedes  für  sich  eine  bestimmte  Richtung  behalt 
(Lemma  17).  Hieraus  zieht  Newton  (Lenuna  18)  den  wichtigen 
Schluijs,  dafs  ein  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  eindeutig  bestimmt 
ist;  zu  seiner  wirklichen  Construction  dienen  zwei  Hül^ätze.  Der 
eine  kann  folgendermafsen  ausgesprochen  werden  (Lenama  20): 
„Drehen  sich  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  um  feste  Punkte,  bleibt  die 
dritte  Seite  sich  selbst  parallel,  während  ihre  Endpunkte  auf  zwei 
Geraden  gleiten,  so  durchläuft  die  gegenüberliegende  Ecke  einen  Kegel- 
schnitt'^ [vgl.  1, 7].  Er  kann  die  Bestimmungsstücke  leicht  derart  fest- 
legen, dafs  der  dritte  Dreieckspunkt  fünf  gegebene  Lagen  annimmt. 
Aus  dieser  ersten  leitet  er  die  zweite  Erzeugungsweise  ab,  seine  be- 
rühmte organische  Erzeugung  (Lenuna  21).  Drehen  sich  zwei  constante 
Winkel  derart  um  ihre  Scheitel,  dails  der  Schnittpunkt  zweier  Schenkel 
eine  Gerade  durchläuft,  so  beschreibt  der  der  beiden  anderen  einen 
Kegelschnitt.  Dieser  neue  Satz  löst  das  Problem  mit  gro&er  Ein- 
fachheit, da  man  von  fünf  gegebenen  Punkten  zwei  zu  Scheiteln  der 
Winkel  machen,  sowie  ihre  Gröilse  so  bestimmen  kann,  daHs  bei  der 


*)  de  la  Hire,  Sectiones  conicae  etc.,  Paris  1686,  Bach  8,  Prop.  25, 
S.  191.  YgL  auch  Mdm.  de  FAc.  depuis  1666—1699,  Bd.  10,  Parifl  1730, 
S.  688—689. 

**)  Edmund   Halley,   Methodus   directa,   coins   ope  inyestigantar 
Aphelia  etc.,  Phil.  Trans.,  1676,  Bd.  11,  S.  683—686. 
•*•)  THospital,  Sections  coniqües  etc.,  1707,  S.  380. 

t)  Nicolle,  Memoire  snr  la  dätermination  des  orbites  plan^taires  etc., 
Bist,  de  TAc.  Ann^e  1746,  Paris  1761,  S.  291—818. 
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dritten  Lage  die  Hül&schenkel  in  die  Verbindungslinie  der  Scheitel 
fiillen,  endlich  die  beiden  anderen  Punkte  zur  Fixirung  der  Hülfs- 
geraden  benutzen  kann.  Sieht  man  die  Verbindungslinie  der  Scheitel 
als  eine  Lage  des  einen  beschreibenden  Schenkels  an,  so  wird  der 
entsprechende  Schenkel  zur  Tangente  in  dem  anderen  Scheitel.  Dies 
ergiebt  (Propp.  23  und  24)  die  Möglichkeit,  den  Kegelschnitt  zu 
constmiren,  wenn  vier  Punkte  und  die  Tangente  in  einem,  oder 
drei  Punkte  und  die  Tangenten  in  zweien  gegeben  sind. 

4.  Die  Aufgaben,  durch  vier  Punkte  und  eine  Tangente  und  durch 
drei  Punkte  und  zwei  Tangenten  einen  Kegelschnitt  zu  bestimmen, 
fuhrt  Newton  auf  die  Transyersalenbeziehung  zwischen  den  sechs 
Schnittpunkten  eines  Kegelschnitts  mit  den  Seiten  eines  Dreiecks 
zurück,  die  er,  freilich  nur  fiir  die  speciellen  von  ihm  gebrauchten 
FsUe,  aus  dem  Potenzsatz  des  Apollonius  ableitet.  Mit  etwas  ver- 
ftnderter  Bezeichnimg  lauten  nun  seine  Construddonen  folgender- 
malsen:  Auf  den  Seiten  CA  und  AB  eines  Dreiecks  seien  die 
Punkte  ^i,  B^  und  C^,  C^  gegeben;  bestimmt  man  auf  der  dritten 
Ap  aus  der  Bedingung 

BA^     CB^  •  CB^  *  AC^  •  A.C^  ^^  ^ 
^  '  ^B, .  AB^    BC^  .  BC,  —  ^' 

so  ist  ^  der  Berührungspunkt  eines  Kegelschnitts,  der  J?^,  ^2)  ^ii 
Cj  enthält,  mit  BC  (Prop.  25).  Wenn  andererseits  drei  Punkte 
A^  By  C  gegeben  sind  und  BC^  CA^  AB  ßde  beiden  gegebenen 
Tangenten  in  A^^  A^;  B^^  B^\  (7^,  C^  treffen,  so  bestimme  man  auf 
denselben  Geraden  Punkte  A^^  B^^  Cq  derart,  dals 


yA^B'A^C  ^A^A^       yB^C    B^A  ^B^B^ 
YA^B    A^C'^  A^^'     YB^C '  B^a'^  ^t^i 


Die  Verbindungslinie  dieser  Punkte  A^  Bq  ist  die  Berührungssehne 
des  gesuchten  Kegelschnittes  mit  den  beiden  gegebenen  Tangenten. 
Man  ei^ennt  hierin  sofort  die  uns  jetzt  geläufige  Gonstruction  der 
Au%abe.  Freilich  die  uns  so  selbstverständliche  Folgerung,  dais  die 
Aufgabe  yier  Lösungen  besitzt,  die  vier  Berührungssehnen  ein  Vier- 
seit  bilden,  dessen  Paare  gegenüberliegender  Ecken  die  beiden 
Tangenten  und  je  eines  der  Punktepaare  B^C'^C^A\A^B  harmonisch 
trennen,  diese  Folgerung  ^ieht  Newton  nicht. 

Es  folgt  nun  das  bereits  in  der  Einleitung  [vgl.  1,6]  angeführte 
Lemma  22,  „das  dazu  dient,  Figuren  in  andere  gleicher  Art  umzu- 
formen^. Sind  von  einem  Kegelschnitt  vier  Tangenten  und  ein  Punkt 
gegeben,  so  kann  man  die  Figur  so  transfolmiren,  dais  die  Tan- 
genten die  Seiten  eines  Parallelogramms  werden.  Da  somit  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnittes  vorliegt,  ergiebt  sich  sofort  aus  dem  einen 
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gegebenen  noch  ein  zweiter  Punkt  (Prop.  26).  Liegen  aber  zwei 
Punkte  und  drei  Tangenten  vor,  so  kann  man  nach  Anwendung 
der  Transformation  die  Verbindungslinie  zu  einer  Tangente,  die 
beiden  anderen  unter  sich  parallel  machen.  Diese  specielle  Au%abe 
löst  Newton  mit  Hülfe  des  Potenzsatzes  durch  Bestimmung  der 
Berührungspunkte  (Prop.  25). 

5.  Die  Aufgabe,  einen  Kegelschnitt  zu  zeichnen,  der  fünf  Geraden 
berührt,  fahrt  ihn  zu  höchst  fundamentalen  Entwickelungen.  Be- 
rührt ein  Kegelschnitt  zwei  parallele  Gerade  l  und  Z^  in  den  Punkten 
Ä  und  %,  versteht  man  unter  J?,  5^;  C,  Cj;  ...  die  Schnittpunkte 
anderer  Tangenten  mit  l  und  ^,  so  ist 

AB  .  a^i  =  ÄC  .  ?tCi  =  ^2) .  SlDi  =  .    •, 

wie  schon  Apollonius  aus  den  Polareigenschafben  des  Kegelschnitts 
ableitet.*)  Newton  hat  (Lemma  24)  den  Beweis  etwas  yerein&cht. 
Aus  der  Proportion 

AB  _  ÄO 

folgt  beiläufig,  dafe  -48t,  BC^^  B^C  durch  einen  Punkt  laufen.  Dies 
giebt  Gelegenheit,  die  Berührungspunkte  zweier  paralleler  Tangenten 
zu  construiren,  sobald  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  gegeben 
ist.     Schneiden  sich  BB^  und  CC^  in  B^^  so  ist  offenbar 

CB^  _  AR.         £^l±l£«Ä  _  8tCi  +  AB 
B^C,  ~  «Ci  '  B^C,         ~         «C, 

Wenn  l  die  zu  CC^  parallele  Tangente  in  S  schneidet,  so  ist 
und  wir  haben  den  Satz: 

Dieser  kann  (Lemma  25)  folgendermaHsen  gefallt  werden:  Ist 
IKLN  ein  beliebiges  einem  Kegelschnitt  umschriebenes  Parallelo- 
gramm, und  schneiden  andere  Tangenten  die  Geraden  IN  und  IK 
in  E  und  Q,  e  und  ^,  . . .,  so  ist 

NE'KQ^NeKq^'^' 

Wenn  nun  auf  zwei  Geraden  die  Strecken  AU  und  BV  sich 
in  einem  festen  Verhältnisse  verändern,  so  beschreibt  ein  Punkt  TT, 
der  Z7F  in  bestimmtem  Verhältnis  teilt,  eine  Gerade,  die  auch  den 
Teilpunkt  von  AB  enthält  (Lemma  23).     Da 

NE  _  Ke 
Kq  —  KQ' 

•)  Sectiones  corneae,   Ed.  Halley,  S.  208  (liber  lU,  Prop.  42).    Ich 
komme  auf  den  Beweis  des  Apollonius  später  zurück. 
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so  liegen  die  Mittelpiuikte  der  drei  Strecken  NK^  Eq^  eQ  auf  einer 
Geraden.  Der  erste  dieser  drei  Punkte  ist  aber  der  Mittelpunkt  des 
Kegelschnitts.  Dies  giebt  die  Lösung  des  letzten  Problems.  Bildet 
man  aus  irgend  yier  der  fünf  Tangenten  ein  Vierseit,  halbirt  den  Ab- 
stand swischen  zwei  Paaren  gegenüberliegender  Ecken,  so  ist  die 
Verbindungslinie  ein  Ort  für  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts. 
Wird  dies  zweimal  wiederholt,  so  ist  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts gefunden,  dessen  Berührungspunkte  mit  den  fünf  Tangenten 
nach  dem  oben  angeführten  Hülfssatz  sich  auffinden  lassen. 

6.  In  seiner  „Arithmetica  universalis^^  ist  Newton  auf  einige  der 
Hauptfragen  zurückgekommen.  Auf  analytischem  Wege  zeigt  er, 
dafs  fünf  Punkte  einen  Kegelschnitt  eindeutig  bestimmen;  die  or- 
ganische Erzeugung  wird  angeführt  und  in  sehr  complicirter  Weise 
die  Au%abe  gelöst,  durch  vier  Punkte  eine  Parabel  zu  legen.  Welche 
groCse  Bedeutung  er  seiner  descriptio  organica  beilegte,  gqht  wohl 
daraus  hervor,  dais  er  sie  in  seiner  Enumeratio  nochmals,  ohne  Be- 
weis, aufführte.  Hier  wendet  er  auch  die  Bezeichnung  der  „descriptio 
organica^'  an.  Ich  habe  schon  oben  darauf  aufinerksam  gemacht, 
dais  Newton  auch  auf  Curven  höherer  Ordnung  seine  Erzeugung 
angewendet  hat*) 

7.  In  dem  Abschnitt  über  den  Pascarschen  Satz  habe  ich  bereits 
bemerkt,  dais  Braikenridge  und  Maclaurin  die  Bedeutung  des 
Satzes  zur  Construction  von  Kegelschnitten  aus  fünf  Punkten  voll 
erkannt  haben  [II,  3],  dais  femer  beide  die  Specialfälle  kannten,  wo 
ein  oder  zwei  Tangenten  als  Seiten  des  Sechsecks  auftreten.  Von 
dieser  Seite  her  kann  man  nun  bekanntlich  mit  Leichtigkeit  zu  dem 
Satze  vom  eingeschriebenen  Viereck  und  dem  zugehörigen  um- 
geschriebenen Vierseit  gelangen,  Simson  scheint  diesen  Schritt  zu- 
erst gethan  zu  haben.**)  Er  benutzt  den  umstand,  dais  gegenüber- 
liegende Seitenpaare  des  eingeschriebenen  Vierecks  sich  in  Punkten 
treffen,  deren  Verbindungslinien  zugleich  die  der  gegenüberliegenden 
Eeken  des  umgeschriebenen  Vierseits  sind,  zu  einer  einfacheren  Con- 
straction  des  Kegelschnitts  aus  fünf  Tangenten. 

8.  Maclaurin  hat  sich  ebenfalls  mit  dieser  Gruppe  von  Aufgaben 
beschäftigt***)  Von  Interesse  ist  die  Bemerkung,  dafs  vier  Tan- 
genten gestatten,  aus  einem  gegebenen  Curvenpunkt  drei  andere  zu 
enoitteln,  welche  mit  ihm  zusammen  die  Ecken  des  durch  die  vier 
Tangenten  bestimmten  Polardreiecks  von  den  gegenüberliegenden 
Seiten  harmonisch  trennen  (§  43).  Beiläufig  bemerkt  er  auch  (§  42), 
dais,  wenn  drei  Tangenten  BC^  CA^  AB  bez.  in  A^^  B^^  C^  be- 
rühren, die  Geraden  AA^^  ^^u  ^^i  ^^^^  ^  einem  PunJkt  schneiden. 


*)  Newton,  Enumeratio  etc.,  1704,  §§  Bl— 83.    [Vgl.  I,  7.] 
^  Simson,  Sectionum  conicarom  libri  V,  Edinburg  1785,  S.  197 
*^  Maclaurin,  A  Treatise  of  Algebra  etc.,  1748,  Appendix. 

JahiMberloht  d.  D«atMh«a  Mftthem.-VeTeinignng.   V,  2.  8 
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Diesen  Specialüall  des  PascaTschen  Satzes  bat  später  Carnot  aus 
seinem  allgemeinen  Transversalensatz  abgeleitet.*) 

9.  Eine  wesentliche  Förderung  erfahr  diese  Gruppe  von  Auf- 
gaben durch  Brian chon,  indem  er,  wie  S.  20  gezeigt  wurde,  zum 
Pascal'schen  Satz  den  dualen  hinzufügte.  Nachdem  er  die  con- 
structive  Bedeutung  seines  Satzes  wiederholt  hervorgehoben**)  und 
sich  mehrfach  mit  der  Aufgabe  beschäftigt  hatte,  aus  fftnf  Punkten 
oder  Tangenten,  die  einander  unendlich  nahe  rücken  können,  einen 
Kegelschnitt  zu  construiren,  widmete  er  1817  dieser  Frage  eine 
zusammenfassende  Darstellung,  welche  diese  Reihe  von  Entwicke- 
lungen  zu  einem  Allgemeingut  der  Geometer  machte.  Ich  habe  das 
schon  oben  citirte  Memoire  im  Sinn.***) 

Er  steht  durchaus  auf  dem  Boden  der  durch  Carnot 's  „giom^trie 
de  position^^  geschaffenen  Transversalentheorie,  entwickelt  zuerst  am 
Kreise  den  Involutionssatz  von  Desargues  imd  überträgt  ihn  sodann 
unter  Benutztmg  der  Erhaltung  des  Doppelverhältnisses  bei  Projection 
einer  geraden  Punktgruppe  auf  den  Kegelschnitt.  Aus  dieser  Quelle 
leitet  er,  wie  sich  schon  oben  ergab,  den  Pascal'schen  Satz  ab;  zur 
Construction  des  Kegelschnitts  aus  fünf  Punkten  aber  bedient  er 
sich  merkwürdiger  Weise  des  Involutionssatzes,  wobei  die  Transversale 
sich  um  einen  der  fünf  Punkte  drehen  soll.  Für  den  Fall  von  fünf 
Tangenten  beruft  er  sich  auf  seinen  ohne  Beweis  aufgestellten  Satz 
(Nr.  36).  Bei  vier  Punkten  und  einer  Tangente  ergeben  sich  zwei 
Lagen  für  den  Berührungspunkt  der  letzteren  ohne  weiteres  aus 
dem  Satze  von  der  Involution  (Nr.  45).  Sind  vier  Tangenten  und 
ein  Punkt  gegeben,  so  ergiebt  das  mit  den  Tangenten  zugleich  ge- 
gebene Polardreieck  sofort  drei  weitere  Punkte,  und  die  Aufgabe  ist 
auf  die  frühere  zurückgefEÜirt  (Nr.  51).  Für  den  Fall  von  drei 
Punkten  und  zwei  Tangenten  giebt  Brianchon  die  Newton'sche 
Lösung,  construirt  abei^  die  Schnittpunkte  der  gesuchten  Berühmngs- 
sehnen  mit  den  Verbindungslinien  der  drei  Punkte  in  eleganter 
Weise  mit  Hülfe  des  sie  enthaltenden  Kreises  (Nr.  45).  Liegen  endlich 
drei  Tangenten  und  zwei  Punkte  vor,  so  ergeben  sieb  einmal  die 
Einschnitte  der  Berührungssehnen  in  die  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  als  Doppelpunkte  bestimmter  Involutionen,  andererseits  kann 
man  benutzen,  dafs  irgend  zwei  dieser  Berührungssehnen  coi^'ugirte 
Punkte  mit  jeder  Geraden  gemein  haben,  die  von  einer  Ecke  des 
Tangentendreiecks  ausgeht  (Nr.  49  und  20).  Hieraus  ergeben  sich  vier 
verschiedene  Lösungen  des  Problems.  Man  sieht,  dafis  Brianchon, 
obwohl  er  seinen  Satz  vom  umschriebenen  Sechsseit  mit  Hülfe  der 
Polareigenschafben  abgeleitet  hatte,  doch  von  der  Dualität,  welche  diese 


*)  Carnot,  G^m^trie  de  position,  Si  293. 
•*)  Vgl.  die  oben  [IT,  6]  angef&hrten  Aufsätze. 
**^)  Brianchon,  Memoire  snr  les  lignes  du  second  ordre,  Paris  1817, 
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Chuppe  von  Aufgaben  durchzieht,  keinen  Gebrauch  macht.    Es  ist  dies 
för  den  leidigen  Gergonne-Poncelet'schen  Streit  von  Bedeutung. 

10.  Newton  hat,  wie  oben  [III,  6]  bemerkt  wurde,  eine  umständ- 
liche Construction  der  Parabel  aus  vier  Punkten  gegeben.  Eine  andere 
Losung  gab  Lam^  aus  dem  Büschelbegriff.*)  Die  Axen  der  Parabeln, 
welche  vier  Punkte  A^  B^  C^  D  enthalten,  sind  parallel  zu  solchen 
Geraden,  die,  als  Durchmesser  der  Geradenpaare  AB^  CD  und  BC^ 
AD  betrachtet,  zu  einer  und  derselben  Richtung  coiyugirt  sind. 
Am  natürlichsten  schlois  sich  die  Parabel  an  das  Obige  insofern  an, 
als  eine  ihrer  Tangenten  sich  ins  unendliche  entfernt.  Eine  un- 
gemein weitschweifige  Behandlung  nach  dieser  Seite  hin  gab  Coste 
im  engsten  Anschluls  an  Brianchon's  Memoire.  Alle  seine  Con- 
stracüonen  reducirt  er  schlielslich  auf  eine  rein  metrische  Gestalt.**) 

11.  Neben  der  Parabel  und  dem  Kreis  hatte  von  jeher  besonders 
die  gleichseitige  Hyperbel  die  Aufinerksamkeit  der  Geometer  angelockt, 
zugleich  wegen  der  grolsen  Analogie  ihrer  Gleichung  zu  der  des 
Kreises,  und  wegen  ihrer  zahlreichen  schönen  Eigenschaften.  Die, 
welche  den  modernen  Geometer  am  meisten  interessirt,  daJGs  sie 
nach  unserer  jetzigen  Ausdrucksweise  das  Erzeugnis  entgegengesetzt 
gerichteter  congruenter  Strahlbüschel  ist,  wurde  von  Newton  ge- 
legentlich einer  Gonstructionsaufgabe  bemerkt.***)  Merkwürdiger- 
weise geriet  diese  Eigenschaft  gänzlich  in  Vergessenheit;  Steiner 
ftkhrt  sie  indes  wieder  auf  f )  Zu  schönen  Resultaten  führt  eine  Arbeit 
▼on  Brianchon  und  Poncelet,  welche  specieU  die  Construction  der 
gleichseitigen  Hyperbel  aus  n  Punkten  und  4  —  n  Tangenten  sich 
zur  Aufgabe  stellt  ff)  Zunächst  leiten  sie  aus  dem  Pascal' sehen 
Satz  in  etwas  unsynmietrischer  Weise  ab,  daüs  eine  gleichseitige 
Hyperbel  die  Höhenpunkte  aller  eingeschriebenen  Dreiecke  enthält 
(Theorem  1).      Zieht   man    durch  einen  Hyperbelpunkt  zwei  senk- 


*)  Lam^,  Examen  des  diffi^rentes  methodes  employ^s  pour  r^sondre 
les  probl^es  de  ffäom^bie,  Paris  1818  (S.61)  mid:  Snr  les  intersectionB  den 
Uffoes  et  des  Bur&ces,  Gerg.  Ann.,  Bd.  7,  1816  a.  1817,  S.  229—240(8.234). 
8^  durch  fänf  Punkte  A^  B,  C,  D,  E  ein  Kegelschnitt  gelegt  werden, 
so  «nebt  man  zu  der  Richtung  DE  die  coigugirten  Durchmesser  fQr  die 
Qeradenpaare  AB^  CD  und  J.C,  BD\  yerbindet  man  den  Ereuzungs- 
pimki  nui  der  Mitte  von  DE^  so  liegt  ein  Durchmesser  der  Gurre  vor  etc. 
(S.  »8). 

^L.  M.  P.  Coste,  Propri^t^s  peu  connues  de  la  parabole  etc.,  Gerg. 
Ann.,  Bd.  8,  1817  n.  1818,  S.  261—284. 

*^  Newton,  Arithmetica  universalis,  Caput  XIY,  Problema  41 
(Ed.  Grayesande,  Leyden  1782,  S.  138). 

t)  Steiner,  Systematische  Entwickelung,  Anhang,  Aufg.l8  (Ges.W., 
Bd.  1,  S.  442). 

ff)  Brianchon  et  Poncelet,  Becherches  sur  la  d^termination  de 
lliyperbole  ^nilat^re,  au  moven  de  quatre  conditions,  Gerg.  Ann.,  Bd.  11, 
18^0.1821,  S.206 — 220;  wieder  abgedruckt  in:  Applications  d'analyse  etc., 
Bd.  2,  Paris  1864,  S.  504—616. 

8* 
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rechte  Strahlen,  so  steht  die  Tangente  senkrecht  zu  der  Yerhindongs- 
linie  ihrer  zweiten  Schnittpunkte.  Mit  Hfdfe  dieses  Satzes  kann 
man  durch  vier  Punkte,  auch  wenn  sie  einander  unendlich  nahe 
rücken,  eine  gleichseitige  Hyperbel  legen.  Man  überzeugt  sich 
femer  sofort,  daljs  durch  drei  Punkte  und  eine  Tangente  zwei 
gleichseitige  Hyperbeln  bestimmt  sind.  Auf  nicht  uninteressante 
elementare  Weise  gelangen  sie  nun  zu  folgendem  Satz:  „Man  lege  durch 
jeden  von  zwei  Punkten  eine  Gerade  parallel  zur  Polare  des  anderen, 
oder,  was  dasselbe  ist,  zu  der  von  ihm  halbirten  Hyperbelsehne. 
Der  Kreuzungspunkt  dieser  Parallelen  liegt  mit  dem  Mittelpunkt  der 
Hyperbel  und  den  beiden  Punkten  selbst  auf  einem  Kreise"  (Th.  3). 
Eine  unmittelbare  Folge  davon  ist  der  Satz:  „Jeder  einem  Polar- 
dreieck umschriebene  Kreis  enthält  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel^ 
(Th.  4).  Wir  haben  hier  das  erste  Beispiel  einer  sehr  bekannten 
Beziehung  im  Polarsystem.  Offenbar  bilden  nämlich  die  beiden  un- 
endlich  fernen  Kreispunkte  mit  dem  Mittelpunkt  der  Hyperbel  ein 
Polardreieck;  also  würde,  da  man  einen  Kegelschnitt  „im  allgemeinen" 
in  eine  gleichseitige  Hyperbel  projiciren  kann,  bewiesen  sein,  dais  zwei 
beliebige  Polardreiecke  eines  Kegelschnittes  wiederum  einem  Kegel- 
schnitt angehören,  ein  Satz,  der  freilich  erst  viel  später  aufgestellt 
wurde.  Für  alle  durch  drei  Punkte  hindurchgehenden  gleichseitigen 
Hyperbeln  bilden  die  Höhen-Fufspunkte  des  Dreiecks  ein  Polardreieck. 
Der  letzterem  umschriebene  Kreis  ist  daher  der  Mittelpunkt-Ort  des 
Büschels  gleichseitiger  Hyperbeln  und  enthält  als  solcher  die  Mitten 
der  sechs  Seiten  des  Vierecks,  das  aus  den  drei  gegebenen  Punkten 
und  dem  Schnittpunkt  der  Höhen  sich  bilden  läM  (Th.  7  und  9). 
Man  erhält  so  den  berühmten,  ein  Jahr  später  von  Feuerbach  ge- 
fundenen und  nach  ihm  benannten  Kreis.*)    Auf  sehr  indirecte  Weise 


*)  Feuerbach,  Ei^nschaften  einiger  merkwürdigen  Punkte  des  gerad- 
linigen Dreiecks  etc. ,  i^ümberg  1822,  S.  88.  Die  Geschichte  des  merk- 
würdigen Theorems  reicht  in  En^and  bis  1807  Eorfick.  VgL  iJuliusLange, 
Die  Geschichte  des  Feuerb ach* sehen  Kreises,  Programmabhdl. ,  Berlin 
1894.  In  dieser  Schrift  finden  sich  die  elementaren  Beweise  des  Satzes  mit 
grofser  Genauigkeit  aufgeführt.  Am  elesantesten  ist  ohne  Zweifel  der  Ton 
Steiner  gegebene  Beweis,  welcher  zugleich  als  die  einfachste  Form  des 
Feuerbac  haschen  anzusehen  ist :  S  t  e  i  n  e  r ,  Die  geometrischen  Constmctionen, 
ausgeführt  mittelst  der  geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises,  Betlin 
1838,  Gtea.  Werke,  Bd.  1,  S.  491.  Für  meine  Zwecke  kommen  nur  die  Arbeiten 
in  Betracht,  bei  denen  der  Kieis  als  Mittelpunkt- Ort  eines  Büschels  gleich- 
seitiger H}rperbeln  erscheint.  Die  eleganteste  Behandlung  in  dieser  Hmsicht 
ist  wohl  eine  Arbeit  von  Fiedler  ruber  die  Büschel  gleichseitiger  Hyper- 
beln etc.,  Vierte^ahrsschr.  d.  Naturf.-Ges.  zu  Zürich,  Jahrg.  80,  1885,  S.  390 
— 402).  Indem  man  drei  Punkte  Ä^  B^  C  einer  gleichseitigen  J^rperbel  su 
zwei  und  zwei  mit  den  beiden  Asymptoten  zusammenstellt,  erhftft  man  ans 
dem  PascaFschen  Satz  die  Folgerung:  Bildet  man  über  BC,  CA^AB  als 
Diagonalen  Rechtecke,  deren  Seiten  den  Asymptoten  parallel  sind,  so 
lauten   die   drei  anderen  Diagonalen  im  Mittelpunkt  der  Hyperbel   an- 
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folgt  hieraiis  nochmals,  daCs  vier  Punkte  A^  B^  C,  D  eine  gleichseitige 
Hyperbel  eindeutig  bestimmen.  Ihr  Mittelpunkt  gehört  acht  ver- 
schiedenen Kreisen  an,  den  Feuerbach' sehen  Kreisen  der  vier  Drei- 
ecke, die  sich  aus  den  vier  Punkten  bilden  lassen,  dem  Kreise,  welcher 
die  drei  Schnittpunkte  gegenüberliegender  Seiten  enthält,  endlich 
nach  Theorem  3  noch  drei  weiteren  Kreisen,  von  denen  jeder  die 
Mitten  zweier  gegenüberliegender  Seiten  des  Vierecks  enthält.  Da 
diese  Kreise  teilweise  einen  fremden  Punkt  gemein  haben,  so  bleibt 
för  die  Au%abe  selbst  nur  eine  Lösung. 

12.  Die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  die  vier  Gerade  be- 
rühren, liegen  nach  einem  Satze  von  Newton  auf  einer  Geraden.  Sie 
schneidet  den  Kreis  um  das  Diagonaldreieck  des  Vierseits  in  den 
Mittelpunkten  der  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  die  vier  Geraden 
berühren.  Irriger  Weise  wird  für  den  Fall  von  zwei  Punkten  und 
zwei  Tangenten  von  einem  Kreise  gesprochen  (Th.  10),  auf  welchem 
die  Mittelpunkte  dieser  Hyperbeln  liegen  sollen.    Poncelet  hat  jedoch 


aammen.  Da  sie  sich  mit  der  doppelten  (xeschwindigkeit  drehen  wie  die 
Asymptoten  selbst,  so  erzeugen  sie  ofiPenbar  einen  Kreis,  und  es  wird  auch 
evident,  dafs  die  Asymptoten  eine  Hypocycloide  mit  drei  Spitzen  umhüUen. 
Bekanntlich  hat  Feuerbach  auch  erkannt,  dafs  sein  Kreis  von  den  ein- 
nnd  angeschriebenen  Kreisen  des  Grund-Dreiecks  berührt  wird.  Lange 
hat  zamreiche  Beweise  hierfür  zusammengetragen.  Den  wirklichen  geo- 
metrischen Grund  dieser  Thatsache  hat,  so  scheint  mir,  Salmon  er- 
kannt: Geometrical  Theorems,  Quart.  Joum.,  Bd.  4,  1861,  S.  162^164. 
Drei  G^nde  a,b^  e  mögen  in  den  Punkten  J.|,  J9j,  C^  von  einem  Kejgel- 
Bchnitt  K^  berührt  weraen,  durch  Ä^,  By,  C^  lege  man  einen  beliebigen 
Kegelschmtt  St,  wähle  eine  gemeinsame  Tangente  von  K^  und  St  aus,  die  in 
2>^  und  D.  berühre.  Alsdann  geht  z.  B.  -BiA  durch  eine  Ecke  des  Pol- 
tnpels  der  Schar  (a,  6, c, d) ;  alle  Keffelschnitte  K^ ,  K^.  ü^,  . .  •  derselben  treffen 
deshalb  B^C^  in  Paaren  einer  Involution,  von  der  auch  a,  d  eia  Paar 
aasschneidet,  dieselbe  Involution  schneiden  alle  Büschel  St,  K^;  St,  K.;  ... 
aas;  wählt  man  den  Kegelschnitt  2^,  der  d  in  D,,  a,  6,  c  in  ^,  £,,  C, 
berGhrt,  so  ist  d  eine  gemeinschaftliche  Sehne  von  ^  und  K^  die  gegen- 
flberliegende  gemeinschafüiche  Sehne  geht  daher  durch  den  Schnittpunkt 
von  a  und  B«C,.  ebenso  durch  die  Sdmittpunkte  von  b  und  c  mit  C^Ä^ 
und  A.B^,  Sind  ^, ,  B^,  Q  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  abc,  so 
rfickt  oiese  neue  Gerade  ins  unendliche  hinaus.  Ist  it  der  Feuerbach*- 
sche  Krds,  so  wird  ü^  einer  der  vier  Kreise,  die  a^b,  c  berühren.  Da 
die  Vierecke  Ä^  B,  C^  D^  und  Ä^  B^  C,  D.  dasselbe  Diagonalendreieck  er- 
ffeben  müssen,  so  ist  der  Berühmngspuntt  2>,  der  gemeinsame  Punkt  der 
drei  Geraden,  die  uL;  B^;  CL  mit  den  Schnittpunkten  Ä'=  B^C^,  B.C,; 
B'=^  C^Ä^y  C^A^;  C'==  A^Bi,  ÄpB^  verbinden.  Die  eben  angefünrte 
Constmction  des  Berührungspunktes  teilt  Salmon  als  von  Hamilton 
herrührend  mit.  Über  diese  und  verwandte  Constructionen  vergleiche  man 
noch  die  Arbeit:  Schröter,  Erweiterung  einiger  bekannten  Eigenschaften 
des  ebenen  Iheiedcs,  Crelle's  Joum.,  Bd.  68,  1868,  S.  208—234.  Von  be- 
sonderer Bedeutung  sind  besonders  zwei  Arbeiten  von  Beltrami,  Intomo 
alle  coniche  di  nove  nunti  etc.,  Mem.  di  Bologna,  Serie  II,  Bd.  2,  1862, 
S.  361 — 396  und  Su  ucuni  teoremi  di  Feuerbach  e  di  Steiner,  ibidem, 
Serie  m,  Bd.  5,  1874,  S.  643 — 666,  auf  die  ich  später  zurückkomme. 
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in  einer  anderen  Abhandlung  diesen  Fehler  richtig  gestellt.'^)  Die 
Kegelschnitte,  welche  zwei  Gerade  bertOiren  und  zwei  Punkte  enthalten, 
zerfallen  in  zwei  getrennte  Mannigfaltigkeiten.  Projicirt  man  nftmlich 
die  beiden  Punkte  Äy  Bj  welche  sowohl  die  gegebenen  Punkte  als 
auch  die  gegebenen  Geraden  harmonisch  trennen,  vom  Schnittpunkte 
der  letzteren  durch  die  Geraden  a  und  &,  so  ist  für  die  eine  Mannig- 
faltigkeit h  die  Polare  von  Ä^  fCb*  die  andere  a  die  Polare  von  B.  Nach 
dem  Brianchon-Poncelet'schen  Hauptsatze  liegen  die  Mittelpimkte 
der  gleichseitigen  Hyperbeln  in  der  ersten  Mannigfaltigkeit  auf  einem 
Kreise,  der  Ä  enthält  und  in  der  Mitte  der  gegebenen  Sehne  eine 
Parallele  zu  h  berührt.  Aber  dieselbe  Tangente  kommt  dem 
Mittelpunktkegelschnitt  der  Mannigfaltigkeit  zu,  so  dals  durch  zwei 
Tangenten  und  zwei  Punkte  vier  gleichseitige  Hyperbeln  bestimmt  sind. 
13.  Etwa  20  Jahre  später  istSeydewitz  auf  diese  Frage  zurück- 
gekonmien.**)  Als  Ort  der  Mittelpuiücte  der  gleichseitigen  Hyperbeln, 
die  drei  Gerade  berühren,  erhält  er  in  sehr  eleganter  Weise  den 
Kreis,  für  den  das  gegebene  Dreieck  ein  Polar-Dreieck  ist,  der  also 
den  Höhenpunkt  desselben  zum  Mittelpunkt  hat.  Die  Mittelpunkte  der 
beiden  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  vier  Gerade  berühren,  liegen 
deshalb  auf  fünf  Kreisen,  und  es  folgt  beiläufig,  dafs  die  vier  Höhen- 
punkte der  Dreiecke,  die  sich  aus  vier  Seit«n  bilden  lassen,  auf 
einer  Geraden  liegen.  Sind  drei  Tangenten  und  ein  Punkt  gegeben, 
so  ergiebt  sich  einmal  der  Seydewitz'sche  Kreis,  andererseits  ein 
Kegelschnitt  für  die  Mittelpunkte,  so  dafs  dieser  Bedingung  vier 
gleichseitige  Hyperbeln  genügen. 


IV,  Bflschel  und  Schar;  einfach  anendliche  Mannigfaltigkeiteii; 

die  Involution. 

1.  Die  soeben  besprochene  Brianchon-Poncelet'sche  Arbeit  war 
eine  der  Veranlassungen  dazu,  dals  die  Untersuchung  einfach  unend- 
licher Mannigfaltigkeiten  von  Kegelschnitten,  zunächst  nach  der  Seite 
der  Mittelpunktorte  hin,  in  Angriff  genonunen  wurde.  Obenan  steht 
hier  der  Satz  von  Newton,  nach  dem  die  Mittelpunkte  aller  Kegel- 

*)  Poncelet,  Becherches  diverses  sar  le  lieu  des  centres  des  sectioBB 
coniques  etc.,  Gerg.  Ann.,  Bd.  12,  1821  u.  1822,  S.  233—248  (Applic.  d*ana]., 
ßd   1.  S.  616—627). 

♦•)  Fr.  Seydewitz,  Neue  Untersuchungen  über  die  Bestimmung  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  mittelst  vier  gegebener  Bedingungen,  Grunert's 
Archiv,  Bd.  3,  1843,  S.  225— 236.  Seydewitz  macht  darauf  aufmerksam, 
dafs,  entgegen  der  ersten  Ansicht  Poncelet's,  die  Mittelpunkte  der  zwei 
Gerade  berührenden  und  zwei  Punkte  enthaltenden  gleichseitigen  Hyperbeln 
sich  nicht  auf  einem  Ejreise,  sondern  zu  zwei  und  zwei  auf  zwei  Areisen 
befinden;  er  hat  jedenfalls  übersehen,  dafs  Poucelet  diesen  Fehler  sdbst 
corrigirt  hat. 
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schnitte  mit  yier  gemeinsamen  Tangenten  einer  Geraden  angehören.*) 
Den  SchlaHs,  daüs  die  Mitten  der  Strecken  zwischen  je  zwei  gegen- 
überli^enden  Ecken  eines  vollständigen  Yierseits  auf  einer  Geraden 
li^^n,  hat  Newton  nicht  gezogen,  obgleich  seine  Gerade  durch  zwei 
derartige  Punkte  festgelegt  wird.  Gaufs  hat  sich  bekanntlich  mit 
dieser  Frage  beschäftigt.**)  Auf  rechnendem  Wege  beweist  er  zuerst 
den  allgemeinen  Newton' sehen  Satz,  beobachtet  sodann,  dals  die 
Verbindungslinien  gegenüberliegender  Ecken  als  gestreckte  Ellipsen 
der  Schar  anzusehen  sind,  und  schlieM  deshalb,  dals  ihre  Mittel- 
punkte stets  auf  einer  Geraden  liegen,  wofür  er  sodann  noch  einen 
besonderen  Beweis  beifElgt.  Poncelet***)  setzt  bei  einem  sehr  com- 
plicirfcen  Beweise  von  vornherein  voraus,  daJDs  die  drei  besonderen 
Mittelpunkte  in  einer  Geraden  liegen,  und  schliefst  daraus  den  all- 
gemeinen Newton' sehen  Satz.  Da  von  den  Kegelschnitten,  die  drei 
Gerade  berühren  und  einen  Punkt  enthalten,  zwei  eine  bestimmte 
vierte  Gerade  berühren,  so  ist  der  Mittelpunktort  dieser  Mannig- 
faltigkeit ein  Kegelschnitt,  denn  er  hat  nur  zwei  Punkte  mit  der 
Geraden  gemein,  welche  als  Mittelpunktort  zu  den  vier  Tangenten 
gehört.  Eine  höchst  unschöne  und  complicirte  Behandlung  des 
Theorems  for  den  SpecialfaU  des  Kreises  hat  Durrande  gegeben. f) 

Ghasles  hat  den  Satz  aus  einer  räumlichen  Figur  abgeleitet,  ff ) 
Die  Mittelpunkte  aller  Hyperboloide,  welche  ein  räumliches  Vierseit 
AB  CD  enthalten,  liegen  auf  der  Verbindungslinie  der  Mitten  von 
AC  und  BD.  Projicirt  man  jetzt  in  einer  bestimmten  Richtung 
auf  eine  Hül&ebene,  so  sind  die  scheinbaren  Umrisse  der  Hyper- 
boloide Kegelschnitte,  welche  die  Seiten  eines  Vierseits  Ä^B^C^D^ 
berühren,  und  deren  Mittelpunkte  aus  denen  der  Hyperboloide  ent- 
stehen; demnach  liegen  sie  auf  der  Verbindungslinie  der  Mitten  von 
A^C^  und  -Bi-Di- 

Die  eigentliche  Bedeutung  des  Newton' sehen  Satzes  hat  Pon- 
celet  erst  in  seinem  Traite  erkannt. 

2.  Brianchon  und  Poncelet  machen  in  ihrer  Arbeit  über  die 
gleichseitige  Hyperbel  die  Beobachtung,  dals  ihr  Zwölf-Punktkreis 
durch  Projection  in  den  Ort  der  Pole  einer  Geraden  hinsichtlich  der 
Kegelschnitte  eines  beliebigen  Büschels  übergeht,  und  stellen  dem- 


*)  Newton,  Prindpia  I,  Lemma  26,  Corr.  3. 

^  Qaufs,  Bestimmung  der  gröfsten  Ellipse,  welche  die  vier  Seiten 
eines  ffegebcmen  Vierecks  oerOhrt,  Momkü.  CorrespondeDz  f.  Erd-  mid 
Himm^skonde,  Bd.  22,  1810  (Gesammelte  Werke,  Bd.  4,  Göttingen  1880, 
B.  3«6— 892). 

*^  Poncelet,  Dämonstration  du  thäor^me  de  Newton  etc.,  Gerg. 
Ann.,  Bd.  12,  1821  u.  1822,  S.  108—112. 

t)  Dur  ran  de,  Dämonstration  d*mi  thäor^me  de  gäomdtrie,  Gerg.  Ann., 
Bd.  14,  1823  u.  1824,  S.  809—313. 

ft)  Chasles,  Note  sur  une  propriätä  gönärale  des  coniques  etc., 
Qua.  Corr.,  Bd.  4,  1828,  S.  363^371. 
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nach  am  SchltüöB  ihrer  Abhandlung  den  Satz  auf,  dafs  der  Mittel- 
punktort eines  beliebigen  Büschels  ein  Kegelschnitt  ist,  welcher  die 
Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  Seitenpaare  des  gegebenen 
Vierecks  enthält. 

Oergonne*)  hat  auf  rechnendem  Wege  die  Frage  nach  dem 
Ort  der  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  behandelt,  die  m  Punkte 
enthalten  und  4  —  m  Tangenten  berühren.  Die  Rechnung,  bei 
der  durch  specielle  Annahmen  der  Coordinatenaxen  die  Symmetrie 
stets  zerstört  wird,  ist  nach  jetzigen  Begriffen  äulserst  schwer- 
föUig.  Immerhin  gelangt  er  dazu,  bei  der  Schar  die  Gerade,  bei 
dem  Büschel  den  Netm-Punktkegelschnitt  nachzuweisen,  f&r  den  Fall 
von  drei  Tangenten  und  einem  Punkt  einige  nähere  Bestimmungen  för 
den  Kegelschnitt  einzuführen.  Für  die  beiden  anderen  Fälle,  zwei 
Punkte,  zwei  Tangenten;  drei  Punkte,  eine  Tangente,  gelangt  er 
zu  Curven  vierter  Ordnung.  Mit  nicht  geringem  Triumph  hebt 
Poncelet**)  in  der  schon  oben  erwähnten  Abhandlung  hervor,  daHs 
Gergonne  das  Zerfallen  der  ersteren  Curve  in  zwei  Kegelschnitte 
übersehen  hat.  um  eine  Idee  von  Poncelet's  Schluisweise  zu  geben, 
bemerke  ich,  daüs  die  Mannigfaltigkeit  in  eine  Reihe  von  Kreisen 
projicirt  wird,  welche  zwei  Gerade  berühren.  Ihre  Mittelpunkte  liegen 
auf  zwei  getrennten  Geraden,  und  deshalb  mufs  auch  der  Ort  der 
Pole  einer  beliebigen   Geraden  in  zwei  getrennte  Curven  zerfallen. 

3.  Den  Begrüf  des  Curven-  und  Flachenbüschels  verdankt  man 
bekanntlich  Lam^.  In  den  bereits  erwähnten  beiden  Schriften***) 
zeigt  er,  daüs  ein  Ausdruck  von  der  Form 

mP  +  m'P'  =  0, 

wenn  P  bs  o,  P'  ss  Q  Geraden  bedeuten,  eine  dritte  durch  ihren 
Schnittpunkt  gehende  Gerade,  wenn  die  beiden  gegebenen  Glächungen 
Kegelschnitte  bedeuten,  einen  dritten  durch  die  vier  gemeinsamen 
Punkte  gehenden  Kegelschnitt  darstellt.  Entsprechende  Sätze  stellt 
er  für  Ebenen  und  Oberflächen  zweiter  Ordnung  auf.  Dals  dieser 
Kunstgriff  zu  zahlreichen  schönen  Folgerungen  führt,  wird  an  einem 
Beispiel  gezeigt.  Zu  einem  System  von  Parallelen  gehören  nämlich 
für  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  conjugirte  Durchmesser,  die 
einen  Punkt  gemein  haben.  Diese  Eigenschaft  dient  ihm  dazu,  durch 
fünf  Punkte  einen  Kegelschnitt  zu  legen.  Das  räumliche  Analogen 
des  Satzes  führt  ihn,  wie  später  gezeigt  werden  soll,  auf  eine  erste 
Lösung  der  Aufgabe,  durch  neun  Punkte  eine  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  zu  legen. 

4.  Für   den  speciellen  Fall,    dafs   man   zwei  Kegelschnitte  in 

*)  Gerffonne,  Solution  du  premier  des  probl^mes  de  g6om6tne  etc., 
Gerg.  Ann.,  Bd.  11,  1820  u.  1821,  S.  879—400. 

•♦)  Poncelet,  Gerg.  Ann.,  Bd.  12,  S.  238—248. 

*-)  [ü,  12]. 
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Geradenpaare  zerfaUen  läfist,  kann  man  aaf  mancherlei  Art  den  Inhalt 
des  Büschelsatzes  in  geometrische  Form  bringen.  Eine  dieser  Formen 
ist  das  theorema  ad  qaatnor  lineas,  das,  wie  wir  sahen,  Newton  mit 
Leichtigkeit  aus  dem  Potenzsatz  des  Apollonius  folgern  konnte.*) 
Der  Satz,  dafis  der  Ort  eines  Punktes  P,  dessen  in  beliebigen  festen 
Richtungen  gemessene  Entfemtmgen  von  vier  Geraden  der  Beziehung 

PÄ^  •  PA^  —  ft  PÄ^  •  PÄ^ 

genügen,  ein  Kegelschnitt  ist,  wird  von  Pappus"^)  ausgesprochen 
und  auf  Apollonius  zurückgeführt,  was  nut  einer  Stelle  im  Vorwort 
m  den  sectiones  corneae  in  Einklang  ist.  Pappus  tadelt  aber  zu- 
gleich, dals  Apollonius  sich  rühmt,  erst  durch  seine  neuen  Ent- 
Wickelungen  die  Lösung  der  Aufgabe  ermöglicht  zu  haben.***)  In 
seinem  Werk  hat  zwar  Apollonius  seine  Lösung  der  Aufgabe  nicht 
mitgeteilt,  nach  Zeuthen's  Ansicht  bieten  die  Beziehungen  im  dritten 
Bach  den  Schlüssel  zu  derselben. 

An  der  angezogenen  Stelle  formulirt  Pappus  noch  die  Frage 
nach  dem  Ort  zu  sechs  Geraden;  für  seine  Punkte  sollen  die  aus 
den  Entfernungen  gegen  zwei  Tripel  von  Geraden  gebildeten  recht- 
winkligen Parallelepipeda  constantes  Inhaltsverhältnis  besitzen.  Es 
ist  ihm  wohl  klar,  da&  hier  nur  die  Anfangsglieder  einer  allgemeinen 
Reihe  von  Orten  vorliegen,  doch  scheint  ihm  die  Definition  eines 
Ortes  zu  n  Geraden  nicht  genügende  geometrische  Notwendigkeit  zu 
besitzen.  Descartes'  hat  die  oben  erwähnte  Stelle  dahin  milsver- 
standen,  als  ob  die  Alten  das  Problem  ad  quatuor  lineas  nicht 
Töllig  gelöst  hfttten.f)  Er  selbst  beschäftigt  sich  mit  den  Fällen, 
wo  der  Ort  mit  Hülfe  des  Zirkels  construirt  werden  kann,  das  heilst, 
er  geht  bis  zu  fünf  Geraden.  Doch  hätte  ihn  seine  Entwickelung 
natürlich  auf  den  allgemeinen  Ort  fahren  müssen. 

5.  Wichtiger  noch  und  der  obigen  Form  nahe  verwandt  ist  eine 
zweite  Art,  den  Büschel-Begri£f  auszudrücken,  welche  der  Involutions- 
satz liefert.  Man  spricht  jetzt  von  einer  Involution,  wenn  bei  zwei 
in  einander  liegenden  projectivischen  Gebilden  je  zwei  Elemente 
einander  wechselseitig  entsprechen.  Die  ältere  Litteratur  kannte 
nor  eine  Involution  aus  sechs  Punkten  oder,  besser  gesagt,  aus  drei 
Paaren,  welche  dadurch  in  eine  Involution  aus  fünf  oder  vier  Punkten 
übergehen  kann,  dais  für  ein  oder  zwei  Paare  Doppelpunkte  ein- 
treten.    Die  Involution   zu   sechs  Punkten  ÄÄ\   BB\    CG'  wird 

^  Newton,  Principia  I,  Lemma  17. 

**)  Pappi  collectiomB ...  Über  VU (conicorum libri octo),  Ed.  Hultsch , 
Bd.  2,  S.  679. 

^  H.Q.  Zeuthen,  Kegelschnitte  im  Altertum,  Siebenter  Abschnitt, 
8.  iseff.;  femer  8.  506  and  611. 

t)  La  O^m^trie  de  Ren^  Descartes,  Noavelle  Edition,  Paris  1886, 
8.  7-14  nnd  20—32. 
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far  gewöhnlich  durch  sieben  Belationen  definirt,   welche  den  Ans- 
drack  för  die  Doppelverhältnisgleichungen 

(ABÄiCi)  =  (Ä^B^ÄCf)',  {AA^BC)  =  {A^AB^C^)  u.  s.  w. 

bilden.    Hieraus  ergeben  sich  einmal  vier  Beziehungen  von  der  Form 

BC^ .  CA^ .  AB^  =  BAi  •  CB^  •  AC^,  (1.) 

sodann  drei  Bedingungen  von  der  Form 


jLB  •  jL  B^        A^  B  •  JL^  Bi 
ÄC■ÄC^  ™  A^C-  A^Ci' 


(2.) 


Diese  sieben  Beziehungen,  welche  sich  leicht  aus  einander  ableiten 
lassen,  treten  nun  einmal  auf:  an  den  drei  Punktepaaren,  welche  die 
Paare  gegenüberliegender  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks  auf  einer 
Geraden  ausschneiden,  sodann  an  den  drei  Punktepaaren,  welche  ein 
Kegelschnitt  und  zwei  Paare  gegenüberliegender  Seiten  eines  ihm 
eingeschriebenen  Vierecks  auf  einer  Geraden  ausschneiden.  Der 
erste  Satz  wird  von  Pappus  als  lemma  IV  zum  zweiten  Porisma 
Euklid 's  aufgeführt.*)  Er  giebt  eine  der  dreigliedrigen  Beziehungen 
an.  Von  dem  zweiten  Satz  hat  Pappus  den  speciellen  Fall,  wo  die 
Secante  einer  Seite  des  eingeschriebenen  Vierecks  parallel  ist.  Man 
erhält,  wenn  A^  ins  unendliche  hinausfällt, 

AB  '  ABi~  AC   AC^. 

Diese  Relation  benutzt  Pappus  z.  B.  zur  Gonstruction  eines  Kegel- 
schnitts aus  fftnf  Punkten,  wie  oben  gezeigt  wurde.**) 

6.  Der  Name  „involution  a  six  points"  rührt  von  Desargues 
her.  Beaugrand***)  hat  diese  Bezeichnung  hinterlassen  in  einer 
sehr  feindseligen  Besprechung  des  Desargues 'sehen  Hauptwerkes  über 
Kegelschnitte,  f)  Aus  diesen  Notizen  geht  hervor,  dals  Desargues 
als  involution  a  six  points  drei  Punktepaare  bezeichnete,  welche  gegen 
eine  „souche"  0  so  liegen,  dals,  mit  Bücksicht  auf  das  Vorzeichen, 

OA  .  OA^=OB  .  OB^=OC'OCi 

ist.  Er  berichtet,  dals  Desargues  hieraus  die  Relationen  (2.)  ge- 
folgert hat.  Pascal  hat  den  zweiten,  von  mir  schon  wiederholt  als 
Desargues 'sehen  Involutionssatz  bezeichneten  Satz  erhalten']^), 
und  zwar  in  Form  der  Relationen  (2.).    Brianchon  hat  diese  Be- 


•)  Pappi  collectionis  ...  liberVII,  Prop.  180,  Ed.  Hultsch,  8.  873. 

••)  P.  1]. 

^*)  Lettre  de  M.  Beaugrand  . . .,  aar  le  siget  des  feoilles  intitoldes: 
Brouillon  proj.  etc.,  Oeuvres  de  Desargues,  Ed.  Poudra,  Bd.  2,  B.  362ff. 
t)  Desargues,  Brouillon  project  etc.,  Paris  1639. 
tt)  Essai  pour  les  coniques,  Oeuvres  de  Pascal,  Bd.  4,  S,  5« 
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nehongen  auf  sehr  einfache  Weise  entwickelt.*)  Bringt  man  beim 
Kreise  die  Belation 

AB, '  AB^  _ 

AC^'  AC^  ~^' 

die  unter  seinen  Schnittpunkten  A^^  ^;  B^^  B^\  C^,  C^  mit  den  Seiten 
BC^  CA^  AB  eines  Dreiecks  sich  mit  Leichtigkeit  ans  dem  Potenzsatz 
ei^ebt,  in  Verbindung  mit  dem  Ptole  maus 'sehen  Lehrsatz,  an- 
gewendet auf  die  Geraden  B^C^  und  ^^C,,  die  5C  in  D^  und  D, 
treffen,  so  ist  unmittelbar  die  Belation  erwiesen: 

BA^  ■  BA^         LfA^  *  O^oj 
BD^   BD^  ~  CA  •  CD,  * 

Brianchon  schreibt  sie  nun  in  Form  einer  Doppelverhältnisgleichung 
A^  B     A^  C A^  C     A^  B 

benutzt,  daüs  vier  Strahlen  eines  Büschels  von  allen  Geraden  unter 
demselben  Doppelverhältnis  geschnitten  werden,  und  gelangt  so  zu 
dem  allgemeinen  Desargues'schen  Livolutionssatze.  Den  ersten  In- 
Tolutionssatz  vereinfacht  er  sich  auf  ähnliche  Weise.  Er  legt  zu- 
nächst ein  Parallelogramm  zu  Grunde,  bei  dem  aus  der  Ähnlichkeit 
der  Dreiecke  der  Satz  sofort  zu  schlieüsen  ist,  und  überträgt  ihn 
sodann  wieder  durch  Projection  auf  den  allgemeinen  Fall  [Nr.  8 — 11]. 
7.  Das  Brouillonproject  Desargues'  scheint  endgültig  verloren 
gegangen  zu  sein;  doch  hat  Chasles^)  der  Pariser  Akademie  in 
der  Sitzung  vom  26.  Mai  1845  eine  Gopie  überreicht,  welche  1679 
von  de  laHire  angefertigt  zu  sein  scheint  Diese  Copie  ist  in  den 
Werften  Desargues'  abgedruckt.***)  Der  Gang  der  Herleitung  ent- 
spricht ziemlich  genau  dem,  was  wir  soeben  von  Brianchon  an- 
gegeben haben.     Nachdem  er  aus  seinen  Stammbeziehungen 

OA  .  OA^  =  OB  '  OBi  =  OC  •  OC^ 

die  Relationen  (2.)  abgeleitet  hat,  legt  er  (S.  119)  dieselben  als 
Definition  für  die  Involution  zu  Grunde.  Er  kennt  den  Satz,  daüs  ein 
Punkt  der  Involution  sich  ins  Unendliche  entfernen,  der  entsprechende 
sich  mit  der  souche  vereinigen  kann;  dies  giebt  eine  Involution  aus 
fönf  Punkten.  Eine  Involution  von  vier  Punkten  kann  entstehen, 
wenn  an  einer  Involution  von  fünf  Punkten  ein  Paar  zusammenfällt, 
oder  auch,  wenn  an  einer  Involution  von  sechs  Punkten  zwei 
Paare  in  Doppelpunkte  übergehen.  Diese  trennen  dann  die  beiden 
anderen  Punkte  harmonisch.     Bilden  zwei  Punkte  mit  zwei  Paaren 


^  Brianchon,  Memoire  bot  les  lignes  da  second  ordre,  Paris  1817. 
^  Chasles,  Note  aar  les  ouvrages  de  Desarg^es.    Ck>nipteB  rendus, 
Bd.  20,  1845,  8.  1650—1664. 

^  Oeuvres  de  Desargnes,  Ed.  Poudra,  Bd.  1,  S.  97—238. 
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einer  Involution  aus  sechs  Punkten  eine  Involution  aus  vier  Punkten^ 
so  stehen  sie  in  derselben  Beziehung  zu  dem  dritten  Paar.  Aus 
sechs  Punkten  in  Involution  erhalt  man  durch  Projection  auf  eine 
andere  Gerade  wieder  sechs  Punkte  in  Involution  (S.  146).  Der 
Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  beruht  im  wesentlichen  auf  der  Er- 
haltung des  Doppelverhältnisses,  wenn  auch  diese  Quelle  nicht  ganz 
klar  zu  Tage  tritt.  Seinen  Hauptsatz  entwickelt  er  genau  so,  wie 
dies  Brianchon  gethan  hat,  aus  den  Potenzeigenschafben  am  Kreise, 
um  ihn  sodann  durch  Projection  auf  den  Kegelschnitt  zu  über- 
tragen (S.  175  ff.). 

Die  Entwickelungen  Brianchon's  hat  Poncelet  unge&ndert 
in  seinen  Traite  übemonunen.  Wir  bemerken  hier  ausdrücklich, 
daÜB  die  uns  selbstverständlich  erscheinende  Verallgemeinerung  des 
D  esargues 'sehen  Satzes  auf  drei  beliebige  Kegelschnitte  eines  Büschels 
erst  später  von  Sturm,    Poncelet  und  Chasles  gegeben  wurde. 

8.  In  der  Abhandlung  von  Sturm  finden  wir  zuerst  den  Namen 
der  Strahleninvolution,  in  Verbindung  gebracht  mit  dem  vollständigen 
Vierseit.  Die  ältere  Litteratur  kannte  diese  Bildung  nur  in  der 
speciellen  Form  der  Paare  conjugirter  Durchmesser  eines  Kegelschnitts. 
Es  war  eine  allgemein  bekannte  und  viel  benutzte  Thatsache,  dafs 
die  Tangenten  der  Neigungswinkel  zweier  conjugirter  Durchmesser 
gegen  eine  Axe  ein  constantes  Produkt  ergeben.  Dajjs  die  Schnitt- 
punktpaare mit  einer  beliebigen  Oeraden  das  Gesetz 

OÄ'OA^^OB'  OB^  =  OC  •  OC^ 

befolgen,  wird  wiederholt  benutzt.  Schon  Pappus'  Gonstruction  der 
Axen  einer  Ellipse  aus  zwei  conjugirten  Durchmessern  beruht  auf 
einem  Specialfall  dieses  Gesetzes. 

Besonders  ist  hier  eine  Arbeit  von  Frägier*)  anzufähreiL 
Auf  analytischem  Wege  wird  gezeigt:  „Zieht  man  durch  einen  Punkt 
eines  Kegelschnittes  Parallelen  zu  den  Paaren  conjugirter  Durch- 
messer eines  anderen  und  verbindet  allemal  die  zweiten  Schnitt- 
punkte, so  gehen  diese  Verbindungslinien  durch  einen  festen  Punkt-^V 
Fregier  benutzt  dies,  um  allein  mit  Hülfe  eines  rechten  Winkels  die 
Normale  eines  Kegelschnittes  zu  bestimmen,  und  giebt  dann  das 
Analogon  seines  Satzes  für  den  Baum,   ein  Theorem,  das  Steiner 


*)  Fregier,  Th^orömes  nonveanx  sor  les  lignes  et  surfaces  du 
second  ordre,  Gerg.  Ann.,  Bd.  7,  1816  u.  1817,  S.  06—90.  Specielle  Fälle 
sind  bereits  betrachtet  in  den  Arbeiten  gleichen  Titels,  Gerg.  Ann.,  Bd.  6, 
1816  u.  1816,  S.  229—241,  321—326,  sowie  in  der  Arbeit:  Propri^täs  des 
Burfaces  du  second  degrd,  Corr.  de  IMc.  pol.,  Bd.  3,  Nr.  3,  Janvier  1816, 
S.  394.  Schon  in  dieser  Arbeit  stellt  Frisier  den  speciellen  Fall  des 
Satzes  auf,  dafs  die  Hypotenusen  aller  reditwinkligen  eingeschriebenen 
Dreiecke,  deren  rechter  Winkel  in  einem  bestimmten  Kegelschnittponkt 
liegt,  durch  einen  festen  Punkt  der  Normale  hindurchgehen,  und  benutit 
dies  zur  Gonstruction  der  Normale.  . 
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sp&ter  zur  Definition  seiner  Bömerfläche  benutzt  bat.  Den  wicbtigen 
InTolationssatz,  den  Fregier's  Theorem  enthält,  kann  man  schon  in 
zwei  früheren  Sätzen  von  Lagrange  erkennen,  die  Castillon*) 
mitgeteilt  bat.  Wird  ein  Kreis  von  den  Strahlen  eines  Büschels  0 
in  den  Ponktepaaren  Ay^  A^-^  B^^B^\  ...  getroffen,  so  ist  am  Mittel- 
punkt M 

ig  \A^MO  tg  -A^MO  =  tg  \B^M0  tg  \B^M0  =  .  . . . 

Pur  diesen  Satz  fand  Castillon  eine  andere,  nicht  trigonometri- 
sche Form,  die  Lagrange  auf  Kegelschnitte  im  allgemeinen  übertrug: 
„Die  Punktepaare  P^,  welche  ein  Kegelschnitt  mit  Geraden  gemein 
hat,  die  von  einem  festen  Punkte  A  ausgehen,  verbinde  man  mit 
einem  Endpunkte  des  A  enthaltenden  Durchmessers,  ihre  Schnitt- 
punkte M  und  N  mit  dem  conjugirten  Durchmesser  bestimmen  am 
Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  ein  constantes  Product.^^  Man  er- 
blickt hierin  einen  Specialfall  unseres  Livolutionssatzes. 

Ich  muls  hier  die  Darstellung  vorerst  abbrechen,  um  das 
Bild  der  Entwickelung  unserer  Wissenschaft  nicht  zu  stören.  Die 
wahre  Er&ssung  des  Involutionsbegriffes  werde  ich  erst  in  der  dritten 
meiner  Epochen  zu  schildern  haben.  Sie  erfolgt  ziemlich  gleichzeitig 
bei  Chasles  und  Seydewitz;  erst  durch  Staudt  wird  die  Theorie 
von  den  metrischen  Beziehungen  völlig  losgelöst. 


y.  Polareigenscliafteii. 

1.  Bereits  Apollonius  kennt  die  Haupteigenschaft  der  Polare 
eines  Kegelschnittes  for  einen  Punkt  ausserhalb.  Treffen  die  Ge- 
raden, welche  einen  Ptmkt  P  enthalten,  einen  Kegelschnitt  in  A^^  A^\ 
B^j  -B,;  Cj,  Cj;  .  . .,  so  liegen  die  Punkte  A^  B^C^  .  .  .,  die  mit  P 
zusammen  A^^  A^;  B^^  B^]  C^^  C^'^  ...  harmonisch  trennen,  mit  den 
Berührungspunkten  der  von  P  ausgehenden  Tangenten  auf  einer 
Geraden  (Über  IQ,  Prop.  37).  Ein  Specialfall  hiervon  dient  geradezu 
zur  Bestimmung  der  Tangente  in  einem  Curvenpunkt  C.  Es  sei 
nftmlich  AB  ein  beliebiger  Durchmesser  und  CC  die  Sehne,  deren 
Mittelpunkt  (7^  auf  AB  liegt;  trennt  D^  mit  Ci  zusammen  Ay  B 
.harmonisch,  so  ist  CD^  die  gesuchte  Tangente.  Zieht  man  nämlich 
zu  CC^  eine  Parallele  die  AB  in  E^^  CD^  in  E  trifft,  so  ist,  wenn 
C|  und  E^  nicht  durch  A  tmd  B  getrennt  werden, 


E^AE^B^C^A'C^B' 


*)  Castillon,    Sor   ime    nonvelle   propri^t^  des   sections  coniqnes, 
Nouv.  M^m.  de  TAc,  Annäe  1776,  Berlin  1779,  S.  284—811. 
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so  dafs  die  Gerade  keinen  weiteren  Punkt  mit  der  Curve  auüser  C 
gemein  haben  kann  (liber  I,  Prop.  34).  Der  Beweis  fOr  das  all* 
gemeine  Theorem  ist  außerordentlich  complicirt  und  beruht  auf 
der  Vergleichung  von  Plächenstücken.*) 

Pappus^)  teilt  den  Satz  für  den  Kreis  mit  und  entwickelt 
einen  im  wesentlichen  auf  der  Potenzeigenschaft  beruhenden  Beweis 
derselben. 

2.  Desargues,  der  für  die  Gerade  den  Namen  Transversale 
(„trauersale")  einführt,  bedient  sich  des  Involutionssatzes  zur***)  Ent- 
wickelnng. Man  ziehe  von  P  aus  die  Geraden  PA^^A^^  PB^B^^  PC^C^ 
an  den  Kegelschnitt,  ziehe  Ay^B^^  -^B^^  welche  die  Gerade  C^C^  in 
^i\  ^%  treffen  mögen,  so  ist  C^,  Cg;  C^',  C^'\  P,  P  eine  Involution 
mit  einem  Doppelpunkt.  Der  zweite  Doppelpunkt  wird  deshalb  mit 
P  zusammen  sowohl  C^,  C^  als  auch  (7^',  C^  harmonisch  trennen,  und 
deshalb  der  Geraden  angehören,  welche  durch  {A^B^^  ^^2)  ^^^ 
(A^B^^  A^Bi)  bestimmt  ist;  d.  h.  diese  ist  der  Ort  der  vierten  har- 
monischen Punkte  hinsichtlich  A^y  A^'^  B^^  B^;  C^^  C^;  , . .  Er  spricht 
ausdrücklich  (S.  189)  aus,  dafs  bei  einem  eingeschriebenen  Viereck 
jeder  von  den  drei  Schnittpunkten  gegenüberliegender  Seiten  die 
Verbindungslinie  der  beiden  anderen  zur  Transversale  hat,  dals  femer 
(S.  192)  der  Schnittpunkt  einer  Transversale  der  Berührungspunkt 
einer  von  dem  zugehörigen  Punkt  ausgehenden  Tangente  ist. 

3.  Bis  zur  Aufßndung  des  Brouillonprojects  galt  de  la  Hire  als 
der  Erfinder  der  Polarentheorie.  Poncelet  hatte  dieselbe  schon  ver- 
mutungsweise auf  Desargues  zurückgeführt  und  bei  dieser  Gelegen- 
heit ein  ziemlich  hartes  Urteil  über  de  la  Hire 's  Theorie  gefiLllt,  dem 
ich  nicht  unbedingt  beistimmen  kann.f)  De  la  Hire  giebt  zunächst 
beim  Kreise  (Buch  I)  für  Punkte  au&erhalb  einen  Beweis  ähnlich 
dem  von  Pappus,  nur  tritt  bei  ihm  ein  Hülfskreis  auf,  den  schon 
Aguilonius  aufgeführt  hatteff),  dessen  Einführung  nur  dann  ver- 
ständlich wird,  wenn  man  an  eine  ursprüngliche  räumliche  Auf- 
fassung des  Beweises  denkt.  Die  von  einem  Punkte  P  ausgehenden 
Tangenten  mögen  in  B  und  B'  berühren,  es  seien  A^  und  A^  die 
Endpunkte  des  P  enthaltenden  Durchmessers,  die  Tangenten  in  A^ 
und  A^  mögen  PB  in  B^  und  B^  schneiden.     Alsdann  ist  offenbar 

B^A^^s^  B^By    B^A^  ^  B^Bj 

also  augenscheinlich,    wenn  die  Berührungssehne  BB'  den  Durch- 
messer Aj^A^  in  A  trifft, 


*)  Sectiones  corneae,  Ed.  Halley,  S.  196  und  S.  60. 
♦•)  Pappi  collectiomaetc.,  liberVII, Prop.  164,  Ed.HultBch,Bd.2,S.906. 
'^•)  Brouillon  project  etc.,  Oeuvres  de  Desargues,  Bd.  1. 


S.  209. 


t)  Ph.  de  la  Hire,  Sectiones  conicae  .  .  .,  Paris  1685,  Buch  1  u.  S. 
tt)Aguilonii  Opticorum  libri  sex,  Antweipenl61d,  liber  IV,  Lemma  22, 
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x^jOj        jL^B^        BB^        A.A.^ 

Errichtet  man  jetzt  über  einer  anderen  P  enthaltenden  Sehne  C^C^ 
als  Durchmesser  den  Kreis,  so  zeigt  de  la  Hire  ungemein  complicirt, 
da£s  seine  Berührungssehne  mit  der  des  gegebenen  Kreises  sich  auf 
C^C^  schneidet  (in  C),  so  daüs  für  alle  Punkte  der  Berührungssehne 

CC,  ~  PC, 

ist.  Dies  wird  aber  sofort  ganz  evident,  sobald  man  diese  Kreise 
als  ümlegungen  senkrechter  Kreise  ansieht.  In  der  ursprünglichen  Lage 
gehören  sie  sämtlich  der  Kugel  über  dem  Durchmesser  Ä^A^  an, 
und  es  ist  selbstverständlich,  dais  ihre  Berührungssehnen  BB' 
treffen,  da  sie  sämtlich  in  der  über  BB'  senkrechten  Ebene  liegen, 
welche  den  Berühnmgskreis  des  von  P  ausgehenden  Tangentialkegels 
enthält  (liber  I,  Prop.  21).  Die  Gerade  AC^  treffe  nun  den  Kreis 
zum  zweiten  Mal  in  C^^  das  in  P  auf  PA  errichtete  Lot  in  C\ 
Da  nun  C^C^'  auf  PA  senkrecht  steht,  überdies  die  Winkel  C^AC 
und  CAC^  einander  gleich  sind,  so  kann  man  folgende  Beihe  von 
Proportionen  au&tellen 

Z£l.  —  E£i       9iA       9iA 
CC^  ~  PC^  ^  C^A  ~  C^A  ' 

nach  denen  auch  für  einen  inneren  Punkt  (A)  der  Ort  der  vierten 
harmonischen  Punkte  eine  Gerade  ist  (I,  Prop.  25). 

Die  nötigen  Vorbereitungen  über  harmonische  Punkte  sind 
schon  vorher  getroffen;  unter  anderem  ist  (I,  Prop.  20)  bewiesen, 
dais  je  zwei  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierecks  die  von  ihrem 
Schnittpunkt  ausgehenden  Seiten  des  Vierecks  harmonisch  trennen. 
Gehen  daher  A^A^^  -^i-^si  ^i^2)  *  *  *  <^^^^^^  einen  Punkt  P,  so  schneiden 
sich  einmal  die  zugehörigen  Tangentenpaare,  dann  aber  auch  die 
Geradenpaare  A^B^^  A^^i]  -^i-^n  ^^v  -  •  •  *^^  ^®^  Berührungssehne 
des  von  P  ausgehenden  Tangentenpaares,  und  die  Berührungssehne 
eines  Punktes  dreht  sich  um  einen  festen  Punkt,  sobald  er  selbst  eine 
Grerade  durchläuft  (I,  Prop.  26  und  28).  Im  zweiten  Buch  überträgt 
de  la  Hire  seine  Sätze  durch  Projection  auf  den  Kegelschnitt 
(Prop.  23—27,  30).*) 

4.  Monge   hat  die  Polarentheorie  des  Kegelschnittes  mit  der 


*)  de  la  Hire  hat,  wiewohl  nicht  ^anz  so  ausfOhrlich,  die  Polaren- 
theone  schon  1678  behandelt  (Nonvelle  m^thode  en  G^m^trie).  Hier 
ffiehi  er  (Lemma  9,  S.  7)  den  oben  erwähnten  Hülfskreisen  eine  senkrechte 
SteUnnj^  snr  Ebene  des  Kreises  mid  beweist  aus  der  Potenzeigenschi^, 
dafii  die  Berflhmngspmikte  der  Tangenten,  die  sie  ans  P  erhalten,  auf 
einem  Kreise  fa>6r  der  Berflhnmgssehne  liegen.  Die  Übertraffang  der 
PdareiiBätze  auf  die  Kegelschnitte  geschieht  anch  hier  durch  Imjection. 
(VgLS.  S8ff.) 
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der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  in  Verbindung  gebracht.  Es  ist  ein 
von  ihm  zuerst  bewiesener  Satz,  dais  ein  Tangentialkegel  einer 
Oberfläche  w»*®'  Ordnung  sie  in  ihrem  Durchschnitt  mit  einer  Ober- 
fläche   (m  —  1)*®'  Ordnung    berührt.      Dieselbe    hat   die    Gleichung 

wenn  ilf  =  0  die  Gleichung  der  Fläche  selbst  ist.*)  Bei  der  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  ist  die  Berührungscurve  eben  und  dreht  sich, 
wenn  die  Spitze  über  eine  Gerade  geftkhrt  wird,  um  eine  zweite 
Gerade,  welche  durch  die  Berührungspunkte  der  von  der  ersten 
Geraden  ausgehenden  Tangentialebenen  festgelegt  wird.  Legt  man 
durch  die  erste  Gerade  eine  beliebige  Ebene,  so  folgt:  „Die  Be- 
rührungssehne eines  Tangentenpaars  eines  Kegelschnitts  dreht  sich 
um  einen  Punkt,  wenn  ihr  Kreuzungspunkt  eine  Gerade  durchläuft". 

Für  den  Kreis  wird  diese  Überlegung  besonders  anschaulich,  da 
die  Kugel  von  einem  umschriebenen  Kegel  augenscheinlich  in  einem 
Kreise  berührt  wird.  Nachdem  Monge**)  diese  Überlegung  ge- 
macht und  beide  Fälle  des  Satzes,  auch  den,  wo  die  gegebene 
Gerade  reell  schneidet,  in  Zeichnung  vorgeführt  hat,  fährt  er  fort: 
„Diese  Eigenschaft  kommt  dem  Kreise  nicht  deswegen  zu,  weil  seine 
Punkte  von  dem  Mittelpunkt  denselben  Abstand  haben,  sondern  weil 
er  eine  Chirve  zweiten  Grades  ist".  Für  diese  spricht  er  ihn  all- 
gemein aus;  man  erwartet,  dals  er  ihn  durch  Projection  auf  den 
allgemeinen  Fall  übertragen  wird,  und  liest  mit  Überraschung,  dals 
er  eine  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  zu  Hülfe  ninmit,  um  aus 
dem  Gesetz  der  Polarebene  das  allgemeinere  Theorem  zu  folgern. 
Über  den  Hauptpunkt  des  Beweises  gleitet  er  äuiserst  schnell 
hinweg. 

5.  Bekanntlich  kann  man  die  Eigenschaft  der  Polare  mit 
Leichtigkeit  aus  dem  Pascarschen  Satz  ableiten.  Von  grundlegender 
Bedeutung  ist  in  dieser  Beziehung  eine  schon  genannte  Arbeit  von 
Brianchon.***)  Gehen  die  Geraden  AA\  BB\  CC  durch  einen 
Punkt  P,  so  sind  die  sechs  Schnittpunkte  {ßC\  B'C)\  {BC,  B^C"), ... 
die  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits,  wie  zuerst  für  den  Fall 
einer  räumlichen  Figur  gezeigt  wird.  Geht  man  durch  Projection 
zu  dem  Fall  einer  ebenen  Figur  über  und  nimmt  unter  den  sechs 
Punkten  überdies  die  Figur  des  PascaPschen  Satzes  an,  so  artet  das 
Vierseit  in  eine  Gerade  aus,  es  liegen  die  Schnittpunkte  (J?C,  B'C')] 

*)  Monge,  FeuiUes  d^anal^se  appliqu^s  k  la  G^om^trie,  k  rnsase 
de  r^le  poljtechniqae,  pnbh^es  la  premifere  ann^  de  cette  Ecole 
(an  8  de  la  B^pnblique),  Paris,  (an  IX),  1801  (Nr.  5). 

**)  Monge,  G^m^trie  descriptive,  Paris  1799,  8.  49  (Nr.  88). 
***)  Brianchon,  Sor  les  eorfaces  conrbes  du  second  degr^,  JoHm.  de 
r^c.  pol.,  Heft  18,  1806,  S.  297—811. 
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(J?C,  B'C);  ...  auf  einer  und  derselben  festen  Geraden.  In  derselben 
Creraden  müssen,  wie  durch  einen  Grenzübergang  folgt,  die  Tan- 
gentenpaare in  B^B'\  C,  C;  ...  sich  treffen.  Es  wird  nnn  der 
Satz  Yon  dem  Tripel  co^jugirter  Punkte  aasgesprochen,  das  die 
Kreozungspnnkte  gegenüberliegender  Seiten  eines  eingeschriebenen 
Vierecks  bilden,  u.  s.  w. 

6.  Man  kann  sich  auch  aus  Trans versalen-Betrachtungen  einen 
Beweis  der  Polareigenschafben  verschaffen.  Dies  ist  nach  dem  Vor- 
bilde Carnot's*)  z.B.  in  Arbeiten  Chasles'**)  und  Brianchon's***) 
geschehen.  Der  erstere  beschränkt  sich  zunächst  auf  den  Kreis,  bei 
dem  er  Winkelvergleichungen  zu  Hülfe  zieht,  um  den  Satz  dann  auf 
Kegelschnitte  zu  übertragen,  der  letztere  bedient  sich  sogleich  bei 
den  Kegelschnitten  der  Involutionseigenschaft. 

7.  Den  Namen  Pol  für  den  Punkt,  in  dem  die  Berührungssehnen 
der  Tangentenpaare  zusammenlaufen,  deren  Kreuzungspunkt  eine  ge- 
gebene Gerade  durchläuft,  hat  Servoisf)  gelegentlich  eingeführt. 
Die  Bezeichnung  Polare  kommt  in  einer  Arbeit  von  Gergonneff) 
zueist  vor.  Doch  sind  beide  Namen  nicht  sogleich  zur  Geltung 
gekommen;  Lame  kennt  sie  z.  B.  1818  noch  nicht.  Gergonne 
entwickelt,  dals,  wenn 

aoi?  +  5y*  +  da;  +  ey  —  0 

die  Gleichung  des  Kegelschnittes  ist, 

(2a«  +  d)x  +  (25/J  +  c)y  +  (fa  +  e/3  =  0 

die  Gleichung  der  Berührungssehne  eines  Punktes  a,  ß  ist.  Soll 
diese  Berührungssehne  durch  einen  bestimmten  Punkt  gehen,  so  läuft 
der  Kreuzungspunkt  a,  ß  über  eine  Gerade,  die  Polare  des  Punktes  etc. 
Analoges  wird  för  Oberflächen  bewiesen:  Umschreibt  man  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  eine  Folge  von  Tangentialkegeln,  deren 
Spitzen  einer  gegebenen  Ebene  angehören,  so  gehen  die  Ebenen  aller 
Berührungskegelschnitte  durch  einen  Punkt,  den  Pol  der  Ebene. 

8.  Lam^  scheint  sich  zuerst  von  dem  Auftreten  conjugirter 
Punkte  am  eingeschriebenen  vollständigen  Viereck  auf  analytischem 


*)  Carnot,  Memoire  aar  la  relation  etc.,  Paris  1806,  S.  90. 
^  Chasles,  Propositions  relatives  etc.,  Gorr.  de  T^c.  pol.,  Bd.  3, 
Nr.  1,  1814,  S.  11—17. 

***)  Brianchon,  Memoire  sur  les  lignes  dn  second  ordre,  Paris  1817. 
Diese  Entwickelunf  ist  freilich  nur  angedeutet  (XI  etc.). 

t)  Servois,  Solution  du  premier  etc.,  Gterg.  Ann.,  Bd.  1,  1810  n. 
1811,  S.  837. 

tt)  Gergonne,  Th^rie  analytiqne  des  pdles  des  lignes  et  des  sur- 
facee  da  second  ordre,  G;eTg.  Ann.,  Bd.  8,  1812  und  1813,  S.  293—303. 
Hieran  schliefsen  sich  an  die  Arbeiten:  Bochat,  Demonstration  de  quelques 
propri^t^  etc.,  OersN  Ann.,  Bd.  8,  S.  303—308;  Observations  de  M.  Puis- 
sant,  Geig.  Ann.,  Bd.  3,  S.  371—372. 

JalirMb«riohl  d.  Denttohoi  MathenL^VereinigoBg.   V,  %.  4 
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Wege  Rechenschaft  gegeben  zu  haben.  Hält  man  bei  zwei  Geraden- 
paaren, die  sich  auf  einem  Kegelschnitt  begegnen,  den  Kreuzangs- 
punkt  des  einen  fest,  so  beschreibt  der  zweite  eine  bestimmte  Gerade. 
Die  entsprechende  Eigenschaft  gilt  bei-  zwei  Kegeln,  die  sich  auf 
einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  durchschneiden.*) 

9.  Ich  gedenke  hier  nochmals  abschliefsend  des  Satzes  vom  ein- 
geschriebenen und  umgeschriebenen  Yierseit.  Wie  schon  bemerkt, 
konunt  er  zuerst  bei  Simson  vor.**)  Maclaurin***)  hat  zuerst 
die  vollständige  Figur  des  ein-  und  umgeschriebenen  Vierseits  mit 
allen  drei  Diagonalen.  Gar  not  leitet  aus  diesem  Theorem  den 
Satz  von  der  Polare  ab;  er  ergiebt  sich  aus  dem  Pascarschen 
Satz  durch  Verkümmerung  einzelner  Seiten,  f)  Im  zweiten  Bande 
von  Gergonne's  Annalenff)  zum  Beweise  vorgelegt,  wird  er  von 
Peschier,  Rochat,  Ferriot  und  Fornier  bewiesen fff),  von  dem 
letzteren  aus  dem  Pascarschen  Satz  abgeleitet,  von  Rochat  rechnend 
bestätigt,  von  Peschier  trigonometrisch  am  Kreise  begründet,  endlich 
von  Ferriot  darauf  zurückgeführt,  dais  das  Viereck  in  ein  Paral- 
lelogramm projicirt  werden  und  demnach  der  Satz  aus  Symmetrie- 
Verhältnissen  unmittelbar  evident  gemacht  werden  kann.  Diesen 
Weg  hat  später  Poncelet  in  seinem  Traite  zur  Begründung  der 
Polareigenschaften  benutzt.  Der  Lehrsatz,  dafs  bei  einem  um- 
geschriebenen Dreieck  die  Verbindungslinien  der  Ecken  mit  den 
Berührungspunkten  der  gegenüberliegenden  Seiten  durch  einen  Punkt 
gehen,  ist,  wie  beiläufig  schon  bemerkt  wurde,  von  Maclaurin*^) 
zuerst  ausgesprochen,  von  Carnot  aus  Trans versalensätzen  und  als 
Specialfall  des  Pascarschen  Satzes  abgeleitet  worden. '^) 

10.  Mit  Rücksicht  auf  den  Gergonne-Poncelet'schen  Streit  ist 
es  von  Wichtigkeit,  sich  von  den  Versuchen  Rechenschaft  zu  geben, 
die  Polareigenschaften  des  Kegelschnittes  zur  Herleitung  von  neuen 
Eigenschaften  zu  benutzen.  Von  besonderer  Bedeutung  ist  hier  die  Art, 
wie  Brianchon  seinen  Lehrsatz  aus  den  Polareigenschaften  der  Gurve 
ableitet  [11,5].  Wir  haben  hier  femer  eine  Arbeit  von  Encontre***-]*) 
zu  nennen.  Ist  ein  n-Eck  einem  Kreise  umschrieben,  während  seine 
Ecken  auf  gegebenen  Geraden  liegen,  so  bilden  die  Polaren  dieser 
Ecken  ein  dem  Kreise  eingeschriebenes  Polygon,  dessen  Seiten  durch 


*)  Lam^,  Examen  des  diffi^rentes  m^thodes,  Paris  1818,  (S.  45ff.). 
**)  Simson,  Sectiones  conicae,  S.  197. 
♦••)  Maclaurin,  Appendix  zur  Algebra  von  1748,  S.  31  (Fig.  24). 

t)  Carnot,  Geometrie  de  position,  S.  464. 
tt)  Gerg.  Ann.,  Bd.  2,  1811  u.  1812,  S.  384. 
ttt)  Demonstration  du  th^or^me  änoncä  etc.,  Crerg.  Ann.,  Bd.  8,  1812 
u.  1818,  S.  161—169. 

•t)  a.  a.  0.  S.  33  (Fig.  25). 

•*t)  Carnot,  GMom^trie  de  position,  S.  298  u.  463. 
***f)  Encontre,    Solution    du    probkme:    Circonscrire   k  un  cercle 
donnö  etc.,  Gerg.  Ann.,  Bd.  1,  1810  u.  1811,  S.  122—124. 
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die  Pole  der  gegebenen  Geraden  hindurchlanfen,  die  Aufgabe  ist 
also  auf  eine  bereits  gelöste  zurückgef&hrt.  Nacbdem  einmal  erkannt 
war,  dalB  die  Polare  ein  Strahlenbüschel  beschreibt,  wenn  ihr  Pol 
über  eine  Gerade  gefahrt  wird,  ergab  sich  die  Frage,  welchen 
Ort  die  Polare  umhüllt,  wenn  ihr  Pol  sich  über  eine  beliebige  Curve 
bewegt.  Es  scheint  wenig  bekannt  zu  sein,  dafe  bereits  THospital*) 
einen  schönen  Specialfall  der  Frage  behandelt  hat.  Legt  man  von 
allen  Punkten  eines  Kegelschnitts  Tangentenpaare  an  einen  Kreis, 
der  einen  der  Brennpunkte  zum  Mittelpunkt  hat,  so  umhüllen  ihre 
Beröhrongssehnen  einen  zweiten  £[reis  mit  neuem  Mittelpunkt. 
Brianchon  hat  sich  wiederholt  mit  dieser  Frage  für  den  Fall 
zweier  Kegelschnitte  beschäftigt.  Er  führt  ihn  durch  Projection 
auf  den  Fall  zurück,  wo  die  beiden  Kegelschnitte  E^reise  sind,  der 
elementar  gelöst  wird,  nachdem  er  schon  früher  den  analogen 
r&umlichen  Satz  mit  Hülfe  der  Eliminationstheorie  erledigt  hatte.**) 
Man  kann  noch  eine  andere  Arbeit  von  Brianchon  über  die  Sätze 
von  Pascal  und  Brianchon  anführen***),  in  welcher  gezeigt 
wird,  dais  die  Figur  eines  Pascal'schen  Sechseckes  in  die  eines 
Brianchon'schen  übergeht,  wenn  man  zu  allen  Punkten  und  Geraden 
der  ersteren  die  zugehörigen  Polaren  und  Pole  aufsucht.  Da  man 
den  Brianchon 'sehen  Satz  schon  bewiesen  hat,  so  kann  man  hieraus 
ableiten,  dals  den  Punkten  des  gegebenen  Kegelschnittes  die  Tan- 
genten eines  zweiten  als  Polaren  entsprechen  und  umgekehrt  den 
Punkten  des  zweiten  die  Tangenten  des  ersten.  Poncelet  hat  dies 
später  aus  der  Arbeit  heraus  gelesen;  es  ist  jedenfalls  nur  undeutlich 
ausgedrückt.  Erst  Poncelet  hat  es  ausgesprochen,  da£9  man  lediglich 
aus  den  Polareigenschaften  heraus  von  der  einen  Curve  auf  die 
andere  schlieüsen  kann.f)  Wenn  ein  Punkt  eine  Curve  m*®'  Ord- 
nung durchläuft,  so  umhüllt  seine  Polare  eine  zweite  Curve,  und 
dem  Berührungspunkt  mit  der  Curve  entspricht  wieder  die  Tangente 
der  gegebenen  Curve.  Die  zweite  Curve  hat  also  mit  einer  Geraden 
so  viele  Punkte  gemeinsam,  als  die  erste  aus  einem  beliebigen  Punkte 
Tangenten  enthält,  das  heilst,  sie  ist  eine  Curve  von  der  Ordnung 
m(m  —  1).  Demnach  haben  zwei  Curven  m**'  und  n**'  Ordnung  im 
allgemeinen  fnn{m  —  1)  (n  —  1)  Tangenten  gemeinsam.  Er  be- 
merkt noch,  dals  Doppeltangenten  und  Wendepunkte  Doppelpunkten 
und  Spitzen  der  Gnmdcurve  entsprechen  (Art.  10).    Daus  die  Anzahl 

•)  rHospital.  Sections  coniqneB,  Paria  1707,  Nr.  363,  S.  275. 
•*)  Vgl  die   schon  öfters  erwähnten  Arbeiten:   Joum.  de  F^c.  pol., 
Heft  10,  S.  1—13,  Heft  18,  S.  297—311. 

•^  Demonstration  du  premier  des  deux  th^or^mes  etc.,  par  M.  Br***., 
Abonn^  (Brianchon  nach  dem  Zeugnis  von  Poncelet),  Gerg.  Ann.,  Bd.  4, 
1813  u.  1814,  S.  379—381. 

t)  Poncelet,  Solution  du  premier  etc.,  snivie  d*une  throne  des 
polaires  rtöproqnes,  et  de  r^flexions  sur  Tälimination ,  Gerg.  Ann.,  Bd.  8, 
1817  et  1818,  S.  201—232.    [AppHc.  d'anal.,  Bd.  2,  1864,  S.  476—608.] 
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der  Tangenten  einer  Curve  w*®'  Ordnung  aus  einem  Punkt  nicht 
größer  als  m{m — 1)  sein  kann,  wird  für  einen  unendlich  fernen 

Punkt  daraus  bestätigt,   dals  ^  einen  constanten  Wert  erhält,  durch 

Projection  auf  den  Fall  eines  Punktes  im  Endlichen  übertragen 
(S.  214).  Insbesondere  entspricht  einem  Kegelschnitt  ein  zweiter 
Kegelschnitt,  der  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  je  nach- 
dem die  gegebene  Curve  den  Mittelpunkt  der  Directrix  einschlieüst, 
ausschlief  oder  enthält.  Poncelet  ging  bei  seinen  Entwickelungen 
von  der  sehr  speciellen  Frage  aus:  Welchen  Ort  durchläuft  der 
Scheitel  eines  Winkels  von  constanter  Gröfse,  dessen  Schenkel  in 
einem  Kegelschnitt  gleiten,  und  welchen  Ort  umhüllen  die  zugehörigen 
Berührungssehnen?  Er  findet  in  sehr  eleganter  Weise  die  bekannte 
bicirculare  Curve  vierter  Ordnung  als  Lösung  der  ersten  Aufgabe, 
beobachtet,  dals  sie  sich  im  Fall  eines  rechten  Winkels  auf  einen 
E[reis,  bei  der  Parabel  stets  auf  einen  Kegelschnitt  reducirt.  De  la 
Hire  hatte,  wie  erörtert  wurde  [I,  6,  Fufsnote],  sich  mit  diesem  Ort 
beschäftigt.*) 


VI.  Mittelpunkt-  und  Brennpnnkteigenschaft«]!. 

1.  In  seinen  Anmerkungen  zu  Euklid's  Optik  löst  Pappus  mit 
einem  Anfluge  von  Verwunderung  das  ngoßkruia  TtaQaSo^ouQOV^  den 
Ort  des  Auges  zu  finden,  für  welchen  ein  bestimmter  Punkt  Ä  im 
Innern  eines  Kreises  der  scheinbare  Mittelpunkt  wird.  Ist  0  eine 
dieser  Lagen,  so  soll  der  Schnitt  des  Kreiskegels  mit  der  zu  OA 
senkrechten  Ebene  Ä  zum  Mittelpunkt  haben.**)  Ist  Ä^^A^  der  Ä 
enthaltende  Durchmesser  und  Ä'  der  vierte  harmonische  Punkt  zu 
Ä  hinsichtlich  A^^  -4^,  so  ist  der  Ort  ein  Kreis  über  dem  Durch- 
messer AA'  in  der  zur  gegebenen  senkrechten  Ebene.  Diese  Ent- 
Wickelung  findet  sich  genau  so  bei  Aguilonius.***)  Desarguesf) 
und  de  la  Hireff)  ist  es  durchaus  geläufig,  dafs  Pol  und  Polare  in 
speciellen  Fällen  in  einen  unendlich  fernen  Punkt  und  einen  Durch- 
messer, oder  in  den  Mittelpunkt  und  ein  unendlich  Fernes  übergehen 


3  Den  Fall  der  Parabel  und  beim  Kegelschnitt  den  des  rechten 
8  hat  de  la  Hire  auch  in  seinen  Sectiones  conicae  etc.,  Paris  1685, 
(liberYUI,  Propp.27— 29)  behandelt.  Eleganter  hat  THospital  die  Frage 
bei  der  Parabel  gelöst:  Sections  coniques,  ».266fi.  Er  gelangt  zu  dem  Satz, 
dafs  der  gesuchte  Ort  eine  Hyperbel  ist,  die  Brennpunkt  und  Directrix 
mit  der  Parabel  gemein  hat. 

•♦)  Pappi  coUectanea  ed.  Hultsch,  Bd.  2,  S.Ö93  (über  VI,  Prop.54). 

***)  Aguilonius,  Opticorum  Hbri  sex,  Antwerpen  1613,  S.  289. 

t)  Desargues,  Brouillon  project  etc.,  1689,  (Ed.  Poudra,  Bd.  1, 
S.  216  ff.  und  291  ff.). 

tt)  de  la  Hire,  Sectiones  conicae,  Paris  1685,  liberll,  Propp.  6, 10  etc. 
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können.  Biese  Anschaaung  tritt  auch  in  der  ersten  deutschen  Arbeit 
hiervor,  bei  welcher  in  unserem  Jahrhundert  die  Methode  des  Proji- 
cü:ens  angewendet  wird.  Aus  dem  Umstand,  dafs  die  Mitten  einer 
Schar  paralleler  Sehnen  auf  einer  Geraden  liegen,  schliefst  Gruson*), 
daüs  bei  einer  Schar  in  einem  Punkt  zusammenlaufender  Sehnen 
Ä^A^^  B^B^^  C^C^^  ...  eines  Kegelschnitts  die  Schnittpunkte  A^B^^ 
A^B^'^  A^C^^  A^C^\  ...  auf  einer  Geraden  liegen. 

2.  Yiel  schwerer  haben  sich  die  Brennpunkte  der  geometrischen 
Anschauung  erschlossen.  Ich  will  um  so  mehr  hierauf  etwas  ge- 
nauer eingehen,  als  ja  die  Definition  mit  Hülfe  der  Brennpunkt- 
eigenscbaften  neben  der  rein  analytischen  Behandlung  die  gangbarste 
Emfohrung  in  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  darbot.  Im  dritten 
Buche  der  sectiones  corneae  findet  sich  das,  was  Apollonius  über 
die  Eigenschaften  der  Brennpunkte  mitteilenswert  gefunden  hatte. 
Auf  den  Tangenten  in  den  Scheiteln  Ay  9  schneiden  die  anderen 
Tangenten  Stücke  ab,  die  ein  constantes  Product  ergeben 

AB^ .  a^g  =  ilCi .  «  Cg  =  ^A .  «Da =  +  h\ 

Diese  Strecken  B^B^^  C^C^^  ,  ,  ,  werden  unter  rechten  Winkeln  von 
den  beiden  Punkten  der  Hauptaxe  aus  gesehen,  die  an  ihren  End- 
punkten ^,  %  das  Product  5*  bestinunen  und  bei  der  Ellipse  innerhalb, 
bei  der  Hyperbel  aulserhalb  A^  liegen.  Diese  Punkte  (Z,  H)  sind 
deshalb  aUen  Kreisen  über  den  Durchmessern  B^B^^  C^C^^  ... 
gemeinsam.**)  Hieraus  ermöglichen  sich  nun  verschiedene  Winkel- 
vergleichungen, es  sind  z.  B.  eine  beliebige  Tangente  und  eine 
Scheiteltangente  gleich  geneigt  gegen  die  beiden  Verbindungslinien 
ihres  Kreuzungspunktes  mit  den  Brennpunkten.  Verbindet  man  die 
Endpunkte  einer  Tangente,  z.  B.  B^B^j  mit  den  Brennpunkten,  so 
liegt  der  Schnittpunkt  auf  der  zugehörigen  Normale;  denn  der  Fufs- 
punkt  des  von  einem  solchen  Punkt  aus  geflLUten  Lotes  teilt  die 
Tangente  im  Verhältnis  der  Abschnitte,  die  sie  auf  den  Scheitel- 
tangenten abschneidet.  Hieraus  läfst  sich  mit  Leichtigkeit  ableiten, 
dals  Normale  und  Tangente  die  beiden  Winkel  zwischen  den  zuge- 
hörigen Brennstrahlen  halbiren.  Dafs  Summe  oder  Differenz  der 
Brennstrahlen  constant  ist,  wird,  wie  noch  jetzt  üblich,  daraus  ab- 
geleitet, daljs  die  Fuispunktcurve  eines  Brennpunktes  ein  Kreis  ist. 
Es  ergiebt  sich  zunächst,  dafs  der  Fufspunkt  an  der  groüsen  Axe 
denselben  Winkel  bestimmt,  wie  das  zwischen  den  Scheiteltangenten 
liegende  Stück  der  Tangente  an  dem  Brennpunkt,  also  einen  rechten 
Winkel.    Die  Parabel  bleibt  hierbei  ganz  auiser  Spiel.    Eine  gewisse 


3  Gruson,  Auflösung  einer  geometrischen  Aufgabe,  Abb.  der  Ak. 
in  f.  1818  n.  1819,  Berlin  1820,  S.  87—48. 
•^  Apollonius,  Sectiones  corneae,  liberUI,  Propp.  45ff.,  Ed.  Halle y, 
8.  205  ff. 
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YervoUständiguiig  bietet  Pappus.  Er  fahrt  an,  dajjs  Punkte  einer 
Parabel  vom  Brennpunkt  und  der  Directriz  gleiche  Entfernungen 
haben,  daJDs  femer  die  Entfernung  eines  Ellipsen-  oder  Hjperbel- 
punktes  von  einem  Brennpunkt  in  einem  festen  Verhältnis  zu  der 
Entfernung  von  der  zugehörigen  Directrix  steht.*) 

3.  Auf  diesem  Punkt  ist  die  Kegelschnittlehre  im  wesentlichen 
stehen  geblieben,  bis  sie  de  la  Hire  um  einen  wesentlichen  Schritt 
ft^rderte.  Auch  er  knüpft  an  den  Fundamentalsatz  an,  daHs  die  Producte 

constant  sind,  also  B^B^^  CiC^^  ...  an  zwei  Punkten  F  und  F^ 
rechte  Winkel  bestimmen.  Es  sei  B  der  Berührungspunkt  der  Tan- 
gente B^B^^  B'  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Aze  ^3(,  femer  C  der 
Schnittpunkt  des  Brennstrahles  B^F  mit  AB^  endlich  C  der  auf 
AB  liegende  Pol  von  B^F^  alsdann  ist 

{B^B^BB')  =  (G'CBA)  =  —  1. 

Da  beide  Gruppen  den  Punkt  B  mit  einander  gemein  haben,  so  sind 
sie  Schnitte  eines  Strahlbüschels,  es  laufen  B^C\  B^C^  AB'  in 
einem  Punkte  F  zusammen.  Hieraus  folgt,  da  B^F  und  B^F 
auf  einander  senkrecht  stehen,  der  fundamentale  Satz:  „Geht  eine 
Sehne  durch  den  Brennpunkt  hindurch,  so  schneiden  sich  die  Tan- 
genten in  ihren  Endpunkten  mit  dem  im  Brennpunkt  errichteten 
Lot  in  einem  Punkte. '*'*)  Derselbe  gehört  der  Directrix  an,  welche 
de  la  Hire  als  Polare  des  Brennpunktes  erkennt.  Die  Polare  eines 
Directrixpunktes  S  ist  nach  dem  obigen  das  in  F  auf  SF  errichtete 
Lot.  Sind  A^A^^  ^i^%i  ^i^a«  •  •  •  ^®  Punktepaare,  welche  von  S 
ausgehende  Geraden  mit  dem  Kegelschnitt  gemein  haben,  so  halbirt 
SF  demnach  je  einen  der  beiden  Winkel,  die  FA^  und  FA^^  FB^ 
und  FB^,  FCi  und  FC^^  .  .  .  mit  einander  gemein  haben.  Sind  ntin 
ein  Brennpunkt  L  und  drei  Peripheriepunkte  By  C,  D  eines  Kegel- 
schnittes gegeben,  so  halbire  man  die  Nebenwinkel  za  BLC  und 
CLD  und  schneide  diese  Strafen  mit  BG  und  CD;  man  erhält 
alsdann  zwei  Punkte  der  gesuchten  Directrix***)  (über  VII,  Prop.  25). 


♦)  PaDpi  collectanea,  liberVU,  Prep.  236— -238,  Ed.  Hultsch,  Bd.  2, 
S.  1005 ff.  Man  vergleiche  femer  Zenthen,  Kegelschnitte  im  Altertnm, 
Abschnitt  16.  Nach  Zeuthen's  Ausführungen  haben  wir  in  dem,  was 
ApoUoniuB  mitteilt,  keineswegs  die  Summe  dessen  zu  erkennen,  was 
er  über  die  Brennpunkte  wufste. 

**)  de  la  Hire,  Sectiones  corneae,  Paris  1685,  liber  VHI,  Prep.  2S, 
S.  189.  Der  Hülfssatz  wird  genau  wie  bei  ApoUonias  abgeleitet, 
(liber  Hl,  Prop.  11,  S.  52). 

•••JIn  der  That  ist  dies  mit  Newton's  LOsung  nahe  verwandt,  da 
die  beiden  Hülfspunkte  BC  und  CD  im  Verhältnis  LBiLC  und  LC:  LD 
teilen  [Ul,  2]. 
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Die  Beendigung  der  Aufgabe  geschieht,  wie  bei  Newton,  mit  Hülfe 
des  Satzes,  dals  der  Brennstrahl  eines  Kegelschnitt -Punktes  zu 
seiner  Entfernung  von  der  zugehörigen  Directrix  proportional  ist, 
oder,  wie  es  de  la  Hire  umformt,  gleich  ist  dem  Stück,  das  auf 
der  Ordinate  des  gegebenen  Punktes  die  Axe  und  eine  der  Tan- 
genten abgrenzen,  die  von  ihrem  Schnittpunkt  mit  der  Directrix 
an  den  Kegelschnitt  sich  legen  lassen.  De  la  Hire  spricht  ebenso 
wie  Newton  von  nur  einer  Lösung  der  Aufgabe,  da  die  drei  Punkte 
entweder  auf  einer  Ellipse  oder  einem  um  L  beschriebenen  Hyperbel- 
ast  liegen  sollen. 

4.  Desargues*)  geht  ebenfalls  davon  aus,  dals  die  von  den 
Scheiteltangenten  begrenzten  Stücke  der  Tangenten  von  den  Brenn- 
punkten aus  unter  rechtem  Winkel  erblickt  werden.  Er  löst  haupt- 
sftchlich  die  fundamentale  Frage:  Wie  muls  ein  Kegelschnitt  proji- 
cirt  werden,  damit  ein  beliebiger  Punkt  Ä  in  den  Mittelpunkt  und 
zwei  Punkte  B^^  B^  innerhalb  des  Kegelschnittes,  die  durch  A  tmd 
seine  Polare  a  harmonisch  getrennt  werden,  in  die  Brezmpunkte 
übergehen.  Seine  Construction  beruht  auf  folgendem  Satz;  Legt 
man  in  einem  beliebigen  Punkt  des  Kegelschnittes  die  Tangente 
und  verbindet  ihren  Berührungspunkt  mit  demjenigen  Punkt,  der 
sie  von  B^^  B^  harmonisch  trennt,  so  schneiden  diese  Geradenpaare 
eine  bestimmte  Involution  auf  a  aus.  Wählt  man  einen  der  Punkte, 
von  denen  aus  sie  durch  eine  circulare  Involution  projicirt  wird, 
und  macht  die  Projectionsebene  parallel  zur  Ebene  derselben,  so 
wird  von  ihrem  Mittelpunkt  aus  der  Kegelschnitt  in  der  gewünschten 
Weise  projicirt*) 

5.  Im  18.  Jahrhundert  hob  Guido  Grandus**)  den  de  la 
Hire 'sehen  Satz  abermals  hervor,  den  er  aus  Pappus'  Directrix- 
eigensdiaft  aufs  einfachste  herleitet.  Aus  dem  Satz,  dafs  der  Winkel 
zwischen  zwei  Brennstrahlen  durch  den  Strahl  halbirt  wird,  der 
dtfi  Brennpunkt  mit  dem  Kreuzungspunkt  ihrer  Tangenten  verbindet, 
schliefst  er  eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  von  Apollonius. 
^Berühren  zwei  Tangenten  o^  und  a^  den  Kegelschnitt  in  den  End- 
punkten eines  durch  den  Brennpunkt  F  gelegten  Strahles,  so  werden 
die  Punktepaare  B^B^^  C^i^si  •  m  welche  andere  Tangenten  auf  a^ 
und  a^  ausschneiden,  von  F  aus  unter  rechtem  Winkel  gesehen.^^ 

6.  Der  Satz,  dals  die  Fuispunktcurve  eines  Brennpunktes  ein 
Kreis,  bei  der  Parabel  eine  Gerade  ist,  wird  wiederholt  neu  ent- 
wickelt, so  von  Maclaurin***),  auf  den  er  vielfach,  z.  B.  auch  von 
Poncelet  in  seiner  ersten  Abhandlung  zur  Brennpunktlehre,  zurück- 


♦)  Deaargues,  Brouillon  project  etc.,  (Ed.  Pondra^  Bd.  1,  S.  215ff.). 
^  Gaido  GranduB,  Secbonom  conicarom  Synopsis,  Neapel  1737, 
Propp.  16  tmd  36,  S.  75—78. 

^  Maclanrin,  Geometria  organica,  S.  102. 
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geführt  wird.  Von  Lambert*),  später  von  Prony**)  wird  hervor- 
gehoben, wie  einfach  sich  hieraus  die  Reihe  der  Tangenten  eines 
Kegelschnittes  finden  lasse.  Die  Parabeleigenschaft  wird  von  Lambert 
in  folgender  Form  verallgemeinert.  Wenn  von  einem  beliebigen 
festen  Winkel  der  Scheitel  über  eine  Gerade  geführt  wird,  während 
sich  der  eine  Schenkel  um  einen  festen  Punkt  dreht,  so  umhüllt 
der  andere  Schenkel  eine  Parabel. 

7.  Die  volle  Bedeutung  des  de  la  Hire' sehen  Theorems  hat 
Poncelet  erkannt.***)  Er  hebt  ausdrücklich  hervor,  dals  gerade 
durch  die  Eigenschaft,  eine  circulare  Livolution  conjugirter  Strahlen 
zu  besitzen,  die  Brennpunkte  beim  Kegelschnitt  als  natürliche  Ver- 
allgemeinerungen des  Mittelpunktes  des  Kreises  zu  erkennen  seien, 
und  dafs  diese  Eigenschaft  das  einfachste  Mittel  zu  ihrer  Einführung 
biete,  f)  Er  fügt  hinzu,  dafs  man  bei  der  Aufsuchung  dieser  Punkte 
auf  vier  Lösungen  konmie,  von  denen  jedoch  zwei  imaginär  seien. 
Die  Eigenschaft,  welche  er  aus  dem  Fufspunktsatz  durch  leichte 
elementare  Betrachtungen  ableitet,  scheint  er  zunächst  noch  für  neu 
zu  halten,  in  seinem  Traite  führt  er  sie  indessen  auf  de  la  Hire 
zurück.  Poncelet  zieht  nun  den  naheliegenden  Schiulis,  dajjs,  sobald 
von  einem  Tangentendreieck  nur  eine  Seite  verändert  wird,  dieselbe 
von  einem  Brennpunkt  aus  unter  einem  festen  Winkel  erblickt  wird. 
Bei  der  Parabel  müssen  seine  Schenkel  einmal  parallel  zu  den  beiden 
gegebenen  Tangenten  werden;  es  folgt  der  von  Lambert  zuerst  auf- 
gestellte Satz,  dafs  der  einem  Tangentendreieck  umschriebene  Kreis 
stets  den  Brennpunkt  der  Parabel  enthält  (No.6).ff )  Mit  Leichtigkeit 
wird  aus  ihm  der  oben  erwähnte  Lambert 'sehe  Satz  abgeleitet.  Pon- 
celet schliefst  femer,  daüs  ein  umgeschriebenes  Polygon  mit  einander 
gleichen  Winkeln  derart  an  der  Parabel  gleiten  kann,  dais  Berührungs- 
punkte und  Ecken  an  dem  Brennpunkt  2«  unter  gleichen  Winkeln 
geneigte  Strahlen  bestimmen.  Er  beruft  sich  auf  THospital  för 
den  Satz,  dafs  die  Ecken  des  Polygons  auf  einem  zweiten  Kegel- 
schnitte wandern.  Ich  habe  schon  oben  bemerkt,  dals  Poncelet  in 
der  Arbeit,  die  zur  Aufstellung  der  „th6orie  des  polaires  reciproques" 
Veranlassung  gab,  einen  schönen  analytischen  Beweis  f^  diese 
Eigenschaft  gegeben  hat,  dals  femer  de  laHire  ebenfalls  eine,  wenig 


*)  Johann  Heinrich  Lamberts  Deutscher  gelehrter  Briefvrechsel, 
Bd.  5,  Teil  2,  Berlin  1787,  S.  326—327  (Brief  an  Ob  er  reit  vom  29.  Sep- 
tember 1771). 

**)  Prony,  Note  aar  Fapplication  de  la  th^orie  des  Solutions  partica- 
li^res  des  £quations  diffärentielles  ä  des  questions  etc.,  Heft  10,  1810, 
S.  49—64  (S.  53). 

•*•)  Poncelet,  Th^or^mes  nouveaux  sur  les  lignes  du  second  ordre,  Gerg. 
Ann.,  Bd.  8, 1817  u.  1818,  S.  1—13, 68—72.    (Applic.  d'anal.,  Bd.  2,  S.  456—466.) 

t)  Ibidem,  Fufsnote  zu  S.  222. 

tt)  J-  H.  Lambert,  Insigniores  Orbitae  Cometarum  proprietates, 
Augsburg  1771 ,  Lemma  4.,  S.  5. 
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geschickte  freilich,  analytische  Erörterung  der  Frage  gegeben  hat. 
In  wahrhaft  eleganter  Weise  hat  Poncelet  den  Satz  in  seinem  Trait^ 
ans  dem  Umstand  abgeleitet,  dafs  ein  Brennpunkt  eines  Kegel- 
schnittes sein  Homologiecentrum  zu  einem  um  diesen  Punkt  be- 
schriebenen Kreis  ist. 

8.  Ein  merkwfurdiges  Zusammentreffen  ist  es,  dafs  Bret*)  in 
demselben  Bande  der  Annalen  ebenfalls  zu  dem  Theorem  kommt,  dafs 
der  Kegelschnitt  neben  zwei  reellen  noch  zwei  imaginäre  Brennpunkte 
besitzt.  Er  wählt  zum  Ausgangspunkt  die  Forderung,  dafs  die 
Entfernung  eines  Peripheriepunktes  von  dem  gesuchten  Punkt  eine 
rationale  Function  der  Coordinaten  sein  soll,  nimmt  an,  dafs  es  sich 
nur  um  eine  ganze  lineare  Function  handeln  kann,  und  schliefst  so 
auf  die  Brennpunkte.  Bekanntlich  hatte  Euler**)  schon  früher  die 
Entfernung  eines  beliebigen  Kegelschnittpunktes  von  einem  Punkt  der 
Axe  untersucht  und  gefunden,  dafs  nur  bei  den  Brennpunkten  die 
auftretende  Quadratwurzel  sich  allgemein  ziehen  läJGst.  Ihre  Erweite- 
rung finden  diese  Sätze  bei  Einführung  der  von  Ter  quem  so- 
genannten lignes  conjointes.***)  Es  sind  dies  Geraden,  deren  Sohnitt- 
pimkte  mit  einem  gegebenen  Kegelschnitt  auf  einem  Kreis  liegen. 
Läfst  man  den  Kreis  zum  NuUkreis  ausarten,  so  giebt  es  ein  reelles 
Paar  von  lignes  conjointes;  das  Quadrat  der  Entfernung  von  dem 
festen  Punkt  ist  proportional  dem  Product  der  Entfernungen  von 
den  beiden  zugehörigen  Geraden.  Wie  schon  Ponceletf)  gezeigt 
hat,  sind  zwei  derartige  Sehnen  stets  gegen  die  beiden  Axen  gleich 
geneigt,  sie  werden  parallel  zur  einen  Axe,  wenn  das  Gentrum  des 
Xullkreises  auf  die  andere  gelangt,  und  können  zusammenfallen  nur, 
wenn  das  Centrum  mit  emem  Brennpunkt  identisch  wird. 


Vn.  Entstehung  des  Kegelschnittes  ans  dem  geraden  KegeL 

1.  Ursprünglich  waren  von  den  Alten  nur  solche  Schnitte  zur  Er- 
zeugung von  Kegelschnitten  zugelassen,  die  ein  rechtwinkliges  Axen- 
dreieck  ergaben.    Demzufolge  wurden  Hyperbel,  Ellipse,  Parabel  als 


^  Bret,  Sor  une  m^thode  analytique  pour  la  recherche  des  foyers 
des  secüoiifl  coniques,  Gerg.  Ann.,  Bd.  8,  1817  n.  1818,  S.  817—821. 

*^  Eni  er,  Introdnctio  in  analysin  infinitimomm,  (Lausanne  1748)  Lyon 
1793,  Bd.  2,  S.  63. 

*^)  Ich  komme  auf  die  hierher  gehOrif^en  Untersuchungen  von 
Chasles  (Memoire  ava  les  lignes  coi^jointes,  Liouv.  Jonm.,  Bd.  3,  1838, 
S.  386—436),  Ter  quem  (Sur  les  lignes  coi^ointes  dans  les  coniques, 
ibidem,  S.  17 — 20),  Cremona  (Sülle  coniche  ed  sulle  superficie  di  second 
ordine  conginnte,  Ann.  di  mat.,  Bd.  3,  1860,  S.  257 — 282)  gelegentlich 
der  Focaleigenschaften  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  zurück. 

t)  Poncelet,  Traitä  des  propriäi^s  projectives  des  figures,  Bd.  1, 
(1822),  Paris  1864,  Nr.  394. 
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stumpfwinkliger,  scbiefvnnkliger  und  rechtwinkliger  Schnitt  unter- 
schieden,  und  es  konnte  jeder  einzelne  Kegelschnitt  nur  ans  einem 
Kegel  erzeugt  werden.  Apollonius  hat  zuerst  gezeigt,  dals  aus  einem 
gegebenen  Kegel  alle  Ellipsen  und  Parabeln,  sowie  alle  Hyperbeln 
herausgeschnitten  werden  können,  deren  Asjmptotenwinkel  kleiner  ist 
als  die  Scheitelöfhung  des  Kegels.*)  Für  die  Spitzen  der  geraden 
Kegel,  welche  einen  gegebenen  Kegelschnitt  projiciren,  giebt  er 
folgende  Construction:  In  der  zu  seiner  eigenen  senkrechten  Ebene 
lege  man  durch  die  Endpunkte  J^,  A^  der  grofsen  Axe  einen  Kreis, 
welcher  das  im  Mittelpunkt  M  errichtete  Lot  in  B.^B^  treffe.    Man 

ziehe  nun  zwei  Parallelen  zur  Hauptaxe  in  den  Abständen  -j  MB^ 

und  -Y  JKfjB),  für  die  Ellipse  auf  denselben  Seiten,  wie  B^  und  B^ 

selbst,  für  die  Hyperbel  auf  entgegengesetzten  Seiten.  Die  Schnitt- 
punkte mit  dem  Kreis  sind  Punkte  des  Ortes  (liber  I,  Propp.  53 
und  54).  Hiemach  würde  der  Ort  das  Erzeugnis  eines  Kreisbüschels 
und  einer  projectivischen  Involution  aus  Parallelstrahlen  sein,  welche 
mit  dem  ersten  Büschel  den  in  ein  Geradenpaar  zerfsillenden  Kreis 
entsprechend  gemeiü  hat,  und  ist  daher  als  Kegelschnitt  zu  erkennen. 
Dasselbe  bestätigt  eine  kurze  Rechnung.  Die  Gleichung  eines  Kreise 
durch  die  Endpunkte  der  Axe  ist 

a^  +  y«— 2^y  — a«=0, 
die  der  beiden  Parallelen 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  Elimination  von  t  sofort 

also  eine  Hyperbel,  welche  die  Brennpunkte  der  gegebenen  Ellipse 
zu  Scheiteln  und  ihre  Scheitel  zu  Brennpunkten  hat.  Ganz  ähnheh 
lälst  sich  erkennen,  dals  die  Punkte  der  Ellipse  die  Spitzen  der  ge- 
raden Kegel  sind,  die  die  Hyperbel  projiciren.  Auch  in  dem  Special- 
fall der  Parabel  liefert  Apollonius'  Lösung  die  wohlbekannte 
Parabel,  welche  den  Scheitel  der  gegebenen  zum  Brennpunkt,  den 
Brennpunkt  zum  Scheitel  hat  (liber  I,  Prop.  52,  S,  87). 

2.  Indessen  von  ganz  anderer  Seite  her  ist  Dupin  zuerst  auf 
dieses  merkwürdige  Paar  von  Kegelschnitten  gekonmien,  nämlich  bei 
der  Untersuchung  der  Hüllfläche  der  Kugeln,  welche  drei  gegebene 


♦)  Apollonius,  Sectiones  corneae,  Ed.  Halle  y,  liber  VI,  Propp.  28— 38, 

(S.  85—92). 
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Kng^i  berühren.*)  In  dem  ersten  Teil  der  Abhandlung  war  Folgen- 
des bewiesen  worden.  Werden  drei  Kugeln  (Ä\  (jB),  (C)  mit  den 
Mittelpunkten  A^B^C  gleichartig  von  einer  Reihe  Ton  Engeln  in  den 
Tripeln  a6c,  ah'e'^  a"b"c\  . .  .  berührt,  so  laufen  z.  B.  6c,  V c\ 
h" c\  ...  in  einem  Ähnlichkeitspunkt  von  {B)  und  {C)  zusammen.  Von 
den  Kreisen  a5c,  aVc\  a"h"c\  . . .  liegen  je  zwei  auf  einer  KugeL 
Die  Mittelpunkte  aller  dieser  Hül&kugeln  liegen  in  einer  zur  Ahn* 
lichkeitsaxe  senkrechten  Ebene,  und  speciell  die  der  berührenden 
Kngeln  —  Jf ,  Jtf ',  M'\  ...  —  bilden  deshalb  eine  ebene  Curve. 
Da  die  Kreistangenten  in  a,  a\  a\  ...  in  einem  Punkte  Sl  der  Ähnlich- 
keitsaxe  zusammenlaufen,  so  liegen  diese  Punkte  selbst  auf  einem 
Kreise,  und  der  Kegelschnitt  MM'M"  . . .  wird  von  A^  B^  C  aus 
durch  gerade  Kegel  projicirt.  Dupin  führt  nun  aus,  dafs  die  Reihe 
der  Kreise  a6c,  aVc\  a"h"c\  ...  die  eine  Schar  der  Ej-ümmungs- 
linien  der  Fläche  bilde,  da  für  jeden  die  Normalen  eine  abwickelbare 
Fläche  —  einen  Kegel  mit  der  Spitze  M^  M\  M"^  ...  —  bilden; 
aber  auch  die  zweite  Reihe  der  Krümmungslinien  müsse  aus  Kreisen 
bestehen.  Projicirt  man  nämlich  die  Kreise  ahc^  ah'c\  a"b"c\  . . . 
der  Reihe  nach  von  Jlf,  M\  M'\  ...  aus  auf  die  Ebene  ÄBC^  so 
erhält  man  stets  denselben  Kegelschnitt,  der  in  ^,  ^,  C  die  Ge- 
raden w^Sl,  jBS3,  Cd  berührt.  Von  jedem  Punkt  desselben  gehen 
daher  unendlich  viele  Normalen  der  Fläche  aus,  die  notwendig 
gleich  lang  sein  müssen  und  so  auf  eine  zweite  Schar  von  Kugeln 
f&hren,  deren  Enveloppe  die  untersuchte  Fläche  ebenfalls  ist.  Er 
führt  nun  aus,  dals  die  Entfernungen  eines  Mittelpunktes  der  einen 
Reihe  von  zwei  festen  Mittelpunkten  der  anderen  Reihe  eine  con- 
stante  Summe  oder  Differenz  ergeben,  so  dals  alle  Punkte  des  einen 
Kegelschnittes  als  räumliche  Brennpunkte  des  anderen  Kegelschnittes 
betrachtet  werden  können  (S.  25)  und  die  Scheitel  eines  jeden  die 
eigentlichen  Brennpunkte  des  anderen  sind.  Später  ist  Dupin  mehr- 
&eh  auf  die  Frage  zurückgekommen.  Er  beweist  nochmals**),  dals 
ein  Kegelschnitt  unendlich  viele  Brennpunkte  besitzt,  die  einen 
zweiten  Kegelschnitt  ausfallen..  Von  jedem  Brennpunkt  aus  wird 
der  gegebene  Kegelschnitt  durch  einen  geraden  Kegel  projicirt,  dessen 
Axe  die  Tangente  des  betreffenden  Punktes  ist.  1813  stellt  er  noch- 
mals seinen  Satz  auf,  nachdem  er  beobachtet  hat,  dals  von  den  beiden 
in  einer  Schar  confocaler  Oberflächen  zweiter  Ordnung  vorkommen- 


*)Hachette,  Memoire  snr  le  contact  des  sphöres  (Travaux  de  r^cole), 
Coir.  de  Y6c  pol,  Bd.  1,  Nr  2,  1804,  S.  17—28.  ffierin  wird  ausdrücklich 
aof  Dupin  zurückgeführt:  (^nqui^me  probläme.  D^terminer  les  lignes 
de  couniure  de  la  snrface  courbe  enveloppe  de  Fespace  parcouni  par 
one  Sphäre  qui  se  meut  en  touchant  constamment  trois  sphöres  fixes, 
(S.  82— 26). 

^  Dupin,  memoire   sur  la  Sphäre   tangente   k  trois  ou  ä  quatre 
auires,  Corr.  de  V6c.  pol.,  Bd.  2,  Nr.  5,  1813,  S.  420—426. 
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den  Grenzkegelschnitten  jeder  die  Scheitel  des  anderen  zu  Brenn- 
punkten hat.*)  Endlich  hat  er**)  1822  nochmals  ausfuhrlich  seine 
„Cyklide",  die  Flächen,  deren  beide  Scharen  von  Eränunungslinien 
aus  Kreisen  bestehen,  untersucht,  entwickelt,  dafe  ihre  Krämmnngs- 
Mittelpunktfläche  in  zwei  Kegelschnitte  ausartet,  und  bewiesen, 
dals  Ton  allen  Punkten  des  einen  aus  der  andere  durch  gerade  Kegel 
projicirt  wird. 

3.  Unabhängig  von  Dupin  ist  Quetelet  in  einer  1820  der 
Belgischen  Akademie  vorgelegten  Arbeit  ebenfalls  auf  dieses  merk- 
würdige Paar  von  Kegelschnitten  gestolsen.***)  Durch  ziemlich 
schwerfllllige  elementare  Betrachtungen  weist  er  (S.  126)  nach,  dais 
z.B.  bei  einem  elliptischen  Schnitt  eines  geraden  Kegels  der  Unter- 
schied der  nach  den  Scheiteln  führenden  Mantellinien  gleich  der 
Entfernung  der  Brennpunkte  ist,  dafs  für  jeden  Ellipsenpunkt  die 
Differenz  der  Entfernungen  von  Brennpunkt  und  Spitze  constant 
ist  (S.  129).  Hieraus  folgt  (S.  151),  dafs  der  Ort  der  Spitzen  eine 
Hyperbel  ist,  deren  Punkte  als  Brennpunkte  der  Ellipse  bezeichnet 
werden  können.  Da  Quetelet  nur  die  letzte  der  Dupin 'sehen 
Arbeiten  kannte,  glaubte  er  ursprünglich  die  Priorität  dieser  Ent- 
deckung für  sich  in  Anspruch  nehmen  zu  können,  f)  Die  übliche 
Bezeichnung  „ligne  focale"  führte  Hachette  für  den  Ort  der  Spitzen 
der  geraden  Kegel  ein.  In  seiner  Notiz  findet  sich  die  Bemerkung, 
dafs  De  Montferrand  1825  ebenfalls  einen  Beweis  for  den  merk- 
würdigen Ort  gegeben  habe,  ff) 

4.  Auf  die  einfachste  Eorm  hat  Dandelin  diesen  Satz  zurück- 
geführt. Sondert  man  aus  den  einem  geraden  Kegel  eingeschriebenen 
Kugeln  die  beiden  aus,  welche  eine  gegebene  Ebene  berühren,  so 
sind  die  Berührungspunkte  S  und  S^  die  Brennpunkte  des  Kegel- 
schnitts. Der  Beweis  wird  in  glänzender  Weise  auf  die  sinnfällige 
Thatsache  zurückgeführt,  dafs  eine  Kugel  von  einem  Punkt  aus 
Tangenten  von   gleicher  Länge   erhält.     TriflPb  nämlich   die  Mantel- 


*)  Dupin,  Däveloppements  de  gäom^trie  etc.,  Paris  1813,  S.  280. 

^)  Dupin,  Applications  de  g^om^trie  et  de  m^chanique  etc.,  Paris 
1822,  Quatri^me  memoire,  S.  210ff. 

*•*)  Quetelet,  Memoire  sur  une  nouvelle  th^orie  des  sections  coni- 
ques  considär^es  dans  le  solide,  Nouv.  mäm.  de  TAc.  de  Bruzelles,  Bd.  2, 
1822,  S.  120—153.  Man  vergleiche  auch:  Quetelet,  Thöor^mes  sur  les 
sections  du  cöne  etc.,  Quet.  Corr.,  Bd.  2,  1826,  S.  78— 80;  Quetelet,  Note 
sur  les  propri^t^s  des  foyers,  dans  les  sections  coniques,  Quet.  Corr.,  Bd.  3, 
1827,  S.  274— 276  und  Quetelet,  Note,  Nouv.  Mäm.  de  TAc.  de  Bruxellea, 
Bd.  4,  1827,  S.  77—78. 

t)  Quet.  Corr.,  Bd.  3,  S.  278.  Die  Erwiderung  Dupin's,  in  welcher 
die  oben  angeführten  Arbeiten  genannt  werden,  findet  sich  im  Bull,  de 
F^russac,  Bd.  8,  1827,  S.  286. 

tt)  Hachette,  Propositions  de  gdom^trie  ä  trois  dimensions  etc., 
Bulletin  des  sciences,  uar  la  Soci^t^  philomathique  de  France,  1825, 
S.  113—114,  und  auch  Quet.  Corr.,  Bd.  1,  1825,  S.  354—356. 
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linie,  die  einen  Eegelschnittpunkt  P  ausschneidet,  die  beiden  Be- 
rübrangskreise  in  Q  und  Q^,  so  ist 

und,  da  QQ^^  augenscheinlich  constant  bleibt,  entweder  die  Summe 
oder  die  Differenz  von  PS  und  PS^  constant,  wie  behauptet  war.*) 
Halten  wir  der  bequemeren  Ausdrucksweise  halber  den  einen  der 
beiden  Fälle,  etwa  den  der  Ellipse  fest,  so  gelten  für  die  Spitze  S^ 
des  K^els  die  beiden  Gleichungen 

beide  Groisen  sind  also  für  sich  constant.  Wählt  man  noch  einen 
zweiten  Kegel,  mit  der  Spitze  S^^  aus,  so  ist  entweder 

P8^  +  PiS,     oder     PÄ,  —  PS^ 

constant.  Femer  ist  umgekehrt,  wenn  man  irgend  zwei  Punkte  P,  P'^ 
der  Ellipse  auswählt, 

P'S^  —  P"Äj  =  P'Ä  —  P"& 

Sind  P^,  P^'  die  Endpunkte  der  groisen  Axe,  so  ist  der  absolute 
Wert  von  P'S  —  P"8  gleich  der  Brennpunktentfemung,  tmd  der 
Ort  für  S^  ist  die  Hyperbel,  welche  die  Scheitel  der  gegebenen 
Ellipsen   zu  Brennpunkten,   ihre  Brennpunkte   zu  Scheiteln  hat.**) 

Dandelin  ist  von  den  Gesetzen  der  stereographischen  Projection 
aus  auf  sein  Theorem  zurückgekonmien;  auch  wird  auf  ihn  das 
allgemeinere  Theorem  zurückgeführt,  dails  ein  Schnitt  einer  Rotations- 
fläche zu  Brennpunkten  die  Punkte  hat,  in  denen  seine  Ebene  zwei 
eingeschriebene  Kugeln  berührt.  Bewiesen  hat  er  es  freilich  nur 
für  das  einschalige  Hyperboloid,  bei  dem  offenbar  dieselbe  Über- 
legung stattfindet,  wie  beim  Rotationskegel;  aber  es  liegt  ganz  im 
Sinne  des  Continuitätsprincips,  das  Resultat  auch  auf  den  zweiten 
Fall  zu  übertragen,  wo  die  Geraden  nicht  mehr  reell  vorhanden 
sind.***)  In  der  Geschichte  des  Pascarschen  Satzes  habe  ich  bereits 
angedeutet,  auf  welche  Weise  Dandelin  zeigt,  dafs  jeder  Kegelschnitt 
aus  einem  Rotationshyperboloid  herausgeschnitten  werden  kann.f) 

5.  Bobillierff)   hat  Dandelin's  Resultate  in  der  Art  ver- 

^  Dandelin,  Memoire  sur  quelques  propriätäs  remarquables  de  la 
fbcale  paraboliqne,  Noav.  M^m.  de  FAc.  de  BmxeUes,  Bd.  2,  1822,  S.  171—200 
(8.  171 — 173).  Booth  hat  bemerkt,  dafs  die  Radicalebene  der  beiden 
Kugeln  die  Nebenaxe  des  Kegelschnittes  ausschneidet:  Proc.  Irish  Ac, 
Bd.  1,  1836—1837,  S.  53—64. 

•^  Dandelin,  Mämoire  sur  Thyperboloide  de  rövolntion  et  sur  les 
hexagones  de  Pascal  et  de  Brianchon,  Noqy.  M^m.  de  TAc.  deBmxelles, 
Bd.  3,  1826,  S.  1—14.    [Selbständige  Paginirung.] 
•^  Ibidem,  S.  7  ^r.  10). 

t)  Ibidem,  S.  8  (Nr.  12). 

tt)  Bobillier,  Propri^t^s  des  sections  coniques,  consid^r^s  dans  le 
solide,  Quet  Corr.,  Bd.  3,  1827,  S.  270—274. 
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allgemeinert,  dal^  er  anstatt  der  Kegelschnitte  selbst  „Focalkreise^ 
in  die  Betrachtung  einfilbrte.  Es  sind  dies  die  Schnitte  der  einem 
geraden  Kegel  eingeschriebenen  Kugeln  mit  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts. Offenbar  kann  man  den  Dan  de  lin 'sehen  Beweis  auf  diese 
doppelt  berührenden  Focalkreise  übertragen,  die  Summe  oder  Differenz 
der  Tangenten,  die  zwei  Focalkreise  aus  einem  Kegelschnittpnnkt 
erhalten,  bleibt  constant.  Überdies  ergiebt  sich  für  jeden  Focalkreis 
eine  Directrix,  die  Schnittlinie  der  gegebenen  Ebene  mit  der  Be- 
rührungsebene der  Focalkugel.  Mit  der  grölsten  Leichtigkeit  kann 
man  zeigen,  dais  die  Tangente  an  einen  Focalkreis  für  jeden  Punkt 
des  Kegelschnitts  in  einem  festen  Verhältnis  zu  seiner  Entfernung 
von  der  zugehörigen  Directrix  steht.  So  elegant  diese  Resultate 
sind,  denen  man  mit  Leichtigkeit  andere  anschlieisen  könnte,  so 
beziehen  sie  sich  doch  nur  auf  die  eine  Schar  der  doppelt  be- 
rührenden Kreise,  die  ihren  Mittelpunkt  auf  der  Hauptaxe  haben, 
während  sie  bei  der  Hyperbel  unmittelbar  auf  die  andere  Reihe 
von  Kreisen  übertragen  werden  können  und  bei  der  Ellipse,  die  von 
der  zweiten  Reihe  von  Kreisen  umschlossen  wird,  einer  geeigneten 
Modification  föhig  sind.  Mehrere  Jahrzehnte  später  hat  Sauze^) 
sich  mit  dieser  Frage  beschäftigt.  Für  die  Hyperbel  kann  man  sich 
die  geometrische  Einsicht  verschaffen,  indem  man  ein  einschaliges 
Rotationshyperboloid  statt  des  Kegels  einsetzt.  Die  Projection  der 
Axe  des  Hyperboloids  ist  dann  eine  Axe  des  Kegelschnitts,  und 
zwar  seine  Nebenaxe,  wenn  sie  das  Hyperboloid  nicht  in  reeUen 
Punkten  trifft.  Demnach  schneiden  die  Kugeln  die  zweite  Reihe 
doppelt  berührender  Kreise  aus,  und  es  übertragen  sich  die  Bobil- 
lier'schen  Sätze  sofort  auf  diese  Kreisreihe.  Freilich  kann  nun 
nicht  mehr  auf  die  Dandelin'sche  Weise  elementar  gezeigt  werden, 
dafs  der  Schnitt  eine  Hyperbel  ist.  Für  den  Meridian  des  Hyper- 
boloids, der  zu  dieser  Klasse  von  Schnitten  gehört,  kann  man  dies 
aus  einem  Satz  von  Chasles**)  folgern:  „Der  Ort  der  Punkte, 
die  proportionale  Entfernungen  von  einem  Punkt  und  einer  Geraden 
haben,  ist  eine  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung".  Sobald  das  Ver- 
hältnis grölser  als  1  ist,  kann  man  auf  der  Fläche,  deren  Meridian- 
curve  eine  Hyperbel  ist,  leicht  Geraden  nachweisen  und  dann  die 
obigen  Schlüsse  machen. 

6.  In  der  Nebenreihe  steht  übrigens,  wie  auch  aus  dioptriscben 
Gründen    leicht  abgeleitet  werden  kann***),    der  Radius  in  einem 


*)  Sauze,  Snr  les  conrbes  et  les  sorfaces  du  second  ordre,  Extension 
du  th^orfeme  de  M.Dandelin,  Nouv.  Ann.  de  Math.,  Bd.l7,  1858,  S.S8 — 43. 
**)  Chasles,   Sur  les   sorfaces   da  second  degr^  qni  n'ont  pas  de 
foyers,  Liouv.  Journ     Bd.  1,  1886,  S.  187—190. 

•**)  Man  vergleiche  z.  B.  Quetelet,  Memoire  sur  une  nouvelle  mani^re 
de  consid^rer  les  caustiques  etc.,  Nonv.  M^m.  de  Tac.  de  Bruxelles,  Bd.  S, 
1826,8.87— 140(8.121  ff.)  undQuetelet,  Note  etc.,  Quet  Corr.,Bd.8,S.276. 
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constanten  Verhältnis  zu  Entfernung  des  Mittelpunktes  vom  Brenn- 
punkt, und  die  Reibe  kann  hieraus  mit  Leichtigkeit  construirt 
werden.  Dieser  Satz  findet  sich  in  etwas  anderer  Form  in  einer 
Abbhandlung  Steiner's*),  die  zwar  mehrere  Jahrzehnte  später  Ter- 
öffentlicht  wurde,  die  sich  aber  hier  am  ungezwungensten  anschlieist. 
Der  eiste  Teil  der  Abhandlung  bezieht  sich  auf  die  Beihe  von 
Kegelschnitten,  welche  zwei  gegebene  Kreise  doppelt  berühren,  und 
zwar  in  Sehnen  senkrecht  zur  Centrale.  Aus  einem  Briefe  Jacobi's 
an  Steiner  geht  hervor**),  dals  Steiner  aus  Untersuchungen  über 
einander  berührende  Kugeln  zu  dem  Satz  von  den  Focalen  ebenfalls 
gelangt  ist,  und  wir  können  wohl  annehmen,  dals  die  Sätze  in  der 
erwähnten  Abhandlung  aus  dieser  oder  einer  ähnlichen  Quelle  ent- 
sprungen sind.  Hierfür  spricht  zunächst  schon  der  Umstand,  daJGs 
Steiner  den  oben  erwähnten  B  ob  i  liier 'sehen  Satz  an  die  Spitze  der 
Abbajidlimg  stellt.  Einen  Teil  der  Kegelschnitte  kann  man  her- 
stellen, indem  man  durch  die  Kreise  zwei  Kugeln  legt  und  einen 
umschriebenen  Kegel  mit  der  gegebenen  Ebene  schneidet.  Eine  Parabel 
wird  hierbei  nur  entstehen,  wenn  eine  der  beiden  Erzeugenden  in  der 
Hauptebene,  —  die  in  der  Centrale  senkrecht  steht  — ,  parallel  zu 
der  letzteren  ist;  bei  der  Parabel  ist  also  die  Summe  der  Tangenten 
an  die  beiden  Krebe  gleich  der  Entfernung  der  Mittelpunkte.  Man 
lege  femer  durch  die  gegebenen  Kreise  zwei  gleiche  Kugeln,  deren 
Mittelpunkte  M^^  M^  erst  zu  derselben,  dann  zu  verschiedenen 
Seiten  der  Ebene  liegen  mögen.  Die  einschaligen  Hyperboloide, 
welche  zwei  derartigen  Kugeln  umschrieben  sind,  schneiden  Kegel- 
schnitte unserer  Schar  heraus.  Es  ist  klar,  dals  die  Berührungs- 
kreise auf  einer  Kugel  um  den  Mittelpunkt  von  M^M^  liegen 
müssen.  Dieses  System  concentrischer  Kugeln  hat  mit  der  gegebenen 
Ebene  ein  System  concentrischer  Kreise  gemein,  welche  die  Be- 
rührungspunkte der  Kegelschnitte  mit  unseren  beiden  Kreisen  aus- 
schneiden. Solche  Kreise  gehören  auch  zu  den  beiden  Paaren  gemein- 
samer Tangenten  der  beiden  Kreise.  Die  Hyperbeln  unserer  Gesamtheit, 
deren  reelle  Brennpunkte  auf  der  Centrale  liegen,  können  wir  durch 
K^^l  anschneiden,  deren  Axen  parallel  zur  gegebenen  Ebene  sind, 
and  die  zwei  durch  die  gegebenen  Kreise  gelegten  Kugeln  um- 
schrieben sind.     Bezeichnet  man  ihre  Radien  mit  r^   und  r,,   den 


*)  Steiner,  Über  einige  neue  BestimmangBarten  der  Curven  zweiter 
Ordnung  nebst  daraus  feienden  neuen  Eigenschafken  derselben  Curven, 
Crelle's  Joum.,  Bd.  46,  1863,  S.  189—211  (Ges.W.,  Bd.  2.  1882,  S.  444— 468). 

••)  Auszug  eines  Schreibens  von  C.  G.  J.  Jacooi  an  J.  Steiner, 
Crelle's  Joom.,  Bd.  12,  1834,  S.  187—140  (Gesammelte  Werke  von 
C.G.J.Jacobi,  Bd.  7,  Berlin  1891,  S.  7— 10).  Jacobi  erw&hnt,  dafs  der 
StttB  von  den  iftamliohen  Brennpunkten  aus  dem  Ivory' sehen  Sats  über 
confoeale  Fl&chen  zweiter  Ordnung  mit  Leichtigkeit  abgeleitet  werden 
kaon.    Ich  komme  hierauf  in  aller  Ausführlichkeit  zurück. 
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Abstand  ihrer  Mittelpunkte  M^^  M^  von  der  Ebene  mit  7«,  so  be- 
stehen für  die  Mittelpunkte  3Jl\  3Jl''  der  dem  Kegel  eingeschriebenen 
Kugeln,  welche  die  gegebene  Ebene  berühren,  also  den  Radius  h 
besitzen,  die  Gleichungen 

Bezeichnen  wir  mit  A^^  A^  die  Mittelpunkte,  mit  a^,  o,  die  Radien 
der  gegebenen  Kreise,  mit  F\  F"  ein  Paar  zusammengehöriger  Brenn- 
punkte, so  ist 

FA,F'A,        a\' 

d.  h.  die  Paare  der  Brennpunkte  bilden  eine  Involution,  welche  die 
Ähnlichkeitspunkte  der  beiden  Kreise  zu  Doppelpunkten  hat.  Dies 
ist  der  unter  III,  S.  452  aufgestellte  Satz. 

Bezeichnet  man  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  mit  if,  die 
Ähnlichkeitspunkte  mit  A  und  J,  so  ergeben  sich  die  Brennpunkte  F\  F" 
auf  der  Hauptaxe  aus  der  Beziehung 

MF'^=  MF"^=  MA  .  MI, 

diejenigen  auf  der  Nebenaxe,  G\  G'\  aus  der  Gleichung 

MG'^=  MG"^=  —  MA  .  ML 

Die  letzteren  werden  also  reell,  wenn  ilf  in  die  Strecke  AI  hinein- 
gelangt, und  liegen  alsdann  auf  dem  Kreise  über  dem  Durchmesser  ii/. 
Für  einen  Kegelschnitt  dieser  letzten  Art  verhalten  sich  in  der  Thal 
dem  dioptrischen  Satz  entsprechend  die  Radien  der  gegebenen 
Kreise  wie  GA^^  und  G  A^.  Man  sieht  hieraus,  dals  ein  greiser 
Teil  der  Steiner 'sehen  Resultate  sich  ungezwungen  aus  dieser  Quelle 
erklären  läfst. 

Beiläufig  führe  ich  hier  noch  folgenden  von  Dieu  aufgestellten 
Satz  an.  Haben  zwei  Rotationskegel  die  Axen  mit  einander  gemein, 
und  schneidet  man  eine  Tangentialebene  eines  jeden  von  beiden 
mit  dem  anderen,  so  erhält  man  zwei  Kegelschnitte,  deren  jeder 
die  Focale  des  anderen  ist.*)  Der  Satz  läüst  sich  mit  Leichtigkeit 
darauf  zurückführen,  dafs  die  beiden  Kegeln  zugleich  eingeschriebenen 
Kugeln  die  Brennpunkte  der  beiden  Kegelschnitte  liefern. 


*)  Nouv.  Ann.  de  Math.,  Bd.  11,  1852,  S.  115  (Qnestion  253);  Lösongen 
Thiolier,  "  -    «    .      .       ^ 


von  Thiolier,  Eyriaud,  Painvin,  S.  828  ff. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Untersnclinngeii  zur  Theorie  der  Oberflächen 
zweiter  Ordniing. 

Vm.  Bednction  anf  die  Hanptaxen.    Beziehnngeii  unter  den 
Tripeln  conjngirter  und  orthogonaler  Dnrclimesser. 

1.  Von  den  Oberflächen  zweiter  Ordnung  waren  den  Alten  auTser 
Kugel,  Kegel  und  Gjlinder  die  Rotationsflächen  bekannt  mit  Aus- 
nahme des  einschaligen  Botations-Hyperboloids.  Archimedes*)  unter- 
scheidet, nach  Torelli's  gebräuchlich  gewordenen  Übersetzungen, 
das  Sphaeroides  longum  und  latum,  yerlängertes  und  abgeplattetes 
Ellipsoid,  deren  ersteres  auch  als  Conoides  acutiangulum  bezeichnet 
wird,  femer  das  Conoides  obtusiangulum,  die  eine  Schale  eines  zwei- 
schaligen  Hyperboloids,  und  das  Conoides  rectangulum,  das  Botations- 
paraboloid.  Archimedes  beweist  fdr  diese  drei  Flächen  durch 
eine  Combination  des  Potenzsatzes  ffSa  die  Meridiancurve  und  für 
die  Reihe  der  Kreise,  dajjs  ein  geschlossener  Schnitt  eine  Ellipse  ist 
(Propp.  12  ff.).  Für  die  hyperbolischen  Schnitte  des  Conoides  ob- 
tosiangulum  konnte  er  den  entsprechenden  Beweis  nicht  führen,  weil 
der  Potenzsatz  ihm  nur  in  einer  Fassung  bekannt  war,  bei  der  die 
beiden  Scharen  paralleler  Sehnen  nur  einen  Zweig  der  Hyperbel 
treffen.  Kepler**)  betrachtet  die  Rotationsflächen,  deren  Meridian- 
CDTve  ein  Kegelschnitt  ist,  von  denen  er  92  Arten  xmterscheidet; 
das  einschalige  Hyperboloid  würde  als  solidum  annularium  zu  be- 
zeichnen sein.  Eine  solche  Fläche  entsteht,  wenn  eine  Parabel  oder 
der  eine  Zweig  einer  Hyperbel  um  eine  zur  Hauptaxe  senkrechte 
Gerade  rotirt,  welche  die  Curve  nicht  trifft.  Auf  das  einschalige 
Hyperboloid  scheint  eine  der  Figuren  hinzuweisen.  Die  Vorstellung 
der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  hat  Wallis  gebildet.***)  Sie  ist 
der  Ort  der  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitte,  bei  denen 
die  Endpunkte  der  Axen  auf  einem  Kegelschnitt  gleiten;  Wallis  giebt, 


*)  Archimedis  quae  snpersunt  omnia  com  Eutocii  Ascalonitae 
Gommentariis.  Ex  recensione  Jfosephi  Torelli  com  noTa  yersione  latina, 
Oxford  1792:  De  Conoidibus  et  Sphaeroidibus  cmn  Torelli  Commentariis, 
S.  267—318  (Prop.  12  etc.).  (Ed.  Heibergj  Bd.  1,  Leipzig  1880,  S.  846ff.) 
**)  Kepler,  Nova  stereometria  dohoram  vinariormn,  Linz  1616 
(Sapplementom  ad  Archimedem.  De  stereometria  figurarom  Conoidibns  ac 
sphaeroidibus  proxime  succedentium).  Ich  verdanke  diese  und  andere 
mit^t.]  gekennzeichnete  Notizen  meinem  Freunde  P.  Stäckel  in  Kiel. 

^  Johannis  Wallis  Opera  mathematica,  Bd.  1,  Oxford  1696:  De 
sectaonibus  conicis,  noya  meuiodo  expositis  tractatus  anno  1666  primum 
editos,  8.  291—864. 

Jahimberioht  d.  Deutschen  Methem.-Vereiiugaiig.   V»  8.  6 
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ohne  Beweis,  den  Satz,  daHs  s6in  Conoid  aus  allen  Ebenen  Kegel- 
schnitte ausschneidet  (Propp.  9,  14,  19  etc.  In  den  Propp.  49  und  50 
tauchen  die  Bezeichnungen  „Paraboloeides,  Eilipsoeides,  Hjperbolo- 
eides"  auf). 

2.  Als  die  analytische  Geometrie  den  Begriff  der  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  gebildet  hatte,  ergab  sich  von  selbst  das  Problem,  oessen 
Analogon  bei  den  Curven  zweiter  Ordnung  ohne  Mühe  gelöst  war,  die 
Oberfläche  auf  ihre  Hauptaxen  zu  reduciren.  Der  erste  Versuch 
dieser  Art  findet  sieh  bei  Descartes.*)  Nachdem  man  die  Kegel- 
schnitte als  Schnitte  gerader  oder  schiefer  Kreiskegel  definirt  hat^ 
entsteht  der  allgemeine  Kegel  zweiten  Grades,  indem  man  von  einem 
beliebigen  Punkt  aus  Strahlen  nach  allen  Punkten  des  neuen  Ortes 
zieht.  Daus  der  neue  Kegel  nur  Kegelschnitte  der  schon  bekannten 
Art  lieferte,  war  z.  B.  Desargues  geläufig.  Es  entsteht  die  Frage 
„von  rein  theoretischem  Interesse",  ob  der  neue  Kegel  wieder  Kreis- 
schnitte enthält.  Diese  Frage  läM  sich  leicht  bejahen,  wenn  die 
Spitze  senkrecht  über  dem  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  liegt;  far 
den  allgemeinen  Fall  sucht  D  esc  arte s  eine  Gerade  durch  die 
Spitze  so  zu  bestimmen,  dafs  die  geforderte  Bedingung  erfüllt  ist, 
und  gelangt  durch  eine  nicht  eben  klare  Analyse  für  den  Fall 
der  Parabel  zu  einer  Gleichung  dritten,  f&r  den  Fall  des  Kegel- 
schnittes zu  einer  Gleichung  vierten  Grades  zu  ihrer  Bestimmung. 
Wie  man  sieht,  ist  hier  das  Problem,  die  Hauptaxen  eines  Kegels 
zu  bestimmen,  in's  Auge  gefalst. 

3.  Die  Reduction  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  auf  die 
Hauptaxen  hat  Euler  zuerst  in  Angriff  genommen.**)  In  die  all- 
gemeine Gleichung  zweiten  Grades  führt  er  an  Stelle  der  ursprüng- 
lichen rechtwinkligen  Ooordinaten  neue,  j),  g,  r,  ein,  wobei  die 
Coefßcienten  mit  Hülfe  der  bekannten  drei  Winkel  ausgedrückt  sind. 
Diese  Winkel,  ftlhrt  er  fort,  kann  man  so  bestimmen,  daüs  gr,  rj),  pq 
herausfallen.  Wer  an  der  Möglichkeit  zweifelt,  möge  bedenken, 
dafs  sogar  ein  Winkel  willkürlich  bleiben  kann,  indem  es  vorerst 
genügt,  pq  und  pr  hinauszuschaffen,  weil  dann  durch  eine  bloise 
Drehung  des  Coordinatensystems  qr  beseitigt  werden  kann.  Er  ge- 
langt nun  zu  den  drei  Arten  von  Mittelpunktflächen,  die  er  „EUiptois, 
superficies  elliptico-hyperbolica  und  hyperbolico-hyperbolica"  bezeichnet. 
Sodann  kommt  er  auf  den  Fall,  dafs  einer  der  Coefflcienten  von  jp^,  g',  r^ 
verschwindet,  unterscheidet  die  beiden  Arten  des  Paraboloids,  die 
er  „superficies  elliptico-parabolica  und  hyperbolico-parabolica"  be- 
zeichnet. Endlich  schlieM  er  seine  Aufzählung  mit  dem  parabolischen 
Cylinder,  bei  dem  zwei  der  GröDsen  j?*,  q\  r*  in  der  Schlulsgleichung 

*)  Lettre  de  DeBcartes  4  M*^,  le  18  däcembre  1648:  OeuTres  de 

Descartes,  publikes  par  Victor  Cousin,  Bd.  10,  Parial825,  S.  168—178. 

**)  Euler,  Introductio  in  änalyBin  infinifciinorum,  LaoaannelTid,  Bd. 2, 

(Caput  V). 
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fehlen.  Die  Unterarten  des  Kegels,  sowie  des  elliptischen  nnd 
hyperbolischen  Cjlinders  werden  übersehen.*) 

Man  würde  diese  Untersuchung  als  sehr  unbefriedigend  be- 
zeichnen müssen,  wenn  sie  nicht  ihre  Ergänzung  in  Euler's  Unter- 
suchungen über  die  Hauptträgheitsmomente  fanden.  Das  Trägheits- 
moment für  eine  beliebige  Gerade  ist  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  ihrer  Richtungscosinus,  deren  Coefficienten  die  Integrale 

1 1  jx^dm^   1 1  jxydin^ ...  bilden.    Euler  führt  nun  als  Unbekannte 

den  Winkel  S  ein,  den  diese  Gerade  mit  der  ;3f-Axe  einschlielst, 
femer  den  Neigungswinkel  rj  der  Ebene  dieses  Winkels  gegen  die 
ez-'Ehene.  Soll  das  Trägheitsmoment  ein  Maximum  werden,  so 
müssen  die  Differentialquotienten  nach  S  und  ti  verschwinden.  Aus 
beiden  Bedingungen  ergiebt  sich  eine  Gleichung  dritten  Grades  für 
tg6  (S.  172),  die  wenigstens  eine  reelle  Wurzel  besitzt,  so  dafe 
sicherlich  eine  Gerade  den  Bedingungen  entspricht.  Wählt  man 
sie  als  e'-Axe  eines  Coordinaten-Systems  und  bringt  die  oj'-Axe  in 
die  jß'j?'- Ebene,  so  drücken  die  beiden  Bedingungen  genau  aus,  dafs 
die  beiden  bilinearen  Functionen  der  bezüglichen  Richtungscosinus, 
welche    als   Coefificienten   von    z'x'   und   z'y'  sich  ergeben   würden 

und  die  Bedeutung  1 1  jz'x'dm  und  j  j  je'y'dm  besitzen,  ver- 
schwinden. Das  Coordinaten-System  kann  nun  eine  Drehung  um 
die  z'-Axe  derart  erfahren,  dafs  auch  /  /  jx'y'dm  herausfallt.     Sind 

also  a\  ß\  y  die  Richtungscosinus  der  betrachteten  (xeraden  gegen 
drei  bestinmite  Axen,  so  wird  die  quadratische  Form  in  die  Normal- 
form ia'*-(-  Jlf^'*-f-  l^y^  übergehen.**)  Bei  der  speciellen  mecha- 
nischen Bedeutung  sind  X,  3f,  ^,  die  Hauptträgheitsmomente,  not- 
wendig positiv,  die  mathematische  Betrachtung  aber  kann  ebensowohl 
auf  eine  ganz  beliebige  quadratische  Function  bezogen  werden.  In 
der  That  ist  die  Metiiode,  mit  deren  Hülfe  Hachette  und  Poisson 
die  Reduction  auf  die  Hauptaxen  ausführen,  keine  andere  als  die 
oben  angegebene  Euler'sche.***) 

•)  Ein  erster  Versuch  zur  Einteilung  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
ist  schon  von  Fermat  in  der  1643  veifaCsten  und  1891  herausgegebenen 
Isagoge  ad  locos  ad  superficiem  rOeuvres,  Bd.l,  S.lll)  gemacht,  m  Folge 
eines  falschen  Lemma^s  werden  oie  geradlinigen  Flächen  übersehen  [St.]. 
•^  L.  Euler,  Theoria  motus  corporum  solidorum  aeu  rigidorum  etc., 
Bostock  und  Greifswald  1766:  Tractatus  de  motu  corporum  rigidorum, 
(O^mtV,  de  momento  inertiae  S.  166 — 184,  Caput  VI,  Investigatio  momenti 
merÜae,  8. 184 — 204).  Noch  nicht  völlig  von  mechanischen  Principien  los- 
ffelOst  ist  die  Bestimmung  der  Haupttrtlgheitsaxen  in  den  firüheren  Behand- 
longen  Eni  er 's.  VgL  z.B.  Becherches  sur  la  connaissance  m^canique  des 
ooips,  Hisi.  de  Tac^  Ann^  1768,  Berlin  1766,  S.  131—163. 

**^  Monge  et  Hachette,  Application  d'algäbre  h,  la  g^m^trie,  Joum. 
de  r^  pol.,  Ueft  11,  1802,  S.  143—170;  Addition  au  memoire  präc^dent 
par  les  C«n>  Hachette  et  Poisson,  S.  170—172. 

6* 
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gegenüber  den  orthogonalen  Substitationen  Invarianten  sind,  prägt 
sich  in  verschiedenen  geometrischen  Sätzen  aus,  die  besonders  beim 
EUipsoid  deutlich  hervortreten  und  ebenso,  wie  die  Beziehungen  unter 
den  Systemen  conjugirter  Durchmesser,  vielfältige  Behandlung  finden. 
Diesen  letzteren  gab  Livet*)  die  folgende  Form.  Das  Parallelepipedon 
aas  den  Endpunkten  dreier  conjugirter  Durchmesser  hat  constantes 
Volumen;  die  Parallelepipeda,  gebildet  einerseits  aus  den  Endpunkten 
zweier  conjugirter  Durchmesser  und  einer  Axe,  andererseits  der  beiden 
anderen  Axen  und  des  letzten  conjugirten  Durchmessers  haben  gleiches 
Volumen.  Femer  ist  die  Summe  der  Quadrate  dreier  conjugirter 
Durchmesser  constant.  Diese  Beziehungen  lassen  sich  bei  Vertauschung 
der  Vorzeichen  zum  Teil  auf  die  anderen  Oberflachen  zweiter  Ordnung 
übertragen.  Diesen  Sätzen  schlieisen  sich  andere  verwandter  Art 
von  Binet**)  und  Petit***)  an.  Nach  dem  ersteren  ist  die  Summe 
der  Quadrate  der  Flächen  eines  Parallelepipedons  aus  drei  conju- 
girten Durchmessern  constant.  Nach  Petit  ist  die  Summe  der 
Quadrate  der  Projectionen  dreier  conjugirter  Durchmesser  auf  eine 
beliebige  Gerade  constant. 

6.  Mit  ganz  besonderer  Vorliebe  ist  indes  Chaslesf)  immer 
aufs  neue  auf  diese  Beziehungen  zurückgekommen.  Bezeichnen  wir, 
der  Bequemlichkeit  halber  beim  Ellipsoid  stehen  bleibend,  mit  {,  m,  n 
drei  auf  einander  senkrechte  Halbmesser,  mit  X,  M^  N  die  Inhalte 
der  Ellipsen,  welche  die  Ebenen  mn,  nl^  Im  mit  dem  Ellipsoid 
(jP(j:,  y,  jp)  =  1)  gemein  haben,  so  sind 

7?  +  ;^  +  ;ji  =  «11  +  «M  +  «M, 

1,1,11/  2,  S.  8\ 

Ji  +  5«  +  2^  =  ^  yhi^  —  «M  +  «sjOii  —  ajj  +  a^^^a^  —  a^^j 

constant.  Chasles  entwickelt  die  erste  dieser  Relationen  in  der  ge- 
nannten Abhandlung  (S.  305)  und  interpretirt  sie  dahin,  dals  die 
Endpunkte  irgend  dreier  senkrechter  Halbmesser  auf  einer  Tangential- 
ebene einer  bestimmten  Kugel  liegen.  Später  kehrte  er  den  Zu- 
sammenhang zwischen  den  beiden  Sätzen  um, ff)  nachdem  Poncelet 


^  Livet,  Des  surfaces  du  second  degr^,  Corr.  de  T^c.  pol.,  Bd.  1, 
Nr.  2,  nnctidor  an  XU,  S.  28 — 80  ondFormules  pour  passer  d'un  Systöme  de 
coordonn^B  rectangulaires  ä  an  Systeme  de  coordonndes  obliques,  Joum. 
de  Y6c.  pol.,  Heft  13,  1806,  S.  270—296. 

•*)  Binet,  Sur  lee  Surfaces  du  second  degr^,  Corr.  de  T^c.  pol.,  Bd.  2, 
Nr.  4,  1812,  S.  828 — 324  und:  Memoire  sur  un  Systeme  de  Formales  ana- 
lytiqnes  et  leor  application  k  des  consid^rations  g^omdtriques,  Joum.  de 
Fäj.  pol.,  Hefl  16,  1818,  S.  280—854  (S.  321  ff). 

**^  Veröffentlicht  in:  Hache tte,  Trait^  etc.,  S.  265—268. 
t)  Zuerst  in  der  Abhandlung:  Propridt^s  des  diam^tres  de  Tellipsoide, 
Corr.  de  l'öc.  pol.,  Bd.  3,  Nr.  3,  1816,  S.  302—328. 

tt)  Chasles,  Sur  les  surfaces  du  second  degrd,  Quet.  Corr.,  Bd.  5, 
1829,  S.  173—174. 
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den  allgemeineren  Satz  gegeben  hatte'*'):  „Die  Tripel  orthogon&ler 
Strahlen,  die  von  einem  Punkt  ausgeben,  treffen  eine  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  in  Punkten,  deren  Verbindungsebenen  eine  Rotations- 
fläche zweiter  Ordnung  berühren;  dieselbe  hat  einen  Brennpunkt 
in  dem  festen  Punkt.  Diese  Fläche,  welche  in  Chasles'  Kugel  über- 
geht, wenn  der  feste  Punkt  in  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  ge- 
langt, entsteht  bei  polarreciproker  Transformation  an  einer  Kugel  um 
den  festen  Punkt  aus  der  sogleich  zu  erörternden  Monge'schen  Kugel. 
7.  Als  den  geometrischen  Ausdruck  des  zweiten  Satzes  kann  man 
den  berühmten  Satz  von  Monge  auffassen,  dafs  die  Spitze  einer 
rechtwinkligen  körperlichen  Ecke,  deren  Ebenen  an  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  gleiten,  sich  auf  einer  Kugel  bewegt,  deren  Radius 

ya*+^*+^=]/x  +  5-  +  ^  ^^'  Wie  Livet**)  mitteüt,  hat 
Monge  zunächst  den  entsprechenden  Satz  am  Kegelschnitt  entwickelt, 
aus  ihm  durch  Verallgemeinerung  den  räumlichen  Satz  gefanden.  Nach 
dem  Satz  der  Ebene,  der,  wie  bemerkt,  von  de  la  Hire  aufgestellt 
wurde  *'^),  liegen  die  Spitzen  aller  umgeschriebenen  orthogonalen 
Trieder,  denen  die  eine  oder  andere  von  zwei  parallelen  Tangential- 
ebenen &,  a'  angehört,  in  zwei  Kreisen  dieser  Ebenen;  die  Spitzen 
der  orthogonalen  Trieder,  die  eine  zu  a,  a'  senkrechte  Ebene  enthalten, 
liegen  mithin  auf  einem  Kreise,  der  jeden  der  beiden  genannten 
zweimal  trifft;  alle  diese  Spitzen  gehören  also  einer  Kugel  an.  Von 
den  orthogonalen  Triedem,  die  sich  mit  einer  Tangentialebene  über- 
haupt bilden  lassen,  kommen  aber  bereits  vier  unter  den  bisherigen 
vor,  der  Ort  ihrer  Spitzen  gehört  also  als  Kreis  der  Kugel  voll- 
ständig an,  die  demzufolge  die  Spitzen  aller  umschriebenen  ortho- 
gonalen Trieder  enthält.  Merkwürdigerweise  hat  Monge  die  Beobach- 
tung nicht  gemacht,  dafs  aus  jedem  Punkt  der  Kugel  unendlich  viele 
orthogonale  Trieder  sich  an  die  Oberfläche  legen  lassen,  und  dafs 
demzufolge  irgend  zwei  rechtwinklige  körperliche  Ecken  mit  gemein- 
samer Spitze  einem  Kegel  umschrieben  sind.f)     Es  scheint,  als  ob 

*)  Poncelet,  Analyse  d*un  memoire  pr^sent^  ä  rAcaddmie  royale 

des  Bciences,  Gerg.  Ann.,  Bd.  17,  1826  u.  1827,  S.  266—272  (S.  270).     Der 

entsprechende  Lehrsatz  der  Ebene  findet  sich  in  der  Abhandlung:  Lettre 

de  M.  Poncelet  etc.,  Gerg.  Ann.,  Bd.  8,  1817  und  1818,  S.  68—72  (S.  70). 

Vgl.  Applications  d'analyse  etc.,  Bd.  2,  Paris  1864,  S.  466. 

**)  In  der  oben  erwähnten  Abhandlung  (S.  80). 

••♦)  Vgl.  die  Fufsnote  zu  I,  6. 

t)  Hachette  teilt  Monge'e   Satz   ebenfalls   mit.     Er  setst  ohne 

weiteres  yoraus  (Trait^  S.  269),  dafs  der  Ort  der  Spitzen  eine  FläcJie  ist; 

diese  kann  nur  eine  Kugel  sein,  da  sie  unendlich  viele  Kreise  enthält. 

SelbstrersiAndlich  kann  man  das  nicht  yon  yome  herein  roraussetcen,  da 

die  Anzahl  der  orthogonalen  Trieder  selbst  dreifEich  unendlich  grofs  ist. 

Die  Entwickelunff  des  Textes  zeigt,  dafs  man  das  Theorem  thatsächlich 

aus  dem  de  la  Hire 'sehen  Satz  allein  ableiten  kann.    Hachette  repro- 

ducirt  übrigens  (S.  234)  einen  analytischen  Beweis  des  Satzes  yon  Poisson: 
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Steiner  zuerst  den  Schritt  gemacht  hat,  der  aus  dem  Satz  yon  den 
beiden  Polar- Dreikanten  eines  Kegels  zu  diesem  und  zu  seinem 
dualen  Satz  fahrt.*)  Dai^  ein  Kegel  zwei  Tripel  orthogonaler 
Strahlen  enthalten  kaim,  hat  Ampere,**)  wie  sich  zeigen  wird, 
beobachtet. 

Nach  dem  ersten  Theorem  yon  Livet  ist  nun  die  Entfernung 
einer  Tangentialebene  vom  Mittelpunkt,  multiplicirt  mit  dem  Inhalt 
der  Ellipse  in  der  parallelen  Durchmesserebene,  constant.  Nach  dem 
Theorem  von  Monge  ist  die  Summe  der  Quadrate  dieser  Entfernungen 
für  irgend  drei  auf  einander  senkrechte  Tangentialebenen  constant,  es 

folgt  also  ohne  weiteres,  daJDs  y%  "H  nfi  +  m  ^  j©  drei  auf  einander 

senkrechte  Ebenen  constant  ist.***)  Es  versteht  sich  von  selbst,  dafs 
diese  Sätze  auf  die  anderen  Mittelpunktflächen  übertragen  werden 
können,  f) 


IX.  Kreissclmitte  und  Oeradenscharen. 

1.  Einer  der  ersten  und  wichtigsten  Sätze,  die  Apollonius  im 
ersten  Buche  entwickelt,  ist  der  von  der  „Sectio  subcontraria".  Legt 
man  durch  die  Axe  eines  Kreiskegels,  d.  h.  durch  die  Verbindungs- 
linie des  Mittelpunktes  der  kreisförmigen  Grundfläche  und  der  Spitze 
des  Kegels  die  Ebene  senkrecht  zu  der  des  Kreises,  so  schneidet  sie 
aus  dem  Kegel  das  „Dreieck  durch  die  Axe"  (SAB)  heraus.  Hat  eine 
zweite  Schnittebene  senkrecht  zu  diesem  Dreieck  mit  den  Seiten  SÄ 
und  SB  die  Schnittpunkte  C  und  D  gemeinsam,  und  ist  SDC  zu 
SAB  ähnlich,  so  daüs  also 
SA ' SC = SB' SD 

Poisson,  Sur  les  surfaces  du  second  degr^,  Corr.  de  F^c.  pol.,  Bd.  1, 
Nr.  7,  1807,  S.  237—242  (8.  239). 

•)  Syst.  Entwickelung,  Anhang,  Aufgabe  59.  (Ges.  W.,  Bd.  1    S.  4ö2). 

^^  Ampäre,   memoire   sur  quelques  nouvelles  propri^t^s  des  Axes 

permanens   de  Rotation  des  corps  et  des  Plans  directeurs  de  ces  axes, 

M^m.  de  TAc.  roy.  d.  sc.  de  Flnst.  de  France,  Anndes  1821  et  1822,  Bd.  6, 

1826,  8.  86—152  (lu  k  l'Ac.  le  18  juin  1821). 

*^  Chasles,  Th^or^mes  sur  les  surfaces  du  second  degr^,  Quet.  Corr., 
Bd.  6,  1880,  8.  272—273. 

t)  Chasles  thnt  dies  z.  B.  in  der  Abhandlung:  Memoire  sur  les 
propri^t^s  des  diam^tres  co^jugu^s  des  hyperboloides ,  Quet.  Corr.,  Bd.  5, 
1829,  S.  137 — 157.  Ich  fage  hier  die  Abhandlungen  an:  Thäor^mes 
g^neraux  sur  les  diamätres  des  surfaces  du  second  degr^,  Quet.  Corr., 
Bd.  6,  1830,  S.  255 — 258;  Memoire  sur  diverses  maniäres  ete.,  Licuv.  Joum., 
Bd.  2,  1837,  S.  388 — 405;  Diverses  propri^täs  des  rayons  vecteurs  etc., 
Compie«  rendus,  Bd.  26,  1848,  8.  531 — 535.  Sehr  eingehende  Behandlung 
finden  diese  Theoreme  in  der  Schrifb:  Memoire  de  gdom^trie  sur  deux 
prineipes  gdn^raux  de  la  science,  la  dualit^  et  rhomographie,  zu  welcher 
ursprfioglich  ab  Einleitung  der  Aper9u  historique  gedacht  war. 
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ist,  so  wird  die  zweite  Ebene  ebenfalls  einen  Kreis  ans  dem  Kegel 
herausschneiden.  Schneiden  sich  AB  und  CD  in  0,  und  hat  das  in 
0  errichtete  Lot  niit  dem  Kegel  die  Punkte  K^^  und  K^  gemein,  so  ist 

OJTi  'OK^=OÄ'OB  =  OC-  OD. 

Hieraus  geht  hervor,  dals  die  Punkte  K^^  K^  einen  zweiten  Kreis 
über  CD  beschreiben,  wenn  der  erste  Kreis  über  AB  sich  selbst 
parallel  bewegt  wird.  Man  hat  hierin  einen  Ausdinick  daför,  daDs  das 
Dreieck  durch  die  Axe  eine  Durchmesserebene  ist  und  die  in  ihr  ent- 
haltenen Axen  den  Winkel  an  der  Spitze  und  seinen  Nebenwinkel 
halbiren.  Kreisebenen  verschiedener  Richtungen  liegen  selbstverständ- 
lich gleich  geneigt  gegen  diese  Axen.  *)  Beiläufig  wurde  schon  davon 
gesprochen,  dals  Descartes  beim  allgemeinen  Kegel  die  Kreisschnitte 
nachgewiesen  hatte.  Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  seine  Regel  näher 
zu  prüfen.  Der  Kegel  habe  zur  Basis  eine  Ellipse  mit  den  Axen  a 
und  &,   seine  Spitze  S  liege  in  der  Höhe  h  über  dem  Mittelpunkt 

der  Kugel.     Eine  Kugel  mit  dem  Radius  a  — — - —  um  diese  Spitze 

als  Mittelpunkt  schneide  die  Nebenaxe  in  P  und  P^,  alsdann  sind 
die  cyklischen  Ebenen  des  Kegels  längs  SB  und  SB^  zur  Ebene  aus 
Spitze  und  Nebenaxe  senkrecht.  In  der  That,  die  Gleichung  des 
Kegels  ist 

die  cyklischen  Ebenen  schneiden  also  die  Nebenaxe  der  Ellipse  in 
den  Entfernungen  +  h  ^^  vom  Mittelpunkt,  also  in  der  That 

im  Abstand  a  von  der  Spitze.     Die  eben  angegebene  An- 

ya}  —  6* 

Ordnung  kann  bei  einem  Kegel  mit  Leichtigkeit  herbeigeführt  werden, 

wenn   eine  Durchmesserebene  desselben  bereits  vorliegt.     Ich  habe 

oben  erörtert,  dals  Descartes  den  Versuch  untemonmien  hat,  auch 

beim  allgemeinen  Kegel  die  Hauptaxen  nachzuweisen.**) 

2.   Dals  ein  Ellipsoid  zwei   Scharen  von  Kreisen  besitzt,   hat 

d'Alembert    zuerst    bemerkt.***)      Zwei    der   Kreisschnitte    gehen 

durch  die  mittlere  Axe  des  Ellipsoids  hindurch  und  stehen  folglich 

auf   der  Hauptebene    senkrecht.     AUe    zu  diesen  beiden  parallelen 

Ebenen  und  nur  diese  schneiden  aus  dem  Ellipsoid  Kreise  heraus. 

Euler  hat  den  Ort  der  Axen,   die  von  einem  Punkt  ausgehen  und 


•)  Apollonius,  Sectiones  conicae,  Ed.  Halley,  Über  1,  Prep.  5,  S.  21. 

••)  Vgl.  vm,  2. 

•••)  d  Alembert,  Opuscoles  mathdmatiques  etc.,  Bd.  7,  Paris  1780; 
M^m.  53:  Sur  rattraction  des  sph^roides  elliptiques,  Art.  119,  S.  163. 
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gleiches  Trägheitsmoment  besitzen,  bereits  untersucht  und  findet,  dals 
einer  dieser  Kegel  in  ein  Ebenenpaar  zerfällt.  Es  hätte  nur  noch 
des  kurzen  Schrittes  bis  zum  Trägheitsellipsoid  bedurft,  um  ihn  auf 
die  Ereisschnitte  kommen  zu  lassen.*) 

3.  Bei  den  Oberflächen  im  allgemeinen  hat  Monge  die  Ereis- 
schnitte nachgewiesen.  Seine  Methode  entbehrt  nicht  der  Eleganz.**) 
Er  stellt  zunächst  die  Horizontalprojection  des  Schnittes  einer  Kugel 
mit  einer  Ebene  dar,  sodann  diejenige  des  Schnittes  der  Fläche 
mit  derselben  Ebene.  Stimmen  beide  mit  einander  überein,  so  hat 
die  Ebene  mit  der  Fläche  einen  Kreis  gemeinschaftlich.  Dies  wird 
nun  bei  den  Mittelpunktflächen  genauer  discutirt  Die  beiden  Para- 
boloide  werden  aulser  Betracht  gelassen;  nur  zum  Anfang  wird 
behauptet,  dals  jede  Oberfläche  zweiter  Ordnung  zwei  Scharen  von 
Kreisen  besitze.  Erst  in  einer  Abhandlung  von  Bobillier***)  tritt 
der  eigentliche  geometrische  Inhalt  der  Schluisweise  deutlich  hervor. 
Es  wird  die  linke  Seite  der  Flächengleichung  in  zwei  Summanden 
zerlegt,  von  denen  der  eine,  fftr  sich  gleich  0  gesetzt,  eine  Kugel, 
der  andere  ein  Ebenenpaar  darstellen  würde,  und  es  wird  hieraus 
der  Schlafs  gezogen,  dafs  diese  Ebenen  Kreise  mit  der  Fläche  gemein 
haben. 

Während  das  elliptische  Paraboloid  Kreisscharen  besitzt,  ist  dies 
bei  dem  hyperbolischen  Paraboloid  nicht  der  Fall,  oder  vielmehr 
die  Kreise  sind  in  Gerade  ausgeartet.  Wie  Hachettef)  anfahrt, 
hat  Berthot  diese  scheinbare  Ausnahme  des  Satzes,  dals  jede  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  zwei  Kreisscharen  besitzt,  zuerst  bemerkt. 
Monge  hatte  zwar  ausführlich  dargethan,  dals  ein  hyperbolisches 
Paraboloid  Ellipsen  nicht  enthält;  Hachette  beweist  aber  nochmals 
auf  elementarem  Wege,  dais  es  zu  jeder  beliebigen  Ebene  zwei 
parallele  Gerade  der  Fläche  giebt,  jede  Schnittcurve  sich  also  ins 
unendliche  erstrecken  muTs.  Poncelet  hat,  wie  wir  sehen  werden, 
die  Theorie  der  Kreisscharen  mit  dem  unendlich  fernen  Kugelkreis 
in  Verbindung  gebracht  und  zuerst  die  Bemerkung  gemacht,  daüs  es 
nicht  blofe  zwei,  sondern  sechs  verschiedene  Kreisscharen  giebt,  von 
denen  jedoch  vier  imaginär  sind.  Für  die  synthetische  Geometrie 
hat  er  auf  diese  Weise  die  Frage  endgültig  entschieden.  Es  ist 
nicht  meine  Aufgabe  hervorzuheben,  welche  eleganten  algebraischen 
Untersuchungen  sich  an  diese  Frage  geknüpft  haben. 

•)  Enler,  Theoria  motus  etc.,  1765,  S.  178. 

^  a)  Monge  et  Hachette,  Application  d'alg^bre  ä  la  g^om^trie, 
Joiini.der^c.pol.,Heftll.l802,S.143— 170(S.161ff.).  b)Monge,  Application 
de  Tanalyse  ä  la  g^om^trie,  Vierte  Auflage,  Paris  1809,  Erster  Teil,  §§  7  u.  8. 
c)  Hachette,  Trait^  des  snrfaces  du  second  degrä,  Paris  1813,  S.  197—207. 
•**)  Bobillier,  RcK^herches  sur  les  surfaces  du  second  degr^,  Quet. 
Corr-,  Bd.  4,  1828,  S.  27—37. 

t)  Note  snr  la  sorface  du  second  degr^,  Corr.  de  T^c.  pol.,  Bd  1, 
Nr.  10,  1808,  S.  433. 
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Auf  die  Ereisschnitte  hat  Dupin  eine  interessante  Erzengimg 
der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  gegründet.*)  Gleiten  die  End- 
punkte einer  Strecke  auf  zwei  Geraden,  so  beschreibt  jeder  andere 
Punkt  eine  Ellipse;  dies  Theorem  bildet  für  den  Fall  zweier  auf 
einander  senkrechten  Geraden,  wie  bekannt,  das  Princip  fekr  un- 
zählige Ellipsenzirkel.**)  Dupin  erweitert  den  Satz  auf  den  Fall 
zweier  windschiefer  Geraden  und  dehnt  ihn  auf  Flächen  aus.  Bewegt 
sich  das  eine  Ende  der  Strecke  in  einer  Geraden,  während  das 
andere  auf  einer  Ebene  bleibt,  so  ist  der  Ort  eines  dritten  Punktes 
ein  EUipsoid,  das  die  gegebene  und  die  zu  ihr  parallelen  Ebenen 
in  Kreisen  schneidet.***) 

4.  Die  Frage  nach  den  Kreisschnitten  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  ist  ein  specieller  Fall  der  allgemeineren  Brage  nach  den 
Ebenen,  die  einen  bestimmten  Kegelschnitt  aus  der  Fläche  heraus- 
schneiden. Die  Durchmesser,  welche  die  Mittelpunkte  derartiger 
Kegelschnitte  projiciren,  bilden  einen  Kegel  vierten  Grades,  der  fnr 
den  Fall  des  Kreises  in  vier  imaginäre  Ebenen  zer^Qlt.  Den  ersten 
Beitrag  zu  dieser  interessanten  Frage  hat  Bobillier  gegeben.  Er 
beweist  in  der  soeben  erwähnten  Abhandlung  (S.  35)  Folgendes:  „Das 
Hyperboloid 

a«  "T-  6«        c«  ~  ^ 
wird  von  der  Oberfläche 

4  (6Va;*  +  ö*a*y*  +  a*6V) 

—  a*&V  tg«v(rc«+ y»+ iP«  — a^— 6»+ c»)«=  0 

in  Punkten  geschnitten,  deren  Geradenpaare  sich  unter  dem  Winkel  v 
kreuzen^S  Im  Einklang  mit  Monge's  Kugelsatz  schneidet  eine  Kugel 
vom  Radius  a*+  ^* —  <^  ^^  Punkte  aus,  deren  Geradenpaare  auf 
einander  senkrecht  stehen.  Im  Fall  des  gleichseitigen  Hyperboloids 
reducirt  sich  die  Schnittcurve  auf  die  beiden  kleinsten  Kreise  der  Fläche. 

5.  In  derselben  Abhandlung  bietet  Bobillier  einen  wahrhaft 
eleganten  analytischen  Beweis  für  die  Erzeugung  eines  einschaligen 
Hyperboloids  durch  projectivische  Ebenenbüschel.  Er  bemerkt  (S.  30), 
daijs  die  Gleichung  desselben  in  der  Form 

(f+i)(f-j)-('+f)(>-i) 


*)  Dupin,  Essai  aar  la  description  des  Licnies  et  des  Surfaces  da 
second  dejrrö,  Joum.  de  V6c  pol.,  Heft  14,  1808,  8.  45—88  (S.  58,  64  etc.). 
••)  Emen  solchen  Mechanismus  beschreibt  z.  B.  übaldo  1679  (a.  a  0. 
S.  10**).    Der  Satz  selbst  ist,  was  nicht  ausdrücklich  bemerkt  wurde,  ur- 
alt.   Chasles  fahrt  ihn  auf  Proclns  zurück  (Aper9u,  S.  49). 

***)  Dupin  verallgemeinert  den  Satz  noch  auf  folgende  zweite  Art: 
Gleiten  drei  Punkte  eines  Stabes  in  gegebenen  Ebenen,  so  beschreibt  ein 
vierter  Punkt  desselben  eine  Oberflädie  zweiter  Ordnmig. 
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geschrieben   werden  kann,  und  dafs  es  deshalb  sowohl  die  Geraden 

f+7-»('+^).»(f-i)-i-f. 

als  auch  die  andere  Schar  von  Geraden 

f+J-'(l-?).'ft-7)-'+f 

enthält.  Er  beweist  mit  Leichtigkeit,  dafs  jede  Gerade  der  einen 
Ton  jeder  Geraden  der  anderen  Schar  geschnitten  wird.  Die  Methode, 
welche  Monge  znr  Nachweisang  der  Geraden  anf  dem  Hyperboloid 
benutite,  stand  der  eben  dargelegten  bei  weitem  an  Eleganz  nach. 
Indem  er  das  Hyperboloid  mit  Ebenen  schneidet,  die  zur  z-Ane 
parallel  sind,  weist  er  anf  demselben  Geraden  nach,  die  paarweise 
dieselbe  Horizontalprojection  besitzen.  Er  schliefst  hieraus,  dafs  das 
Hyperboloid  zwei  Geradenscharen  enthalte,  die  sich  gegenseitig 
durchdringen.*) 

In  der  geom^trie  descriptive**)  geht  Monge  anf  den  Zu- 
sammenhang der  beiden  Geradenscharen  näher  ein.  Projicirt  man 
zwei  Curven  von  allen  Punkten  einer  dritten  aus,  so  treffen  die 
Schnittgeraden  je  zweier  zusammengehöriger  Kegel  alle  drei  Curven 
zQgleiclL  Aus  drei  Geraden  entsteht  so  eine  Begelfläche  zweiten 
Grades.***)  Greift  man  irgend  drei  Geraden  dieser  Schar  heraus, 
so  werden  sie  auiser  von  den  drei  ursprünglichen  von  unendlich 
vielen  anderen  Geraden  getroffen;  jede  von  ihnen  hat  mehr  als  zwei 
Punkte  mit  der  Fläche  gemein,  gehört  ihr  also  vollständig  an  und 
trifft  sämtliche  Geraden  der  ersten  Schar.  Beide  Scharen,  fUhrt  er 
fort,  bilden  gleichsam  Einschlag  und  Kette  eines  Gewebes. 

6.  Dafis  ein  einschaliges  Botationshyperboloid  auch  durch  Bota- 
tion  einer  Geraden  erzeugt  werden  kann,  hat  Wrenf )  auf  folgende 
Art  gezeigt.     Die  Abscisse  eines  Punktes  der  Hyperbel 

ist  offenbar  die  Hypotenuse  eines  aus  der  zugehörigen  Abscisse  der 
Asymptote  und  der  groDsen  Halbaxe  gebildeten  rechtwinkligen 
Dreiecks.  Die  Punkte  der  Hyperbel  gelangen  also  bei  der  Rota- 
tion  um   die  Nebenaxe  einmal  in  die   Gerade  hinein,    die  parallel 


*)  Man  vergleiche  die  oben  (S.  78*^  angefahrten  Abhandlungen. 

•*)  S.  130  n.  181  (Ausgabe  von  1799). 

*^  Monge  rerweist  am  seine  „application  de  TanalvBe  k  la  g^om^trie**. 
Die  älteste  mir  zngängliche  Ausgabe  (Feuilles  d'analyse  etc.?)  stammt 
aas  dem  Jahre  1802. 

t)  Christoph  Wren,  Corporis  Cylindroidis  Hyperbolici,  elaborandis 
Lentibus  Hyperbolicis  accomodah  etc.,  Phil.  Trans,  f.  1669,  Bd.  4,  S.  961— 962. 
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zur  Asymptote  senkrecht  über  der  Ebene  der  Hyperbel  und  im  Ab- 
stände a  gezogen  ist.  Diese  Gerade  gehört  also  der  Fläche  an. 
Dais  zwei  verschiedene  Geradenscharen  auf  der  Fläche  sich  finden^ 
scheint  Wren  nicht  erkannt  zu  haben.  Parent  hat  zwei  Beweise 
fOr  die  Thatsache  gegeben;  der  eine  analytische  stimmt  mit  Wren's 
Beweis  im  wesentlichen  überein.*)  Ein  zweiter  Beweis  beruht 
darauf,  dals  mit  Hülfe  des  Potenzsatzes  des  Apollonius  die  Schnitte 
des  „Cylindroids^^  als  Kegelschnitte  erkannt  werden  können.  Frei- 
lich beschränkt  sich  der  von  Parent  nach  dem  Vorbild  des  Arcbi- 
medes  gegebene  Beweis  auf  den  Fall,  wo  die  Projection  der  Axe  in 
die  Schnittebene  das  Gylindroid  in  reellen  Punkten  trifit  und  somit 
zur  Hauptaxe  des  Scluiittes  wird.**)  Sobald  diese  Hauptaxe  die 
Meridiancurve  berührt,  geht  die  ausgeschnittene  Hyperbel  in  ein 
Geradenpaar  über  (S.  472).  Das  Gylindroid  kann  also  durch  Rotation 
einer  Geraden  um  eine  zu  ihr  windschiefe  Axe  erzeugt  werden^  und 
dies  ist,  Wart  Parent  fort,  auf  unendlich  viele  Weisen  möglich,  weil 
die  Fläche  mit  jeder  Tangentialebene  zwei  Geraden  gemein  habe. 
Auch  Parent  scheint  hiemach  die  Anordnung  der  beiden  Geraden- 
scharen gegen  einander  nicht  vollständig  erfaCst  zu  haben.  Der  Name 
Gylindroid  rührt,  wie  Parent  anfährt,  von  Wallis  her,  der  auch 
erkannt  habe,  dafs  dieselbe  Geraden  enthalte.***) 

7.  Dem  Hyperboloid  wird  in  dem  Organ  der  ecole  polytechnique 
ein  ganz  besonderes  Interesse  entgegengebracht.  Ich  erwähne  eine 
Notiz  Hachette's  über  das  ßotationshyperboloidf),  femer  Lösungen 
von  Brianchon,  Petit  und  Duleau  der  Aufgabe,  die  Durchschnitts- 
punkte eines  durch  drei  Geraden  bestimmten  Hyperboloids  mit  einer 
Geraden  zu  finden,  ff)  Ich  komme  später  auf  die  wahrhaft  elegante 
Lösung,  die  Steiner  von  dieser  Aufgabe  gegeben  hat.  Erwähnung 
verdient  femer  eine  Arbeit  von  Bin  et,  in  der,  freilich  auf  analyti- 
schem Wege,  der  Ort  der  Geraden,  von  denen  aus  zwei  windschiefe 


*)  Parent,  Essais  et  Becherches  de  Math^matique  et  de  PhyBique, 
(Nouvelle  Edition),  Paris  1713,  Bd.  2,  S.  645—662;  Maniäre  träs  simple  de 
tailler  les  meules  hyperboliques  propres  k  la  dioptriqne  etc.  Die  Abnand- 
lung  war  1702  der  rariser  Akademie  vorgelegt  worden. 

•♦)  Parent,  Essais  et  Recherches  etc.,  Bd.  8,  S.  463---526:  Snr  la 
g^om^trie  et  sur  la  statique  d'Archimedes  etc.  (der  Pariser  Akademie 
1698  vorgelegt). 

***)  Wallis,  Mechanicorum  sive  tractatus  de  motu:  Pars  secunda: 
Quae  est  de  centro  gravitatis,  ejusque  calculo,  Anno  1670  edita,  Prop  32 
(opera  mathematica,  Bd.  1,  S.  931).  Die  Entwickelung  ist  schon  im  wesent- 
lichen die  von  W^^i^-  [^^1  Clairaut  hat  erkannt,  dafs  die  Gleichang 
xy=^az  durch  die  Annahmen  ic  =  6,  hy^=^az  und  y  =* c,  cx=^az  befriedigt 
wird:  Recherches  sur  les  courbes  ä  double  courbure,  Paris  1731,  S.  58.  [St.] 

t)Hachette,  De  rhyperboloide  de  r^volution,  engendr^  par  la 
ligne  droite,  Corr.  de  F^c.  nol.,  Bd.  1,  Nr.  7,  1807,  S.  242—244. 

tt)  Sur  la  surface  gauche  du  second  degr^,  Corr.  de  Tdc.  pol.,  Bd.  1, 
Nr.  10,  1808,  S.  434—439. 
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Geraden  durch  einen  rechtwinkligen  Ebenenwinkel  projicirt  werden, 
als  ein  specielles  Hyperboloid  erkannt  wird.*)  Auf  Bobillier 
ist  ein  zweites  merkwürdiges  Hyperboloid  zurückzuführen,  der  Ort 
der  Strecken,  deren  Endpunkte  auf  gegebenen  Geraden  fortschreiten, 
und  die  von  einem  festen  Punkte  aus  unter  einem  rechten  Winkel 
erblickt  werden.**) 

8.  Von  besonderer  Bedeutung  aber  sind  die  Lösungen  einer  im 
Jahre  1813  gestellten  Aufgabe.  Tinseau***)  bezeichnet  1780  als  eine 
sehr  bekannte  Fläche  das  „quadrilatere  gauche^^,  den  Ort  der  Geraden, 
die  zwei  gegenüberliegende  Seiten  eines  räumlichen  Vierecks  in  dem 
gleichen  Verhältnis  teilen.  Er  betrachtet  es  als  speciellen  Fall  eines 
Conoids  und  giebt  das  Volumen,  das  es  zusanunen  mit  abschlielsen- 
den  Ebenenstücken  einschlielst.  Die  erwähnte  Aufgabe  fordei-t  nunf) 
die  Gleichung  der  beiden  Flächen,  welche  je  zwei  gegenüberliegende 
Seiten  eines  Vierseits  bilden,  sowie  den  Nachweis,  dafs  man  es  mit 
den  beiden  Geradenscharen  eines  hyperbolischen  Paraboloids  zu  thun 
habe.  Es  wird  zunächst  eine  analytische  Lösung  von  Giorgini  mit- 
geteilt, sodann  in  einer  FuTsnote  eine  descriptive  Lösung  der  Auf- 
gabe von  Monge  dargestellt;  dieselbe  beruht  wesentlich  auf  An- 
wendung von  Proportionen.  Es  wird  femer  auf  eine  Herleitung 
Legendre's  hingewiesen. ff)  Dieser  Liste  kann  ein  Beweis  hinzu- 
gefugt werden,  den  Meier  Hirsch  in  seiner  Aufgabensammlung  mit- 
teilt, fff)  Von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  aber  ist  eine  Entwicke- 
lung  Chasles'  (S.446).  Wenn  man  auf  den  Seiten  Ä^^A^^  ^a^s? 
A^A^y  A^A^   eines  Vierseits  B^^  B^^  ^3,  B^  derart  ammnmt,  dafs 

A^B^  ~'^A^B^'  A^B^  ~  A^B^ 

ist,  so  erhält  man  durch  Multiplication 

Aj^Bi  •  A^B^  •  A^B^  •  A^B^=:  ^2^1 '  -^s-^« "  -^4-^s '  -^1-^41 
so  dafs  nach  einem  Carnot 'sehen  Theorem *f)  B^^  JP^,  B^^  B^  einer 
Ebene  angehören.    Folglich  wird  jede  Gerade  B^B^  der  ersten  Schar 

•)  M.  Binet  a  trouy^  etc.,  Corr.  de  Fäc.  pol.,  Bd.  2,  Nr.  2,  1810, 
S.  71.  Ben  entsprechenden  Kegel  hatte  Hachette  betrachtet  (Corr.  de 
r^.  pol.,  Bd.  1,  Nr.  6,  1806,  S.  179). 

**)  Bobillier,   Di^monstration   de   divers   thäor^mes   de   gäomätrie, 
GeiffjÄJin.,  Bd.  18,  1827  u.  1828,  S.  185—202  (S.  196). 

*^  Tinseau,  Sur  «quelques  propriätäs  des  solides  renferm^s  par  des 

snrfacea  composäes  de  lignes  droites,  M^m.  de  Math,  et  de  Phys.  pr^R. 

a  TAc.  roj.  d.  sc.  par  divers  savants  etc.,  Bd.  9,  Paris  1780,  S.  626—640. 

t)  Qnestion  de  g^om^trie,   Corr.  de  T^c.  pol.,   Bd.  2,  Nr.  6,  1813, 

S.  4^—447. 

tt)  Legendre,  G^omätrie,  neuvi^me  Edition,  S.  147,  Prop.  16.    Diese 
Auflage  ist  mir  nicht  zugänglich  geworden. 

ttt)  Meier  Hirsch,  »ammlong  geometrischer  Aufgaben,  ZweyterTheil, 
Berlin  1807,  S.  238—240. 

•f)  Carnot,  Mtooire  sur  la  relation  etc.,  Paris  1806,  S.  71. 
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von  jeder  Geraden  B^B^  der  anderen  Schar  geschnitten.  Greift  man 
irgend  drei  gegeneinander  windschiefe  Geraden  eines  H7x>erboloids 
herans,  construirt  zwei  sie  in  -4^,  -Bj,  A^  bez.  Ä^^  B^^  A^  treffende 
Geraden,  so  wird  zuerst  die  zweite,  sodann  die  erste  Geraden- 
schar  der  Fläche  vollständig  angehören.  Daljs  aber  umgekehrt  die 
Geradenscharen  stets  einem  Hyperboloid  angehören,  erfordert  den 
Satz,  dafs  sich  durch  drei  zu  einander  windschiefe  Geraden  stets  ein 
Hyperboloid  legen  läDst.  Ghasles  hat  dieser  seiner  Erstlingsarbeit 
eine  grofse  Bedeutung  beigelegt.  Man  sieht  ja  in  der  That  die 
Erzeugung  durch  projectivische  Punktreihen  ziemlich  deutlich  vor- 
gebildet. Er  hat  daraus  später  einen  Satz  abgeleitet,  in  dem  die 
Erzeugung  des  Kegelschnittes  durch  projectivische  Punktreihen  sich 
ausspricht. 

9.  Der  descriptive  Beweis  von  Monge  für  das  Paraboloid  findet 
seine  Ergänzung  in  einer  Entwickelung  Hachette'sfor  das  allgemeine 
einschalige  Hyperboloid.*)  Er  greift  die  Geraden  heraus,  welche  je 
zwei  von  drei  gegebenen  Geraden  treffen  und  zur  dritten  parallel 
sind  und  also  mit  jenen  ein  räumliches  Sechsseit  bilden.  Schneidet 
nun  eine  Gerade  die  drei  gegebenen,  eine  zweite  die  drei  Parallelen^ 
so  ist  aus  Proportionssätzen  leicht  darzuthun,  dafs  sie  auch  einander 
schneiden.  Eine  blolse  Umschreibung  des  Ghasles 'sehen  Beweises  ist 
derjenige  von  Coriolis.  Versieht  man  nämlich  vier  Punkte  A^^  A^^ 
^3,  A^  mit  beliebigen  Lasten  9»^,  m^,  m^,  m^,  sucht  erst  die 
Schwerpunkte  B^^  B^  von  -4^,  A^  und  -43,-44,  hernach  diejenigen 
B^y  B^  von  -4g,  -4,  und  -4^,  -4^,  so  enthalten  B^B^  und  B^B^ 
beide    den   Schwerpunkt    der    vier   Massen    und    müssen    sich  dälier 

schneiden.     Verändert  man  also  m^,  w^,  wtg,  m^  derart,  dafs  — *  :  — 

=  —  :  —   ungeändert  bleibt,   so   erhält  man   zwei  sich   gegenseitig 

durchdringende  Geradenscharen.**) 

Wir  brechen  hier  ab,  um  im  dritten  Teile  nach  dem  Erwachen 
des  Projectivitätsgedankens  diese  Untersuchungen  mit  besonderem 
Eifer  wieder  aufgenonmien  zu  sehen. 


*)Hachette,  Einige  Bemerkungen  über  Flächen  zweiter  Ordnung  etc., 
Crelle's  Journ.,  Bd.  1,  1826,  S.  339—349. 

**)  CorioliB,  Memoire  sur  la  th^orie  des  momens,  consid^r^s  oomme 
analyse  des  rencontres  des  lignes  droites,  Journ.  de  T^c.  pol.,  Heft  24, 
1836,  S.  133—141. 
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X.  FlXcheiibflschely  Baumcarve  vierter  Ordnung. 

1.  Den  Begriff  des  Flachenbüschels  verdankt  man,  wie  schon  an 
anderer  Stelle  hervorgehoben  wurde,  Lame*).  Sind  P=0  und 
^  =  O   zwei  Oberfl&chen  zweiter  Ordnung,  so  ist 

pF+qQ  =  0 

eine   zweite  Fläche,  welche  mit  den  beiden  ersten  alle  ihnen  gleich- 
zeitig   angehörende   Punkte   gemein  hat.      Lame   zieht  den  Schlui's, 
da(s    diese   Curve   durch  acht  Punkte   festgelegt  ist,  dafs  alle  durch 
sieben  Punkte  hindurchgehenden   Flächen  noch   einen  achten  Punkt 
mit    einander   gemein    haben.      Sucht    man    bei  einem   Büschel  von 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  zu  einer  und  derselben  Richtung  paral- 
leler   Strahlen    die    conjugirten    Durchmesserebenen,    so   erhält   man 
Ebenen    eines  Büschels.      Lame  hat  hierauf,  wie  wenig  bekannt  zu 
sein     scheint,    eine    sehr    annehmbare    Construction   einer   Oberfläche 
zweiter    Ordnung    aus    neun    Punkten    gegründet.      Sind    zuerst    in 
einer    Ebene    fünf  Punkte    gegeben,    die    einen  Kegelschnitt  K  be- 
stimmen,   und    drei  Punkte  A^  B^   C   auTserhalb    derselben,    deren 
Verbindongslinien  BC^  (7-4,  AB  die  Ebene   in  -^j,  5^,  C^  treffen, 
so    gpebt   es   zwei  dem  Kegelschnitt   eingeschriebene  Dreiecke  9(96 
und    Ä'9'6',    deren    Seiten    durch    -4^,   JP^,   C^    hindurchgehen.**) 
A%  -BS,  C6  laufen  in  einem  Punkte  5,  A3H\  J98',  C6'  in  einem 
zweiten    Punkte    S'    zusammen.      An   diesen    Spitzen    bestimmt    der 
Kegelschnitt  zwei  Kegel,  die  beide  die  acht  gegebenen  Punkte  ent- 
halten.    Nun  läfst  sich  leicht  die  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmen, 
welche  die  Schnittcurve  der  beiden  Kegel  mit  einem  Punkte  aufser- 
halb,  D,  verbindet.     Sucht  man  zu  der  Richtung  von  Dui  die  con- 
jugirten  Durchmesserebenen   der   beiden   Kegel   und   verbindet    ihre 
Schnittlinie    mit   der   Mitte    von  DA^    so    erhält   man   eine   Durch- 
messerebene der  Fläche;   wiederholt  man  die  Construction  dreimal, 
so  ist  der  Mittelpunkt  und  damit  die  Fläche  selbst  gegeben.     Legt 
man    nach    dieser  Regel    durch  vier  Punkte  einer  Ebene  und  vier 
Punkte  ausserhalb  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  so  kann  man 
ganz    ähnlich    den    Mittelpunkt    einer    Fläche    bestimmen,    die    ihre 
Schnittcurve  mit  einem  neunten  Punkte  verbindet.     Legt  man  durch 


^  Lama.  Examen  des  diff^rentes  m^thodes  etc.,  Paris  1818.  Be- 
reits Dnpin  nat  übrigens  gelegentlich  ausgesprochen,  dafs  durch  die 
SchBiücarve  zweier  concentnschen  Fl&chen  mit  gemeinsamen  Axenrich- 
tungen  unendlich  viele  Oberflächen  zweiter  Ordnung  hindurchgehen. 
VgL  die  schon  citirte  Abhandlung:  Dnpin,  Essai  sur  la  description  etc., 
Jonrn.  de  T^c.  pol.,  Heft  14,  1808,  S.  80,  Note  7. 

**)  Die  Geschichte  der  Aufgabe,  einem  Kegelschnitt  ein  n-Eck  einzu- 
■dizeiben,  dessen  Seiten  der  Aeihe  nach  durch  n  feste  Punkte  gehen, 
gebe  ich  im  Anschlufs  an  die  Ponoele fache  LOsung  derselben. 
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werden  in  diesem  Eall  die  Poncelet'schen  Kegel  evident.  Diese 
specielle  Conren-Fenn  ergab  sieb  Monge  in  seiner  vielbewunderten 
Abhandlung  for  die  Krünunnngslinien  des  EUipsoids.*)  Auf  die 
{xß')'Ebeaie  der  gröfsten  und  kleinsten  Axe  projiciren  sieb  dieErümmungs- 
linien  als  Ellipsen,  wekbe  vier  Geraden  berübren,  die  Tangenten  der 
Sdmittellipse  in  den  Nabelpunkten  der  Fläcbe;  für  die  Projectionen 
auf  die  x^- Ebene  ergeben  sich  teils  Ellipsen,  teils  Hyperbeln,  die 
vier  gemeinschaftliche,  aber  imagin&r  gewordene  Tangenten  besitzen. 
Monge  stellt  sie  mittels  zweier  Hülfskegelschnitte  dar,  deren  Co- 
ordinatenpaare  die  Hauptaxen  der  Kegelschnitte  ergeben. 

4.  Dupin**)    ersetzte    diese  Darstellxmg    durch  die  uns  jetzt 
gel&ufige.     Zwei  Flächen  zweiter  Ordnung 


?1 
A 


A^  B^  C        ^'     A^^  B^^  C,~^ 
durchschneiden  sich  rechtwinklig  in  den  Punkten,  fiCb*  welche 


AA^  ^  BB^  ^  CC^ 

ist;  ein  Kegel  zweiten  Grades  bestimmt  diese  Punkte  ihrer 
Schnittcurve.  Durchschneiden  die  gegebenen  Flächen  sich  in  den 
Hauptaxen-Ebenen  rechtwinklig,  so  haben  die  Schnittcurven  des 
Kegels  mit  den  beiden  Flächen  gleiche  Projectionen  auf  allen  drei 
Hauptaxen-Ebenen  und  fallen  daher  zusammen;  die  Oberflächen 
durchschneiden  sich  überall  rechtwinklig,  wo  sie  einander  begegnen 
(S.  268).  Je  zwei  zusanunengehönge  Hauptschnitte  haben  alsdann 
die  Brennpunkte  gemein,  oder  es  sind  die  Differenzen  zusammen- 
gehöriger Axenquadrate  einander  gleich.  Dupin  zerlegt  nun  seine 
Fl&chenschar  in  Ellipsoide,  einschalige  und  zweischalige  Hyperbo- 
loide und  schlielst  aus  seiner  allgemeinen  Entwickelung  (S.  231  ff.), 
nach  der  jede  Fläche  eines  dreifach  orthogonalen  Systems  in  ihren 
Krümmungslinien  von  den  beiden  Scharen  von  Flächen  getroffen 
wird,  denen  sie  nicht  angehört,  dafis  irgend  zwei  confocale  Ober- 
flfidien  zweiter  Ordnung  verschiedener  Gattung  sich  in  einer  beiden 
graneinsamen  KrümmungsUnie  durchdringen  (S.  271  ff).  JBr  unter- 
sucht nun  seine  Flächenschar  genauer,  erläutert  die  Art,  wie  man 
mit  Hülfe  der  Grenzkegelschnitte  von  den  Ellipsoiden  zu  den  ein- 
schaligen Hyperboloiden,  von  diesen  zu  den  zweischaligen  Hyper- 
boloiden übergehen  kann.  Die  Grenzkegelschnitte  werden  als  Orte 
der  Nabelpunkte  fCb:  die  Ellipsoide  und  die  zweischaligen  Hyperbo- 


^)  Monge,  Sor  les  lignes  de  conrbnre  de  la  snrface  de  Tellipsoide, 
JomiL  de  r^.  pol.,  Heft  2,  1796,  S.  146—165. 

*^  Dupin,  D^velonpements  de  G^om^trie,  Paris  1818,  qnatrikne  et 
dnqnieme  m^oire.    [VgL  YH,  2.] 

JaltfMWricIit  d.  DeatMhen  lCathem.-yer«i]iigang.   Y,  i.  6 
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loide  der  Schar  erkannt.  Im  Schlufsabschnitt  seines  Werkes  bringt 
er  seine  Resultate  mit  denen  Monge 's  in  ZusaAmenhang. 

5.  In  einer  gleichzeitig  erschienenen  Abhandlung  kommt  Bin  et 
in  ganz  anderem  Zusammenhange  ebenfalls  auf  den  Satz,  dafs  zwei 
ungleichartige  confocale  Obei*flächen  zweiter  Ordnung  sich  überall 
unter  rechtem  Winkel  schneiden.*)  Mifst  man  die  Entfernung p  eines 
Punktes   von  einer  Ebene  in  einer  beliebigen  Richtung,  so  ist  nach 

Bin  et  f  f  fp^dm  das  Moment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Ebene 

und  die  gegebene  Richtung.  Zu  einer  Ebene  conjugirt  heilst  die  Rich- 
tung, für  welche  das  Integral  ein  Maximum  wird.  Durch  einen 
Punkt  des  Körpers  gehen  unendlich  viele  Tripel  conjugirter  Axen,  die 
zugleich  Tripel  conjugirter  Durchmesser  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
sind.  Jeder  Strahl  eines  Tripels  ist  zu  der  Ebene  aus  den  beiden 
anderen  conjugirt.  unter  diesen  Tripeln  giebt  es  im  allgemeinen  nur 
eines  aus  drei  auf  einander  senkrechten  Strahlen,  den  Trägheitsaxen 
des  Punktes.  Setzt  man  die  Masse  des  Körpers  gleich  1,  bezieht 
ihn  auf  den  Schwerpunkt  und  dessen  Haupträgheitsaxen,  so  ist 

a*  h*  c* 

t  —  A^t  —  B^t  —  C       ^ 

die  Gleichung  für  die  Momente  des  Körpers  in  Bezug  auf  die 
Ebenen  aus  den  Trägheitsaxen  des  Punktes  a,  ft,  c^  wobei  A^  5,  C 
die  analoge  Bedeutung  für  den  Schwerpunkt  haben.  Soll  eine  der 
Wurzeln  constant  bleiben,  so  bewegt  sich  a,  fe,  c  auf  einer  Fläche  zweiten 
Grades,  und  ihre  Tangentialebene  bleibt  die  zugehörige  Ebene  des  ortho- 
gonalen Trieders.  Bei  dieser  Gelegenheit  bemerkt  Binet  (S.  59),  dafs 
drei  durch  einen  Punkt  hindurchgehende  Oberflächen  des  Systems  sich 
unter  rechtem  Winkel  schneiden  müssen.  Er  wirft  sodann  die  Frage 
auf,  unter  welchen  Umständen  seine  Gleichung  zwei  einander  gleiche 
Wurzeln  liefern  könne.  Dies  ist  nur  bei  einem  Punkte  eines  Grenz- 
kegelschnittes der  Fall.  Er  besitzt  unendlich  viele  in  einer  Ebene 
liegende  Hauptträgheitsaxen  und  eine  auTserhalb  derselben. 

6.  Das  Resultat,  dals  die  Hauptträgheitsaxen  eines  Körpers  zu- 
gleich die  Normalen  eines  Systems  confocaler  Flächen  zweiter  Ord- 
nung sind,  hat  Ampere  in  einer  schon  gelegentlich  erwähnten  Ab- 
handlung**) in  schöner  Weise  ergänzt.  Durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehen  Trägheitsaxen  auch  anderer  Punkte  hindurch.  Dieselben  ge- 
hören einem  Kegel  an,  der  zwei  Tripel  orthogonaler  Strahlen,  die 
Trägheitsaxen  des  Punktes  und  die  Parallelen  zu  denen  des  Schwer- 
punktes, aufserdem  den  Schwerpunkt  des  Körpers  enthält.    (S.  99). 

*)  Binet,  Memoire  snr  la  throne  des  axee  conjügu^s  et  des  momens 
d'inertie  des  corps  (lu  k  Tlnstitut,  en  Mai  1811),  Joom.  de  l'^c.  pol., 
Heft  16,  1813,  S.  41—67. 

••)  Vgl.  vni,  7**. 
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Alle  Yom  Schwerpunkt  ausgehenden  Strahlen,  alle  Geraden  der 
Coordinatenebenen,  endlich  alle  Parallelen  zu  den  Axen,  die  durch 
die  Trägheitsaxen  des  Schwerpunktes  festgelegt  sind,  kann  man  als 
TrSgheitsaxen  ansehen.  Für  einen  Punkt  in  einer  Coordinatenebene 
zerfallt  der  Kegel  in  diese  selbst  und  in  eine  zu  ihr  senkrechte 
Ebene.  Die  Spur  der  letzteren  ist  die  Normale  des  mit  dem  Grenz-* 
kegelschnltt  ähnlichen  und  concentrischen  Kegelschnittes,  der  durch 
den  gegebenen  Punkt  hindurchgeht.  Der  Ort  des  Angriffspunktes 
der  Trägbeitsaxe  ist  ein  Kreis  (S.  126),  dessen  Mittelpunkt  der 
Normale  angehört,  und  der  sich  im  Einklang  mit  Bin  et' s  Resultat 
auf  den  Punkt  selbst  reducirt,  sobald  derselbe  dem  Grenzkegel- 
i?chnitt  angehört.  (S.  137.)  Für  einen  beliebigen  Punkt  einer 
Coordinatenebene  sind  die  beiden  in  ihr  liegenden  Hauptträgheits- 
axen  zwei  conjugirte  senkrechte  Strahlen  des  Grenz-Kegelschnitts. 
(S.  121  ff.).  Ampere  fuhrt  die  beiden  zu  einander  orthogonalen 
Kreisbäscbel  ein,  welche  durch  die  reellen  und  die  imaginären 
Brennpunkte  des  Kegelschnittes  hindurchgehen,  und  zeigt,  dafs  sie 
auf  Neben-  und  Hauptaxe  Punktepaare  ausschneiden,  die  auf  den 
erwähnten  Strahlenpaaren  liegen.  Man  sieht  in  den  Untersuchungen 
von  Ampere  und  Binet  einen  grossen  Teil  der  schönen  Ent- 
vickelung  Chasles'*)  über  die  Brennpunkteigenschaften  der  Ober- 
ftächen  zweiter  Ordnung  schon  vorgebildet.  Ich  komme  hierauf  im 
dritten  Teil  genauer  zurück  und  werde  bei  dieser  Gelegenheit  mich 
auch  mit  der  Frage  zu  beschäftigen  haben,  inwieweit  die  Theorie 
des  Axencomplexes  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  durch  die 
Untersuchungen  von  Binet,  Ampire  und  Chasles  als  begründet 
anzusehen  ist. 


XL  Polarentheorie.    Die  Oberflächen,  welche  zwei  Kegelschnitte 

gemein  haben. 

1.  Über  die  Polareigenschaften  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
babe  ich  schon  in  dem  entsprechenden  Abschnitt  der  Kegelschnitt- 
lehre das  Hauptsächlichste  mitgeteilt.  Schon  Monge**)  war  zu 
dem  Resultat  gelangt,  dafs  eine  Fläche  (m  —  l)ter  Ordnung  die 
Berührungspunkte  aller  einen  Punkt  enthaltenden  Tangenten  einer 
Fläche  f»-ter  Ordnung  ausschneidet,  dals  demnach  die  Berühruugs- 
curve  jedes  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  umschriebenen  Kegels 
eine  ebene  Curve,  also  ein  Kegelschnitt  ist,  dafs  deshalb  von  einer 
Geraden  zwei  Tangentialebenen  ausgehen  und  die  Ebene  der  Be- 
rnhrungscurve   sich  um   eine  bestinmite  Gerade  dreht,  während  die 


•)  Chasles,  Aper9a  historique,  Paris  1837,  S.  384—399. 
••)  Monge,  Fenilles  d'analyse  etc.,  1801,  (Nr.  6). 
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Spitze  des  umschriebenen  Kegels  eine  andere  Gerade  dmchlfliiit. 
Wird  nun  die  Spitze  über  eine  beliebige  ebene  Gnrve  gef&hrt,  so 
mnhtdlt  die  Berühmngsebene  einen  Kegel,  der  vom  zweiten  Grade 
ist,  wenn  es  sich  um  einen  Kegelschnitt  handelt.  Bleibt  die  Ebene 
zu  sich  selbst  parallel,  so  durchläuft  dieser  Drehpunkt  einen  Durch- 
'  messer  etc.  Bewegt  man  den  Punkt  über  eine  zur  gegebenen  co- 
axiale  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  so  umhüllt  die  Berührungsebene 
ebenfalls  eine  derartige  Fläche.  Diese  letzteren  Erweiterungen 
rühren  von  Livet  her.*)  Femer  wurde  angefahrt  (V,  5),  daüs 
Brianchon  den  Satz  von  der  Polare  eines  Kegelschnittes  in  sehr 
annehmbarer  Weise  bewiesen  hat.  Auf  den  Baum  übertragt  er 
seine  Betrachtung  in  folgender  Weise.  Zieht  man  von  einem  Punkte 
P  aus  drei  Strahlen  a,  &,  c,  die  der  Oberfläche  in  Ä^^  A^;  £^,  f ,; 
Cj,  Cj  begegnen,  so  bilden  die  Punkte  (Ä^B^^  A^B^)-^  (A-^n  ^•^«)»  •• 
die  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits.  Die  Ebene  desselben  trensi 
mit  P  zusammen  A^,  J^;  J9^,  ^^i  ^11  ^2  h&nnonisch.  Sie  enthält  des- 
halb die  Polaren  des  Punktes  P  hinsichtlich  der  Kegelschnitte  in 
den  Ebenen  ab^  ac  und  mithin  die  Schnittlinie  der  Tangentialebenen 
der  Oberfläche  in  A^  und  A^.  Wie  man  auch  h  und  c  verändert, 
so  bleibt  die  Ebene  unveränderlich,  da  sie  durch  den  vierten  har- 
monischen Punkt  hinsichtlich  J.^,  A^  und  die  Schnittlinie  der  Tan- 
gentialebenen festgelegt  ist  (Nr.  XI). 

Diese  Ebene  enthält  nun  offenbar  die  Berührungspunkte  aller 
von  P  ausgehenden  Tangenten,  femer  die  Spitzen  jedes  umschrie- 
benen Kegels,  dessen  Berührungebene  den  Punkt  P  enthält;  im  Sinne 
des  Continuitätsprincips  folgt  also,  dafs  die  Berühnmgsebene  sich 
um  einen  Punkt  dreht,  wenn  die  Spitze  des  Kegels  sich  in  einer 
Ebene  bewegt,  und  zwar,  wenn  die  Ebene  einen  reellen  Kegel- 
schnitt mit  der  Fläche  gemeinsam  hat,  um  die  Spitze  des  längs 
dieser  Ebene  umschriebenen  Kegels.  Wie  bereits  bemerkt,  folgert 
Brianchon  auf  rechnendem  Wege,  dafs  die  Polarebene,  sobald  der 
gegebene  Punkt  über  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  geführt  wird, 
eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  umhüllt,  und  dafs  die  Polarebenen 
ihrer  Punkte  wiederum  Tangentialebenen  der  ersten  Fläche  sind.^) 
Wie  ebenfalls  bereits  hervorgehoben  wurde,  überzeugte  sich  Ger- 
gonne  auf  analytischem  Wege,  da&  die  Berührungsebenen  aller 
umschriebenen  Kegel,  deren  Spitzen  in  einer  Ebene  liegen,  in  einem 
Punkte,  dem  „PoP^  der  Ebene,  zusammenlaufen,  dafs  diese  Ebene 
zugleich  die  Berührungscurve  des  vom  Pol  ausgehenden  Tangenten- 


*)  Livet,  Du  contact  des  «urfaices  coniqttes  avec  lee  surfaces  du 
second  degrd,  Corr.  de  Y6c,  pol.,  Bd.  1,  Nr.  4,  1806,  S.  76—76.  Vgl.  Jonm. 
de  r^c.  pol.,  Heft  13,  1806,  S.  284—296. 

**)  Brianchon,  Sur  les  surfaces  etc.,  Joum.  de  F^.  poL,  Heft  13, 
1806,  8.  297—311. 
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k^els  enthält*);  es  sei  ferner  an  Lam^'s  Entwickelang  erinnert 
(V,  8).  Desargnes  giebt  bereits  eine  Andeutung  über  die  Polaren- 
theorie der  OberflAchen  zweiter  Ordnung.**) 

2.  ^t  den  Polareigenschaften  nahe  verwandt  ist  eine  andere  Reihe 
Ton  Sätzen  über  umschriebene  TangentialkegeL  Irgend  zwei  dieser 
Kegel  durchdringen  sich  nämlich,  anstatt  in  einer  zusammenhängenden 
Corre,  in  zwei  verschiedenen  Kegelschnitten.  Andererseits  liegen 
zwei  ebene  Schnitte  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnxmg  stets  auf  zwei 
verschiedenen  Kegeln  zweiter  Ordnung.  Der  erste  Satz  läist  sich 
sofort  auf  umschriebene  Oberflächen  übertragen.  Die  Sätze  sind 
munitielbar  anschaulich,  wenn  die  beiden  Berührungscurven  sich  in 
zwei  reeUen  Punkten  Ä^  xmd  A^  begegnen,  in  denen  die  Flächen  die 
Tangentialebenen  gemein  haben  müssen.  Eine  durch  A^A^  hindurch- 
geb^ide  Ebene  schneidet  daher  im  allgemeinen  zwei  einander  doppelt 
berührende  Kegelschnitte,  sobald  sie  durch  einen  gemeinschaftlichen 
Punkt  der  Flächen  gelegt  wird,  einen  und  denselben  Kegelschnitt 
aus  beiden  heraus.  Dies  kann  man  auf  zwei  einander  in  zwei 
Punkten  L^M  berührende  Oberflächen  ausdehnen  unter  der  erst  sehr 
viel  später  erkannten  Einschränkung,  dafs  die  Gerade  LM  nicht 
beiden  Flächen  zugleich  angehört.  Andererseits  berühren  zwei  Kegel- 
schnitte in  verschiedenen  Ebenen,  sobald  sie  zwei  Punkte  gemein 
haben,  in  diesen  auch  zwei  bestunmte  Ebenen.  Legt  man  durch 
die  Schnittlinie  {  der  beiden  Tangentialebenen  eine  Ebene,  welche 
die  Kegelschnitte  in  J.,  Ä^  bez.  B^  B^  treffen  möge,  so  sind  die 
Schnittpunkte  von  l  mit  AB  und  AB^  die  Spitzen  zweier  Kegel, 
denen  beide  Kegelschnitte  zugleich  angehören.  Diese  Reihe  von 
Betrachtungen  nimmt  bei  Poncelet  einen  bedeutenden  Platz  ein. 
Nach  dieser  Richtung  bewegt  sich  auch  ein  Teil  der  Sätze  in  der 
eisten  von  Steiner***)  veröffentlichten  Arbeit.  Steiner  fCkhrt  wohl 
zuerst  die  Beschränkung  ein,  dafs  zwei  sich  doppelt  berührende 
Kegel  sich  in  reellen  Kegelschnitten  nur  dann  treffen,  wenn  sie 
demselben  Ebenenwinkel  eingeschrieben  sind. 

Auf  Grund  des  Gontinuitätsprincips  kann  man  zwei  Kegelschnitte 
einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  stets  als  Kegelschnitte  mit  zwei  gemein- 
samen reellen  oder  ideeUen  Punkten,  zwei  einer  dritten  umschriebene 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  als  Oberflächen  mit  zwei  reellen  oder 
ideellen  gemeinsamen  Tangentialebenen  ansehen  und  auf  diese  Weise 
die  oben  angeführten  Lehrsätze  ohne  weiteres  als  richtig  annehmen. 
Ursprünglich    sind    dieselben  jedoch   von    Monge,    der    sie   zuerst 


*)  Gergonne,  Theorie  analytiqne  etc.,  Gerg,  Ann.,  Bd.  8,  1812  u. 
1813,  S.  293—302. 

^  BromDonproject,  Ed.  Pondra,  Bd.  1,  S.  214. 
^*)  Steiner,  Emige  geometrische  Sätze,  Grelle's  Joum.,  Bd.  1,  1826, 
S.  3^-62,  Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  1—16  (§§  7  und  8). 
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aufstellte,    offenbar    auf   analytischem    Wege    gefunden    worden.*) 
Zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  haben,   wie  er  ausführt,  ein  ge- 
meinschaftliches   Tripel    conjugirter    Durchmesser,     wenn    sie    con- 
centrisch    sind,    im    allgemeinen  Fall   zwei   Systeme  paralleler  con- 
jugirter Durchmesser.     Berühren   sie   sich   in  zwei  Punkten,  so  ist 
die    Verbindungslinie    der    beiden    Punkte    zu    zwei   Durchmessern 
dieser   Tripel    parallel,    die    beiden    anderen  Paare   hingegen  liegen 
in    der    Ebene,    welche    die    Mitte    der   Berührungssehne    mit    der 
Schnittlinie    der    Tangentialebenen    verbindet.      Monge    stellt   nun 
erst,  offenbar  unter  Zugrundelegung  dieses  Coordinatensystems,  den 
Satz    auf,    dafs   zwei   Oberflächen   zweiter  Ordnung  sich   allemal  in 
zwei  Kegelschnitten  durchdringen,  sobald  sie  einander  in  zwei  Punkten 
berühren   oder  einer  und   derselben   dritten   Oberfläche    umschrieben 
sind.     Im  letzteren  Falle  gehen  die  Schnittebenen  durch  die  Schnitt- 
linie der  Berührungsebenen,   im  ersten  Fall  durch  die  Verbindungs- 
linie der  Berührungspunkte.     Umschriebene  Kegel  haben  ihre  Spitzen 
auf  einer  Geraden,    sobald  die  Berührungscurve  durch  zwei  Punkte 
der    Oberfläche    hindurchgeht.       Nachdem     Monge**)     einen    sehr 
speciellen  Fall    seines   Satzes   von   den  beiden   umschriebenen  Ober- 
•flächen  analytisch  erwiesen  hatte,  gab  Chasles***)  eine  Erörterung 
dieser  Theoreme.     Den   zweiten  Teil   des  Satzes   erkennt  er  freilich 
ebensowenig    wie    Monge    als    einen   Specialfall    des    ersten   Satzes, 
sondern    begründet    ihn    auf   folgende   Art.      Berühren    zwei   Kegel- 
schnitte  einen   und  denselben   dritten   in  je   zwei   Punkten,    so  hat 
der  Schnittpunkt  der  Berührungssehnen  für  alle  drei  dieselbe  Polare 
und  ist  daher  der  Kreuzungspunkt  zweier  gemeinschaftlichen  Sehnen 
der  ersteren.    (S.  338.)     Da  diese  Anordnung  für  jeden  Schnitt  der 
gegebenen  Oberflächen   eintritt,   so   haben   die  beiden  umschriebenen 
Oberflächen    zwei   ebene   Curven,   also   zwei   Kegelschnitte,   mit  ein- 
ander gemein,  deren  Ebenen  durch  die  Schnittlinie  der  Berührungs- 
ebenen hindurchgehen. 

3.  Der  Satz,  dafs  zwei  Schnitte  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
auf  zwei  verschiedenen  Kegeln  liegen,  und  dals  die  zugehörigen 
Tangentialkegel  sich  in  zwei  ebenen  Curven  durchdringen,  ist  mehr- 
fach Gegenstand  der  Behandlung  gewesen.  Bei  der  Kugel  ist  der 
erste  Satz  eine  Folge  des  Theorems  von  der  Sectio  subcontraria. 
Werden  zwei  Kugelkreise  von  der  Ebene,  die  ihre  Mittelpunkte  mit 
dem   der  Kugel   verbindet,    in  -ä^,  -4^;  B^^  B^   geschnitten,  und  ist 


•)  M.Monge   doit  publier  etc.,   Corr.  de  T^c.  pol.,  Bd.  2,  Nr.  3, 
1811,  S.  819—323. 

•♦)  Th^or^me:  Lorsque  deux  surfaces  etc.,  Corr.  de  V6c,  pol.,  Bd.  3, 
Nr.  3,  1816,  S.  299—302  (article  de  M.  Monge). 

***)  Chasles,  Demonstration  des  th^or^mes  sur  les  surfaces  du  second 
degrä,  ^nono^s  par  M.  Monge  etc.,  Corr.  de  T^c.  pol.,  Bd.  3,  Nr.  3,  181ö, 
S.  328—340. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


XI,  3.  Kegel,  die  durch  2  Schnitte  einer  Oberfl.  2.  Ordn.  gehen,  Hachette  etc.    87 

6*  der  Schnittpunkt  der  Geraden  Ä^B^y  A^B^^  so  sind  SA^Ä^  und 
SB^Bi  ähnliche  Dreiecke,  und  der  eine  Kreis  ist  daher  eine  Sectio 
äubeontraria  des  Kegels,  den  der  andere  an  der  Spitze  S  bestimmt. 
Di^e  von  Hachette  herrührende  Entwickelung  ♦)  kann  mit 
Leichtigkeit  durch  affine  Transformation  auf  das  Ellipsoid  übertragen 
werden.  Hachette  thut  dies  in  dem  Specialfall,  dafis  der  eine  Kreis 
unendlich  klein  wird,  um,  wie  wir  sehen  werden,  zu  einer  Erweite- 
mng  der  stereographischen  Projection  zu  gelangen.  Den  allgemeinen 
Satz  überträgt  Chasles  auf  das  Ellipsoid.*^)     Die  Transformation 


fuhrt  die  Kugel 
in  das  Ellipsoid 


^  +  3^  +  ^  =  6* 


I!  +  I!  +  ^  =  i 


über,  der  umschriebene  Kegel  geht  in  einen  umschriebenen  Kegel 
des  Ellipsoids  über;  der  letztere  hat  also,  wie  bei  der  Kugel,  eine 
ebene  Berührungscurve,  zwei  Schnitte  des  Ellipsoids  liegen,  ebenso 
wie  die  entsprechenden  Kreise,  auf  zwei  Kegeln,  u.  s.  w.  (S.  326 — 328). 
Für  die  Oberfläche  im  allgemeinen  schlägt  Chasles***)  zur  Be- 
gründung etwa  folgenden  Weg  ein.  Nachdem  er  den  Satz  von 
der  Polarebene  genau  so,  wie  es  bei  Brianchon  geschildert  wurde, 
gewonnen  hat,  ergiebt  sich  unmittelbar,  dafs  ein  Kegel,  der  einen 
ebenen  Schnitt  der  Oberfläche  projicirt,  noch  einen  zweiten  Kegel- 
schnitt mit  der  Fläche  gemein  hat  (S.  13).  Sind  nämlich  B^jC^ 
zwei  Punkte  des  gegebenen  Kegelschnittes,  JPg,  Cg  die  zweiten  Schnitt- 
punkte von  SB^  und  SC^^  so  treffen  sich  B^C^  und  B^C^  auf  der 
Polarebene  von  S.  Dreht  man  J?i  C^  um  einen  Punkt  0^,  so  dreht  sich 
B^C^  um  den  Punkt  D^,  der  mit  ihm  Pol  und  Polare  harmonisch 
trennt,  so  dals  B^C^  einer  bestimmten  Ebene  angehört.  Es  seien  nun 
/?j,  B^  die  Spitzen  zweier  Kegel,  die  einer  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung längs  zweier  Kegelschnitte  K^^  K^  umschrieben  sind,  J?i,  C^; 
B^  Cg  die  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  einer  durch  B^  und  B^ 
gelegten  Ebene,  S  und  S'  die  B^B^  angehörigen  Schnittpunkte 
{B^  B^,  Cj  Cj)  und  (j5,  Cg,  B^ C^ ).  Da  die  Polarebene  von  S  den  Punkt 
S'  mit  der  Schnittlinie  der  Kegelschnittebenen  verbindet,  so  wird 
nach  dem  vorigen  Satz  von  S  aus  und  ebenso  von  S'  aus  K^  in 


*)  Hachette,  Supplement  de  la  g^om^trie  descriptive,  Paris  1812, 
(S.  65,  art.  64). 

•*)  Chasles,  Propri^t^s  des  diamätres  de  Tellipsoide,  Corr.  de  T^c. 
poL,  Bd.  3,  Nr.  3,  1816,  S.  302—828. 

•*^  Chasles,  Propositiona  relatives  aux  Courbee  et  aux  Surfaces  du 
second  degr^,  Corr.  de  Tdc.  pol.,  Bd.  3,  Nr.  1,  1814,  S.  11—17. 
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K^  projicirt.  Zugleich  folgt,  dafis  di«  beiden  umschriebenetii  Kegel 
in  didn  beiden  Polarebenen  von  8  und  S'  einander  treffen  (S.  14). 

Durrande*)  folgert  die  beiden  Sätze,  ohne  die  Polareigen- 
schaften der  Oberfläche  zweiter  (hrdnung  yorauszusetzen,  aus  dem 
Satz  vom  eingeschriebeneii  Viereck  und  dem  umgeschriebenen  Vier- 
seit  eines  Kegelschnitts.  8  und  8'  bleiben,  wie  auch  die  Ebene 
dtirch  B^B^  gelegt  ist,  ungeändert,  weil  sie  sowohl  J^,  22^  als  sach 
die  Ebenen  der  Kegekchnitte  harmonisch  trennen.  Hieraus  wird 
eine  metrische  Bestimmung  beider  Punkte  abgeleitet.  Für  die  Kugel 
hat,  wie  wir  sehen  werden,  Dandelin  einen  höchst  originellen  Be- 
weis aus  den  Fundamentaleigenschaften  der  stereographischen  Pro- 
jection  abgeleitet.**)  Quetelet  schlieM  die  ünveränderlichkeit  der 
Punkte  8  und  8'  daraus,  dafs  die  Tangenten  der  Kegelschnitte  in 
Bi  und  B^  sich  schneiden.  Die  Geraden  B^B^  sind  daher  die  Er- 
zeugenden einer  abwickelbaren  Fläche  und  müssen  deshalb,  da  sie 
alle  eine  Gerade  treffen,  an  einer  Stelle  zusanmienlaufen.  ***) 

Bekanntlich  können,  sobald  die  beiden  Kegelschnitte  zwei  reelle 
Punkte  gemein  haben,  die  beiden  Kegel  imaginär  werden,  aber  frei- 
lich ntir,  wenn  man  es  mit  einer  geradlinigen  Fläche  zu  thun  hat. 
Indes  wird  diese  Bemerkung  in  keiner  der  citirten  Schriften  gemacht. 


XII.  Die  Aufgäbe  j  tu  drei  SchnitteH  einer  Oberflleke  jsweiler 

Ordnung  eintn  berfilu^nden  Kegelschnitt  ra  finden.    Die  stereth 

graphisehe  Projeeüdn  bei  Oberfläelien  zweiter  Ordnung. 

1.  An  die  eben  erörterten  Sätze  hat  man  sofort  eine  Überlegung 
geknüpft,  ähnlich  derjenigen,  die  Monge  auf  den  Satz  von  den 
Ähnlichkeitsaxen  dreier  Kreise  geführt  hatte,  f)  Es  handele  sich  um 
die  gemeinsamen  Tangentialebenen  dreier  Kugeln  K^^  Ä^,  K^  Man 
umschreibe  etwa  Kj^  und  K^  den  Tangentialkegel  mit  der  Spitze  S^^ 
Kl  und  K^  den  Tangentialkegel  mit  der  Spitze  8^  und  lege  nun 
von  8^8^  aus  an  K^  die  Tangentialebenen.  Da  jede  von  ihnen 
die  beiden  Kegel  längs  einer  Mantellinie  und  folglich  auch 
die  Kugeln  K^  und  K^  berührt,  so  sind  sie  die  gesuchten 
Ebenen  und  müssen  daher  auch  einen  der  beiden  Kegel  berühren, 
die  K^  und  K^  zugleich  umschrieben  sind.  Die  Spitzen  der  sechs 
umschriebenen    tiegel    sind    daher    die    Ecken    eines    vollständigen 

*)  J.  B.  Durrande,  Dämonstration  du  thäor^me  etc.,  Gerg.  Ann., 
Bd.  13,  1822  u.  1828,  S.  806—318. 

**)  Dandelin,  Memoire  sur  Femploi  des  projections  stäräographiques 
en  gäomätrie,  Nouy.  Mäm.  de  TAc.  de  Bmxeiles,  Bd.  4,  1827,  S.  11—47. 
***)  Quetelet,  Dämonstration  d'mi  thäor^me  fondamental  des  pro- 
jections stäräographiques,  Quet.  Gorr.,  Bd.  8,  1827,  S.  12 — 14. 

t)  Monge,  (Jäomätrie  descriptive,  Paris  1799,  S.  63  (8§  42ff.). 
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Tierseits.  Man  kann  dies,  indem  man  die  Centralebene  einf&lirt, 
auf  die  TaagentenfMiare  anwenden,  die  je  zwei  von  drei  Kreisen 
berikhreB,  und  kann  femer  analoge  Bfttze  fOr  ein  System  Yon  vier 
Kugeln  aussprechen.  Monge  erhält  hier  die  Ebene  aus  den  sechs 
ftuiseren,  femer  die  vier  weiteren  Ebenen  aas  drei  ftufseren  und 
drei  inneren  Ähnlichkeitspnnkten.  Die  Ähnlichkeitsebenen  ans  zwei 
ftniaeren  wai  rier  inneren  Ähnlichkeitsponkten  hingegen  sind  ^hm 
CBtgsngen. 

3.  Ans  genau  den  analogen  Gründen  bilden  nun  die  Spitzen 
ff,«';  ßtß'^  y-^y  der  sechs  Kegel  ein  vollständiges  Vierseit,  die  drei 
beüelnige  Schnitte  Ä^  B^  C  einer  Oberfiäche  zweiter  Ordnung  paar- 
weise verbinden.  Die  beiden  Tangentialebenen,  die  sich  von  ß  y 
am  etwa  an  Ä  legen  lassen,  bertkhren  die  beiden  Kegel  ßA  und  yÄ 
I&ngs  je  einer  Mantellinie,  bertkhren  deshalb  auch  B  und  C  und 
einen  der  Kegel,  die  B  ustd  C  zugleich  enthalten.  Die  seehs  Spitzen 
liegen  also  auf  vier  Oeraden,  die  man  mit  aßy^  «ß'y\  ßy'^\ 
y^'ß'  bezeichnen  kann.  Hieraus  ergiebt  sich  eine  nattbrliche  Lösung 
des  Problems  des  ApoUonius  auf  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung. 
Die  acht  Tangentialebenen,  welche  A  aus  den  vier  Geraden  erhält, 
sclmeiden  offenbar  acht  Kegelschnitte  aus,  welche  die  drei  gegebenen 
Kegelschnitte  berühren.  Chasles*)  und  Olivier**)  haben  diese  Be- 
trtchtung  ziemlich  gleichzeitig  angestellt.  Der  letztere  beschränkt 
sieh  zunächst  auf  den  Fall  der  Kugel  *^),  ist  aber  später  mehr- 
fitch  auf  die  Relationen  unter  den  sechs  Kegeln  zurückgekommen, 
die  sich  aus  drei  Sdmitten  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  er- 
geben.^) Ich  füge  hier  eine  Lösung  bei,  die  Durrande  von 
demselben  Problem  gegeben  hat.  Man  suche  zu  den  gegebenen 
Kegelschnitten  die  Tangentialkegel,  lege  von  irgend  einem  ihrer  acht 
Schnittpunkte  aus  den  Tangentialkegel  an  die  Fläche,  so  wird  die 
Berührungscurve  alle  drei  Kegelschnitte  berühren,  da  der  neue  Kegel 
die  drei  ersteren  berührt.  Es  ist  dies  ofienbar  die  duale  Form 
der  früheren  Lösung,  ff) 

3.  Nimmt  man  noch  einen  Hülfskegelschnitt  D  hinzu,  so  ergeben 

*)  VgL  die  schon  wiederholt  erwähnte  Notiz:  Corr.  de  T^e.  pol., 
Bd.  a,  Nr.  1,  1814,  S.  17. 

*^  Olivier,  Solution  d'un  problfeme  de  g^omötrie,  Corr.  de  Töc.  pol., 
Bd.  3,  Nr.  1,  1814,  8.  10;  Nonv.  Bull.  d.  sc,  par  la  See.  Philomatique 
de  France,  Bd.  3,  6»  ann^,  1812,  S.  312. 

*^  Gar  not  hatte  diese  specielle  Aufgabe  rechnend  p^elöst  mit  Hülfe 
der  B^ehnng  zwischen  den  sechs  Seiten  eines  voUständigen  sphärischen 
Yiereeits:  G^m^trie  de  position,  Paris  1803,  S.  416. 

t)  Olivier,  Aufsätze  verschiedenen  Titels,  Qnet.  Corr.,  Bd.  3,  1827, 
S.  126—133, 187—196;  Quet.  Corr.,  Bd.  4,  1828,  S.  9—18, 96—106,  228—233; 
Bull,  de  F^rnssac,  Bd.  11,  1829,  S.  1—7. 

tt)  J.  B.  Durrande,  Recherche  de  la  liffne  du  second  ordre  qui  en 
touche  trois  autres  donn^s,  sur  une  surface  du  m6me  ordre,  Cterg.  Ann., 
Bd.  7,  1816  u.  1817,  S.  27-30. 
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gleiten  und  jeden  Kreis  des  Büschels,   den  diese  bestimmen,  unter 
einem  bestimmten  Winkel  schneiden  etc. 

4.  Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  in  die  neuere  Zeit  zu 
unserer  ursprünglichen  Anordnung  zurück,  so  ergiebt  sich  noch  eine 
zweite  Art,  von  dem  räumlichen  Problem  aus  auf  die  Aufgabe  des 
Apollonius  zu  konmien.  Eine  Ebene,  welche  zu  der  von  D 
parallel  ist,  schneidet  nftmlich  drei  D  mit  A^B^C  verbindende 
Kegel  in  zu  Z)  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten. 
Die  acht  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitte,  die  alle 
drei  zugleich  berühren,  können  mit  B  durch  Kegel  verbunden 
werden,  die  paarweise  die  A^  JB,  C  zugleich  berührenden  Kegel- 
schnitte ausschneiden.  Man  kann  nun,  um  die  Zweideutigkeit  der 
Losung  zu  vermeiden,  D  in  einen  unendlich  kleinen  Kegelschnitt 
ausarten  lassen  und  hat  alsdann  den  Satz:  Von  einem  beliebigen 
Punkt  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  aus  werden  alle  Schnitte 
derselben  in  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  projicirt, 
sobald  man  die  Projectionsebene  parallel  zur  Tangentialebene  des 
Punktes  wählt.  Man  erhält  Kreise  als  Projectionen  der  Schnitte, 
sobald  ein  Nabelpunkt  der  Oberfläche  als  Projections-Centrum  ge- 
wählt wird.  Chasles*),  der  diese  Entwickelung  gegeben  hat,  fügt 
noch  eine  Ergänzung  hinzu,  durch  welche  ein  von  ihm  1817  an- 
scheinend nur  für  die  eigentliche  stereographische  Projection  begründeter 
Satz  seine  naturgemäße  Erklärung  findet.  Die  Spitzen  der  A  und 
D  verbindenden  Kegel,  femer  die  Pole  ihrer  Ebenen,  die  Spitzen 
der  längs  A  und  2>  der  Fläche  umschriebenen  Kegel  liegen  auf 
einer  Geraden,  welche  auch  die  Pole  der  Kegelschnitte  A  und  D 
hinsichtlich  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  enthält  (da  sie  zu  dieser 
Geraden  polarreciprok  ist).  Läfst  man  nun  D  in  einen  Punkt  aus- 
arten, so  wird  die  Gerade  zugleich  der  Ort  der  Mittelpunkte  der 
zur  Tangentialebene  in  D  parallelen  Schnitte  des  Kegels,  enthält 
also  auch  den  Mittelpunkt  der  stereographischen  Projection  des 
Kegelschnittes  A.  Um  also  den  Mittelpunkt  der  stereographischen 
Projection  eines  Kegelschnittes  zu  erhalten,  hat  man  den  Pol  seiner 
Ebene  von  dem  festen  Punkt  aus  zu  projiciren.  Eine  ganz  analoge 
Behandlung  des  Gegenstandes  hat  Dandelin  ungefUhr  gleichzeitig 
und  unabhängig  von  Chasles  gegeben.**)  Eine  Ergänzung  dieses 
Satzes  giebt  Chasles***)  in  folgendem  Theorem:  „Die  Flächen  zweiter 

*)  Chasles,  Memoire  sur  les  projeetions  st^r^graphiques,  et  sur 
les  coniqnes  homoth^tiquea,  Gerg.  Ann.,  Bd.  18,  1827  u.  1828,  S.  805—820. 
Die  ZorfickfOhrunff  der  körperlichen  Aufgabe  auf  das  Problem  des  Apol- 
lonius findet  sich  bereits  in  der  oft  citirten  Abhandlung:  Corr.  de  T^. 
pol.,  Bd.  3,  Nr.  1,  1814,  S.  16. 

•*)  Dandelin,  Propriöt^s  projectives  des  courbes  du  second  degrd, 
Quet.  Corr.,  Bd.  3,  1827,  S.  9—12. 

•**)  Chasles,   Recherches    sur  les  projeetions  st^r^graphiques  etc., 
Gerg.  Ann.,  Bd.  19,  1828  u.  1829,  S.  167—175  (S.  168). 
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Tangentialebene  im  Scheitel  ähnliche  and  ähnlich  gelegene  Kegel- 
schnitte sind. 

Für  das  Ellipsoid  hat  Hachette*)  in  sehr  geistreicher  Weise 
den  Da  viel 'sehen  Satz  abgeleitet.  Man  unterziehe  den  Baum  einer 
afiBaen  Transformation  in  der  Art,  dals  die  senkrechte  Entfernung 
eines  Punktes  von  einer  Ebene  vom  Fulspunkt  aus  in  einer  neuen 
festen  Richtung  aufgetragen  wird.  Man  nehme  nun  bei  einer  Kugel, 
die  iliren  Mittelpunkt  auf  der  Ebene  hat,  die  Oesetze  der  stereo- 
graphischen  Projection  als  richtig  an,  so  werden  alle  Kreise  der 
Kugel  in  Ejreise  der  gegebenen  Ebene  projicirt,  wenn  man  den 
hdchsten  Punkt  der  Kugel  als  Projections-Centrum  wählt.  Bei  der 
affinen  Transformation  geht  aber  das  Oentrum  in  einen  Nabelpunkt  über, 
der  projicirende  Kegel  in  einen  projicirenden  Kegel,  der  mit  dem 
gegebenen  die  Honzontalspur  gemein  hat,  das  heilst,  alle  Schnitte 
eines  Ellipsoids  werden  in  Kreise  projicirt,  wenn  das  Centrum  ein 
Nabelpunkt,  die  Ebene  ein  Ej^is  der  zugehörigen  Schar  ist. 

Ich  breche  hier  ab,  um  im  SchluTsabschnitt  des  ersten  Teils  die 
eigentliche  stereographische  Projection  näher  in's  Auge  zu  fassen. 


Dritter  Abschnitt. 
Kreis-  und  Kngel-Lelire. 

Xin.  Die  stereograpliisehe  Projection. 

1.  Bereits  den  Alten  war  das  Gesetz  bekannt,  dafs  die  Kreise 
einer  Kugel  als  Kreise  in  der  Ebene  abgebildet  werden,  wenn  man 
dieselben  von  einem  Punkt  der  Kugel  aus  auf  eine  Ebene  projicirt, 
welche  zu  dem  zugehörigen  Durchmesser  senkrecht  steht.  Nach 
dem  Zeugnis  des  Bischofs  Synesius  von  Cyrene**)  ist  der 
alexandrinische  Astronom  Hipparch  als  der  Entdecker  des  Gesetzes 
zu  bezeichnen.  Es  ist  nicht  genau  festzustellen,  zu  welcher  Zeit 
der  „uralte  Hipparch^^  des  Synesius  gelebt  hat;  auch  ist  wieder- 
holt die  Zuverlässigkeit  der  Angabe  bezweifelt  und  der  Meinung 
Ausdruck  gegeben  worden,  dals  Ptolemäus  als  der  Entdecker 
der  Abbildung  zu  betrachten  ist.  Ich  habe  mich  jedenfalls  nur 
an  die  Thatsache  zu  halten,  dais  Ptolemäus  die  erste  Schrift 
über  die  Abbildung  verfalst  hat,  die,  in  arabischer  Übersetzung  er- 


*)  Hachette,   Trait^  des   surfaces   du  aecond  degr^,    Paris  1818, 
8.  285—229. 

•*)  Synesii  Cyrenaei  ad  Paeoniam  sermo  de  astrolabio.  Inter- 
inrete  Fea.  Morelli:  Migue,  Patrologia  graeco-latina,  Bd.  66,  Paris 
1864,  S.  1678—1588. 
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halten,  schon  im  dreizehnten  Jahrhundert  äufsei-st  mangelhaft  von 
Jordanus  in's  Lateinische  übersetzt  wurde.  Commandinus  hat 
eine  neue  Übersetzung,  wie  auch  eine  neue  Ausgabe  der  Jordanus '- 
sehen  Übersetzung  veranstaltet.*)  Der  Beweis,  den  Ptolemäus  fär 
die  Haupteigenschaft  giebt,  pafst  nur  für  die  Kreise  der  Ku^el, 
deren  Inneres  von  der  Axe  durchbohrt  wird.  Wird  ein  Durch- 
messer 00^  eines  Kreises  von  einer  Sehne  ÄÄ^  m  P  geschnitten, 
und  projicirt  man  dieselbe  von  0  aus  auf  das  in  P  auf  00^  errichtete 
Lot,  so  beweist  Ptolemäus  durch  verschiedene  Winkel vergleichungen, 
dafs  die  so  erhaltenen  Punkte  B^  B^  mit  0  und  0^  in  einem 
Kreise  liegen.  Beschreibt  man  über  dem  ersten  Kreise  die  Kugel, 
die  von  dem  Lot  in  P  in  den  Punkten  (7,  C^  getroffen  werde,  so  ist 
augenscheinlich 

PO  .  PO^  =  PB  .  PJBi  =  PC .  PC^, 

d.  h.  die  vier  Punkte  B,  JB^,  C,  C^  liegen  auf  einem  Kreise.  Unter 
der  stillschweigenden  Vorausetzung,  dafs  die  Projection  des  Kreises 
ACA^C^  ein  Kegelschnitt  mit  der  Axe  BB^  ist,  würde  gezeigt 
sein,  dals  sie  mit  dem  Kreise  BCB^C^  identisch  ist  (S.  20). 

2.  Für  astronomische,  noch  mehr  für  astrologische  Zwecke  war 
von  grofser  Bedeutung  der  Besitz  eines  Astrolabiums,  eines  Ab- 
bildes einer  Hälfte  der  Erdkugel  mit  Verzeichnung  der  Längen-  und 
Breitengrade,  der  Ekliptik  etc.  Man  bediente,  sich  hierzu  entweder 
der  orthographischen,  d.  h.  senkrechten  Projection,  oder  ganz  be- 
sonders der  stereographischen  Projection.  Eine  grofse  Mannigfaltig- 
keit von  Fällen  ergab  sich  daraus,  dals  man  bald  die  Ebene  eines 
Meridians,  bald  die  des  Äquators  oder  auch  die  der  Ekliptik  als 
Zeichenebene  zu  Grunde  legte.  Diese  Verhältnisse  werden  z.  B.  von 
Ubaldo**),  mit  ungeheurer  Breite  von  Clavius***),  mit  größerer 
Kürze  von  Aguiloniusf),  Tacquetff),  Dechalesfff)  behandelt 
Den  Namen  der  Abbildung  führte  Aguilonius  ein  (S.  572).  Der 
Beweis,  dafs  sich  ein  Kreis  wiederum  als  Kreis  darstellt,  bleibt  in 
allen  diesen  Schriften,  wie  überhaupt  bis  in  die  neuere  Zeit  hinein, 
stets  derselbe.     Ist  auf  einem  Meridiankreis   0  der  Pol,  A  B  eine 


*)  Ptolemaei  Planisphaerium,  Jordani  PlaniBphaerium,  Federici 
Commandini  ürbinatis  in  Ptolemaei  Planisphaerium  CommentÄ- 
rius  etc.,  Venedig  1668. 

•*)  Guidi  Ubaldi  e  marchionibus  montis  Planisphaeriorom  nni* 
versalium  theorica,  Pisauri  1679. 

♦♦*)  Clavius,  De  Astrolabio,  Rom  1690. 
t)  Aguilonius,    Opticorum  libri  sex,   Antwerpen  1613   (Liber  VI, 
Propp.  96  ff). 

tt)  Tacquet,  Opera  mathematica,  Antwerpen  1669  (Opticae  liber  Ifl, 
de  projectione  astronomica,  S.  178  ff.). 

ttt)  Dechales,  Cursus  seu  Mundus  Mathematicus,  Bd.  4,  Lyon  1690 
(Buch  3—6,  S.  137  ff.). 
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beliebige  Sehne,  Ä^B^  ihre  Projection  auf  den  Durehmesser  des 
Äquatorkreises,  der  sich  in  der  Meridianebene  findet,  so  ist  aus 
Winkelvergleichungen  überaus  leicht  zu  ermitteln,  dafs  OÄB  und 
OB^A^  ähnliche  Dreiecke  sind.  Errichtet  man  über  den  Durch- 
messern AB  und  A^B^  senkrecht  zum  Meridian  Kreise,  so  ist  der 
zweite  eine  Sectio  subcontraria  des  Kegels,  der  den  ersten  Kreis 
von  O  aus   projicirt  und  mithin   die   Projection   eines  Kugelkreises. 

3.  Ist  Jf'  der  Mittelpunkt  der  Projection,  M  derjenige  des 
gegebenen  Kreises,  so  bildet  nach  einem  Satz  von  Aguilonius  OM 
mit  AB  denselben  Winkel  wie  OM'  mit  A^B^.  Also  schneidet  z.  B. 
das  vom  Projectionspol  aus  auf  die  Ebene  eines  größten  Kreises  ge- 
fällte Lot  den  Mittelpunkt  des  stereographischen  Bildes  aus  (S.  585). 
Auch  im  allgemeinen  Fall  kann  man  aus  Aguilonius'  Regel  mit 
Leichtigkeit  zu  Dandelin's  oder  Chasles's  Regel  übergehen,  nach 
welcher  der  Pol  der  Ebene  des  Kugelkreises  in  den  Mittelpunkt  des 
stereographischen  Bildes  projicirt  wird.  Li  dem  eben  erwähnten 
Special&ll  findet  man  die  Regel  auch  in  einer  kleinen  Abhandlung 
von  Delambre*),  für  den  Fall  der  zur  Äquatorebene  senkrechten 
Kreise  in  einer  sehr  trockenen  Behandlung  von  Karsten**)  mit- 
geteilt Das  allgemeine  Theorem  hat  Chasles***)  an  mir  unzu- 
gänglicher Stelle  zuerst  mitgeteilt. 

4.  Bekanntlich  ist  die  stereographische  Abbildung  der  Kugel 
in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich.  Man  kann  dieses  Theorem  aus 
dem  oben  mitgeteilten  Satze  von  der  Sectio  subcontraria  ableiten. 
GAB  und  OB^A^  bleiben  ähnliche  Dreiecke,  wie  sehr  man  auch  A 
und  B  einander  nähert,  deshalb  sind  an  der  Grenze  die  Tangential- 
ebene in  A  und  die  Projectionsebene  gleich  geneigt  gegen  den 
Strahl  OA.  Da  beide  auf  der  Meridianebene  des  Punktes  A  senk- 
recht stehen,  so  wird  jedes  durch  OA  gelegte  Ebenenpaar  gleiche 
Winkel  auf  beiden  Ebenen  ausschneiden;  weiter  wird  ein  durch 
Berührungspunkt  A  und  Spurpunkt  C^  in  der  Bildebene  begrenztes 
Stuck  einer  Kugeltangente  in  eine  Strecke  A^C^  von  gleicher 
Länge  projicirt.  Sind  AC^  und  AD^  zwei  Tangenten  in  demselben 
Kugelpunkt,  so  sind  AC^B^  und  A^C^B^  congruente  Dreiecke,  und 
es  folgt  nochmals  die  Gleichheit  der  Winkel  bei  A  und  A^.  Bereits 
der    älteste    Beweis    des  zweiten  Hauptsatzes,    der  von   Halleyf), 

*)  Delambre,  De  la  projection  stär^ographique,  Mäm.  de  Tlnst.  nat. 
d.  •€,,  Bd.  5,  Paris  1804,  S.  893—416. 

**)  Job.  Gustav  Karsten,  Lehrbegriff  der  gesamten  Mathematik: 
Der  siebende  Teil:  Die  Optik  und  Perspectiv,  Greifswald  1775,  Abschn.  19 — 22, 
S.  696. 

*^  Chasles  fahrt  als  Quelle  an:  Hachette,  G^om^trie  ä  trois  di- 
mensions,  Paris  1817.  Man  darf  wohl  annehmen,  dafs  er  seinen  damaligen 
Beweis  in  der  Notiz  „Snr  nne  propri^tä  de  la  projection  st^r^graphique**, 
Lionv.  Joum.,  Bd.  7,  1842,  S.  272  wiederholt  hat. 

t)  Edm.  Halley,   An  easy  Demonstration  of  the  Analogy  of  the 
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giebt  mit  einigen  unnötigen  Umschweifen  die  obige  Entwickelang 
wieder;  die  zweite  anschaulichere  Form  des  Beweises  findet  sich  bei 
Leadbetter*).  Hachette  hat  sich  mehrfach  mit  der  Frage  be- 
schäftigt, er  giebt  erst  den  Beweis  etwa  mit  den  Worten,  die  icb 
gebraucht  habe**),  wählt  aber  später  die  Leadbetter'sche  Form***). 
Auch  hat  Hachette  für  den  Fall  des  Kreises  die  Auffassung  des 
ersten  Hauptsatzes,  welche  ich  bei  der  Verallgemeinerung  der 
stereographischen  Projection  geschildert  habef).  Die  Kegel,  welche 
ein^n  festen  Kreis  einer  Kugel  mit  anderen  Kreisen  derselben  ver- 
binden, werden  parallel  zur  Ebene  des  ersteren  augenscheinlich  in 
Kreisen  geschnitten,  und  dies  muis  bestehen  bleiben,  wenn  man  d^ 
festen  Kreis  unendlich  klein  werden  läüst. 

5.  Zwei  beliebige  Kreise,  mögen  sie  in  einer  Ebene  oder  auf 
einer  Kugel  liegen,  schneiden  sich  in  beiden  Schnittpunkten  unter 
gleichen  Winkeln.  Man  kann  deshalb  den  Winkel,  unter  dem  sich 
zwei  Cunren  auf  der  Kugel  in  Ä  schneiden,  in  einem  festen  Punkte  0 
an  zwei  Kreisen  beobachten,  welche  0  enthalten  und  in  ^  die 
Curven  berühren.  Dieselben  werden,  wenn  der  erste  Hauptsatz 
vorausgesetzt  wird,  in  Kreise  projicirt,  die  einen  festen  Punkt  0^ 
enthalten  und  die  Abbilder  der  beiden  Gurren  in  Ä^  beröhren. 
Sobald  also  die  Abbildung  in  0^,  0  winkeltreu  ist,  bleibt  jeder 
Winkel  der  Figur  erhalten.  Man  kann  auf  diese  Art  den  zweiten 
Hauptsatz  leicht  erweisen,  denn  die  Kugel  enthält  Punkte,  bei 
denen  die  winkeltreue  Abbildung  ganz  augenscheinlich  ist.  Offenbar 
ist  z.  B.  die  Tangentialebene  im  Südpol,  dem  entgegengesetzten 
Punkt   des  Projectionscentrums,   parallel  zur  Projectionsebene,  jede 


Logarithmic  Tangente,  to  the  Meridian  Line  etc.,  Phil.  Trans,  f.  1696,  Bd.  19, 
1698,  S.  202 — 214.'  Halley  beweist,  dafa  eine  lozodromische  Linie  Tom 
Pol  aus  in  eine  logarithmische  Spirale  projicirt  wird.  Hierzu  gebraucht 
er  das  Lemma  1 ,  aiafs  Kreise  in  Kreise  projicirt  werden  und  Lemma  2, 
dafs  ein  Winkel  auf  der  Kugel  in  natürlicher  Grölse  abgebildet  wird. 
Nachdem  er  es,  wie  oben  angedeutet,  bewiesen,  fOgt  er  hinzu:  This 
lemma  I  lately  received  from  Mr.  Ab.  deMoivre  though  I  sinoe  ander- 
stand from  Dr.  Hook  that  he  long  ago  produced  the  same  thing  before 
the  Society.  Howeyer  the  demonstration  and  the  rest  of  the  discourse  is 
my  own. 

^  Leadbetter,  A  complet  System  of  Astronomy,  Bd.  II  (Erste 
Auflage,  1723),  Zweite  Auflage,  London  1742,  S.  78.  Eine  vereinfechte 
Fassung  des  Leadbetter'sehen  Beweises  giebt  Delambre;  vgl.:  Histolre 
de  ras&onomie  au  diz-huiti^me  si^cle.  Publice  par  M.  Mathieu,  Paris 
1827,  S.  88—92. 

**)  Hachette,  de  la  Perspective  d'une  sph^re  etc.,  Coir.  de  Y6c.  poU 
Bd.  Ij  Nr.  9,  1808,  S.  863—365.  Hachette,  Supplement  de  la  g^mdtrie 
descnptive,  Paris  1812^  (art.  69—70),  S.  60. 

***)  Hachette,   Emige   Bemerkungen   etc.,    Zusatz,   Greuels  Joum., 
Bd.  1,  1826,  S.  346.    Wie  Hachette  anfahrt,  rflhren  ähnliche  Beweise 
von  Lacroix,  Puissaut,  Delambre,  Robertson  her. 
t)  Hachette,  Supplement  etc.,  art.  67. 
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Ka^tangeiite  in  ihm  also  parallel  zu  ihrem  Bilde.  Aber  anderer- 
seits kann  man  anch  fär  Punkte  des  Äquators  in  sehr  einfacher 
Weise  dieselbe  Eigenschaft  nachweisen.  Denn  der  Projectionsstrahl 
eines  Äquatorpunktes  schliefst  mit  der  Äquator-Ebene,  wie  mit 
seiner  Tangentialebene  einen  Winkel  von  45^  ein,  liegt  überdies  in 
einer  zu  beiden  senkrechten  Ebene.  Zwei  durch  diesen  Projections- 
sirahl  gellte  Ebenen  werden  daher  in  beiden  Ebenen  gleiche  Winkel 
ausschneiden,  und  es  wird  dann  die  obige  Überlegung  Platz  greifen. 
Der  erste  Teil  dieser  Entwickelung,  freilich  ohne  die  daran  sich 
knüpfende  Folgerang,  ist  von  Klügel*)  gegeben  worden. 

6.  Indessen  auch  der  Projectionspunkt  selbst  besitzt  die  Eigen- 
s^iaft  der  Winkelerhaltung,  indem  sein  Bild  in  die  unendlich  ferne 
Gerade  der  Ebene  zerstreut  wird;  zwei  Curven,  die  durch  den  Pol 
hiDdurchgehen,  werden  in  Gurven  projicirt  mit  zwei  Asjmptoten, 
die  sich  unter  demselben  Winkel  schneiden.  Zwei  Kreise,  die  sich 
in  dem  Pol  0  und  in  einem  anderen  Punkte  A  schneiden,  werden 
mithin  in  zwei  Gerade  projicirt,  die  denselben  Winkel  in  A^  mit 
einander  bilden.  Also  ist,  wie  Dandelin  folgert,  die  Abbildung 
winkeltreu**).  Man  lege  jetet  von  einem  beliebigen  Punkt  $  aus 
die  Tangenten  $^,  $^,  $C,  ...  an  die  Kugel;  sie  projiciren  sich  von 
O  aus  in  Kugel-Kreise,  die  den  Punkt  0  selbst  und  den  zweiten 
Sehnittpunkt  P  von  0$  enthalten  und  den  Kreis  ABC . ,  senkrecht 
schneiden.  Dieser  Kreisbüschel  bildet  sich  als  ein  Strahlbüschel  mit 
dem  Ifittelpunkt  P^  ab,  der  Kreis  ABC,  in  eine  Curve,  die  alle 
seine  Strahlen  senkrecht  schneidet,  also  in  einen  Kreis  mit  dem 
IGttelpunkt  Pj.  [S.20].  Man  sieht,  jeder  Kreis  wird  in  einen  Kreis, 
und,  —  das  ist  der  dritte  Hauptsatz  — ,  der  Pol  seiner  Ebene  in 
den  Ifittelpnnkt  des  letzteren  projicirt.  Chasles  hat  diesen  Satz, 
wie  oben  angemerkt  wurde  [Xlll,  3],  schon  1817  gegeben. 

7.  Gerade  aus  diesem  dritten  Hauptsatz  hat  Dandelin  merk- 
würdige Besultate  gefolgert.  Eine  Ebene,  welche  die  Pole  der 
Ebenen  zweier  Kugelkreise  A  und  B  enthält,  schneidet  einen  Kreis 
aas,  der  A  und  B  orthogonal  schneidet  und  also  in   einen  Ortho- 


^  Elfigel,  Geometrische  Entwickelung  der  Eigenschaften  der  stereo« 
graphischen  Projection,  Halle  1788.  Der  erste  Hauptsatz  wird  von  Elü^el, 
wie  gewöhDlich,  ans  dem  Satz  von  der  sectio  subcontraria  abgeleitet. 
Man  vergleiche  übrigens  noch:  Klfigel.  Mathematisches  Wörterbuch  oder 
ErklSnmg  der  Begriffe,  Lehrsätze,  Aufgaben  und  Methoden  der  Mathe- 
matik etc.,  fortg^etot  von  Mo  11  weide,  Bd.  4,  Leipzig  1823,  ArUkel: 
Stereogiaphische  Projection.  Der  Artikel  enthält  eine  geschichtliche  Über- 
nchi,  die  mir  ffir  das  Obijg^  von  grofsem  Nutzen  gewesen  ist. 

^  Dandelin,  Memoire  sur  l^mploi  des  projections  st^r^ographiques 
en  g^mätrie,  Nouv.  M^m.  de  Tac.  de  Bruxelles,  Bd.  4,  1827,  S.  11 — 47. 
Zwei  Auflzfige  der  Arbeit  sind  von  Gergonne  und  Quetelet  veröffent- 
Hchi  worden:  Gerg.  Ann.,  Bd.  16,  1825  u.  1826,  S.  322—827  und  Quet 
Coir.,  Bd.  1,  1825,  S.  266—264,  316—322. 

Jahrtsberieht  d.  D«atsohen  MAthem.-Vereiiiigaiig.   V,  i.  7 
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gonalkreis  der  Abbilder  Ä^  und  B^  projicirt  wird.  Die  Linien^ 
welche  die  Schnittpunkte  auf  Äj^  mit  denen  auf  B^  verbinden, 
gehen  durch  die  Ähnlichkeitspunkte  von  A^  und  JB^;  projicirt  man 
sie  auf  die  Ebene  des  Kugelkreises  zurück,  so  entstehen  Gerade,  die 
Ä  und  B  zugleich  treffen  und  zwei  feste  Punkte  der  Verbindungs- 
linie ihrer  Pole  enthalten.  Zwei  Kugelkreise  liegen  daher  stets  auf 
zwei  Kegeln,  deren  Spitzen  bei  stereographischer  Protection  in  die 
Ähnlichkeitspunkte  der  Bilder  übergehen  [§  m].  Andererseits  ist 
der  Ort  der  Pole  der  Kugelkreise,  die  zwei  gegebene,  A  und  B^  zu- 
gleich berühren,  die  Durchdringung  der  längs  A  und  B  umschriebenen 
Kegel;  er  wird  also  in  den  Ort  der  Mittelpunkte  d^r  Kreise  projicirt, 
welche  die  Abbilder  A^  und  B^  zugleich  berühren.  Diese  Projection 
zerfHUt  in  zwei  Kegelschnitte,  deren  Brennpunkte  mit  den  Mittelpunkten 
von  A^  und  J?^,  den  Projectionen  der  Spitzen  der  längs  A  und  B 
umschriebenen  Kegel,  zusanunenfallen.  Also  ergiebt  sich:  „Zwei 
einer  Kugel  umschriebene  Kegel  durchdringen  sich  in  zwei  Kegel- 
schnitten. Ihre  stereographischen  Projectionen  haben  zu  Brenn- 
punkten die  Projectionen  der  Kegelspitzen  (S.  40).  Artet  der  eine 
umschriebene  Kegel  in  eine  Tangentialebene  aus,  so  wird  ihr  Be- 
rührungspunkt der  eine  Brennpunkt  des  Kegelschnittes,  den  sie  aus 
dem  umschriebenen  Kegel  herausschneidet;  von  seiner  Spitze  aus 
wird  der  Berührungspunkt  der  parallelen  Tangentialebene  in  den 
zweiten  Brennpunkt  projicirt."  Man  kommt  so  auf  Dandelin's 
schöne  Bestimmung  der  Brennpunkte  zurück.*) 

8.  Die  Regel  zur  Bestimmung  des  Mittelpunktes  der  stereo- 
graphischen Projection  eines  Kreises  giebt  ein  leichtes  Mittel,  einen 
Kreis  A  so  in  einen  Kreis  A^  zu  projiciren,  dafs  ein  Punkt  innerhalb 
A  in  den  Mittelpunkt  von  -ä,  übergeht;  man  legt  durch  A  eine  Kugel, 
verbindet  den  Pol  der  Ebene  von  A  mit  dem  gegebenen  Punkt  und 
projicirt  stereographisch  von  einem  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit 
der  Kugel.  Dies  benutzt  Dandelin,  wie  ich  bemerkt  habe  [IT,  10], 
zum  Beweise  des  Pascal' sehen  und  Brianchon' sehen  Satzes.**) 


XIV.  Kreis-  und  Kugel -Yerwandtscliaft. 

1.  Die  stereographische  Projection  erschliefst  sich  dem  Verstöndnis 
bekanntlich  am  leichtesten,  wenn  man  sie  einer  Transformation  des 
Gesammt- Baumes    durch    reciproke    Badien    einordnet.      Betrachtet 

*)  In  der  S.  91**  erwähnten  Arbeit  dehnt  ihn  Dandelin  anf  Botationa- 
flächen  aus;  der  Beweis  folgt,  wie  er  anführt,  aus  den  Gesetzen  der 
stereographischen  Projection. 

**)  In  verwandter  Bichtung  bewegt  sich  eine  Abhandlung  von  Le 
Fran9oi8:  De  rajpplication  des  projections  st^r^graphiques  aux  lignes 
du  second  ordre,  Quet  Corr.,  ßd.  9,  1837,  S.  161 — 180. 
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man  auf  allen  Yon  einem  Pimkt  0  ausgehenden  Strahlen  die  Punkte- 
paare Ä^A^\  -^1-^17  C^?  C^i»  •  •  •  ^  einander  entsprechend,   fftr  die 

OA  .  OA^  =  OB'OBj,  =  OCOCi=^'" 

ist,  so  wird  bekanntlich  jede  durch  0  hindurchgehende  Kugel  in  eine 
Ebene,  jede  andere  Kugel  wieder  in  eine  Kugel  verwandelt.  Je  nach- 
dem das  Product  einen  positiven  oder  einen  negativen  Wert  besitzt, 
ist  0  der  äuDsere  oder  innere  Ahnlichkeitspunkt  der  beiden  Kugeln. 
Fermat*)  hat  dies  Gesetz  für  den  Baum  ausgesprochen,  nachdem 
Vieta**)  es  fEür  den  Fall  der  Ebene  entwickelt  hatte.  Für  den 
Fall  zweier  gleichen  Kreise  benutzt  es  Pappus***)  in  derselben  Art 
wie  Vieta,  um  einen  Kreis  zu  zeichnen,  der  zwei  gegebene  von 
gleicher  Grösse  ungleichartig  berührt  und  einen  Punkt  enthält. 
Fermat  benutzt  die  Thatsache,  daDs  die  Schnittcurve  zweier  Flächen 
in  die  Schnittcurve  der  entsprechenden  Flächen  transformirt  wird. 
Er  macht  davon  fireilich  nur  den  indirecten  Gebrauch,  dafs,  wenn 
eine  Kugel  in  sich  transformirt  wird,  eine  berührende  Kugel  wieder 
in  eine  berührende  Kugel  umgeformt  wird;  die  entsprechenden  Schlüsse 
für  die  Ebene  finden  sich  bei  Vieta  und  Pappus. 

2.  Auch  im  allgemeinen  Fall  wird  einem  Kugelpaar  ein  Kugel- 
paar, d.  h.  einem  beliebigen  Kreise  ein  Kreis  entsprechen.  Man 
kann  hieraus  mit  Baltzer  folgern,  äLoSa  ein  Kegel  und  eine  Kugel, 
die  einen  gegebenen  Kreis  enÜialten,  sich  in  einem  zweiten  £[reise 
begegnen.  Die  Kugel  ist  hinsichtlich  der  Spitze  des  Kegels  zu  sich 
selbst  invers.  Dem  ersten  Kreise  entspricht  also  eine  zweite,  ihr  und 
dem  Kegel  angehörige  Curve,  die  notwendig  ein  Kreis  ist.  Anderer- 
seits sind  eine  Ebene  und  eine  Kugel  zu  einander  invers,  und  zwar 
kann  als  Pol  jeder  der  beiden  Endpunkte  des  Durchmessers  der  Kugel 
betrachtet  werden,  der  zur  Ebene  senkrecht  steht.  Jeder  durch  den 
Pol  gelegte  Kegel  schneidet  also  auf  Kugel  und  Ebene  entsprechende 
Curven  aus,  und  es  wird  deshalb  jeder  Kreis  der  ersteren  in  einen 
Kreis  der  letzteren  projicirt.f)  Die  Kugel  wird  in  jedem  ihrer  Kreise 
von  einer  zweiten  Kugel  senkrecht  geschnitten,  deren  Mittelpunkt 
die  Spitze  des  umschriebenen  Kegels  ist.  Diese  Kugel  geht,  wenn 
man  das  Gesetz  der  Winkel-Erhaltung  voraussetzt,  in  die  Kugel 
über,    welche   die   Ebene   in    dem    entsprechenden  Kreise   senkrecht 


*)  Varia  opera  mathematica  D.  Petri  de  Fermat,  Tolosae  1679 
(De  contactibus  sphaericis,  S.  74—88). 

*^  Francisei  Vietae  Apollomus  Gallus  seu  exuscitata  Apollonii 
Pergaei  ntgi  inatp&v  geometria  ad  v.  c.  Adrianum  Romanum  Belgam, 
Paris  1600. 

•**)  Pappi  collectioms  etc.   ed.  Hultsch,  Bd.  1,   S.  195  (liber  IV, 
Prop.  8). 

t)  Baltzer,  Über  eine  Reihe  von  Sätzen,  die  Durchschnitte  von 
Cylindem  und  Kegeln  durch  Kugeln  betreffend,  Cr  eile's  Joum.,  Bd.  54, 
1867,  8.  162—169. 

7* 
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schneidet.  Ihr  Mittelpunkt,  welcher  mit  dem  des  fi[reiBes  ziisftmmen- 
fällt,  muTs  mit  dem  der  entsprechenden  Kngel  auf  einem  Projecdons- 
strahl  liegen.  Man  erkennt  somit  das  dritte  Gesetz  der  stereo- 
graphischen Projection  —  wie  natürlich  das  zweite  Gesetz  —  als 
einen  Specialfall  der  Thatsache,  daiüs  bei  der  Transformation  durch 
reciproke  Radien  die  Winkel  ungeftndert  bleiben.*) 

3.  Aber  gerade  der  umgekehrte  Weg  des  natürlichen  ist,  wie 
sich  sogleich  zeigen  wird,  eingeschlagen  worden.  Man  hat  sich  ver- 
hältnismäfsig  sehr  spät  dazu  entschlossen,  das  bei  der  Aufgabe  des 
Apollonius  auf  einzelne  Kreise  angewendete  Princip  auf  die  Ge- 
samtheit aller  Kreise  auszudehnen  und  neue  Wahrheiten  durch 
Übersetzung  alter  abzuleiten.  Als  einen  ersten  Schritt  in  dieser 
Richtung  kann  man  Steiner's  Untersuchungen  über  Kreis-  und 
Kugellehre  betrachten.  Man  kann  ganz  besonders  auf  die  Art  und 
Weise  au&nerksam  machen,  in  der  er  seinen  schönen  Schlieisungssatz 
über  Kreisreihen  beweist.**)  Da  er  ferner  ausdrücklich  (S.  21)  von 
der  Lösung  der  Aufgabe  spricht,  drei  Kreise  durch  einen  vierten 
unter  gegebenen  Winkeln  zu  schneiden,  und  von  der  analogen  rftum- 
lichen  Aufgabe,  so  muJs  entschieden  angenommen  werden,  dals  das 
Gesetz  der  Winkel-Erhaltung  ihm  nicht  bloljs  für  den  Fall  der  Be- 
rührung und  des  rechtwinkeligen  Schneidens  geläufig  war.  Aus- 
drücklich ausgesprochen  hat  er,  soviel  mir  bekannt  geworden,  das 
allgemeine  Gesetz  nicht 

4.  Projicirt  man  die'  Kugel  von  den  Endpunkten  eines  Durch- 
messers aus  auf  eine  zu  ihm  senkrechte  Ebene,  so  entsteht  offenbar 
eine  Beziehung  der  Ebene  in  sich,  bei  der  Kreise  im  allgemeinen 
in  Kreise,  wenn  sie  den  Schnittpunkt  des  Durchmessers  enthalten, 
in  Gerade  verwandelt  werden.  Dandelin  hat  diese  Überlegung  bei 
der  Untersuchung  einer  speciellen  bicircularen  Curve  dritter  Ordnung, 
der  „focale  a  noeud",  angestellt***)  Queteletf)  hatte  als  „Poeale" 
den  Ort  der  Brennpunkte  aller  Schnitte  eines  Kegels  bezeichnet, 
deren  Ebenen  auf  einer  Durchmesserebene  senkrecht  stehen  und 
durch  einen  Punkt  einer  ihrer  Mantellinien  hindurchgehen.  Aus 
dem  Rotationskegel  erhält  man  die  „focale  a  noeud",  die  Fui^unkt- 
curve  einer  Parabel.     Dandelin  beobachtet  nun,  daüs  die  Kreise, 


*)  Diesen  Beweis  für  den  dritten  Hauptsatz  teilt  P.  Serret  miir 
Ygl.:  Des  m^thodes  en  g^omätrie,  Paris  1866,  (S.  26). 

**)  Vgl.  Nr.  22  (Ges.  W.,  Bd.  1,  8.  42)  der  ofb  citirten  Abhandlung: 
Einige  geometrische  Betrachtungen,  Grelle*8  Jonm.,  Bd.  1,  1826,  S.  161 
—184,  262—288. 

***)  Dandelin,  M^moires  sur  quelques  propri^t^s  remarquables  de 
la  focale  parabolique,  Nouv.  M^m.  de  Pac.  de  Bmzelle«,  Bd.  2,  1822, 
S.  169—200, 

t)  Quetelet,  Dissertatio  de  quibusdam  locis  geometricis  nee  non 
de  curya  focali,  Gandavi  1819.  Die  Abhandlung  (Dissertation)  ist  mir 
nicht  zugänglich  geworden. 
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welche  den  Pol  enthalten,  in  ähnlicher  Beziehung  zu  seiner  Curre 
stehen,  wie  die  Tangenten  zu  einem  Kegelschnitt.  Es  läüst  sich 
z.  B.  aus  sechs  solchen  berührenden  Kreisen  ein  Sechsseit  bilden, 
dessen  Kreis-Diagonalen  auf^er  in  dem  Pol  der  Curve  sich  in  noch 
einem  anderen  Punkte  schneiden.  Er  beobachtet,  daijs  bei  der  be- 
schriebenen Transformation  ein  Kreis,  wenn  er  den  Pol  enthält,  in 
eine  Gerade,  sonst  in  einen  Kreis  transformirt  wird,  und  schlieüst 
daraus,  dals  zu  seiner  Curve  ein  Kegelschnitt,  und  zwar  eine  gleich- 
seitige Hyperbel,  invers  ist.  Er  stellt  in  Tabellenform  Eigenschafben 
des  Kegelschnittes  den  entsprechenden  der  Fufspunktcurve  gegenüber, 
bei  denen  Gerade  durch  Kreise,  die  den  Pol  der  letzteren  enthalten, 
vertreten  werden  (S.  190),  und  dehnt  dies  später*)  auf  die  Puls- 
pnnktcurve  eines  beliebigen  Kegelschnittes  aus,  beweist,  dals  auch 
diese  Curve  durch  zweimalige  stereographische  Projection  in  einen 
Kegelschnitt  verwandelt  werden  kann.  Er  macht  überdies  die  Be- 
merkung, daJGs  entsprechende  Punkte  auf  Geraden  eines  Büschels 
li^^n,  und  dals  das  Product  ihrer  Entfernungen  vom  Centrum  des- 
selben constant  ist(S.  9).  Dandelin  muTs  deshalb,  scheint  mir,  als 
Erfinder  der  Kreis -Verwandtschaft  bezeichnet  werden.  Dals  bei  der 
Verwandlung  die  Winkel  ungeändert  bleiben,  kann  ihm  unmöglich 
entgangen  sein;  ausdrücklich  ausgesprochen  hat  er  es  nicht. 

5.  E[ier  kann  ein  Satz  von  Quetelet**)  Erwähnung  finden.  Zieht 
man  von  einem  leuchtenden  Punkte  S  aus  Radien  vectoren  SA^  SB^ 
8C^  .  .  nach  den  Punkten  einer  Curve  und  beschreibt  um  A^B^C^  ... 
Kreise  mit  den  Radien  £  •  SA^  s  •  SB^  s  •  SC,  . .  .,  so  stehen  zu 
ihrer  Hüllcurve  senkrecht  alle  Strahlen,  die  nach  einem  bestimmten 
Exponenten  durch  Brechung  der  Strahlen  SA,  SB,  SC,  ...  an  der 
gegebenen  Curve  entstehen.  Bei  einer  Geraden  ist  diese  „caustique 
secondaire  par  r^fraction^'  ein  Kegelschnitt,  und  es  ergiebt  sich,  von 
Qnetelet  auf  Gergonne  und  de  la  Rive  zurückgeführt,  der  Satz, 
daJs  die  Strahlen  eines  Büschels  an  einer  Geraden  in  die  Normalen 
eines  Kegelschnittes  gebrochen  werden.  Es  ergiebt  sich  femer  mit 
Leichtigkeit  das  von  Descartes***)  und  Huygensf)  ausgesprochene 
Theorem,  dals    eine  in  bipolaren  Coordinaten  durch  die  Gleichung 


^  Dandelin,  Sur  les  intersections  de  la  sph^re  et  d'un  cöne  du 
aecond  degr^^  Nouv.  M^.  de  Tac.  de  Bruzelles,  Bd.  4,  1827,  S.  1—10. 

**)  Qnetelet,  Memoire  snr  mie  nouvelle  mani^re  de  consid^rer  les 
eanstiquea,  prodnites,  soit  par  räflezion  seit  par  r^firactioD,  Nouv.  Mäm.  de 
Vac.  de  Brnxelles,  Bd.  3,  1826,  S.  87—140.  Qnetelet,  ß^sum^  d'une 
Bonvdle  th^oxie  des  caustiques  etc.,  Nouv.  M^m.  de  Tac.  de  Bruxelles, 
Bd.  4,  1827,  8.  79—109. 

***)  La  g^mdtrie  deBen^  Descartes,  Nouvelle  Edition,  Paris  1886: 
ExplicatioB  de  quatre  nouveaux  genres  d'ovales  qui  servent  ä,  Toptique, 
S.  41  ff. 

t)  Christian  HuygheiiB,  Traitd  de  la  lumiäre,  Leyden  1690, 
S.  101  ff.    Die  Zeit,  welche  bei  einer  Cutve  vom  Gesetz  ar^  +  ßr^  =  2a 
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gegebene  Corre  (Gartesiscbes  Oval)  die  Ton  einem  Pol  ausgehenden 
Strahlen  in  solche  bricht,  die  in  dem  anderen  Pol  zusammenlaufen. 
Die  ^canstique  secondaire  par  reflezion"  (e  =s  l)  entsteht  durch  Ver- 
grofoemng  im  Verhältnis  2:1  aus  der  Fufspunktcurre,  und  es  ergiebt 
sich  ftlr  Quetelet  der  allgemeine  Satz:  „Sucht  man  von  einer  Curye 
die  „caustique  secondaire  par  reflexion"  hinsichtlich  eines  Punktes  und 
ihre  polarreciproke  Curve  hinsichtlich  eines  Kreises  um  diesen  Punkt, 
so  gelangt  man  zu  zwei  inversen  Curven"  —  S.  101  der  zweiten 
Arbeit  — ,  ein  Satz,  den  Hirst  auf  die  von  Roberts*)  eingeführte 
Reihe  der  Fulspunktcurven  und  negativen  Fulspunktcurven  einer 
gegebenen  ausgedehnt  hat.  Die  „caustique  secondaire  par  reflexion^* 
des  Kegelschnittes  ist  somit  zu  einem  Kegelschnitt  invers. 

6.  Nachdem  Plücker  zunächst  1828**)  erwiesen  hatte,  da& 
je  zwei  hinsichtlich  eines  Kreises  conjugirte  und  mit  seinem  Mittel- 
punkte M  auf  einer  Geraden  liegende  Punkte  in  einer  Verwandtschaft 
einander  entsprechen,  in  der  zu  einem  Kreise  ein  Kreis,  bez.  eine 
Gerade  gehört,  beweist  er  später,  dafs  auch  die  Winkel  erhalten 
bleiben;  einer  Greraden  entspricht  ein  Kreis,  dessen  Tangente  in  M 
zu  ihr  selbst  parallel  ist,  einem  Geradenpaar  ein  Kreispaar,  das  sich 
in  M  und  also  auch  im  dem  zweiten  Schnittpunkt  unter  demselben 
Winkel  schneidet.  Er  erläutert  nun  dies  Princip  an  einer  Reihe 
von  Beispielen***),  nachdem  er  schon  in  einer  früheren  Abhandlung 
eine  elegante  Lösung  der  Aufgabe  des  ApoUonius  nach  dieser 
Methode  gegeben  hatte,  f)  „Die  Absicht  dieses  Aufsatzes  ist,"  wie 
er  sagt,  „Analogien  zwischen  Sätzen  über  Kreise  und  Sätzen  über 
gerade  Linien  nachzuweisen." 

Man  sieht  in  Plücker 's  Nachweis  der  Winkelgleichheit  dasselbe 
Princip    wieder   hervortreten,    das    schon   bei  der  stereographischen 

erforderlich  ist,  um  über  zwei  Brennstrahlen  von  einem  Brennpunkt  zum 
anderen  zu  gelangen,  bleibt  constant,  wenn  man  die  GeschwincUgkeit  aaf 

dem  einen  Bremistrahl  zu  ~ ,  auf  dem  anderen  zu  -^  proportional  nimmt 

"  P 

Aus  einer  ähnlichen  Entwickelunff  folgert  Huygens,  dafs  Strahlen,  die 

parallel  zur  Hauptaxe  auf  eine  Empse  oder  Hyperbel  fallen,  bei  einem  be- 
stimmten Brechungsezponenten  nach  einem  Brennpunkte  sebrochen  werden. 
*)  William  BoDerts,  Application  de  la  Üi^orie  des  transcendantes 
elliptiqaes  etc.,  Liouv.  Joum.,  Bd.  10,  1846,  S.  177—198. 

^)  Plücker,  Analytisch-geometrische  Entwickelungen,  Bd.  1,  Essen 
1828,  Nr.  181  ff. 

***)  Über  ein  neues  Übertragimgsprincip,  Analytisch -geometrische 
Aphorismen  V,  Crelle's  Joum.,  Bd.  11,  1884,  S.  219  —  226.  Julius 
Plücker 's  gesammelte  wissenschaftliche  Abhandlungen,  Erster  Band, 
Mathematische  Abhandlungen.  Herausgegeben  von  A.  SchOnflies,  Leipzig 
1896,  8.  277—283.     (Abb.,  Bd.  1.) 

t)  J.  Plücker,  Analytisch -geometrische  Aphorismen  II,  Orelle'B 
Journ.,  Bd.  10,  1838,  S.  293—299  (Abb.,  Bd.  1,  S.  246—262). 
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Projeciion  beobachtet  wurde,  und  das  nian  ohne  weiteres  auf  die 
raumliche  Transformation  durch  reciproke  Badien  anwenden  könnte, 
nachdem  einmal  gezeigt  ist,  dafs  Kugeln  in  Kugeln  übergeführt 
werden,  und  dafs  an  irgend  zwei  entsprechenden  Punkten,  z.  B.  im 
Pol  und  dem  unendlich  fernen  Gebilde,  Winkelgleichheit  herrscht. 
Man  kann  auch  daran  anknüpfen,  dais  die  Centrale  zweier  ent- 
sprechenden Kugeln,  weil  sie  den  Pol  der  Inversion  enthält,  zwei 
Paare  entsprechender  Punkte  mit  parallelen  Tangentialebenen  aus- 
schneidet, in  denen  offenbar  Winkelgleichheit  stattfindet.  Es  werden 
deshalb  je  zwei  entsprechende  Kugeln  conform  auf  einander  ab- 
gebildet, und  folglich  wird  der  ganze  Batun  in  den  kleinsten  Teilen 
ähnlich  transformirt. 

7.  Als  derjenige,  der  die  Transformation  durch  reciproke  Badien 
zuerst  auf  Fl&chen  anwendete,  wird  von  englischer  Seite  wiederholt 
Stubbs'^)  genannt;  er  wendet  dieselbe  auf  Curven  und  Flächen 
zweiter  Ordnung  an,  beobachtet  in  beiden  Fällen  die  Winkelgleichheit, 
stellt  fest,  dals  den  Kreisscharen  und  Nabelpunkten  des  Ellipsoids 
analoge  Gebilde  einer  Fläche  vierter  Ordnung  entsprechen  etc.  Dem 
schHeOsen  sich  zwei  Arbeiten  von  Liouville  an.**)  In  der  ersten 
Aiheit  beobachtet  er,  dafs  die  von  Thomson  als  „Pnncip  der  elektri- 
schen Bilder*'***)  eingeführte  Transformation  durch  reciproke  Badien 
jedes  unendlich  kleine  Dreieck  in  ein  ähnliches  überführt,  in  der 
zweiten  weist  er  nach,  daEs  diese  Transformation  in  Verbindung  mit 
der  Ähnlichkeit  das  einzige  Mittel  zur  confonuen  Baumtransfonnation 
bildet.  Hiermit  war  für  den  Baum  allerdings  jene  Quelle  schönster 
Entwickelungen  von  vorne  herein  verstopft,  die  aus  der  conformen 
Abbildung  von  Oberflächen  auf  die  Ebene  und  der  Ebene  in  sich 
entspringen.-]-)       Etwas     später     liegen     Schriften     von     Hartff), 


•)Stnbb8,  On  the  application  of  a  new  Method  to  the  Geometiy 
of  Cnrres  and  Cnrve  Surfaces,  Phil.  Mag.,  Bd.  23,  1843,  S.  338—347. 

**)  Liouville,  Note  au  siget  de  Tarticle  prdcedent  (ron  Thomson), 
Liouv.  Jonm.,  Bd.  12,  1847,  S.  265—290.  Liouville,  Extension  au  cas 
des  trois  dimensions  de  la  qaestion  du  trac^  g^ographique,  Note  VI, 
8.609 — 616  von:  Monge,  Application  de  Tanalyse  k  la  g^omätxie,  cinqoiäme 
Edition,  revue,  annot^e  et  corrig^e  par  M.  Lionville,  Paris  1860. 

*^  Thomson,  Note  sur  les  lois  ^l^mentaires  de  Tälectricit^  statique, 
Lioay.  Jonm.,  Bd.  10,  1846,  S.  209—221  und  Extraits  de  deux  lettres 
adress^s  ä  M.  Liouville,  Liouv.  Jonm.,  Bd.  12,  1847.  S.  266—264. 

t)  Den  klassischen  Untersuchungen  von  Euler,  Lagrange,  Gaufs 
geht  als  ein  erster  Vorläufer  die  Abbildung  der  Eugeloberfläche  auf  eine 
Sichel  voran,  durch  welche  Lambert  die  Brücke  zwischen  der  stereo- 
graphischen und  der  Mercator'schen  Projection  schuf.  Vgl.  Lambert, 
Beyträge  zum  Gebrauche  der  Mathematik  etc.,  Bd.  3,  Berlin  1772  (VI, 
Anmerkungen  und  Zusätze  zur  Entwerfung  der  Land-  und  Himmelscharten, 
S.  106—199). 

tt)  Hart,  An  acconnt  of  some  transformations  of  Curves,  Camb.  Dubl. 
Joum.,  Bd.  8  (12),  1863,  S.  47—60. 
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Ferrers*),  Hirst**),  sowie  die  schon  erwähnte  Schrift  von 
P.  Serret  (XIV,  2).  Hirst  giebt  in  der  erstgenannten  Schrift  eine 
Yerallgemeinerong  des  Que  tele  tischen  Satzes  auf  Flächen:  „Man 
nehme  zuerst  zn  einer  Fläche  die  polarreciproke  hinsichtüch  einer 
Kugel,  sodann  von  der  ersten  die  negative  (»  —  1)  te,  von  der  zweiten 
die  positive  nte  FuDspunktfläche  des  Mittelpunktes;  alsdann  entstehen 
hinsichtlich  der  Kugel  inverse  Flächen".  Für  ein  Ellipsoid  und 
seinen  Mittelpunkt  ist  die  Fulspunktfläche  mit  FresneTs  Elastidtäts- 
fläche  identisch;  die  negative  Fulspunktfläche  ist  nach  Caylej  von 
der  zehnten  Ordnung,  folglich  ist,  wie  Hirst  schliefst,  die  zweite 
Fufspunktfläche  des  Ellipsoids  „wahrscheinlich"  von  der  20.  Ordnung. 
Die  zweite  Abhandlung  ist  insofern  nicht  ohne  Interesse,  als  Hirst 
aus  der  Erhaltung  der  Winkel  und  der  Thatsache,  dafe  Gerade  in 
Kreise  durch  den  Anfangspunkt  übergeführt  werden,  den  Schloüs 
zieht,  daüs  jede  Kugel  in  eine  Kugel  übergeführt  wird. 

8.  Zu  einem  ersten  Abschluls  gelangt  die  Lehre  von  der  Kreis- 
und  Kugel-Verwandtschaft  durch  die  Abhandlungen  von  Möbius.  In 
der  ersten  derselben***)  wendet  er  das  Princip  an,  daljs  eine  Be- 
ziehung zwischen  Strecken  einer  Greraden  in  Beziehungen  zwischen 
Strecken  und  Winkeln  einer  Ebene  umgesetzt  werden  kann,  wenn 
man  als  Entfernung  zweier  Punkte  rr  -f-  *y  und  a?'-f-  iy'  der  com- 
plexen  Zahlenebene  die  Größse  x'  —  a?  +  ♦  (y'  —  y)  einführt.  In 
seiner  zweiten  Abhandlung f)  gelangt  er  zur  „Kreis -Verwandtschaft". 
Hat  man  zwischen  u  ==  a;  -+-  iy  und  r  =  |  -f-  tiy  die  allgemeinste 
bilineare  Gleichung  angenommen,  so  besteht  zwischen  irgend  zwei 
homologen  Quadrupeln  Doppelverhältnis-Gleichheit,  und  hieraus  folgt, 
dafs  zu  jedem  Kreise  der  einen  Ebene  ein  solcher  der  anderen  Ebene 
gehört,  sowie  dalfi  entsprechende  Winkel  einander  gleich  sind. 

Im  Gewand  des  Rechnens  mit  Aequipollenzen  war  Bella vitis 
schon  1836  zu  Entwickelungen  ähnlicher  Art  gelangt. ff)  Die 
P  lücker 'sehe  AuflFassungs weise  der  Inversion,  nach  der  die  Punkte- 
paare   conjugirt    sind    hinsichtlich    eines    Kreises    und   ndt   seinem 

*)  Ferrers,  On  the  inversion  of  corves,  Quart.  Joum.,  Bd.  1,  London 
1867,  8.  82—36. 

**)  Hirst,  Snr  la  courbure  d'une  s^rie  de  surfaces  et  de  lignes, 
Annali  di  Mat.,  Bd.  2,  1869,  8.  96—112,  148—167.  (Die  Gesetze  der  In- 
version, 8. 163 — 164,  Note  1).  T.  A.  Hirst,  On  equally  attracting  Bodies, 
Phil.  Mag.,  Bd.  16,  1868,  8.  161—177. 

***)  Möbius,  Über  eine  Methode,  um  von  Relationen,  welche  der 
Longimetrie  angehören,  zu  entsprechenden  Sätzen  der  Planimetrie  zu  ge- 
langen, Leipz.  Ber.,  Bd.  4,  1862,  8.41—64;  Auffust  Ferdinand  MöbiuB' 
Gesammelte  Werke,  herausgegeben  von  F.  Klein,  Bd.  2,  Leipzig  1886, 
8.  188—204. 

t)  Möbius,  Über  eine  neue  Verwandtschaft  zwischen  ebenen  Figoren, 
Leipz.  Ber.,  Bd.  6,  1863,  8.  14—24  (Ges.  W.,  Bd.  2,  8.  206— 217J. 

tt)  Bellavitis,  Teoria  delle  figure  inverse  e  loro  uso  nella  Geometris 
elementare,  Ann.  d.  sc.  del  regno  lombardo-veneto,  Bd.  6,  1836,  8. 126—141. 
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Centrnm  auf  Geraden  liegen,  dehnte  er  1838  auf  einen  beliebigen 
Kegelsdmitt  aus*),  eine  Form  der  quadratischen  Verwandtschafi;, 
die  später  durch  Schriften  von  Hirst  allgemeiner  bekannt  wurde, 
und  deren  räumliche  Form  Geiser  untersucht  hat.  Ich  komme 
hierauf  zurftck. 

9.  Kehren  wir  aber  zu  Möbius  zurück.  Schon  am  SchluGs  seiner 
eisten  Abhandlung  stellt  er  den  Satz  auf:  „Jede  Verwandtschaft, 
bei  der  Kreise  in  Kreise  übergeführt  werden,  ist  eine  winkeltreue 
Abbildung,  und  analoge  Sätze  gelten  im  Baum^S  In  einer  Abhand- 
lung aus  dem  Jahre  1855*^)  führt  er  dies  näher  aus.  Die  Geraden 
einer  Ebene  können  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammen 
als  Kreise,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  angesehen  werden,  ihnen 
entsprechen  in  einer  kreisrerwandten  Ebene  entweder  die  den  „Central- 
pnnkt^^  enthaltenden  Ejreise,  oder  die  Geraden  derselben.  Im  zweiten 
Fall  mufs  jedem  Rechteck,  als  einem  Parallelogramm  mit  umschriebenem 
Kreise,  ein  Rechteck,  jedem  Quadrat,  als  einem  Parallelogramm  mit 
auf  einander  senkrechten  Diagonalen,  ein  Quadrat  entsprechen;  einem 
Rechteck,  dessen  Seiten  im  Verhältnis  m :  n  stehen,  entspricht,  da  es 
aus  m  . «  Quadraten  zusammengesetzt  ist,  ein  analoges  Rechteck;  da 
die  Diagonalen  solcher  Rechtecke  einander  entsprechen,  so  herrscht  in 
je  zwei  entsprechenden  Punkten  Wiakelgleichheit,  und  die  Verwandt- 
schaft ist  mit  der  Ähnlichkeit  identisch.  Auf  den  allgemeinen  Fall 
überträgt  Möbius  seine  Entwickelung,  indem  er  als  Gerade  zweier 
unendlich  kleiner  Gebiete  die  Kreise  betrachtet,  die  aus  detP  Gebieten 
zu  zwei  endlich  entfernten  entsprechenden  Punkten  fähren. 

Zwei  entsprechende  Winkel  sind  nicht  nur  absolut,  sondern, 
wenn  man  in  jeder  Ebene  einen  positiven  Drehungssinn  passend 
einfährt,  dem  Vorzeichen  nach  einander  gleich.  Sind  M  und  N"  die 
„Gentndpunkte^  der  beiden  Ebenen,  so  dafs  den  Geraden  AB  und 
Ä'B'  die  Kreise  A'  B^ N'  und  ABM  entsprechen,  so  kann  man  die 
Winkelvergleichungen 

MAB  =  N'B'A\  ABM=B'A'N,  AHB  =  —  A'N'B' 

machen  (§9).  Man  kann  hieraus  schlieisen,  dals  ABMjmdi  B'  A' N' 
ähnlich  sind,  also  AM.A'N'  constant  ist.  Die  entsprechende  Be- 
trachtung wird  auf  räumliche  Figuren  angewendet  (§  32  ff.).  Zwei 
ebene  kreisverwandte  Figuren  können  stets  in  inverse  Lage  gebracht 
werden.  Bei  zwei  räumlichen  kreisverwandten  Figuren  kann  ent- 
weder die  erste  selbst,  oder  ihr  Spiegelbild  in  die  inverse  Lage 
zur  zweiten  gelangen.  Um  diesen  Gegenstand  zu  erledigen,  er- 
wähne ich  sogleich  die  Arbeit  von  Möbius  über  Involutionen  in 

*)  Bellavitis,  Saggio  di  geometria  derivata,  Nuovi  Saggi  deir  acc. 
di  Padova,  Bd.  4,  1888,  8.  248—288. 

**)  Die  Theorie  der  Kreisverwandtschafb  in  rein  geometrischer  Be- 
handlung, Leipz.  Abb.,  Bd.  2,  1866,  8. 629—696  (Ges.  W.,  Bd.  2, 8. 243-814). 
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XY.  Die  Angabe  des  Apollonins. 

1.  Meine  Darstellniig  würde  ganz  unvollständig  sein,  wenn  ich 
nicht  znm  Schlois  die  altberühmte  Aufgabe  des  Apollonius  be- 
handeln wollte,  die  Kreise  zu  finden,  welche  drei  gegebene  berühren. 
Grade  der  Beschäftigung  mit  dieser  Aufgabe  verdankt  die  Kreis- 
lehre  ihre  bedeutendsten  Fortschritte.  Die  merkwürdigen  Gesetze, 
die  hier  zu  Tage  traten,  waren  es  zumeist,  die  zum  SchluDs  den 
Kreis  als  eine  Onrve  zweiter  Ordnung  erkennen  lehrten,  der  durch 
zwei  feste  Punkte  hindurchgeht. 

Dieser  Entwickelung  sollte  eigentlich  eine  zweite  an  die  Seite 
gestellt  werden  über  jene  berühmte  andere,  weit  schwierigere  Auf- 
gabe, drei  Kreise  zu  zeichnen,  welche  einander  und  je  zwei  Seiten 
eines  Dreieckes  berühren.  Schon  1803  hatte  Malfatti'^)  eine  ein- 
fache Lösong  dieser  Aufgabe  herausgegeben,  deren  Bestätigung  bereits 
wiederholte  Veröffentlichungen  vonGergonn  e,  Lechmütz  und  anderen 
hervorgerufen  hatte,  als  Steiner  1826**)  eine  äuijserst  elegante 
Lösimg  ohne  Beweis  erscheinen  liefs.  Schröter  hat  1874  diese 
Construction  in  einfachster  Weise  begründet.  Seine  Veröffentlichung 
ist  mit  eingehenden  Litteratumachweisen  versehen;  ich  glaube  mich 
mit  dem  Hinweis  auf  diese  Arbeit  begnügen  zu  sollen.***) 

2.  Aus  dem  siebenten  Buch  der  collectanea  des  Pappusf) 
wissen  wir,  dals  Apollonius  zwei  Bücher  „Über  Berührungen*^ 
hinterlassen  hat,  in  welchen  er  die  Aufgabe,  an  drei  Kreise  den  be- 
rührenden zu  zeichnen,  mit  den  Specialfällen  löst,  wo  einzelne  Kreise 
in  Punkte  oder  Gerade  ausarten.  Specialfälle  dieser  Aufgabe  be- 
schäftigen Papp  US  im  vierten  Buche  seiner  Sanmilung.  Gerade,  die 
durch  den  Mittelpunkt  M  der  Centrale  zweier  gleicher  Kreise  hindurch- 
gehen, treffen  sie  in  Punktepaaren  A^  A^\  B^  B^\  C,  Cj ;  . . . ,  für  die 

MA  .  MA^  =  MB  •  MB^  =  MC  •  MC^  =  •  •  • 

ist;  ein  Kreis,  der  beide  ungleichartig  berührt,  hat  hinsichtlich  M 
die  Potenz  MA'MA^  Aus  einem  gegebenen  Punkte  E  ergiebt  sich 
ein  zweiter  mittels  der  Festsetzung 

ME  •  ME^  =  MA  '  MA^. 

Der  Kreis,  welcher  durch  E  und  E^  hindurchgeht  und  einen  der 
gegebenen  berührt,  wird  von  selbst  den  anderen  berühren.  Der 
Berührungspunkt  F  muis  aber  so  bestimmt  sein,  dafs  die  zweiten 


*)  Malfatti,   Memoria  sopra  nn  problema  stereotomico,   Mem.  d. 
80C.  It,  Bd.  10,  Th.  1,  Modena  1803,  S.  236—244. 

•*)  Steiner,  Einige  geometrische  Betrachtungen  etc.  (Ges.  W.,  Bd.  1, 
S.  36.) 

***)  Schröter,   Die   Steiner*Bche  Aoflösmig   der   Malfatti 'sehen 
Aufgabe,  Crelle's  Joum.,  Bd.  77,  1874,  S.  230—244. 

t)  Pappi  collectionis  etc.  ed.  Hultsch,  Bd.  2,  S.  647. 
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ein  Kreis  drei  gegebene  berühren,  so  wird  ein  concentrischer  Kreis, 
der  einen  der  Mittelpunkte  enthält,  zwei  gegebene,  zn  den  beiden 
anderen  ooncentrische  Kreise  berühren.  Yieta  polemisirt  ziemlich 
scharf  gegen  Adrianns  Bomanus,  weil  er  die  Aufgabe  mit  un- 
angemessenen Mitteln,  mit  Hülfe  von  Kegelschnitten,  gelöst  habe. 
Adrianus  hatte  beobachtet,  dals  die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  die 
zwei  gegebene  berühren,  zwei  Kegelschnitten  angehören;  deren  Brenn- 
punkte in  die  gegebenen  Mittelpuskte  fallen,  so  daijs  man,  mit  Lambert 
zu  sprechen,  „mit  Hülfe  dreyer  Schnüre  die  Aufgabe  hurtig  lösen 
kann*\  Newton  hat  indessen  gezeigt,  wie  einfach  man  von  dieser 
Seite  her  zu  einer  Lösung  mit  Zirkel  und  Lineal  gelangen  kann. 
Soll  ein  Punkt  Z  so  bestimmt  werden,  dals  ZA  —  ZB  und 
ZA  —  ZC  gegebene  Werte  erhalten,  so  ist  er  ein  Schnittpunkt 
zweier  Hyperbeln,  für  deren  jede  zu  dem  Brennpunkt  A  eine  be- 
stimmte Directrix  gehört.  Fällt  man  auf  dieselben  die  Lote  ZV 
und  Z§,  so  müssen  ZP,  Zß,  ZA  in  gegebenem  Verhältnis  stehen. 
Deshalb  ist  zunächst  eine  vom  Kreuzungspunkt  "R  der  Birectrices 
aosgehende  Gerade  ein  Ort  für  den  gesuchten  Punkt,  und  da  nun 
auch  Zi2  zu  ZA  in  einem  gegebenen  Verhältnis  steht,  so  ergiebt 
sich  als  zweiter  Ort  für  denselben  ein  Kreis.*) 

4.  Das  räumliche  Gegenstück  zu  Vieta's  Lösung  bietet  Fer- 
mat.**)  Eine  Transformation  durch  reciproke  Badien,  welche  eine 
Kugel  in  sich  überfahrt,  muüs  notwendig  eine  berührende  Kugel  in 
eine  andere  berührende  Kugel  oder  Ebene  überführen.  Hätte  näm- 
lich die  zweite  Kugel  eine  Curve  mit  der  gegebenen  gemeinschaft- 
lich, so  würde  auch  die  erste  Kugel  mit  ihr,  anstatt  eines  Punktes, 
eine  Curve  gemein  haben.  Genau  in  der  Art,  wie  es  Vieta  im 
Fall  der  Ebene  macht,  kann  nun  die  Aufgabe,  die  berührende 
Kugel  zu  yier  gegebenen  zu  iBnden,  auf  die  andere  zurückgeführt 
werden,  durch  drei  Punkte  eine  Kugel  zu  legen,  die  eine  gegebene 
Ebene  berührt 

5.  Bezeichnet  man  mit  ^  J?,  C  die  Mittelpunkte,  mit  o,  2),  c  die 
Radien  dreier  Kreise,  mit  x  und  M  Badius  und  Oentnun  eines  sie 
berührenden  Kreises,  so  sind  +aJ  +  a,  +a?  +  l>,  i^db^  ^®  ^n\r 
femungen  MA^  MB^  MC]  zwischen  ihnen  besteht  eine  Beziehung, 
aus  der  sofort  eine  quadratische  Gleichung  für  x  entspringt.  Diese 
Erwägung  liegt  den  meisten  Behandlungen  des  ProbloKts,  bis  in  den 
Anfang  unseres  Jahrhunderts  hinein,   zu  Grunde.     Gewöhnlich  wird 


^  Newton,  Prindpia,  Liber  I,  Lemma  16.  Auch  THofipital  wird 
dnxch  die  Angabe,  einen  Kegelschnitt  ans  drei  Punkten  und  einem  Brenn- 
punkt zu  oonstroiien,  zu  der  Aufgabe  des  Anollonins  gefOhrt.  Er  löst 
die  Aufgabe  auf  rechnendem  Wege  und  giebt  eine  Constniotion  für  die 
Mitielpimkte:  Sections  coni^nes,  S.  879,  art.  4S4. 

*^)  A.  a.  0.  S.  99  ^  Eme  Übersetzung  Ton  Hachette  findet  sich: 
Jounu  de  V4o,  pol,  Heft  7  u.  8,  1812,  S.  279—289. 
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eine  scheinbare  Vereinfachung  durch  Einführung  eines  Winkels 
und  zweier  anliegender  Seiten  des  Dreiecks  ABC  erzielt,  so  dal5 
eine  sehr  unsynunetrische  Form  der  Gleichung  herauskommt.  Die 
älteste  Erörterung  dieser  Art  ist  die  von  Descartes*),  verwandter 
Natur  sind  die  von  Newton**),  Euler***),  Fufsf)  und  Lam- 
bert.f'l')  Eine  symmetrische  Lösung  der  Aufgabe  hat,  wie  es  scheiBt, 
zuerst  Oberreit  angegeben-ff f )    Er  stellt  den  Badius  x  in  der  Form 

ax  =  —  c±Yb 

dar  und  giebt  sjrmmetrische  Werte  von  A^  1?,  C  als  Functionen  der 
Radien  und  Centralen  der  Kreise.  Nachdem  Carnot  die  Beziehung 
unter  den  sechs  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks  aufgestellt  hat, 
gewinnt  er  sofort  eine  möglichst  symmetrische  Lösung  der  Aufgabf 
in  der  Ebene  *f).  An  die  Beziehungen  unter  den  sechs  Seiten  eines 
sphärischen  Vierseits  knüpft  er  einmal  eine  Lösung  der  Aufgabe 
auf  der  Kugel  *ff),  sodann,  unter  Bevorzugung  einer  Ecke  des  Mittel- 
punkttetraeders, eine  Lösung  des  Problems,  zu  vier  Kugeln  die  be- 
rührende zu  finden.  *f ff) 

Derselbe  Gedankengang  liegt  Abhandlungen  von  Euler f*), 
Poissonf**),  Binetf***)  und   Hachette**f)   über  diesen   Gegen- 

*)  Descartes,  A  Mme.  la  princesse  Elisabeth  etc.  touchant  le  pro- 
bl^me,  trois  cercles  ^tant  doim^s,  trouver  le  quatri^me  qui  tonche  le» 
trois.  Oeuvres  de  Descartes,  Ed.  Co  nein,  Bd.  9,  Paris  1825,  S.  143—164. 
(Die  Briefe  sind  undatirt.) 

**)  Newton,  Arithmetica  universalis,  Cambridge  1707,  (Problemati 
geometrica  etc.,  iSrobl.  43—47,  Ed.  Gravesande,  Leyden  1732,  S.  141  ff. 

••*)  Euler,  Solutio  faciHs  problematis,  quo  quaeritur  circulus,  qui 
datos  tres  circulos  tangat,  Nova  Acta  Ac.  sc.  imp.  Petropolitanae,  Bd.  6, 
1790,  S.  96—101  (Conv.  exh.  d.  4  Novembr.  1779). 

t)  Fufs,  Solution  du  probl^me  de  trouver  un  cercle  qui  touche 
trois  cercles  donn^s  de  grandeur  et  de  position,  Nova  Acta  Ac.  sc.  itnp. 
Petropolitanae,  Bd.  6,  1790,  S.  100—113. 

tt)  J.  H.  Lambert*8  etc.  deutscher  gelehrter  Briefwechsel,  heraus- 
gegeben von  Job.  Bernoulli,  Bd.  1,  Berlin  1781,  S.  310— 814;  Brief  von 
Lambert  an  Holland  vom  11.  Dec.  1768  (Grunert's  Arch.,  Bd.  28, 
1867,  S.  354—363).  Holland  stellt  (S.  308}  Lambert  die  Aufgabe 
mit  dem  Bemerken,  dafs  er  selbst  eme  „bis  zum  Ekel**  compliciite 
biquadratische  Gleichung  erhalten  habe. 

ttt)  Ibidem,  Bd.  6,  zweiter  Teil,  Berlin  1787,  S.  264—266. 
*t)  Carnot,  G^om^trie  de  position,  Paris  1803,  S.  390. 

•+t)  Ibidem,  8.  416.  j 

•ttt)  Ibidem,  S.  416.  ] 

tj  Euler,  Solutio  facilis  problematis,  quo  quaeritur  sphaera  qnae 
datas  quatuor  sphaeras  utcunque  dispositas  contingat,  M^m.  de  TAc.  de 
St.  P^tersbourg,  Bd.  2,  1810,  S.  17—28,  (conv.  exh.  d.  16  Nov.  1779). 

t**)  Poisson,  Solution  analytique  du  probl^me  d'une  sph&re  qui  en 
touche  quatre  autres,  Nouv.  Bull.  d.  sc,  par  la  Soc.  Philomatique  de 
France,  Bd.  3,  1812,  S.  141—144. 

t***)  Binet,  Sur  la  dätermination  analytique  d'une  eph^re  tangente  a 
quatre  autres,  Joum.  de  Täc.  poL,  Heft  17,  1816^  S.  113—128. 

**t)  Hachette,  Solution  analytique  de  ce  probläme:  Dätexminer  le 
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stand  zn  Grnuide.  Endlich  entwickelt  Carnot  die  Beziehung  unter 
den  10  Kanten  eines  räumlichen  Fünfecks  in  voller  Länge  und 
bemeiict,  daüis  aus  ihr  eine  symmetrische  Form  der  Gleichung  fär 
den  Radius  einer  Kugel*)  folge,  die  vier  vorliegende  berührt  oder 
unter  gegebenen  Winkeln  schneidet. 

6.  Die  ersten  geometrischen  Behandlungen  unserer  Aufgabe  sind 
von  Hachette  veröffentlicht  worden.**)  Den  Ausgangspunkt  bildet 
die  Untersuchung  der  Kugeln,  welche  drei  gegebene  berühren;  die 
Yerbindungslinien  ßy^  ya,  aß  dreier  Berührungspunkte  gehen  durch 
drei  in  einer  Geraden  liegende  Ahnlichkeitspunkte;  es  ergeben  sich 
auf  diese  Art  vier  solche  Kugelscharen.  Bei  zwei  Kugeln  der- 
selben Schar  liegen  die  Kreise  aj5y,  cc'ß'y'  auf  einer  Kugel,  deren 
Schnittkreis  mit  der  ersten  Kugel  z.  B.  die  Kreise  aßy  und  a'ß'y' 
in  u  und  a  berührt,  so  daljs  die  Tangenten  der  letzteren  in  einem 
Punkte  der  Ähnlichkeitsaxe  zusanmienlaufen.  Die  Berührungspunkte 
a^a^  oT^  ...  gehören  mithin  einem  Kreise  an,  der  zur  Centralebene 
senkrecht  steht.***)  Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  berührenden  Kugeln 
ist  also  ein  Kegelschnitt,  da  er  in  einer  zur  Ähnlichkeitsaxe  senk- 
rechten Ebene  liegt  und  von  den  Mittelpunkten  der  drei  Kugeln  aus 
durch  gerade  Kegel  projicirt  wird.  Ich  habe  dies  schon  an  früherer 
Stelle  angef&hrt,  um  zu  zeigen,  wie  Dupin  zu  seinem  schönen  Satz 
von  der  Focalen  gelangte.  Des  Zusammenhangs  wegen  führe  ich  es 
nochmals  an.  Die  vier  so  entstandenen  Kegelschnitte  schneiden  die 
Gentodebene  in  acht  Punkten,  den  Mittelpunkten  der  Kreise,  welche 
die  in  der  Centralebene  liegenden  Kreise  der  drei  gegebenen  Kugeln 
zugleich  berühren.  Um  zu  vier  Kugeln  -4,  5,  C,  D  die  berührenden 
zu  finden,  werden  auf  einer  von  ihnen,  etwa  -4,  die  Orte  A;,  ?,  m,  n 
und  Ä',  r,  m\  n  der  Berührungspunkte  der  Kugeln  hergestellt,  die 
Ä^B^C  und  A^  Bj  D  zugleich  berühren.  Sechzehn  unter  den  Schnitt- 
punkten der  ersteren  mit  den  letzteren  Kreisen  sind  die  gesuchten 
Berührungspunkte,  f)  Auf  den  Schnittkreisen  der  Kugeln  -4,  B^  C 
mit  ihrer  Centralebene  schneiden  der  Kreis  h  und  die  beiden  ent- 
sprechenden auf  B  und  C  die  Berührungspunkte  zweier  Kreise  aus, 


centre  et  le  rajon  d*mie  Sphäre  qui  touche  quatre  sph^res  dorniges,  Joom. 
de  l'ÄJ.  pol.,  Heft  17,  1815,  S.  129—136. 

*)  Uarnot,  Memoire  sur  la  relation  etc.,  Paris  1806,  S.  48 ff. 
•^  M^oire  snr  le  contact  des  sph^res,  (travaux  de  r^cole),  mitgeteilt 
von  Hachette,  Corr.  de  V4tc.  pol.,  Bd.  1,  Nr.  2,  1804,  S.  17—28.   Hachette, 
Supplement  de  la  g^m^trie  descriptive,  Paris  1812,  S.  21 — 36. 

*^  £inen  ans^tischen  Beweis  fOr  dies  Theorem  giebt  Hachette  in 
der  Abhandlung:  Th^räme  de  g^om^trie,  Corr.  de  T^c.  pol.,  Bd.  2,  Nr.  6, 
1818,  S.  425—429. 

t)  In  der  ersten  Auflage  der  Corr.  de  T^c.  pol.  (1804)  war  jeder 
Schnit^onkt  eines  Kreises  X;,  2,  m,  n  mit  einem  Kreise  Xf ,  T,  m\  n  als  ein 
Berührong^nnkt  bezeichnet  und  die  Zahl  der  berührenden  Kugeln  auf 
82  angegeben  worden  (Corr.  de  T^c.  pol.,  Bd.  1,  zweite  Auflage,  S.  40). 
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die  alle  drei  berühren.  Dandelin*)  hat  hieraus  eine  Lösung  der 
Aufgabe  abgeleitet.  Ich  sohlielse  hier  eine  Arbeit  von  Fran9ais^) 
an,  in  welcher  auf  analytischem  Wege  dargethan  wird,  dails  Rotations- 
flächen mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkt  sich  in  zwei  ebenen 
Curven  durchschneiden,  die  von  ersterem  aus  durch  gerade  K^l 
projicirt  werden.  Ich  muls  femer  auf  eine  bereits  erwähnte 
Arbeit  von  Dupin***)  nochmals  zurückkommen.  Er  führt  n&mlieh 
auf  Dupuisf)  die  Sätze  zurück,  dais  die  Mittelpunkte  aller  drei 
gegebene  berührenden  Kugeln  eine  ebene  Curve  beschreiben,  und  daü 
jeder  der  drei  Berührungspunkte  ebenfalls  eine  ebene  Curve,  einen 
Kreis,  beschreibt.  Er  selbst  fügt  hinzu,  daüs  die  Ebenen  dieser 
Kreise  eine  Gerade  gemein  haben,  daljB  femer  die  Tangentialebenen 
zweier  Kugeln  in  ihren  Berührungspunkten  mit  einer  dritten  sich 
in  Geraden  einer  bestimmten  Ebene  schneiden.  Aus  drei  Kugeln 
erhält  man  so  drei  Ebenen,  die  sich  in  der  ohen  erwähnten  Geraden 
schneiden;  den  Best  «einer  Notiz  bildet  die  Betrachtung  der  Be- 
ziehungen zwischen  zwei  zusammengehörigen  Focalen. 

7.  Man  erkennt  in  diesen  Notizen,  die  nach  Dupin's  Versiche- 
rung über  zehn  Jahre,  also  bis  etwa  1803,  zurückreichen,  einen  guten 
Teil  der  Schlüsse,  auf  denen  die  endgültige  Lösung  des  Problems 
bei  Gaultier  ff)  beruht.  Für  diese  war  neben  dem  Satz  von  der 
Ähnlichkeitsaxe,  den,  wie  wir  sahen,  Monge  mit  Hülfe  dreier  Kugeln 
über  den  gegebenen  Kreisen  evident  gemacht  hatte, fff)  b^ondeis 
der  Satz  von  dem  Potenzpunkt  dreier  Kreise  von  Bedeutung. 
Carnot*f)    hat  zuerst  den  Satz  aufgestellt:    „Die  Sehnen,  welche 

*)  Dandelin,  £tant  donn^s  trois  cercles  c,  c,  c",  trouver  une  qua- 
tri^me  circonfärence  qui  leur  soit  tangente,  Corr.  de  Y4c.  pol.,  Bd.  3,  Kr.  2, 
1816,  S.  204—206. 

**)  Fran9ais,  Premier  probl^me:  Constraire  nne  sph^re  tangente 
k  quatre  sph^res  donn^es  de  grandeur  et  de  position,  Corr.  de  V4e.  pol., 
Bd.  2,  Nr.  2,  1810,  S.  6S— 66. 

***)  Dupin,   Memoire   snr  la  Sphäre   tangente  ä  trois  on  ä  quatre 
autres,  Corr.  de  T^c.  pol.,  Bd.  2,  Nr.  5,  1813,  8.  420—426. 
t)  Eine  Arbeit  von  Dupuis  habe  ich  nicht  aufgefunden. 

tt)  Gaultier  de  Tours,  Memoire  sur  les  moyens  g^näraux  de  con- 
struire  graphiquement  un  Cercle  dätermin^  par  Irois  conditions  et  une 
Sphäre  ddt^rmin^  par  quatre  conditions,  Joum.  de  T^c.  pol.,  H^  16, 1813, 
S.  124—214. 

ttt)  Vgl.  XII,  1.  Von  Grunert  ist  bemerkt  worden,  dafs  Puf»  die 
an  der  genannten  Stelle  angefahrte  Betrachtung  Monge^s  mitteilt  and 
auf  d'Alembert  zurückfahrt.  (Nova  Acta  ac.  sc.  imp.  Petropolüajiae, 
Bd.  14,  1806,  S.  189—162.) 

*t)  Carnot,  g^om^trie  de  [»osition,  S.347,  Nr. 306.  Sarrus  hat  meines 
Wissens  zuerst  für  den  Fall  imaginärer  Schnittpunkte  anschaulich  be- 
wiesen, dafs  der  Ort  der  Punkte  gleicher  Potenzen  zweier  Kreise  eine  Qe- 
rade  ist,  indem  er  die  Kreise  sls  Schnitte  zweier  gleichen  Engeln  be- 
trachtet. Von  hier  aus  kann  man  dann  zur  Badicalebene  zweier  bdiebigen 
Kugeln  gelangen,  etc. :  Note  sur  les  azes,  plans  et  centres  radicauz,  Getg. 
Ann.,  Bd.  16,  1826  u.  1826,  S.  878—380. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


XV,  7.  Gaxdtier,  Poncelet.  113 

drei  Kreise  paarweise  gemeinsam  haben,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte^.  Zur  Begründung  genügt  ihm,  dafs  die  Schnittpunkte  der 
drei  Kugeln  über  den  Kreisen,  wenn  sie  reell  vorhanden  sind,  sich 
in  einen  derartigen  Punkt  projiciren.  Erst  bei  Oaultier  wird 
ausdrücklich  hervorgehoben,  daüs  zwei  Kreise  unter  allen  Umständen 
eine  „aze  radical^^  besitzen,  aus  deren  Punkten  sie  entweder  Tan- 
genten oder  kürzeste  Sehnen  von  gleicher  Länge  erhalten.  Oanz 
ähnlich  ¥rie  später  Steiner'^)  bestätigt  Gaultier  dies  auf  rech- 
nendem Wege.  Für  Gaultier  ist  es  nunmehr  evident,  dals  die  drei 
Kreisen  paarweise  gemeinschaftlichen  Sehnen  in  einem  Punkte  („point 
radical'^)  zusammenlaufen;  er  gewinnt  auiserdem  die  Sätze  über  die 
Büschel  einander  senkrecht  durchschneidender  Kreise,  von  denen  jeder 
die  Badicalaxe  des  anderen  zur  Centrale  hat.  Jede  der  beiden  Reihen 
von  Kreisen,  die  zwei  gegebene  berühren,  hat  nun  mit  den  sie  senk- 
recht schneidenden  Kreisen  einen  der  beiden  Ahnlichkeitspunkte  zum 
gemeinschaftlichen  Badicalpunkt  und  einen  um  diesen  Ahnlichkeitspunkt 
beschnebenen  Hülfskreis  zum  gemeinschaftlichen  Orthogonalkreis. 
Hieraus  fiieM  (S.  201)  die  uns  jetzt  so  geläufige  Construction  für  die 
Paare  von  Kreisen,  die  drei  gegebene  berühren.  Man  schneide  die 
Sehnen,  welche  sie  mit  ihrem  gemeinschaftlichen  Orthogonalkreis 
bestimmen,  mit  einer  Ähnlichkeitsaxe.  Die  Berührungspunkte  der 
Tangenten,  welche  sich  von  diesen  Punkten  aus  an  die  gegebenen 
Kreise  legen  lassen,  sind  zugleich  die  der  gesuchten  Kreise.  Da  die 
oben  eingeführten  Hülfskreise  auch  den  Orthogonalkreis  senkrecht 
treffen,  so  liegt,  wie  Gaultier  bemerkt,  jedes  Paar  von  Berührungs- 
punkten mit  dem  Badicalpunkt  auf  einer  Geraden,  die  beiden  Mittel- 
punkte finden  sich  auf  dem  vom  Badicalpunkt  aus  auf  die  Ähnlich- 
keitsaxe gefällten  Lote.  Die  ganz  analoge  Entwickelung  giebt  Gaultier 
für  den  Fall  von  vier  Kugeln. 

Poncelet  hat  dies  in  glücklicher  Weise  ergänzt.**)  Man  be- 
zeichne als  umgekehrt  (inversement)  homolog  in  Bezug  auf  einen 
Ahnlichkeitspunkt  Punkte  zweier  Kreise,  die  mit  ihm  auf  einer 
Geraden  liegen,  aber  nicht  parallele  Tangenten  besitzen.  Wählt 
man  nun  drei  in  einer  Geraden  liegende  Ahnlichkeitspunkte  dreier 
Kreise  aus  und  sucht  zu  einem  beliebigen  Punkte  Ä^  des  ersten  den 
invers-homologen  B^  auf  dem  zweiten  Kreise,  zu  diesem  den  invers- 
homologen  C^  auf  dem  dritten  Kreise,  gelangt  man  dann  zu  einem 
Punkte  A^  des  ersten  Kreises,  so  wird  man  nach  Vollendung  eines 

^  Steiner,  Einige  geometrische  Betrachtungen,  Nr.  3.  (Ges.  W.,  Bd.  1, 

^)  Poncelet,  Construction  g^omätrique  d'un  cercle  qui  en  tonche 
trois  antres  donn^  sur  un  plan  ou  snr  une  sph^re,  d*un  cöne  droit,  qui 
en  tonche  trois  auires  de  mdme  sommet,  et  d*une  Sphäre  qui  en  touche 
quafcre  auizes  dans  Tespace,  Gerg.  Ann.,  Bd.  11,  1820  u.  1821,  S.  817^-822. 
Im  Tndtä  kommt  er  hierauf  zurück.  Vgl.  auch:  Poncelet,  Probleme  de 
(HomSbde,  Corr.  de  F^c.  pol.,  Bd.  2,  Nr.  8,  1811,  S.  271—274. 

Jmhnmbericht  d.  I>entoch«ii  Mftth«iD.-Ver«inigiiiig.    V,  8.  8 
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zweiten  Umlaufs  zu  Ä^^  zurückgeführt;  diese  sechs  Punkte  gehören 
einem  Ejreise  an,  der  in  Gaultier's  Construction  für  das  eine  E[reis- 
paar  den  Orthogonalkreis  vertreten  kann;  er  schneidet  sich  mit  diesem 
auf  der  Ähnlichkeitsaxe.  Offenbar  hat  man  es  mit  einem  Kreise  zu 
thun,  welcher  die  drei  gegebenen  unter  gleichen  Winkeln  schneidet 

8.  üngefUhr  gleichzeitig  mit  Oaultier's  Lösung  und  dieser  nahe 
verwandt  ist  diejenige  von  Gergonne.*)  Es  seien  c,  c\  c"  drei  beliebige 
Kreise,  man  verstehe  unter  (c,  c')'  die  Polare  des  äuDseren,  unter  (c,  c')' 
die  des  inneren  Ähnlichkeitspunktes  von  c  und  c'  hinsichtlicli  e.  Zu 
irgend  zwei  der  sechs  Ähnlichkeitspunkte,  etwa  l  und  i,  gehört  dann 
ein  Punktepaar  wie  [(c,  c')',  (c,  c")^;  [(c',  c)',  (c",  c)*].  Nimmt  man 
die  Punkte  einer  Ähnlichkeitsaxe  paarweise  zusammen,  so  entstehen  für 
c^c\c"  drei  Punktepaare,  deren  Verbindungslinien  ihre  Berührungs- 
punkte mit  einem  der  gesuchten  Kreispaare  ausschneiden,  um  zu 
Gaultier 's  Lösung  zu  gelangen,  braucht  man  nur  zu  bemerken,  dafis 
der  erste  der  bezeichneten  Punkte  mit  dem  Pol  von  c  hinsichtlicli  der 
Ähnlichkeitsaxe  zusammenfWt,  und  daDs  die  Badicalaxe  von  c  und  c 
die  Mittellinie  für  die  beiden  Parallelen  (c,  c')'  und  (c',  c)  ist,  so  dafs 
der  Badicalpunkt  den  Abstand  zwischen  je  zwei  zusammengehörenden 
Punkten  Gergonne's  halbirt.  Die  genau  entsprechende  Vorschrift 
giebt  Gergonne  für  den  Fall  von  vier  Kugeln. 

9.  In  anderer  Form  kommt  Durrande**)  auf  die  Lösung;  er  stellt 
fest,  dais  die  Pole  der  Ähnlichkeitsaxe  hinsichtlich  der  drei  Kreise 
ähnlich  zu  ihnen  liegen,  wie  der  Badicalpunkt  zu  den  beiden  Kreisen, 
welche  der  betreffenden  Axe  entsprechen.  Deshalb  müssen  die  Ver- 
bindungslinien der  Pole  mit  dem  letzteren  Punkte  durch  die  Ahnlich- 
keitspunkte  jedes  der  beiden  gesuchten  Kreise  gegen  die  gegebenen, 
d.  h.  seine  Berührungspunkte  mit  ihnen,  hindurchgehen.  (S.  45,  die 
entsprechende  räumliche  Betrachtung  findet  sich  auf  S.  55).  Frobe- 
nius***)  hat  aus  der  determinantenmäfsigen  Behandlung  des  Problems 

*)  Gerffonne,  Memoire  sur  le  cercle  tangent  k  trois  cerdes  donn^, 
et  sur  la  sphdre  tansente  ä  quatre  sphäres  donn^es  (Lu  le  2  mai  1814), 
M^m.  de  TAc.  d.  sc.  de  Turin,  Bd.  22,  1816.  Gergonne,  Becherche  du 
cercle  qui  en  touche  trois  autres  sur  un  plan,  Gerg.  Ann.,  Bd.  7,  1816  n. 
1817,  S.  289—808. 

**)  Dnrrande,  Theorie  ^l^mentaire  des  contacts  des  cercles,  des 
sph^res,  des  cjlindres  et  des  cönes,  Gerg.  Ann.,  Bd.  11,  1820  u.  1821, 8. 1 — 67. 
***)  Frobenius,  Anwendung  der  Determinantentheorie  auf  die  Geo- 
metrie des  Mafses,  Cr  eile  *s  Joum.,  Bd.  79,  1875,  S.  186— 247  (datirt  Tom 
Mai  1 874).  Als  ein  besonderer  Vorzug  der  Frobenius* sehen  Schrift  mn£s 
es  bezeichnet  werden,  dafs  mit  Conseqnenz  negative  und  positive  Radien  bei 
den  Kreisen  unterschieden  werden,  je  nachdem  die  vom  Mittelpunkte  ab- 
gekehrte oder  die  ihm  zujo^wendete  Richtimg  eines  Radius  als  positiv  be- 
zeichnet wird,  und  dafs  im  Zusammenhang  damit  eine  einheitliche  Fest- 
setzung über  den  positiven  Ümlaufssinn  am  einem  Kreise  getroffen  wird. 
Zwei  durch  Mittelpunkt  und  Radius  gegebene  Kreise  haben  nur  eine  ge- 
meinschaftliche Tangente,  einen  Schnittwmkel,  drei  Kreise  nur  eine  Ähnlich- 
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Regeln  gefolgert,  welche  die  vollständige  Ausführung  des  Dnr- 
rande'sehen  Gedankens  bieten.  Man  schneide  z.  B.  eine  Ähnlichkeits- 
axe  einmal  mit  dem  Orthogonalkreise,  lege  ferner  durch  seinen  Mittel- 
punkt zwei  Gerade,  welche  gegen  die  Ahnlichkeitsaxe  ebenso  geneigt 
sind,  wie  die  drei  gegebenen  Kreise;  die  gesuchten  Kreise  berühren 
die  letzteren  Geraden  und  gehen  durch  die  ersteren  Punkte  hindurch; 
die  analoge  Entwickelung  gilt  für  den  Baum  (S.  234).  Die  soeben 
angefUrte  Begel  wird  in  der  allgemeineren,  auf  drei  Kugelkreise 
bezüglichen  Form  auf  S.  204  mitgeteilt. 

10.  Wenden  wir  uns  nach  Deutschland,  so  haben  wir  neben  der 
oben  erwähnten  Schrift  von  Camer  er  und  einer  anderen  mir  nicht 
zugänglich  gewordenen  von  Christmann '^)  die  oft  erwähnte  Abhand- 
lung Stein  er's  und  die  ziemlich  gleichzeitige  Schrift  Neumann 's**) 
herrorzuheben.  In  der  letzteren  wird  wohl  zum  ersten  Mal  das 
Schneiden  unter  gegebenem  Winkel  in's  Auge  gefaJGst.  Für  die  Auf- 
gabe des  Apollonius  selbst  giebt  Neumann  die  Gaultier'sche 
Ldsnng,  indem  er  die  Badicalaxe  zweier  Kreise  als  die  Mittellinie 
der  Polaren  bestimmt,  die  dem  äuTseren  oder  inneren  Ähnlichkeits- 
punkt zugehören.  Die  Kreise,  welche  an  zwei  gegebenen  gleiten, 
schneiden  nun  diese  Gerade  und  jeden  anderen  Kreis  des  Büschels, 
den  die  gegebenen  bestimmen,  unter  je  einem  constanten  Winkel. 
Unter  den  Kreisen,  die  zwei  gegebene  von  den  Radien  r^  und  r^ 
in  gleicher  Art  unter  den  Winkeln  or^,  c^  schneiden,  befinden  sich 
zwei  Gerade;  dieselben  berühren  concentrische  Hülfskreise  von  den 
Radien  r^  cos  of^  und  r^  cos  o^.  Die  beiden  Kreise  des  Büschels, 
welche  diese  Greraden  berühren,  werden  auch  von  allen  anderen 
Kreisen  berührt,  die  der  Forderung  genügen.  Sollen  nun  Kreise 
oonstmirt  werden,  welche  drei  gegebene  unter  den  Winkeln  a^,  c^,  a^ 
schneiden,  so  ergiebt  die  obige  Regel  sechs  neue  Hülfskreise,  die 
den  Orthogonalkreis  senkrecht  schneiden  und  mit  den  drei  ersten  eine 
Ahnlichkeitsaxe  gemein  haben.  Die  beiden  Kreise,  welche  irgend 
drei  Ton  ihnen  berühren  und  der  Ähnlichkeitaxe  zugehören,  berühren 
auch  die  drei  anderen  und  lösen  die  Aufgabe.  Aus  der  Anord- 
nung ginge  übrigens  hervor,  dafs  ein  Kreis,  der  unter  den  Winkeln 
^11  ^  ^  ^^  gegebene  schneidet,  einen  Büschel  beschreibt,  wenn 
cos  Oj  :  cos  o^  :  cos  a^  ein  constantes  Verhältnis  ist.  Denn  die  Ahn- 
lichkeitsaxe und  der  Orthogona]kreis  der  sechs  Hülfskreise  sind  als- 

keitsaxe  etc.  Durch  diese  und  die  entsprechenden  räumlichen  Definitionen 
gewinnen  seine  Constroctionen  eine  grofse  Bestimmtheit. 

*)  Christmann',  Apollonius  sueyns,  sive  tactionum  problema  nunc 
dcmmn  lestitntum,  aocedente  censnra  in  Vietam,  Tnbingae  1821. 

^  Fr.  Neumann,  De  tactionibus  atque  intersectionibus  circnloram 
et  in  piano  et  in  sphaera  sitonun,  sphaerarom  atque  conorom  ex  eodem 
TerÜoe  pergentiam  commentatio  geometrica,  Isis  (von  Oken  redigirte 
ZeÜMhrih),  Berlin  1826,  S.  349—367,  466 — 489.  Die  Arbeit  trägt,  wie  man 
wohl  anndimen  darf,  versehentlich,  die  Jahreszahl  1815  (statt  1825). 

8* 
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dann  unveränderlich.  Ich  übergehe  die  entsprechenden  rämnlichen 
Sätze  und  bemerke  nur  noch,  dals  die  Gesetze  über  concentrisebe 
gerade  Kegel  aus  denen  über  Kugeln  gefolgert  werden,  die  eine  ge- 
gebene orthogonal  schneiden,  dal^  dann  hieraus  wieder  die  Geometrie 
der  Kugeln  gefolgert  wird. 

Der  angefahrte  Neumann'sche  Hauptsatz  erklärt  sich  nmi  in 
der  That  mit  Leichtigkeit  auf  Grund  der  Steiner'schen  Principien, 
wenn  man  an  die  Art  denkt,  wie  Steiner  seinen  Satz  Yon  den  Ereis- 
reihen  erweist*)  Projicirt  man  nämlich  die  Schnittpunkte  Ä^Ä^; 
B^  B{i  C,  Cj ; .  . .  eines  Kreises  mit  denen  eines  Büschels  von  einem 
Punkt  0  der  gemeinschaftlichen  Sehne  aus  auf  die  Ereise  zurück, 
so  liegen  die  neuen  Punkte  Ä\  A(\  B\  B^\  C\  C(\  .  .  .  eben- 
falls auf  einem  Kreise,  weil  die  Kreise  des  Büschels  selbst  hin- 
sichtlich 0  „potenzhaltend^^  sind.  Fallen  A^  A^^  zusammen,  so  ist 
dasselbe  mit  A\  A(  der  Fall,  der  Kreis  gleitet  also,  wenn  0  über 
die  Linie  gleicher  Potenzen  geführt  wird,  an  zwei  Kreisen  des  Büschels 
und  schneidet,  wenn  man  das  Gesetz  der  Winkelerhaltung  bei  der 
Diversion  hinzunimmt,  jeden  anderen  Kreis  des  Büschels  unter  einem 
und  demselben  Winkel.  Daus  femer  der  Orthogonalkreis  mit  jeder 
der  Ähnlichkeitsaxen  einen  Büschel  von  Kreisen  bestinmit,  welche  die 
drei  gegebenen  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  kann  leicht  daraus 
abgeleitet  werden,  dalis  die  neuen  Kreise  durch  die  Transformationen 
an  den  Ähnlichkeitspunkten  der  Axe  in  sich  übergef£lhrt  werden, 
die  zwei  der  gegebenen  Kreise  in  einander  überführen.**) 

11.  Mit  besonderer  Vorliebe  hat  sich  Plücker  mit  der  Au%abe 
beschäftigt,  und  zwar  knüpft  er  an  seine  erste  Begründung***)  der 


^Steiner,  Einige  geometrische  Betrachtungen  etc.,  Nr.  20  ff.  (Gea. 
W.,  Bd.  1,  S.  40ff.). 

**^  Sehr  wohl  möglich  ist  freilich,  dafs  Neumann  und  Steiner 
Winkei-Relationen  mit  Hülfe  der  stereographischen  Projection  eingeschaltet 
haben.  Steiner  hat  z.  B.  den  Säte,  dafs  vier  Kreise  einer  Ebene 
als  stereographische  Proiectionen  gleicher  Eugelkreise  aufgefafst  werden 
können  ^Geometrische  Lehrsätze,  Grelle's  Joum.,  Bd.  2,  1827,  S.  190—193, 
Ges.W.,  Bd.l,  S.138);  drei  gleiche  Eugelkreise  werden  aber  von  einer  Schar 
von  Parallelkreisen  unter  ^^leichen  Winkeln  geschnitten,  die  sich  in  einen 
Büschel  von  Ereisen  projicirt,  welche  drei  E^ise  der  Ebene  unter  gleichen 
Winkeln  schneiden.  Es  seien  hier  zwei  Notizen  von  Serret  und  Mann- 
heim angefahrt:  Serret,  Note  sur  le  cercle  tangent  ä  trois  cercles  donn^ 
Nouv.  Ann.  de  Math.,  II,  Bd.  2,  1863,  S.  95—96.  Mannheim,  Lieu  des 
centres  des  circonf^rences  coupants  sous  des  angles  ^gaux  trois  drconfe- 
rences  donn^es,  Nouv.  Ann.  de  Math.,  Bd.  12,  1853,  S.  113—116. 

^*)  Plücker,  Analytisch-geometnsche  Entwickelungen,  Bd.  1,  Essen 
1828.  In  den  §§  202—206  giebt  Plücker  drei  von  einander  verschiedene 
Modificationen  för  seine  Lösung  der  Aufgabe  des  Apollo nius.  In  §  221 
giebt  er  die  Lösung  fOr  die  allgemeinere  Aufgabe.  Weni^  von  dieser  Ent- 
wickelung verschieden  ist  die  andere,  ziemlich  gleichzeitige:  Memoire  rar 
les  conta^ts  et  sur  les  intersections  des  cercles,  Gerg.  Ann.,  Bd.  18,  1827 
u.  1828,  8.  29—47  (Abb.,  Bd.  1,  S.  63—75). 
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Ganltier'schen  Lösung  sogleich  die  Aufgabe,  einen  Kreis  so  zu 
zeichnen,  dals  die  cos.  seiner  Schnittwinkel  mit  vier  gegebenen 
Kreisen  in  gegebenen  Verhältnissen  stehen.  Zunächst  wird  das  oben 
bei  Besprechung  der  Neumann' sehen  Arbeit  hervorgehobene  Resultat 
entwickelt  Bei  je  dreien  der  vier  Kreise  schneidet  alsdann  der  be- 
treffende Orthogonalkreis  eine  Ahnlichkeitsaxe  der  drei  concentri- 
scben  Hülfskreise  in  zwei  Punkten  des  gesuchten  Kreises.  Auf  die 
Bestimmung  der  Gresamtzahl  der  Lösungen  geht  er  nur  flüchtig  ein. 
Bemerkenswert  ist  besonders  die  Art,  wie  als  Orte  fCür  die  Mttel- 
punkte  der  gesuchten  Kreise  im  ersten  Fall  die  Geraden,  welche 
man  vom  Potenzpunkt  aus  auf  die  Ähnlichkeitsaxen  Wien  kann, 
nachgewiesen  werden.  Setzt  man  an  die  Stelle  der  ursprünglichen 
Kreise  mit  den  Badien  a,  &,  c  concentrische  mit  den  Radien  g  +  a?, 
5  +  ^1  c  +  X,  und  hält  man  die  Vorzeichen  fest,  so  wandert  der 
Punkt  gleicher  Potenzen  über  eine  Qerade,  die  offenbar  der  Ort  der 
Mittelpunkte  für  zwei  bestimmte  der  drei  Kreise  ist.  Dieser  Art 
der  Begründung  begegnet  man  in  späteren  Behandlungen  vielfach. 
Sind  drei  Kreise  einander  gleich,  so  fllllt  offenbar  für  zwei  sie 
berfihrende  Kreise  der  Mittelpunkt  mit  dem  Punkt  gleicher  Potenzen 
zusammen,  ihre  Berührungspunkte  werden  durch  die  Durchmesser 
der  Kreise  ausgeschnitten,  welche  diesen  „Chordalpunkt^^  enthalten. 
Ans  einer  Transformation  durch  reciproke  Badien  erhält  man 
folgende  Vorschrift  für  den  allgemeinen  Fall.  Man  halbire  durch 
Kreise  die  Winkel,  welche  die  gegebenen,  paarweise  genommen, 
mit  einander  bilden.  Diese  sechs  Kreise  gehen  zu  drei  und  drei 
durch  vier  Punktepaare;  durch  jedes  lege  man  Kreise,  welche  die  ge- 
gebenen senkrecht  schneiden;  sie  schneiden  die  Pimkte  aus,  in  denen 
ein  Kreispaar  die  gegebenen  berührt.**)  Endlich  folgert  er  aus  dem 
Reeiprocit&tsgesetz  eine  andere  Construction.  Die  Mittelpunkte  der 
Kreise  gehören  zwei  Kegelschnitten  zugleich  an,  welche  einen  der 
gegebenen  Mittelpunkte  zum  gemeinsamen  Brennpunkt  haben.  Hin- 
sicbtlich  eines  Kreises  um  diesen  Punkt  sind  zwei  Kreise  zu  ihnen 


*)  £b  m^  hier  auf  zwei  Notizen  über  die  Aufgabe  hingewiesen 
irerden,  einen  £rei8  zu  zeichnen,  der  auf  drei  (Geraden  gegebene  Strecken 
aoBschneidet  oder  von  drei  Punkten  aus  unter  gegebenen  Winkeln  erblickt 
wird.  Wahrend  bei  der  ersten  Aufgabe  die  gesuchten  Mittelpunkte  die 
Scbnit^unkie  zweier  gleichseitigen  Hyperbeln  sind,  läfst  ^e  zweite  Auf- 
gabe nur  zwei  Lösungen  zu;  die  Mittelpunkte  sind  gemeinsame  Punkte 
der  Kreise  über  den  Paaren  von  Ähnlichkeitspunkten  dreier  Kreise  um 
die  gegebenen  Punkte,  deren  Badien  den  cosec.  der  Winkel  proportional 
«ind.  Vgl.  Questions  r^solues  par  un  Abonnd,  Gerg.  Ann.,  Bd.  19,  1828 
a.  1829,  S.  175—181.  Die  entsprechenden  räumlichen  Aufgaben  werden 
die  erste  von  einem  Abonn^,  die  zweite  von  Pagliani  gelöst.  Vgl.: 
Qnestions  r^solaes,  Gerg.  Ann.,  Bd.  20,  1829  u.  1830,  S.  84—88. 

**)  Diese  elegante  Construction  giebt  Plücker  in  der  schon  citirten 
Abbandlung:  And vtisch- geometrische  Aphorismen  II,  Crelle*s  Joum., 
Bd.  10,  18Sd,  S.  298—299,  (Abb.,  Bd.  1,  S.  261). 
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reciprok;  die  gesuchten  Mittelpunkte  sind  also  die  Pole  zweier  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  derselben.*)  Diese  Entwickelnng  findet 
sich  übrigens  auch  in  einer  Arbeit  Yon  Dandelin.**) 

12.  Die  Aufgabe,  zu  drei  Schnitten  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  den  berührenden  Kegelschnitt  zu  suchen,  fanden  wir  im 
genauesten  Zusammenhang  mit  der  Aufgabe  des  Apollonias;  die 
Lösungen  von  Ghasles,  Durrande,  Olivier  wurden  erörtert;  es 
ergab  sich,  dafe  auch  Steiner  den  genauen  Zusammenhang  beider 
Gruppen  Yon  Aufgaben  erkannt  hatte.  Ich  hatte  mich  bemüht, 
aus  dieser  Quelle  heraus  die  schönen  Betrachtungen  Fiedler' s  und 
Darboux's  zu  erläutern  [XIL,  3].  Noch  eine  andere  Entwickelnng 
läfst  sich  hier  anknüpfen.  Projicirt  man  die  Kreise  der  Ebene 
stereographisch  auf  eine  Kugel,  und  projicirt  man  alsdann  die  Kugel 
auf  eine  andere  Ebene  von  einem  beliebigen  Punkte  aus,  so  wird 
die  Geometrie  der  Kreise  einer  Ebene,  oder  allgemeiner,  der  zwei 
Punkte  enthaltenden  Kegelschnitte  übergeführt  in  die  Greometrie 
der  Kegelschnitte,  welche  einen  gegebenen  doppelt  berühren.  Ein 
Sjrmptom  dieses  von  Poncelet  ausdrücklich  hervorgehobenen  Über- 
tragungsprincipes  ist,  dals  die  Geometrie  der  geraden  Kegel  mit 
gemeinsamer  Spitze  in  vollem  Parallelismus  zu  der  der  Ereise  einer 
Ebene  steht,  wie  dies  bei  Neumann  und  Durrande,  später  bei 
Frobenius,  hervortritt.  Im  Gebiet  der  Kegelschnitte,  die  einen 
gegebenen  doppelt  berühren,  ist  also  die  Aufgabe  des  Apollonias 
ohne  weiteres  lösbar.  Cajley  hat  die  hierher  gehörige  Entwicke- 
lnng •*♦)  für  sich  durchgeführt. 

13.  Aber  auch  von  der  Theorie  der  bicircularen  Gurven  und 
Flächen  her  trat  dieser  Zusammenhang  hervor.  Die  Hüllcurve  der 
Kreise,  welche  einen  gegebenen  orthogonal  schneiden,  oder  allgemeiner 
einem  Netz  zweiter  Stufe  angehören,  und  deren  Mittelpunkte  auf 
einem  Kegelschnitte  liegen,  ist  eine  bicirculare  Gurve  vierter  Ordnung. 
Steht  der  Kegelschnitt  in  doppelter  Berührung  mit  dem  Kreise,  so 
zerfällt  die  Hüllcurve  in  zwei  Kreise.  Die  Aufgabe  des  Apollonius 
kommt  also  darauf  zurück,  durch  die  drei  Mittelpunkte  doppelt  be- 
rührende Kegelschnitte  an  den  Orthogonalkreis  zu  legen  und  die 
zugehörigen  Enveloppen  aufzusuchen.  Ganz  Analoges  gilt  im  Baume. 
Die  vier  Kegelschnitte  werden  von  vier  anderen  Kegelschnitten  be- 
rührt, welche  den  Orthogonalkreis  doppelt  berühren.     Die  vier  aus 


*)  Plücker,  Analytisch-geometrische  Entwickelungen,  Bd.  2,  Essen 
18dl,  8.273  (Nr.  716)  und:  Aufgaben  und  Lehrsätze  etc.,  Crelle's  Joum., 
Bd.  6,  1880,  S.  210—212,  (Abb.,  Bd.  1,  S.  220). 

**)  Dandelin,  Sur  quelques  applications  de  la  th^orie  des  polaires, 
Quet.  Corr.,  Bd.  3,  1827,  S.  277—281. 

***)  Cayley,  Sur  le  probl^me  des  contacts,  Crelle's  Joum.,  Bd.  39, 
1860,  S.  4 — 13.  Das  räumliche  Analogon  hat,  wie  sp&ter  erörtert  wird, 
Chasles  behandelt. 
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ihnen  entstehenden  HüUcnrven  müssen  die  ursprünglichen  Hüllcurven 
doppelt  berühren;  es  entstehen  also  acht  Kreise,  Yon  denen  jeder 
?ier  ans  verschiedenen  Paaren  entnommene  von  den  Kreisen  berührt, 
welche  den  drei  ursprünglich  gegebenen  umschrieben  sind.  Daneben 
existiren  noch  sechs  weitere  Kreise,  von  denen  jeder  zwei  Paare  berührt, 
mn  einen  letzten  Schnittpunkt  zweier  Mittelpunktkegelschnitte  be- 
schrieben ist  und  den  Orthogonalkreis  senkrecht  schneidet.  Diese  von 
Casej*)  ausführlich  erörterten  Beziehungen  waren  aber  durch  einen 
SatB  von  Hart**)  und  durch  einen  Beweis,  den  Salmon***)  von 
demselben  gegeben  hatte,  vorbereitet  bez.  hervorgerufen  worden.  In 
der  Absicht,  das  Feuerbach' sehe  Theorem  auf  die  Kugel  zu  über- 
tragen, war  ersterer  zu  dem  Theorem  gelangt:  Die  vier  Kreise, 
welche  einem  sphärischen  Dreieck  angeschrieben,  bez.  eingeschrieben 
sind,  werden  ausschliefsend,  bez.  einschlieüsend  von  einem  vierten 
Kreise  berührt.  Salmon  bestätigt  diesen  Satz,  indem  er  ihn  vermöge 
eines  sphärischen  Coordinatensjstems  auf  den  oben  genannten  Satz 
im  Gebiet  der  Kegelschnitte,  die  einen  gegebenen  doppelt  berühren, 
mrückfOhrt.  Da  man  stereographisch  drei  gröfste  Kreise  einer  Kugel 
in  drei  beliebige  Kreise  der  Ebene  projiciren  kann,  so  war  hierdurch 
von  dem  Theorem  von  Feuerbach  aus  zu  Beziehungen  unter  den 
acht  Kreisen,  die  drei  gegebene  berühren,  eine  Brücke  geschlagen. 
Casej  hatte  seinen  Satz  schon  in  einer  früheren  Abhandlung 
ausgesprochen,  f)  Werden  vier  Kreise  von  einem  und  demselben 
frlnften  berührt,  so  besteht  zwischen  den  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten, die  sie  paarweise  bestimmen,  eine  Beziehung,  die  dem 
Ptolem&us 'sehen  Lehrsatz  beim  Kreisviereck  entspricht,  nämlich 

<>»  ^4  ±^1  ^4  +  ^^  =  0; 
ob  man  die  äuisere  oder  innere  gemeinschaftliche  Tangente  zu 
nehmen  hat,  wird  durch  die  Art  der  Berührung  entschieden. 
Zwischen  je  vier  Kreisen,  die  drei  gegebene  berühren,  entstehen  drei 
derartige  Beziehungen,  aus  welchen,  wenn  man  passende  Kreise  zu- 
sammennimmt, sich  durch  Elimination  noch  eine  andere  gleicher 
Art  entwickeln  läCst,  welche  zeigt,  dafs  die  vier  Kreise  noch  von 
einem  vierten  Kreise  berührt  werden.  Doch  waren  bei  dieser  Art 
der  Herleitung  Schwierigkeiten  bei  der  Vorzeichen-Bestimmung  un- 
vermeidlich. 

*)  Casey,  On  bicircular  Qnartics,  Trans,  of  the  Irish  Ac,  Bd.  84, 
1871,  8.  467—669. 

^  Hart,   Extension   of  Terquem's  theorem  respecting  the  circle 

which  DisectB  three  sides  of  a  triangle,  Quart.  Jonrn.,  Bd.  4, 1861,  S.  260—261. 

^**)  Salmon,   On  the  circle  which  touches  the  fonr  circles  which 

touch  the  sides  of  a  given  spherical  triangle,  Quart.  Joum.,  Bd.  6,  1864, 

S.  67—78. 

t)  Casey,  On  the  equations  and  properties  —  (1)  of  the  System  of 
circles  tonching  three  circles  in  a  plane;  (2)  of  the  System  of  spheres  etc., 
Proc  of  Irish  Ac,  Bd.  9,  1867,  S.  396—423. 
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14.  Die  oben  erwähnte  Beziehung  ist  von  Gasey  ans  einer 
identischen  Beziehung  zwischen  vier  Punkten  einer  Geraden, 

durch  Inversion  abgeleitet  worden.  Sie  ist  die  irrationale  Foim 
einer  Beziehung  in  Determinantenform  zwischen  den  Quadraten  von 
sechs  gemeinschaftlichen  Tangenten,  die  vier  von  einem  fünften 
berührte  Kreise  bestimmen.  Ich  muGs  mich  damit  begnügen,  nach- 
drücklich hervorzuheben,  in  welchem  Mafse  die  Ereislehre  dadurch 
gefördert  wurde,  dafs  den  von  Staudt,  Baltzer,  Cayley,  Siebeck 
aufgestellten  Beziehungen  zwischen  den  Entfernungen  zweier  Gruppen 
von  Punkten  die  entsprechenden  Beziehungen  zwischen  den  gemein- 
samen Tangenten  zweier  Gruppen  von  Kreisen  oder  Kugeln,  sowie  unter 
den  COS.  ihrer  Schnittwinkel  an  die  Seite  gestellt  wurden.  Es  ist 
allgemein  bekannt,  mit  welcher  Leichtigkeit  man  auf  diese  Art  die 
Gleichung  eines  Paares  von  Kugeln  aufstellen  kann,  die  vier  gegebene 
Kugeln  unter  gegebenen  Winkeln  schneiden,  oder  mit  ihnen  Tangenten 
von  gegebener  Länge  bestimmen,  oder  endlich  fünf  Kugeln  so  schneiden, 
dais  die  cos.  der  Schnittwinkel  gegebene  Verhältnisse,  die  Quadrate 
der  gemeinsamen  Tangenten  gegebene  Di£ferenzen  aufweisen.  In  den 
greisen  Arbeiten  vonDarboux*)  undFrobenius**)  werden  alle  diese 
Aufgaben  und  die  entsprechenden  auf  der  Kugel  und  in  der  Ebene 
mit  spielender  Leichtigkeit  gelöst.  Frobenius  besonders  hat  direct 
aus  den  Determinantengleichungen  heraus  schöne  Constructionen  ab- 
geleitet, wofür  ein  Beispiel  oben  angeführt  wurde.  Die  erste  Betrach- 
tung dieser  Art  ist  wohl  die  Arbeit  von  Mertens***),  in  welcher 
die  quadratische  Gleichung  für  die  Radien  eines  Kugelpaares,  das 
vier  gegebene  berührt,  wirklich  aufgestellt  wird,  indem  für  ihre 
Coefficienten  einfache  Determinantenausdrücke  gegeben  werden. 

Ich  glaube,  hier  meine  Entwickelung  abbrechen  zu  können;  es 
ist  nicht  meine  Aufgabe,  das  Heer  der  Abhandlungen  aufsuzählen, 
in  denen  mit  grölster  ünermüdlichkeit,  analytisch  wie  synthetisch, 
immer  aufs  neue  Varianten  der  Constructionen  aufgeführt  werden, 
die  seit  den  Entwickelungen  von  Gergonne,  Gaultier,  Poncelet 
und  Steiner  feststehen.  Für  die  analytische  Begründung  der  Ger- 
gonne-Gaul  tierischen  Construction  hat  sich  eine  Methode  heraus- 
gebildet, die  sich  in  den  Lehrbüchern  ziemlich  genau  wiederholt; 
als  endgültige  Form  kann  man  wohl  die  Fassung,  wie  sie  bei  Hesse 
vorkommt,  betrachten. f) 

♦)  a.  a.  0.  S.  90*. 
♦^  a.  a.  0.  S.  114**. 

***)  Mertens,  Auszag  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Hertens  an 
den  Herausgeber,  Grelle'a  Joum.,  Bd.  77,  1874,  S.  102—104. 

t)  Hesse,  Vorlesunffen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  ceraden 
Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises  in  der  Ebene  (Leipzig  1865),  Leipzig 
1881,  S.  224flF.  


Digitized  by  LjOOQ IC 


Zweiter  Teil. 
Von  Poncelet  bis  auf  Steiner  (1822—1832). 

Erster  Abschnitt. 

Der  Traitä  und  Entwickelnngen,  welche  sich 
unmittelbar  an  ihn  knüpfen. 

XYI.  Tniiij  Section  L 

1.  BekannÜicli  hat  Poncelet  die  ersten  Entwürfe  zu  dem  ftinda- 
mentalen  Werk^  das  er  1822  unter  dem  Titel:  „Traite  des  propri^tes 
projectiyes  des  figures"  veröffentlichte,  als  russischer  Kriegsgefangener 
in  Saratoff  in  den  Jahren  1812  und  1813  verfalst.  Während  der 
folgenden  Jahre  haben  seine  ursprünglich  vielfach  analytischen  Ent* 
Wickelungen  die  Form  angenommen,  die  wir  jetzt  be wundem.*) 

Die  Aufinerksamkeit  lenkt  sich  zunächst  auf  die  Stelle  der 
Einleitung,  in  der  das  Continuitätsprincip  ausgesprochen  wird  (S.  XIV). 
„Ist  eine  Figur  aus  einer  anderen  durch  eine  stetige  Veränderung 
herroi^egangen  und  „ebenso  allgemein  als  diese^^,  so  kann  eine  an 
der  ersten  Figur  erwiesene  Eigenschaft  ohne  weiteres  auf  die  andere 
Figur  übertragen  werden."  Die  einzige  Schwierigkeit  besteht  darin, 
genau  zru  entscheiden,  ob  der  Zustand  einer  Figur  ein  allgemeiner 
oder  ein  besonderer  ist.  In  speciellen  Fällen  ist  dies  jedoch  stets 
mit  Leichtigkeit  zu  erkennen.  Zu  einer  ebenen  Gurve  stehen 
z.  B.  die  Geraden  nicht  in  engerer  Beziehung,  welche  sie  in  reellen 
Punkten  treffen,  als  diejenigen,  welche  sie  überhaupt  nicht  schneiden. 
Beim  Beweise  einer  Eigenschaft  der  Ourve  kann  man  sich  also  auf 
eine  beliebige  der  überhaupt  möglichen  Anordnungen  stützen.     Von 


^  Die  80  entstandenen  Hefte  sind  später,  1868  und  1864,  wohl 
wesentlich  ans  polemischen  Rücksichten,  herausgegeben  worden.  Vielfach 
werden  (legenstände  behandelt,  die  Poncelet  in  späteren  Abhandinngen, 
im  engsten  Anschlufs  an  den  Traitä,  in  teilweise  stark  veränderter  Ge- 
italt  m  den  Jahren  1822—1882  veröffentlicht  hat.  Vgl.  Poncelet, 
Applications  d'analyse  et  de  GtSomätrie  qni  ont  servi  de  principal  fonde- 
ment  au  traite  des  propriätäs  projectives  des  figures,  Bd.  1  n.  2,  Paris 
1862  n.  1864. 
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einer  eigentlichen  Begründung  des  Princips  kann  der  Natur  der  Sache 
nach  nicht  die  Bede  sein.  Einige  der  Sätze  Poncelet's,  welche  für 
seine  Denkweise  bezeichnend  sind,  will  ich  anfuhren.  Aus  welchem 
Grunde,  fragt  er,  soll  die  rationelle  Geometrie  ein  Hülfsmittel  ver- 
schmähen, das  in  der  Analjsis,  dann  bei  der  Anwendung  derselben 
ohne  weiteres  zugelassen  wird?  Ninmit  man  das  Ergebnis  einer  Rech- 
nung blindlings  als  richtig  an,  auch  wenn  Quadratwurzeln  im  Laufe 
derselben  eingeführt  werden,  von  deren  Realität  man  sich  nicht  aus- 
drücklich überzeugt  hat,  so  kann  man  niemandem  verwehren,  ent- 
sprechende Erleichterungen  auch  bei  rein  geometrischen  Begründungen 
anzuwenden.  „Wenn  nicht  als  Beweismittel,  muls  man  das  Con- 
tinuitätsprincip  doch  wenigstens  als  Mittel  zur  Entdeckung  und  Er- 
findung zulassen.  Ist  es  nicht  ebenso  wichtig,  die  Hülfsmittel  kennen 
zu  lernen,  welche  geniale  Männer  zur  Auffindung  der  Wahrheit  ge- 
braucht haben,  als  die  Anstrengungen,  welche  sie  machen  mufsten, 
um  sie  nach  dem  Geschmack  der  furchtsamen  Greister,  die  sich  auf 
ihre  Höhe  nicht  erheben  können,  zu  erweisen?" 

Wenn  auch  die  Rücksicht  auf  das  Imaginäre  ganz  wesentlich 
zur  Aufstellung  des  Continuitätsprincips  genötigt  hatte,  so  war  damit  nach 
Poncelet's  Ansicht  sein  Inhalt  keineswegs  erschöpft,  in  ihm  ist 
z.  B.  schon  das  vorgebildet,  was  man  jetzt  Princip  der  Erhaltung 
der  Anzahl  nennt.  Aus  dem  Continuitätsprincip  folgert  er  unter 
anderem,  dafs  zwei  Curven  m**'  und  n^'  Ordnung  m«  Schnittptmkte 
mit  einander  gemein  haben,  weil  zwei  Gruppen  von  m  bez.  n  Geraden 
sich  ia  m '  n  Punkten  begegnen.*) 


*)  Ursprünglich  war  den  Entwickelun^en  über  das  Continaitfttfpriiunp 
ein  viel  gröfserer  Baum  zugedacht.  Die  Abhandlung,  die  Poncelet 
später  unter  dem  Titel:  Considärations  philosophiqnes  et  techniques  sur 
le  principe  de  cootinoitä  dans  les  lois  gäom^triques  (a.  a.  0.,  Bd.  2, 
S.  296 — 362)  veröffentlicht  hat,  sollte  mit  einer  ganz  kurzen  Übersicht 
über  die  Haupteiffenschaften  der  Kegelschnitte  erscheinen  (1818).  Infolge 
eines  Briefwechsels  mit  Terquem,  Servois  und  Brianchon  (a.  a.  0., 
S.  530 — 552)  nahm  Poncelet  von  dieser  Veröffentlichung  Abstand.  Im 
Zusammenhang  mit  diesen  Entwickelnngen  steht  das  1815  verfafste 
dritte  Heft  (a.  a.  0.,  S.  167—295),  in  welchem  Poncelet  die  Stellong 
seines  Continuitätsprincips  zu  dem  Correlationsprincip  Carnot*s  erOrteit. 
Das  fOnfbe  Hefb  (S.  365—454)  bildet  den  Text  der  Arbeit,  welche  Pon- 
celet unter  dem  Titel:  Essai  snr  les  propridtäs  projectives  des  sections 
coniques  am  1.  Mai  1820  der  Pariser  Akademie  vorlegte.  Es  schliefst 
sich  ziemlich  genau  dem  Traitä  an.  Poncelet  führt  hier  den  Kamen 
„principe  de  continuit^"  erst  ganz  zum  Schlufs  (S.451)  ein,  nachdem  er  auB- 
emandergesetzt  hat,  dafs  zwei  Kegelschnitte  ,4m  allgemeinen"  als  Pro- 
jectionen  zweier  Kreise  angesehen  werden  können,  und  hervorgehoben  hat, 
dafs  projectiviBche  Eigenschaften  eines  Kreispaares  sich  ohne  weiteres  auf 
zwei  Deuebi^e  Kegelschnitte  ausdehnen  lassen.  So  schüchtern  Poncelet 
hier  sein  Pnncip  aussprach,  so  erregte  es  doch  Cauchy's  Bedenken,  der 
in  seinem  Bericnt  über  die  Poncelet'sche  Abhandlung  ausdrücklich  vor 
zu  voreiliger  Anwendung  des  Princips  warnt:  Rapport  k  Tacad^mie  royale 
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2.  Die  Dreiteilung  welche  bei  den  Untersuchungen  der  ersten 
Epoche  hervortrat,  läljst  sich  auch  in  dem  Traite  beobachten.  Man 
kann  Poncelet's  Untersuchungen  einteilen  in  solche  zur  Eegel- 
schnittlehre,  zur  Theorie  der  Oberfl&chen  zweiter  Ordnung,  die  im 
Supplement  behandelt  werden,  und  zur  Kreislehre.  Im  ersten  Capitel 
der  seetion  L,  —  das  ganze  Werk  zerfällt  in  vier  sections  —  be- 
schäftigt sich  Poncelet  mit  den  Gesetzen  der  projectivischen  Be- 
ziehung. Da  die  descriptiven  Beziehungen  perspectivischer  Ebenen  später 
erörtert  werden,  handelt  es  sich  zunächst  um  Merkmale,  an  denen 
metrische  Beziehungen  als  projectivisch  zu  erkennen  sind.  Man  pro- 
jicire  eine  aus  den  Punkten  A,  B,  C^  ...  bestehende  Figur  von  einem 
beliebigen  Punkte  8  aus.    Man  kann  alsdann  jede  einzelne  Strecke  AB 

in  der  Form  ausdrucken;  p  ist  hierbei  das  von  S 

auf  AS  gefWte  Lot.  Eine  Beziehung  zwischen  AB^  AC^  BC^  ... 
kann  nun  so  beschaffen  sein,  dafs  nach  Einsetzung  obiger  Aus- 
drücke SAy  SBy  j9C7,  .  .  .  und  die  p  von  selbst  herausfallen.  In 
diesem  Fall  ist  die  Beziehung  projectivisch  und  besteht  in  der  neuen 


des  Bciences;  -pai  M.  Canchy;  snr  un  memoire  relatif  anx  propridtäs  pro- 
jectives  des  sections  coniques,  par  M.  Poncelet,  capitaine  da  g^nie,  Gerg. 
Ann.,  Bd.  11,  1820  n.  1821,  S.  69 — 88.  Gergonne  hat  diesen  Abdruck 
des  Rapports  mit  Anmerkungen  begleitet,  in  deren  einer  er  das  Princip 
als  ein  kostbares  Mittel  zur  Entdeckung  neuer  Wahrheiten,  das  aber 
ffleichwobl  unanfechtbare  Beweise  nicht  erspare,  bezeichnet.  Gauchy's 
Bericht  hat  —  wie  mir  scheint,  mit  Unrecht  —  Poncelet *s  Entrüstung 
▼ernnacbt,  der  er  mehrere  Jahrzehnte  später  in  mafsloser  Weise  Ausdruck 
gegeben  hat,  (a.  a.  0.,  Bd.  2,  8.  668—669),  nachdem  er  es  schon  früher 
an  gelegenthchen  Hinweisen  nicht  hatte  fehlen  lassen.  Man  kann  ihm 
rielfoicht  zugeben,  dafs  Cauchy,  anstatt  in  lange  analytische  Entwicke- 
lungen  über  die  ideellen  gemeinschaftlichen  Sehnen  zweier  Kegelschnitte 
lieh  einxulaasen,  genauer  auf  Poncelet *8  Sfttce  eingehen  konnte.  Man 
wird  femer  seine  Einwendungen  gegen  das  Continuitätsprincip  nicht  für 
sehr  «^ücklich  halten.  In  seiner  Anwendung  auf  das  Imaginäre  ist  es, 
nach  Uankers  glücklichem  Ausdruck,  nichts  als  „ein  Gesdbenk,  das  die 
Geometrie  von  der  Analjsis  empfanpren  hatte".  Als  die  synthetische  Geo- 
metrie freilich  aus  dem  ersten  Stadium  ihrer  Entwickelunff  herausgetreten 
war,  ihre  Au%abe  nicht  mehr  in  der  Abkürzung  der  Beweise,  selbst 
auf  Kosten  der  Beinheit  der  Methode,  erblickte,  sondern  in  der  völligen 
Aufdeckung  der  eijgentlichen  Quellen  der  Sätze,  mufste  selbstverständlich 
das  Continuitätsprincip  in  seiner  ursprünglichen  Form  unbefriedigend  er- 
sdieinen.  Wir  sehen  verhältnismärsig  mh,  zuerst,  bei  Seydewitz  und 
Paulus,  das  Streben,  mit  Hülfe  der  Polareigenschaften  des  Keffelschnittes 
Paare  imaginärer  Punkte  oder  Strahlen  durch  elliptische  Involutionen  zu 
ersetaen  und  diejenigen  Betrachtungen  mit  rein  geometrischen  Mitteln  zu 
erledigen,  bei  denen  imapnäre  Elemente  nur  paarweise  auftreten.  Erst 
St  au  dt  gelingt  es,  die  ima^ären  Elemente  eines  Paares  in  einfacher 
Weise  zu  trennen,  die  imagmären  Elemente  dem  Fundamentalsatz  der 
projectivischen  Geometrie  unterthan  zu  machen  und  so  das  Geschenk,  das 
unter  den  Händen  der  Geometer  zu  den  schönsten  Ergebnissen  geführt 
hatte,  der  analytischen  Geometrie  zurückzustellen. 
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trigonometrischen  Form  bei  einer  rftnmlichen  oder  ebenen  Figur,  die 
zu  der  gegebenen  hinsichtlich  8  perspectivisch  ist.  (11  und  17)^). 
Wird  noch  jeder  Qeraden  der  einen  eine  Gerade  der  zweiten  Figur 
zugeordnet,  so  überträgt  sich  eine  projectiyische  Beziehung  unter 
den  Entfernungen  der  ersten  Figur  auf  die  entsprechenden  Ent- 
fernungen der  neuen  Figur.  Poncelet  erläutert  dies  unter  Hinweis 
auf  Brianchon  an  dem  Doppelverhältnis  (21),  femer  überträgt  er 
die  schon  oben  benutzte  Beziehung 


n 


AC^    AC^   ~^ 


unter  den  sechs  Schnittpunkten  eines  Kreises  mit  den  Seiten  eines 
Dreiecks  als  projectivisch  auf  den  Kegelschnitt.**)  Besonders  bei  den 
Transversalen -Betrachtungen,  die  das  erste  Capitel  der  Section  11 
bringt,  macht  Poncelet  von  seiner  Auf&ssung  Gebrauch.  Liegen 
auf  den  Seiten  AB^  BC^  CD,  .  .  .  eines  Polygons  die  Punkte 
m,  n,  0,  . . .,  so  ist  der  Ausdruck 

mA  '  nB  -  oC  -  -  - 


nA  •  oB    pC-  •  . 

projectivischer  Natur,  behält  also  seinen  Wert  auch  för  ein  per- 
spectiyisches  Polygon  AB' CD' . .  .,  wenn  m\  n\  o, .  .  die  Projectionen 
der  Punkte  i»,  n,  o,  .  .  auf  die  neuen  Seiten  sind.  Liegen  m,n^Oy,  . 
mit  dem  projicirenden  Centrum  in  einer  Ebene,  und  projicirt  man 
die  Figur  in  eine  zu  ihr  parallele  Ebene,  so  werden  n  Ä  und  nS 
gleichzeitig  unendlich  grofs;  ihr  Quotient  und  also  auch  der  ur- 
sprüngliche Ausdruck  hat  daher  den  Wert  1.***) 

Aus  Transversalensätzen  wird  der  Desargues'sche  Satz  von 
den  perspectivischen  Dreiecken  abgeleitet;  sodann  folgt  im  engsten 
AnschluJOs  an  Brianchon's  Memoire  die  Behandlung  der  Livolution. 
Die  Ableitung  des  Desargues'schen  Involutionssatzes  erfährt  eine 
erhebliche  Abkürzung.  Ich  habe  [ü,  15]  das  Bewegungsgesetz  an- 
gegeben, in  das  Poncelet  den  Satz  überfährt.  In  der  Folge  werden 
sich  die  Folgerungen  zeigen,  die  sich  aus  ihm  ziehen  lassen. 

*)  Die  Zahlen  dieses  Abschnitts  beziehen  sich  anf  die  Paragraphen 
der  zweiten  Auflage  (Bd.  1,  Paris  1866),  die  Lesern  dieses  Berichtes  jeden- 
falls leichter  zug£iglich  ist,  als  die  erste.  Poncelet  hat  die  wenigen 
Abweichungen  gegen  die  erste  Auflage  genau  aufgeführt.  Wo  es  durch  die 
Umstände  geboten  war,  habe  ich  natürlich  die  erste  Auflage  Terglichen. 
Eine  solche  Stelle  kommt  z.  B.  in  VI,  7  yor. 

**)  Gar  not  hatte  einen  solchen  Beweis  angestrebt;  Brianchon  be- 
diente sich  des  Umweffes  über  die  InTolutionsbeziehung  fll,  111. 

***)  Bereits  Gar  not  hatte  den  räumlichen  Satz  durch  PanJlelprojection 
längs  einer  Geraden  der  Hülfsebene  aus  einem  Satz  der  Ebene  abgeleitet, 
diesen  selbst  durch  Gombination  yon  Dreiecken  gewonnen.  Vgl.  Gar  not, 
memoire  sur  la  relation  etc.,  Paris  1806,  S.  71.  Der  Fall  des  Dreiecks 
wird  Ton  Ptolemäus  im  Almagest  behandelt. 
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3.  Hiermit  habe  ich  freilich  vorgegriffen  und  muijs  zunächst 
zu  Sect.  I,  Cap.  n  und  m  zurückkehren,  die  uns  die  grundlegenden 
Entwickelungen  des  Werkes  darbieten.  Cap.  11  ist  zum  einen  Teil 
der  Betrachtung  ideeller  gemeinschaftlicher  Sehnen  zweier  Kegel- 
schnitte gewidmet.     Die  Belation 

OJ^  =^P'OÄ'OB 

ergiebt,  wenn  0  die  Qerade  AB  durchläuft,  OM  in  bestimmter 
Richtung  au%etragen  und  auf  das  Vorzeichen  keine  Rücksicht 
genommen  wird,  zwei  verschiedene  Kegelschnitte,  die  sich  in  den 
Punkten  Ä  und  B  berühren.  Jeder  dieser  beiden  Kegelschnitte 
stellt  die  imagin&ren  Punktepaare  des  anderen  dar,  deren  reelle  Ver- 
bindungslinien zu  der  Richtung  von  OM  parallel  sind. 

Eine  ideelle  Secante  zweier  Kegelschnitte  enthält  also  zwei 
reelle  Schnittpunkte  der  für  ihre  Richtung  den  beiden  Kegelschnitten 
conjugirten  Kegelschnitte.  In  einem  ihrer  Punkte,  0,  schneiden 
sich  die  zu  ihrer  Richtung  conjugirten  Durchmesser  der  beiden 
Kegelschnitte,  und  es  ist  aulserdem  für  ihn 

P'OÄ'OB~P'OÄ''OB\ 

wenn  man  auf  den  zweiten  Kegelschnitt  die  gestrichenen  Buchstaben 
bezieht  (56).  Zwei  Kegelschnitte  in  einer  Ebene  haben,  wenn  sie 
sich  nicht  in  reellen  Punkten  treffen,  sicherlich  ideelle  Secanten  mit 
einander  gemein.  Die  Durchmesser  der  beiden  Kegelschnitte,  welche 
zu  derselben  Richtung  paralleler  Sehnen  conjugirt  sind,  ergeben  in 
ihren  Schnittpunkten  einen  Ort  für  den  Punkt  0,  welcher  auch  die 
Mittelpunkte  der  beiden  Kegelschnitte  enthält.  Handelt  es  sich  z.  B. 
um  zwei  Ellipsen,  von  denen  eine  die  andere  ausschliefst,  so  mufs  die 
Hül&curve  jede  der  beiden  Ellipsen  mehrmals  treffen.  Durchläuft  0 
den  Bogen  von  einem  Austritt  aus  der  einen  bis  zum  nächsten  Ein- 
tritt in  die  zweite  Ellipse,  so  verändern  sich  die  GröDse  p  •  OÄ  •  OB 
und  p'  •  OÄ'-  OB'  stetig  in  der  Art,  daijs  erstere  mit  dem  Werte  0 
beginnt,  letztere  hingegen  endigt.  Inzwischen  giebt  es  wenigstens 
eine  Lage  mit  gleichen  Werten,  die  eine  ideelle  Secante  bestimmen.*) 
Das  Ergebnis  solcher  Stetigkeitsbetrachtungen  stellt  Poncelet  etwa 
folgendennaisen  (59)  dar:  Zwei  Kegelschnitte,  welche  in  derselben 
Ebene  liegen,  haben  „im  allgemeinen^^,  das  heilst  für  Lagen,  zu 
deren  Herbeiführung  keine  Bedingungen  erforderlich  sind,  eine  ideelle 
Secante  mit  einander  gemein,  ganz  genau  so,  wie  sie  „im  allgemeinen" 


*)  Man  wird  gegen  diese  Betrachtung  einwenden  müssen,  dafs  der 
Ort  der  Punkte  0,  der  später  als  Kegelschnitt  erkannt  wird,  eine 
Hyperbel  ist,  deren  Asymptoten  die  gemeinschaftlichen  conjugirten  Rich- 
toi^jen  der  beiden  Ellipsen  angeben.  Es  fragt  sich  also,  ob  solche  Stücke 
der  Gurre,  die  Poncelet  voraussetzt,  existiren. 
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(ponr  des  sitnations  indeterminees)  reelle  Punkte  und  Seeanten  ge- 
meinsam haben. 

Das  Continnitätsprincip  gestattet,  Eigenschafben,  die  der  einen 
Mannigfaltigkeit  zukommen,  auf  die  andere  zu  übertragen. 

4.  Von  den  Kreiseigenschaften,  die  den  Rest  des  Capitels  ftillen, 
kommen  einige  erst  in  der  Folge  zur  Anwendung.  Für  zwei  Schnitte 
einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist  die  Schnittlinie  ihrer  Ebenen 
eine  gemeinsame  reelle  oder  ideelle  Secante.  Dreht  man  umgekehrt 
z.  B.  zwei  Kreise  mit  gemeinsamer  Secante  um  diese  Gerade  als 
Ghamier,  so  gelangen  sie  auf  dieselbe  Kugel.  Beide  Kreise  und  alle, 
die  mit  ihnen  die  Secante  gemein  haben,  erhalten  also  von  jedem 
ihrer  Punkte  aus  gleiche  Tangenten;  sie  ist  der  Ort  der  Mittel- 
punkte der  Kreise,  welche  alle  Kreise  des  Büschels  senkrecht  schneiden. 
Schneiden  sich  zwei  Kreise  unter  rechtem  Winkel,  so  wird  jeder 
Durchmesser  des  einen  durch  die  auf  ihm  liegenden  Punkte  des 
anderen  harmonisch  getrennt.  (79).  Die  Polaren  eines  beliebigen 
Punktes  hinsichtlich  der  Kreise  eines  Büschels  laufen  deshalb  in 
einem  zweiten,  dem  reciproken,  Punkte  zusammen,  der  mit  ihm  einen 
Durchmesser  eines  Orthogonalkreises  des  Büschels  begrenzt.  Derselbe 
ist  durch  die  Mittelpunkte  K  und  L  der  Nullkreise  des  Büschels,  falls 
es  sich  um  eine  ideelle  Secante  handelt,  eindeutig  festgelegt  (81).  Ein 
Orthogonalkreis  des  Büschels  enthält  zwei  Punkte  A^  B  einer  Ge- 
raden und  die  zu  ihnen  reciproken  Punkte  A\  JB'.  JiJd^  bewegt  sich 
so  parallel  zu  AB,  dafs  ihr  Mittelpunkt  eine  zur  Secante  parallele 
Gerade  durchläuft  und  an  ihrem  Schnittpunkt  ^S^  mit  KL  die  Relation 

8A'    8B'  =r^8KSL 

erfüllt  bleibt.  Nach  dem  Potenzsatz  des  Apollonius  ist  also  zn 
einer  beliebigen  Geraden  ein  Kegelschnitt  reciprok,  der  die  Grenzpunkte 
und  überdies  den  unendlich  fernen  Punkt  der  gemeinschaftlichen 
Secante  enthält  (83  und  84).  Da  zwei  reciproke  Punkte  an  jedem 
der  Grenzpunkte  if,  L  einen  rechten  Winkel  bestimmen  und  ihre  Ver- 
bindungslinie durch  die  gemeinschaftliche  Secante  halbirt  wird,  artet 
dieser  Kegelschnitt  in  eine  Gerade  aus,  sobald  die  gegebene  einen 
der  Grenzpunkte  oder  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Secante  ent- 
hält. Diese  drei  Punkte  bilden  das  gemeinsame  Polardreieck  aUer 
Kreise  des  Büschels.  Bei  der  Übertragung  auf  die  Kegelschnittlehre 
erweist  sich  dieser  Kegelschnitt  besonders  in  seiner  zweiten  Be- 
deutung —  als  Ort  der  Pole  der  Geraden  in  Bezug  auf  die  Kreise 
des  Büschels  —  als  wichtig. 

ö.  Zwei  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Hyperbeln  haben  not- 
wendig zwei  durch  ihre  Asymptoten  bestimmte  imendlich  ferne 
Punkte  mit  einander  gemein.  Zwei  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen 
Ellipsen  entsprechen  für  eine  beliebige  Richtung  conjugirte  Hyperbeln 
mit  gemeinsamen  Asymptotenrichtungen.    Wir  sind  also  zu  der  An- 
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schaoimg  genötigt,  da&  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Ellipsen  eine 
ideelle  unendlich  ferne  Sehne  gemein  haben,  deren  Richtung  aber 
nnbesiininit  geworden  ist,  da  die  eben  angeführte  Betrachtang  an 
jedes  Paar  conjngirter  Hyperbeln  angeknüpft  werden  kann.  Sind 
die  beiden  Ellipsen  concentnsch,  so  sind  es  auch  zwei  entsprechende 
eonjngirte  Hyperbeln.  Man  mois  also  die  Ellipsen  als  Kegelschnitte 
ansehen,  die  sich  doppelt  berühren;  die  Berührungssehne  ist  in's 
Unendliche  hinansgerückt.  Kreise  sind  immer  ähnlich;  man  kann 
also  aus  dem  Obigen  die  Anschauung  ableiten,  die  ich  mit  Pon- 
celet's  Worten  anfahren  will  (94):  „Des  cercles  places  arbi- 
trairement  sur  un  plan  ne  sont  donc  pas  tout  a  fait  independants 
entre  eux  . . .;  ils  ont  idealement  deux  points  imaginaires  communs 
s  rinfim."  Fügen  wir  hierzu  noch  die  anderen  Worte  (96):  Le 
principe  de  continuite  . . .  „veut  que  tous  les  points  a  Finfini  d'un 
plan  puissent  etre  consideres  idealement  comme  distribu^s  sur  une 
droite  unique,  situ^  elle-meme  a  Finfini  sur  ce  plan,^^  so  haben 
wir  den  Übergang  von  der  älteren  zur  modernen  synthetischen 
Geometrie  gekennzeichnet. 

6.  Im  dritten  Oapitel  der  Sect.  I  giebt  nun  Poncelet  in  der 
Entwickelung  der  Gesetze  der  Projection  einer  Ebene  auf  die  andere 
gleichsam  das  Programm  seines  Werkes.  Ein  Punkt  wird  in  einen 
Punkt,  eine  Gerade  in  eine  Gerade,  und  folglich  ein  Strahlbüschel 
in  einen  Strahlbüschel  projicirt.  Aus  einem  System  von  Parallelen 
entsteht  eben&Us  eine  Gruppe  von  Strahlen,  die  von  einem  Punkte 
ausgehen.  Enthält  die  erste  Figur  mehrere  Gruppen  von  Parallelen 
so  strahlen  die  entsprechenden  Gruppen  der  zweiten  Ebene  von 
Punkten  einer  Geraden  aus,  und  es  folgt  so  aus  den  Gesetzen  der 
Perspective  die  Bestätigung  dessen,  was  sich  auf  „metaphysischem^^ 
Wege  schon  bei  .der  Betrachtung  ähnlicher  Kegelschnitte  gezeigt 
hatte,  dais  alle  unendlich  fernen  Punkte  einer  Ebene  auf  einer  und 
derselben  Geraden  liegen  (106,  107).  Einen  Kegelschnitt  kann  man 
so  projiciren,  daljs  zwei  bestimmte  Punkte  in's  Unendliche  sich  ent- 
fernen. Als  Specialfall  ist  das  Gesetz  anzusehen,  da£s  ein  Kegel- 
schnitt „im  allgemeinen^'  derart  in  einen  Kreis  projicirt  werden  kann, 
daüs  eine  bestimmte  Gerade  ins  Unendliche  sich  entfernt.  In  reeller 
Weise  ist  die  Projection  dann  möglich,  wenn  die  gegebene  Gerade 
eine  ideelle  Sehne  des  Kegelschnittes  ist.  Alsdann  ist  der  Ort  des 
Projectionscentrums  ein  Kreis,  dessen  Ebene  im  Mittelpunkt  der 
Sehne  senkrecht  steht;  sein  Radius  ist  halb  so  grofs  als  die  Sehne, 
welche  die  Gerade  mit  dem  ihrer  Richtung  zugehörigen  conjugirten 
Kegelschnitt  gemein  hat.  Zwei  Kegelschnitte  lassen  sich  „im  aUge- 
meinen^  in  zwei  Kreise  projiciren,  der  Ort  des  Projectionscentrums 
besteht  ans  sechs,  den  verschiedenen  gemeinschaftlichen  Sehnen  ent- 
sprechenden Kreisen.  Ich  habe  ganz  im  Beginn  des  Referates  der 
Meinung  Ausdruck  gegeben,  dafs   diese  Anschauung  auf  Monge's 
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JanuBchke,  HanB^  k.  k.  Direktor  der  Staats-Oberrealschule  in  Teschen, 
das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie  und  seine  An- 
wendung in  der  Naturlehre.  Ein  Hilfsbuch  für  den  höheren 
Unterricht.  Mit  95  Figuren  im  Text.  [X  u.  456  S.]  gr.  8.  1897. 
Gebunden  n.  JL  12. — 

KJrohlioff|  QustaVy  Yorlesungen  über  mathematische  Physik. 
I  Band:  Mechanik.  4.  Aufl.  herausg.  TOn  Prof.  Dr.  W.  Wibh.  Mit 
18  Figuren  im  Text     [X  u.  464  S.]    gr.  8.    1897.    geh.  n.  ^.  IS.— 

Xleiiiy  F..  und  A.  Sommerfeld,  über  die  Theorie  des  Kreisels. 
3  Hefte,    gr.  8.    geh. 

L  Heft:  Die  kiaematiBchen  und  kinetischen  Ornndlagen  der  Theorie.    [TV  u.  196  S.] 

1897.    n.  JIC  6.60. 
n.  Heft:  I>aTchfühning  der  Theorie  im  Falle  des  schweren  symmetrischen  SreiBels. 

[IV  u-  316  S.]     1898.    n.  Jl  10.— 
HL  Heft  in  Yorbereitung. 

Krause,  Dr.  Martin ,  Professor  an  der  Königl.  Sachs.  Technischen 
Hochschule  zu  Dresden,  Theorie  der  doppeltperiodischen 
Functionen  einer  Teränderlichen  Grösse.  (In  2  Bänden.) 
Zweiter  Band.    [XII  u.  806  8.]    gr.  8.    1897.    geh.  vl.  JL\%.— 

Kroneoker'Sy  Iieopold.  Werke.  Herausgegeben  auf  Veranlassung  der 
Königlich  Preussiscnen  Akademie  der  Wissenschafben  von  K.  HnrssL. 
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geh.  n.  JL  36. — 

IdOySoplms,  Geometrie  der  Berührungstransformationen.  Dar- 
firestellt  Yon  Sophus  Los  und  Georg  Schsffbrs.  In  2  Bänden.  L  Band. 
Hit  Figuren  im  Text.    [XII  u.  694  8.]    gr.  8.   1896.  geh.  n.  «^  24.  — 

Y*  LDienthal,  Dr.  R.^  a.  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  Kgl.  Aka- 
demie zu  Münster  i.  W.,  Grundlagen  einer  Krümmungslehre 
der  Curvenscharen.  [VHu.  114SJ   gr.  8.  1896.   geh.  n.  JLh,— 

ICarkof^  A.  A.^  o.  Professor  an  der  Kiaiserlichen  Universität  zu  St. 
Petersburg,  o.  Mitglied  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  8t.  Petersburg,  Differenzenrechnung.  Autorisierte 
deutsche  Obersetzung  von  Theophil  Fbiessndobpf  und  Erioh  PbOmk. 
Mit  einem  Vorworte  Ton  R.  Mbhmkb,  o.  Prof.  an  der  K^l.  Technischen 
Hochschule  zu  Stuttgart,    [VI  u.  194  8.]  gr.  8.  1896.  geh.  n.  .;«  7.— 

M[inkowBkiy  Dr.  Hermann,  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  üni- 
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Lieferungen.  Erste  Lieferung.  [240  S.]  gr.8.   1896.   geh.  n.  .^8.— 

Ketto^  Dr.  XSugen^  o.  ö.  Professor  der  Mathematik  an  der  UniTersität 
zu  Giessen,  Vorlesungen  über  Algebra.  In  zwei  Bänden. 
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1896.     geh.  n.  JL  12.— 

Heomann^  Dr.  C.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu 
Leipzig,  die  elektrischen  Kräfte.  Darlegung  und  genauere  Be- 
trachtung der  von  hervorragenden  Physikern  entwickelten  mathe- 
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Bonth)  John  Edward,  Sc.  D.,  LI.  D.,  F.  ß.  S.,  etc.;  Ehrenmitglied 
von  Peterhouse,  Cambridge;  Mitglied  des  Senats  der  Universität 
London,  die  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper.  Li  zwei 
Bänden  mit  zablreichen  Beispielen.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe 
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Balmon^  Gtoorge^  analytische  Geometrie  des  Baumes.  Deatach 
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Mit  Genehmigung  des  Verfassers  deutsch  bearbeitet  von  Azxl  Hasxacs. 
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aer  AbeTschen  Functionen.  Mit  Figuren  im  Text.  [X  u.  S54S.] 
gr.  8.     1896.     geh.  n.  JL  12.— 

Btaude^  Dr.  Otto^  ordentlicher  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  Rostock,  die  Focaleigenschaften  der  Flächen 
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XYIL  Trait^,  Seddon  II  imd  m.    1.  PolareigenBchaften.        129 


XVn.  Poncelet's  Trait^,  Seetion  n  und  DI. 

1.  Wie  bereits  Hervorgehoben,  ist  das  erste  Capitel  der  Section  11 
der  Transrersalentheorie  gewidmet;  das  zweite  Capitel  beginnt  mit 
einer  üntwickelnng,  die  schon  vielfältig  als  Beispiel  ftbr  die  ScbluTs* 
weise  des  Traitj  wiedergegeben  wurde.  Zeichnet  man  einem 
Kreise  ein  Rechteck  ein,  zieht  die  zn  seinen  Seiten  parallelen  und 
die  in  seinen  Eckpunkten  berührenden  Tangenten,  die  paarweise  zu 
einander  parallel  sind,  so  sind  die  zu  den  Seiten  des  Rechtecks 
parallelen  Durchmesser  Symmetrie -Axen  der  Figur;  es  ergiebt  sich 
deshalb  durch  Centralprojection  ohne  weiteres  der  Satz  vom  ein- 
geschriebenen Viereck  und  dem  zugehörigen  umgeschriebenen  Vier- 
seit.  Aus  ihm  flielsen  die  Polareigenschaften  des  Kegelschnittes  ab. 
Der  Satz  von  dem  Polardreieck,  das  mit  einem  eingeschriebenen 
Viereck  gegeben  ist,  wird  in  folgendes  Bewegungsgesetz  umgeformt 
(192):  „Ist  jeder  von  drei  Punkten  der  Pol  der  Verbindungslinie 
der  beiden  anderen,  so  kann  man  ein  Dreieck  derart  verschieben, 
dals  seine  Ecken  auf  dem  Kegelschnitt  fortschreiten  und  seine  Seiten 
Bich  um  die  drei  Puukte  drehen.^^ 

Ein  Kegelschnitt  kann  in  ein  Geradenpaar  zerfallen,  alsdann 
ist  der  Ort  der  vierten  harmonischen  Punkte  eines  festen  Pols  eine 
Gerade  durch  den  Kreuzungspunkt  der  beiden  gegebenen.  Poncelet 
knüpft  hieran  einige  Bemerkungen  über  die  Geometrie  der  geraden 
Linie  (197 — 199).  Er  löst  zunächst  die  beiden  Lambert'schen 
Aufgaben,  durch  einen  Punkt  eine  Gerade  zu  legen,  die  den  unzu- 
gänglichen Schnittpunkt  zweier  Geraden  enthält;  femer  die  andere, 
unter  alleiniger  Benutzung  eines  festen  Parallelogramms  und  des 
Lineals  durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Parallele  zu  einer  Ge- 
raden zu  ziehen.  Poncelet  führt  die  letztere  Aufgabe  auf  die 
erstere  zurück,  indem  er  erst  eine  Parallele  zur  gegebenen  Geraden 
zieht  unter  Benutzung  des  D  es  arg  ues' sehen  Satzes  von  den  per- 
spectivischen  Dreiecken;  Lambert's  Lösung  der  Aufgabe  \^ar  etwas 
directer.  Construirt  man  ein  Viereck,  dessen  sechs  Seiten  die 
Schnittpunkte  der  Seiten  und  Diagonalen  des  Parallelogranmis  mit 
der  gegebenen  Geraden  enthalten,  so  liegen  zwei  der  drei  Schnitt- 
punkte gegenüberliegender  Seiten,  von  denen  man  einen  mit  dem 
gegebenen  Punkte  identisch  machen  kann,  auf  einer  Parallelen  zur 
Gnaden.*)  Poncelet's  Lösung  würde,  projectivisch  verallgemeinert, 
folgende  Aufgabe  lösen:  Gegeben  als  Schnittpunkte  gerader  Linien 
zwei  nnzugSbigliche  Punkte;  man  soll  eine  Gerade  nach  dem 
Schnittpunkt   ihrer   Verbindungslinie    mit    einer  gegebenen  G^eraden 


•)  Lambert,  freye  Perspective,  Zürich  1774,  Zweiter  Theil,  S.  169. 
Eine  andere  Lösimg  des  Problems  führt  Poncelet  auf  S'Gravesande 
zurück. 

JmlirMberiohft  d.  D^ntsohen  Mathem.-Vereinignng.   V,  2.  9 
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3.  Der  Best  des  Capitels  ist  der  „th^orie  des  polaires  r^ci- 
proques^  gewidmet.  Genaner  geht  Poncelet  aucH  hier,  wie  in 
seiner  grundlegenden  Arheit*),  nnr  auf  die  gegenseitigen  Be- 
ziehungen zwischen  zwei  polarreciproken  Curven  ein.  Der  Ort 
der  Pole  aller  Tangenten  einer  gegebenen  Curve  ist  zugleich  die 
HfOleurve  der  Polaren  ihrer  Punkte.  Sie  hat  deshalb  •  mit  einer 
Geraden  höchstens  so  viel  Punkte  gemeinsam,  als  die  gegebene 
Gurre  Tangenten  aus  einem  Punkt  erhält.  Ihre  Doppeltangenten 
und  Wendetangenten  sind  zu  den  Doppelpunkten  und  Spitzen  der 
Grnxndcurve  reciprok.  Des  Dualismus,  welcher  die  Geometrie  der 
Ebene  beherrscht,  gedenkt  er  indes  ausdrücklich  mit  den  folgenden 
Worten  (8.235):  ,41  n'existe  aucune  relation  descriptive  d'une  figure 
donnee  sur  un  plan  qui  n'ait  sa  r^ciproque  dans  une  autre  figure.^^ 
Er  hebt  femer  hervor,  dals  im  Räume  ein  ähnliches  Übertragungs- 
prindp  hervortritt,  wenn  man  von  den  Polareigenschaften  der  Ober- 
flftchen  zweiter  Ordnung  Gebrauch  macht.  Wiederholt  hebt  Poncelet 
im  Verlauf  seiner  Entwickelungen  dieses  allgemeine  Gesetz  hervor 
und  giebt  an  den  verschiedensten  Stellen  Anwendungen  desselben. 
Als  eine  der  schönsten  kann  die  Herleitung  des  Newton' sehen 
Ifittelpunktsatzes  gelten.  Aus  dem  speciellen  Satz  über  Ereisbüschel 
[XVI,  4]  folgt  durch  Projection:  „Die  Polaren  eines  Punktes  hin- 
sichtlich der  Kegelschnitte  eines  Büschels  gehen  durch  einen  Punkt, 
welcher  einen  Kegelschnitt  durchläuft,  wenn  der  erstere  eine  Gerade 
beschreibt.^  Wenn  man  die  polarreciproke  Figur  nimmt  und  be- 
denkt, dals  Pol  und  Polare  in  Polare  und  Pol  übergeführt  werden, 
so  entsteht  der  Satz:  „Gleitet  ein  Kegelschnitt  an  vier  Tangenten, 
so  durchläuft  sein  Pol  hinsichtlich  einer  festen  Geraden  eine  Gerade. 
Bückt  die  gegebene  Gerade  in's  Unendliche  hinaus,  so  wird  die  zweite 
zum  Ort  der  Mittelpunkte;  sie  enthält  speciell  die  Mittelpunkte  der 
Strecken,  welche  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Ecken  des  ge- 
gebenen Yierseits  begrenzen  (397,  398). 

4.  Das  dritte  Capitel  der  Section  11  enthält  Betrachtungen  aus 
der  Kreislehre,  die  zur  Vorbereitung  der  Homologie-Beziehung  be- 
stimmt sind.  Zwei  Kreise  kann  man  in  Bezug  auf  einen  bestimmten 
Ähnlichkeitspunkt  noch  in  doppelter  Weise  homolog  —  so,  dals  ent- 
sprechende Punkte  mit  ihm  in  einer  Geraden  liegen  —  beziehen. 
Die  Beziehung  ist  direct  homolog,  wenn  die  Endpunkte  paralleler 
Radien  auf  einander  bezogen  werden,  invers-homolog,  wenn  stets 
die  Endpunkte  nichtparalleler  Radien  einander  zugewiesen  sind. 
Weist  man  jeder  Sehne  des  einen  Kreises  die  Verbindungslinie  der 
m   Suren   Endpunkten   homologen  Punkte  zu,    so  entspricht  jedem 


•Ti  Ich  habe  (V,10)  Poncelet*«  Arbeit  und  die  Schriften  vonEncontre 
imd  Brian  oh  on  besprochen,  die  sich  zur  Entwickelung  geometrischer 
WiJuheiten  der  Polareigenschaften  des  Kegelschnittes  bemenen. 
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StrahlenbüscHel  ein  StrahlenbüscHel  und  somit  auch  jedem  Ponkte  eb 
Punkt.  In  zwei  homologen  Figuren  liegen  je  zwei  entsprechende 
Punkte  mit  dem  Ähnlichkeitspunkte,  dem  Centrum  der  Homologie,  auf 
einer  Geraden,  während  die  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden 
einer  festen  Geraden,  der  Aze  der  Homologie,  angehören.  FOr  die 
inyers-homologe  Beziehung  fiLllt  sie  mit  der  gemeinschaftlichen  reelleo 
oder  ideellen  Secante  der  beiden  Kreise  zusammen;  für  die  direct- 
homologe  Beziehung,  bei  der  je  zwei  entsprechende  Geraden  parallel 
sind,  fWt  sie  in's  unendliche  hinaus,  ist  also  ebenfalls  eine  gemein- 
schaftliche Sehne  der  beiden  Kreise. 

Hinsichtlich  dreier  auf  einer  Ahnlichkeitsaxe  liegenden  Ähn- 
lichkeitspunkte der  Kreise  c,  c\  c"  kann  man  c'  auf  c,  c"  auf  c\  end- 
lich c  auf  c"  invers-homolog  beziehen  und  so  fortfahren,  bis  man 
zum  zweiten  Mal  zu  c  zurückkehrt;  die  Operation  erreicht  dann 
ihren  AbschluTs,  da  alle  Punkte  und  Geraden  der  Ebene  von  c  in 
sich  übergeführt  werden.  Das  Ergebnis  dreier  auf  einander  folgenden 
Operationen  ist  eine  invers-homologe  Beziehung,  die  einen  der  drei 
Kreise  c,  c\  c"  in  sich  überführt,  das  Centrum  gehört  der  Ähnlich- 
keits-Axe  an,  die  Homologie- Axe  ist  die  Polare  dieses  Punktes  c 
hinsichtlich  des  betreffenden  Kreises.  Greraden,  welche  vom  Centram 
ausgehen,  sowie  Punkte,  welche  der  Axe  der  Homologie  angehören, 
werden  durch  die  Folge  der  drei  Operationen  in  sich  übergeführt  Die 
Verbindungslinien  gegenüberliegender  Punkte  bez.  die  Schnittpunkte 
gegenüberliegender  Geraden  eines  Cjklus  der  einen  oder  anderen  Art  sind 
derartige  Elemente.  Die  Axen  der  drei  neuen  Homologie-Beziehungen 
schneiden  die  Berührungspunkte  der  beiden  Kreise  aus,  welche  die 
drei  gegebenen  berühren  und  zur  Ahnlichkeitsaxe  gehören;  je  drei 
zusammengehörige  dieser  Punkte  bilden  einen  in  sich  geschlossenen 
Cjklus.  Wählt  man  den  Ausgangspunkt  auf  c,  so  werden  die  sechs 
Punkte  durch  einen  bestimmten  Kreis  auf  c,  c\  c"  ausgeschnitten, 
der  anstatt  des  Orthogonalkreises  für  das  eine  Kreispaar  in  die 
Gaultier' sehe  Construction  eingesetzt  werden  kann*)  und  offenbar 
die  drei  gegebenen  Kreise  unter  einem  und  demselben  Winkel  schneidet 
Andererseits  gestatten  diese  Entwickelungen  mannig&che  Modifica- 
tionen  dieser  Construction.  Sind  die  drei  Kreislinien  gegeben,  und 
ist  durch  irgend  eine  Vorkehrung,  etwa  den  Mittelpunkt  des  einen 
Kreises,  ein  Paar  von  Parallelen,  eine  durch  einen  Ähnlichkeitspunkt 
gehende  Gerade  etc.,  die  unendlich  ferne  Gerade  eingeführt,  so  kann 
die  Construction  mit  alleiniger  Hülfe  des  Lineals  erfolgen  (269  £). 

5.  Zwei  Kegelschnitte  kann  man  hiemach  (Sect  HI,  Cap.  1)  auf 
zwölf  Arten  in  Homologie-Beziehung  bringen.     Ist  nämlich  die  Axe 


*)  Ohne  Beweis  hatte  Poncelet,  wie  bereits  bemerkt  (XV,  6),  diese 
Constmction  schon  früher  angefahrt  (Gerg.  Ann.,  Bd.  11,  1B20  n.  1821, 
S.  817—822). 
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eine  von  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  des  beiden  eingeschriebenen 
Vierecks,  so  muDs  das  Centrnm  der  Homologie  eine  von  zwei 
gegenüberliegenden  Ecken  des  umgeschriebenen  Vierseits  sein,  und 
zwar  sind  der  Schnittpunkt  der  beiden  Azen  und  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  Centra  gegenüberliegende  Stücke  des  gemeinschaft- 
lichen Polardreiecks.  Eine  anschauliche  Umschreibung  des  Satzes 
bildet  das  Theorem  (293):  „Zwei  Kegelschnitte  in  einer  Ebene 
können  auf  zwei  Arten  als  Projectionen  zweier  Schnitte  eines  Kegels 
so  au^efjajjst  werden,  dals  der  scheinbare  Umrü]s  des  Kegels  mit 
zwei  gemeinschaftlichen  Tangenten  zusammenfallt/^*) 

Von  den  fünf  Bestimmungsstücken  eines  Kegelschnittes  kann 
man  ein  Tangentenpaar  durch  das  Centrum,  ein  Punktepaar  durch 
die  Axe  der  Homologie  gegen  einen  bekannten  Kegelschnitt  fest- 
legen. So  entstehen  neue  Aufgaben,  deren  greise  principielle  Be- 
deutung,  obgleich  die  Lösungen  ziemlich  schwerf&Uig  sind,  in  der 
M^Iichkeit  liegt,  Paare  conjugirt  imaginärer  Bestimmungsstücke 
bei  der  Gonstruction  eines  Kegelschnittes  in  Betracht  zu  ziehen. 
Als  Beispiel  diene  die  Gonstruction  aus  einer  reellen  Tangente  und 
rier  imagin&ren  Punkten,  die  als  Schnittpunkte  eines  Kegelschnittes 
mit  zwei  Geraden  gegeben  sind.  Jeder  der  beiden  gesuchten  Kegel- 
schnitte kann  mit  Hülfe  yon  vier  Homologie-Beziehungen  aus  dem 
gegebenen  abgeleitet  werden,  jede  derselben  hat  eine  der  beiden  vor- 
liegenden Geraden  zur  Axe  und  einen  von  zwei  Punkten  zum 
C^irun.  Die  vorliegende  Tangente  ist  hierbei  aus  einer  der  vier  Tan- 
genten entstanden,  welche  der  gegebene  Kegelschnitt  aus  ihren  Schnitt- 
punkten mit  den  Axen  erhält  Die  vier  Geraden,  welche  die  beiden 
so  entstehenden  Paai^  von  Berührungspunkten  verbinden,  treffen 
sich  mithin  einmal  paarweise  in  den  Berührungspunkten  der  Tan- 

*)  In  der  Arbeit:  Memoire  Rur  les  propri^täs  des  syst^mes  de  sections 
coniqoeSy  sitn^  dans  nn  mdme  plan,  Gerg.  Ann.,  Bd.  18,  1827  n.  1828, 
S.  277 — 301,  knüpft  Chasles  an  die  Untersuchmigen  Poncelet^s  an, 
indem  er  das  System  von  Kegelschnitten  mit  einem  gemeinschaftlichen 
Homologie-Centzmn  als  polarreciprokes  Gebilde  zu  einem  System  „homo- 
thetiflcher*'  (ähnlicher  und  ähnlich  gelegener)  Kegelschnitte  einführt  Er 
beanstandet  hierbei  die  Bezeichnung  ,.corde  ideale**  als  mizweckmäfsig 
and  will  das,  was  den  Ähnlichkeitsponkten  homothetischer  Kegelschnitte 
entspriclit,  als  „axe  de  symptose"  bezeichnen.  Den  Namen  „centre 
dliomologie"  will  er  anf  die  Schnittpunkte  solcher  gemeinsamen  Tangenten- 
paaie  eingeschxänkt  wissen,  gegen  welche  die  beiden  Kegelschnitte  ffleich- 
artig  liegen  (Nr.  2,  9, 14, 18  ete.),  so  dafs  eine  von  ihrem  KrenzmigspmJEt  ans- 
geh^deGerade  beide  oder  keinen  von  beiden  trifft.  Zwei  Kegelschnitte  haben 
denmacli  sechs  Homolone-Centren  und  sechs  zugehörige  „axes  de  s^ptose*^ 
wenn  sie  vier  reelle  Funkte  und  Tangenten  gemein  haben,  in  jedem 
anderen  Fall  nur  zwei  Paare,  wie  Chasles  in  einer  zweiten  Abhandlung 
genauer  ausführt:  Chasles,  Additions  et  corrections  au  memoire  sur  les 
propri^täs  d'un  Systeme  de  coniques,  ins^rä  ä  la  page  277  du  pr^c^dent  volume, 
Gerg.  Ann.,  Bd.  19,  1828  u.  1829,  S.  26—82.  Poncelet  hat  gegen  diese 
Unterscheidung  mit  Heftigkeit  protestirt  (Trait^,  Bd.  2,  Paris  1866,  S.  481  ff.). 
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gente  mit  den  beiden  Eegelschnitten  und  schneiden  andererseits  auf 
der  Polare  des  Erenzungsponktes  der  Secanten  die  beiden  Centra- 
paare  aus,  mit  deren  Hülfe  die  gesuchten  aus  dem  gegebenen 
Kegelschnitt  entstehen  (343).  Bezieht  man  einen  Kegelschnitt  homo- 
log auf  einen  Kreis,  so  werden  Aufgaben  metrischer  Art,  Auffindung 
der  Azen,  zweier  conjugirten  Durchmesser,  die  einen  vorgeschriebenen 
Winkel  mit  einander  bilden  etc.,  in  leichter  Weise  ausf&hrbar.  Als 
Homologie -Centrum  wird  dann  vorteilhaft  ein  gemeinschaftlicher 
Punkt  gew&hlt,  in  dem  sich  Kreis  und  Kegelschnitt  berühren. 

6.  Andererseits  verbreitet  sich  Poncelet  im  AnschluDs  an  diese 
Entwickelungen  über  die  Möglichkeit,  die  Aufgaben  zweiten  Grades 
mit  Hülfe  eines  festen  Kreises  und  des  Lineals  zu  bewerkstelligen. 
Die  Art  der  Lösung  ist  freilich  sehr  verschieden  von  der,  die  man 
jetzt  zu  geben  pflegt.  Jede  bestimmte  Aufgabe  zweiten  Grades  läist 
sich  auf  die  Aufgabe  zurückfähren,  die  Doppelpunkte  zweier  pro- 
jectivischen  Punktreihen  aufzufinden,  die  einer  gegebenen  Kegelschnitt- 
linie angehören.  Ihre  Doppelpunkte  liegen  auf  der  Directrix  dieser 
Projectivität;  betrachtet  man  die  unendlich  ferne  Gerade  als  absolut 
gegeben,  so  scheiden  vorläufig  alle  Probleme  von  der  Betrachtung 
aus,  bei  deren  Eormulirung  dieselbe  in  Betracht  gezogen  wird; 
z.  B.  die  Aufgabe,  von  einem  Punkte  aus  auf  eine  Gerade  ein  Lot 
zu  fällen.  Erst  wenn  sie  irgendwie  als  unzugängliche  Gerade  ge- 
kennzeichnet ist  durch  ihren  Pol  hinsichtlich  der  gegebenen  Kegel- 
schnitt-Linie, durch  zwei  Paare  von  Geraden,  deren  unzugängliche 
Schnittpunkte  ihr  angehören,  also  durch  zwei  Paare  von  Parallelen, 
werden  solche  Aufgaben  auszufahren  sein.  Poncelet  drückt  dies 
(255)  in  der  Porm  aus:  Kennt  man  bloijs  eine  Kreislinie  ohne  ihren 
Mittelpunkt,  so  ist  man  eigentlich  nicht  besser  daran,  als  wenn  der 
Kreis  gar  nicht  vorläge.  Hat  man  hingegen  einen  Kreis  und  dessen 
Mittelpunkt,  so  ist  jede  Aufgabe  zweiten  Grades  mit  alleiniger  Hülfe 
des  Lineals  lösbar;  sie  fOhrt  ja  jedenfalls  darauf  zurück,  eine  Grerade 
mit  einem  Kreis  zu  schneiden,  der  durch  drei  Bestimmungsstücke, 
Punkte  und  Tangenten,  festgelegt  ist.  Die  unendlich  ferne  Gerade 
ist  für  beide  Kreise  eine  Homologie- Axe,  deren  Centrum  mit  Hülfe 
des  Lineals  allein  aufgefunden  werden  kann.  Die  gesuchten  Schnitt- 
punkte können  jetzt  durch  Abbildung  der  Geraden  gefunden  werden 
(353).  Es  schHeist  sich  eine  Beihe  von  Bemerkungen  über  Ck)n- 
structionen  an,  die  allein  mit  Hülfe  einer  „fausse  ^querre^,  eines 
Winkels  von  constanter  Gröfse,  ausgeführt  werden  können. 

7.  Hier  ergiebt  sich  nun  die  günstigste  Gelegenheit,  auf  Steiner's 
gelegentlich  schon  angeführte  Schrift  über  denselben  Gegenstand 
einzugehen.*)     Jeder,  der  dieselbe  kennt,  schätzt  in  ihr  ein  wahres 


*)  Steiner,   Die   geometrischen  Gonstructionen,   ausgeführt  mitteht 
der  geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises,  als  Lehrgc^enstand  auf  höhmn 
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Muster  eleganter  und  klarer  geometrischer  Darstellung.  Freilich 
muls  man  es  tadeln,  wenn  Steiner  in  der  Vorrede  sich  die  Auf- 
gabe stellt,  „die  Vermutung  zu  bestätigen,  welche  einige  französische 
Geometer  ausgesprochen  haben^^,  dals  es  möglich  sei,  alle  Aufgaben 
zweiten  Grades  mittelst  eines  festen  Kreises  und  des  Lineals  zu  lösen. 
PoBcelet  hat  später  mit  Recht  hervorgehoben*),  daijs  er  sich  an 
der  besprochenen  Stelle  mit  genügender  AusfClhrlichkeit  über  die 
M^lichkeit  verbreitet  habe,  alle  Constructionen  mit  Hülfe  des  Lineals 
und  eines  festen  Kreises  auszuführen.  Aber  er  giebt  mit  einer  bei 
ihm  seltenen  Mälsigung  zu,  dais  Steiner  die  Frage  vertieft  habe. 
In  den  ersten  drei  Abschnitten  folgt  Steiner  genau  Poncelet's 
Sporen.  Er  zeigt  zuerst,  dals  man  mit  Hülfe  einer  Curve  mit 
MiUelpunkt  und  eines  Lineals  zu  jeder  Geraden  eine  Parallele 
ziehen  kann.  Er  erörtert  dann  im  zweiten  Abschnitt  die  Gesetze 
der  Ähnlichkeit  und  kommt  im  dritten  Abschnitt  auf  den  Kernpunkt 
der  Frage  zu  sprechen.  Eine  geometrische  Construction,  wie  ver- 
wickelt sie  sei,  bestehe  aus  der  steten  Wiederholung  der  Aufgaben, 
„die  Schnittpunkte  einer  Geraden  und  eines  Kreises^'  und  die 
Schnittpunkte  zweier  Kreise  zu  finden.  Ist  nun  ein  Fundamental- 
kreis mit  Mittelpunkt  bekannt,  und  ist  im  ersten  Falle  der  Kreis 
durch  Mittelpunkt  und  Radius  gegeben,  so  kann  man  zunächst  mit 
alleiniger  Hülfe  des  Lineals,  auf  Grund  des  Ziehens  von  Parallelen, 
seine  Ahnlichkeitspunkte  gegen  den  Fundamentalkreis  finden  und 
so  die  gesuchten  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden  auf  den  Kreis 
abbilden.  Im  zweiten  Fall  kann  man  zuerst  die  Ähnlichkeitspunkte 
der  beiden  Kreise  gegen  den  Fundamentalkreis,  sodann  ihre  Ähn- 
lichkeitspunkte gegen  einander  auffinden.  Nachdem  man  alsdann 
die  Schnittpunkte  mit  zwei  von  einem  Ähnlichkeitspunkt  ausgehenden 
Geraden  gefunden  hat,  kann  man  die  im  Endlichen  liegende  ge- 
meinschaftliche Secante  der  beiden  Kreise  als  Ort  der  Schnittpunkte 
invers-homologer  Strahlen  auffinden  und  so  die  Aufgabe  auf  die 
vorige  zurückführen.  Die  Lösung  der  Aufgabe  ermöglicht  sich  auch 
dann,  wenn  der  Mittelpunkt  nur  als  unzugänglich  gekennzeichnet 
und  von  der  Peripherie  des  Kreises  ein  Punkt  gegeben  ist.  Kann 
man  in  dem  Vorigen  nur  eine  weitere  Ausführung  der  Poncelet'- 
sdien  Ideen  erblicken,  so  giebt  Steiner  in  dem  „Anhang^^  über- 
schriebenen  Schluiscapitel  an  einer  Reihe  von  Beispielen  eine  wirk- 
liche Vertiefong,  indem  er  Aufgaben  zweiten  Grades  projectivischer 
Nator  systematisch  auf  die  Aufsuchung  der  Doppelelemente  in  einander 
liegender  projectivischer  Gebilde  zurückführt  und  diese  Aufgabe  mit 
Hülfe  einer  Kreislinie,  deren  Mittelpunkt  nicht  mehr  erforderlich  ist. 


Unterrichts- Anstalten  und  zur  praktischen  Benutzung,  Berlin  188S  (Ges.W., 
Bd.  1,  8.461—622). 

*)  Vgl  die  1862  hinzugefügte  Anmerkung  zu  867  (S.  414). 
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zur  Lösung  bringt.  Beiläufig  mag  noch  erwähnt  werden,  daJGs  die 
Construction  eines  Kegelschnittes  aus  vier  Tangenten  und  einem 
Punkte  hier  zum  ersten  Mal  mit  Hülfe  der  Involutionseigeiischaft 
des  vollständigen  Yierseits  gelöst  wird.  Sind  AA^^BB^^CCi  die 
drei  Paare  gegenüberliegender  Ecken  des  Yierseits,  so  hat  man  mit 
Hülfe  des  festen  Kreises  die  Doppelelemente  der  beiden  Strahlenbüschel 

P(ilJ9C...)  AP(A-BiC'i..O 

zu  suchen,  um  die  Tangenten  der  beiden  gesuchten  Kegelschnitte  im 
Punkte  P  zu  finden  (Ges.  W.,  S.  614). 

8.  Ich  kehre  nach  dieser  Abschweifung  zu  Poncelet  zurück. 
Wird  als  Homologie-Centrum  ein  Punkt  P  eines  Kegelschnitts  ge- 
wählt, so  hat  der  transformirte  Kegelschnitt  mit  ihm  eine  einfache 
Berührung,  die  in  eine  dreipunktige  bez.  vierpunktige  Osculatioo 
übergeht,  wenn  die  Axe  der  Homologie  durch  P  hindurchgeht  oder 
zur  Tangente  dieses  Punktes  wird.  Im  ersten  Fall  kann  man  noch 
zwei  Punkte  A^^  B^  des  neuen  Kegelschnittes  willkürlich  annehmen; 
sind  ii,  ^  die  zweiten  Schnittpunkte  von  PA^  und  PB^  mit  dem 
gegebenen  Kegelschnitt,  so  ist  durch  den  Schnittpunkt  von  AB  und 
A^B^  die  Homologie- Axe  festgelegt.  Betrachtet  man  A^  als  gegeben 
und  führt  den  Schnittpunkt  über  die  Tangente  in  P,  so  beschreibt 
B^  den  Kegelschnitt,  der  in  P  vierpxmktig  berührt  und  durch  A^ 
eindeutig  festgelegt  ist.  Die  soeben  angedeutete  Construction  hatte 
Poncelet  schon  früher  ohne  Beweis  gegeben*)  (320 — 325).  Ent- 
sprechende Entwickelungen  kann  man  an  die  Axe  der  Homologie 
knüpfen. 

Da  drei  Kegelschnitte,  welche  zwei  Punkte  mit  einander  gemein 
haben,  „im  allgemeinen^^  die  Projectionen  dreier  Kreise  sind,  so 
treffen  sie  sich  noch  paarweise  in  Punktepaaren,  deren  Verbindungs- 
linien in  einem  Punkt  zusammenlaufen.  Oder  anders  ausgedrückt: 
Enthält  ein  Kegelschnitt  zwei  Grundpunkte  eines  Büschels,  so  schneidet 
er  die  einzelnen  Curven  desselben  in  Punktepaaren,  deren  Verbin- 
dungslinien in  einem  Punkt  zusammenlaufen;  derselbe  liegt  mit  den 
beiden  anderen  Grundpunkten  auf  einer  Geraden  (403).  Mit  Hülfe 
dieses  Satzes  kann  man  mit  Leichtigkeit  einen  Kegelschnitt  so 
varüren,  daüs  er  eine  vorgeschriebene  Osculation  mit  einem  vor- 
liegenden eingeht.  Ein  Specialfall  ist  der  Satz:  ein  Kreisbüschel, 
dessen  Grundpunkte  einem  Kegelschnitt  angehören,  trifft  denselben 
in  Punktepaaren,  deren  Verbindungslinien  zu  einander  parallel  sind. 
Der  Satz  folgt  übrigens  tmmittelbar  aus  dem  erst  später  aUgemeiner 


*)  Poncelet,  R^flexions  aar  Tusage  de  Tanalyse  algäbrique  dans  la 
ff^om^trie.  Suivies  de  la  Solution  de  quelques  probl^mes  däpendant  de 
la  g^omdtrie  de  la  r^gle,  Gerg.  Ann.,  Bd.  8,  1817  u.  1818,  S.  141-155 
(S.  168). 
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bekannt  gewordenen  Tbeorem  (394).  „Zwei  Grerade  sind  gegen  die 
Axen  eines  Kegelschnittes  gleich  geneigt,  sobald  sie  seine  Schnitt- 
punkte  mit  einem  beliebigen  Kreise  enthalten/^  Nach  einem  Special- 
Mi  eines  Lame 'sehen  Theorems  giebt  es  nämlich  ftür  alle  Kegel- 
schnitte eines  Büschels  ein  gemeinschaftliches  Paar  yon  Bichtnngen 
coBJngirter  Durchmesser,  von  Geraden  dieser  Richtnng  werden  auch 
die  Geradenpaare  des  Büschels  harmonisch  getrennt;  enthält  der 
Büschel  einen  Kreis,  so  sind  die  Richtungen  diejenigen  der  Axen 
aller  Kegelschnitte  des  Büschels  und  der  Winkelhalbirenden  seiner 
drei  Geradenpaare.  Die  hieraus  abflieisende  Construction  des  Krüm- 
mnngskreises  eines  Kegelschnittes  wird  besonders  ein£EU3h,  wenn  man 
die  Axen  des  Kegelschnittes  kennt,  und  ist  ftür  diesen  Fall  schon 
Ton  Simsen  gegeben  worden.*)  ^ 

9.  An  die  dargelegten  Entwickelungen  knüpft  sich  noch  ein 
nicht  sehr  angenehmes  Nachspiel;  ich  habe  der  in  ihrer  Ma£slosigkeit 
jedenfalls  unberechtigten  Angriffe  Poncelet's  auf  zwei  Arbeiten  von 
Plücker  zu  gedenken.  Die  eine  ist  lediglich  analytischer  Natur**) 
und  gehögb  zu  Plücker's  Erstlingsarbeiten  auf  dem  Gebiete  der 
modernen  analytischen  Geometrie.  Er  stellt  die  Gleichung  des 
Krümmungskreises  in  einem  Kegelschnittpunkt  auf,  in  den  der  An- 
fiuigspunkt  der  Coordinaten  verlegt  ist,  während  die  y-Axe  mit  der 
Tangente  zusammenfällt.  Die  andere  hingegen  arbeitet  mit  rein  geo- 
metrischen Mitteln***).  Den  Ausgangspunkt  Plücker 's  bildet  ein 
Specialfall  des  letzterwähnten  Theorems,  das  aber  den  allgemeinen 
Satz  sofort  wieder  zur  Folge  hat.  In  modemer  Ausdrucksweise 
würde  es  lauten:  „Die  Kegelschnitte  eines  Büschels  schneiden  zwei 
Ton  zwei  yerschiedenen  Grundpunkten  ausgehende  Geraden  in  per- 
specUyischen  Punktreihen,  auch  die  Verbindungslinie  der  beiden 
anderen  Grundpunkte  enthält  zwei  homologe  Punkte  dieser  Reihen^^ 
Plücker  beweist  diesen  Satz  in  sehr  ansprechender  Weise  mittels 
des  Pascarschen  Satzes,  der  die  vier  Ghrundpunkte  und  je  zwei 
homologe  Punkte  der  beiden  Beihen  verknüpft.  Aus  diesem  Satz 
und  seinem  dual  entsprechenden  werden  nun  Constructionen  für 
K^elschnitte  abgeleitet,  welche  mit  einem  gegebenen  eine  Folge 
unendlich  naher  Elemente  gemein  haben.  Das  1817  [136*]  von 
Poncelet  ausgesprochene  Theorem  wird  ausdrücklich  auf  denselben 
zurückgeführt  Obgleich  nun  Plücker's  Constructionen  sich 
grölstenteils  als  Homologie-Beziehungen  des  neuen  Kegelschnittes 
auf  den  gegebenen  darstellen,  findet  sich  nur  im  Anfang  des  Auf- 


^  Simson,  Seotiones  corneae,  Buch  V,  Prop.  89. 
^  Plücker,   Becherche  graphiqne   du  cerde  osculateor,  ponr  les 
lignes  du  second  ordre,  Gerg.  Ann.,  Bd.  17,  1826  u.  1827,  S.  69—72  (Abb., 
Bd.  1,  8.  60—62). 

•*^  Plücker,  Thäor^mes  et  probl^mes,  but  le  contact  des  sections 
coniques,  Gerg.  Ann.,  Bd.  17,  1826  u.  1827,  S.  87—59  (Abb.,  Bd.l,  S.48— 59). 
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Satzes  ein  sehr  anbestimmt  gehaltener,  ganz  flüchtiger  Hinweis  auf 
den  Traite.  Hiemach  ist  die  Erregung  immerhin  verstHndlidi,  mit 
welcher  Poncelet  sich  gegen  Plücker's  Verfahren  auflehnte.*) 
Freilich  stellte  sich  später  heraus,  dafs  Plücker  bei  Abfitösnng 
seiner  Arbeit  den  Trait^  nur  dem  Namen  nach  gekannt  hatte,  dals 
der  Hinweis  auf  denselben  yon  Oergonne  herrührte,  der  den  Auf- 
satz in  sehr  eigenmächtiger  Weise  wesentlich  den  „doubles  colonnes^ 
zu  Liebe  umgearbeitet  hatte,  so  daljs  ihn  Plücker  nur  an  dem 
Titel  als  seine  Arbeit  erkannte.  Hiermit  fiel  freilich  Poncelet's 
Beschuldigung  eines  Plagiats  in  sich  zusammen. 

10.  Das  zweite  Capitel  der  Section  HI  beschäftigt  sich  mit  der 
Auffindung  der  Schnittpunkte  und  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier 
Kegelschnitte.  Geht  ein  Punkt  über  eine  Gerade,  so  beschreibt  der 
Schnittpunkt  der  Polaren  nach  zwei  Kegelschnitten,  wie  aus  dem 
entsprechenden  Kreissatz  folgt,  einen  Kegelschnitt  Die  zu  zwei 
Geraden  reciproken  Kegelschnitte  haben  den  zu  ihrem  Schnittpunkt 
reciproken  Punkt  gemeinsam,  aufserdem  noch  wenigstens  einen 
Punkt  (oder  deren  drei),  der  fOr  beide  Kegelschnitte  dieselbe  Polare 
besitzt.    Auf  letzterer  ergehen  sich  „im  allgemeinen"  noch  zwei  wei* 


^)  Der  Abhandlung:  Analyse  d^un  memoire  präsente  ä  TAcadänie 
royale  des  Sciences,  Qerß.  Ann.,  Bd.  17,  1836  n.  1827,  S.  266—272  hatte 
Poncelet  eine  Beclamation  gegen  Plücker  beigefügt;  die  ünterdrückiug 
derselben,  sowie  die  willkürücne  Abschwächung  der  Einleitung,  die  ihre 
Spitze  gegen  Gergonne  kehrte,  gab  zu  der  Gergonne-Poncelet^schen 
Fehde  Veranlassung.  Auf  Poncelet 's  ersten  Artikel  hin  (Note  snr  diTen 
articles  da  bulletin  des  sciences  de  1826  et  1827,  BulL  de  Färussac, 
Bd.  8j  1827,  S.  109— 117  (Traite,  Bd.  2,  1866,  S.  868— 868)  gab  Gergonne 
Einleitung  und  Nachschrift  nachträglich  heraus:  Postscriptnm  supprim^  etc., 
Gerg.  Ann.,  Bd.  18,  1827 u.  1828,  S.  145— 149.  Gergonne  hebt  zwar  in  einer 
Note  (S.148)  hervor,  er  halte  es  für  sehr  möglich,  dafs  Plücker  den  Tiaitä 
überhaupt  nicht  geöffnet  habe.  Hiermit  läfst  sich  schlecht  der  umstand 
yereini^exi,  dafs  im  Anfang  der  Abhandlung  der  Traite,  allerdings  sehr  oben- 
hin, citirt  ist.  Poncelet  macht  hierauf  mit  Entschiedenheit  in  seiner  zweite 
Beclamation  aufinerksam:  Sur  la  dualitä  de  Situation  et  sur  la  th^rie 
des  polaires  räciproques  etc.,  Ball.  deF^russac,  Bd.  9,  182$,  S.  292—802, 
(Traitä,  Bd. 2,  S.369— 876  (S.378)).  Erst  durch  Plücker*s  Erwiderung  kam 
der  wirkliche  Thatbestsmd  zu  Tage,  dafs  Gergonne  den  Plücker 'sehen 
Artikel  einer  sehr  willkürlichen  Umarbeitung  unterzogen,  den  Hinweis 
auf  Poncelet's  Traite  hinzugefügt  hatte.  Plücker  yersichert  nach- 
drücklich, den  Traitä  erst  viel  später  kennen  gelernt  zu  haben.  Vgl.  den 
Artikel:  Beclamation  de  M.  Plücker,  BulL  de  F^russac,  Bd.  10,  1828, 
S.  380 — 332.  In  seiner  Erwiderung  zieht  Poncelet  seinen  Haupt -Vorwurf 
zurück  und  erklärt,  nur  noch 'mit  Gergonne  zu  thun  zu  haben.  B^ 
ponse  de  M.  Poncelet  auz  r^clamations  de  M.  Plücker  etc.,  BulL  de 
F^rnssac,  Bd.  11,  1829,  S.  380—883  (Traite,  Bd.  2,  S.  876-879).  Schön- 
flies hat  diese  Polemik  in  seiner  schon  citirten  Ausgabe  yon  Plücker 's 
Abhandlungen  abgedruckt  (S.  592—595].  „Mit  Entschiedenheit**,  wie 
Schönflies  es  ausdrückt,  ist  nun  wonl  Gergonne  nicht  dafür  ein- 
getreten, dafs  Plücker  den  Traite  nicht  kannte. 
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tere  Punkte  dieser  Art,  die  nnr  dann  imaginär  werden,  wenn  die 
gegebenen  Kegelschnitte  die  Polare  in  zwei  sich  trennenden  Punkte- 
paaren  treffen.  Poncelet  bemerkt  nun,  dafs  jedes  Paar  reeller  oder 
ideeller  Secanten  zwei  Seiten  des  Polardreiecks  und  irgend  ein  Paar 
for  beide  Kegelschnitte  zugleich  conjugirter  Punkte  harmonisch 
tremit,  findet,  daijs  im  Fall  eines  reellen  Polardreiecks  entweder  vier 
reelle  Schnittpunkte  auf  sechs  Secanten  oder  vier  imaginäre  Schnitt- 
ponkte  auf  zwei  Secanten  yorhanden  sind,  dafs  zwei  reelle  und 
zwei  imaginäre  Schnittpunkte  auftreten,  wenn  nur  eine  Ecke  und 
die  gegenüberliegende  Seite  des  Polardreiecks  reell  sind,  er  beob- 
achtet, daCs  die  Secanten  in  diesem  Fall  die  Doppelpunkte  der  In- 
Tolution  projiciren,  welche  die  beiden  Kegelschnitte  auf  der  gegen- 
überliegenden reellen  Geraden  des  Polardreiecks  ausschneiden;  das 
duale  Problem  wird  entsprechend  behandelt  (358 — 390).  Augen- 
scheinlich ist  die  obige  Lösung  genau  diejenige,  welche  wir  heute 
in  der  synthetischen  Geometrie  zu  geben  pflegen.  Aber  bei  ihrer 
Entwickelung  wird  vorausgesetzt,  dafs  man  zwei  Kegelschnitte  in 
zwei  Kreise  projiciren  kann.  Man  hat  also  bei  Poncelet  nicht 
einen  Nachweis  der  Schnittpunkte,  sondern  nur  eine  Methode  zu 
ihrer  wirklichen  Auffindung,  nachdem  ihre  Existenz  gesichert  ist. 

11.  Cap.  m  beschäftigt  sich  mit  Kegelschnitten  in  doppelter 
Berührung.  Zwei  sich  doppelt  berührende  Kegelschnitte  lassen  sich 
im  allgemeinen  in  zwei  concentrische  Kreise  projiciren;  aus  den 
Sjmmetrieen  der  so  entstehenden  Figur  folgt:  „Die  Kegelschnitte, 
welche  zwei  Punkte  enthalten  und  einen  Kegelschnitt  doppelt  be- 
rühren, gehören  in  zwei  getrennte  Scharen;  für  jede  dreht  sich  die 
Berührungssehne  um  einen  der  beiden  Punkte,  welche  das  Punkte- 
paar und  der  Kegelschnitt  zugleich  harmonisch  trennen^^  (413). 
Hiernach  läfst  sich  die  Newton' sehe  Construction  f£b*  einen  Kegel- 
schnitt aus  drei  Punkten  und  zwei  Tangenten  auf  den  Fall  aus- 
dehnen, wo  eine  doppelte  Berührung  mit  einem  Kegelschnitt  ver- 
langt wird. 

Man  kann  einen  Kegelschnitt  in  einen  Kreis  und  die  Pole  der 
Sehnen,  längs  deren  er  von  zwei  anderen  Kegelschnitten  doppelt  be- 
rührt wird,  in's  Unendliche  hinaus  projiciren;  die  Bilder  der  beiden 
anderen  Kegelschnitte  sind  dann  mit  dem  Kreise  concentrisch.  Es 
giebt  also  drei  Scharen  von  Kegelschnitten,  welche  zwei  gegebene 
doppelt  berühren.  Für  jede  dreht  sich  die  Berührungssehne  um 
eine  Ecke  des  gemeinschaftlichen  Polardreiecks,  die  für  alle  ihre 
Kegelschnitte  dieselbe  Polare  hat,  wie  für  die  gegebenen.  Chasles 
war,  wie  oben  [XI,  2]  angedeutet  wurde  und  auch  Poncelet  hervor- 
hebt, zu  diesem  Theorem  wesentlich  einfacher  gelangt. 

Bewegt  sich  der  Scheitel  eines  Winkels  von  gegebener  Gröfse 
über  einen  Kreis,  so  umhüllt  die  Sehne,  welche  die  zweiten  Schnitt- 
punkte der  Schenkel  verbindet,  einen  concentrischen  Kreis  und  be- 
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rührt  denselben  stets  in  ihrem  Mittelpunkt  Lftlst  man  die  Schenkel 
sich  selbst  parallel  bleiben,  so  erhält  man  folgenden  allgemein  gül- 
tigen Satz:  „Bewegen  sich  die  Ecken  eines  Dreiecks  über  einen 
Kegelschnitt  und  drehen  sich  zwei  Seiten  um  feste  Punkte,  so 
gleitet  die  dritte  Seite  an  einem  Kegelschnitt,  der  den  gegebenen 
doppelt  berührt;  die  Berührungssehne  fällt  mit  der  Verbindungslinie 
der  Drehpunkte  zusanmien  und  trennt  mit  dem  jeweiligen  Be- 
rührungspunkte zusanmien  die  Endpunkte  einer  beliebigen  Lage  der 
dritten  Seite  harmonisch  (431).  Sind  die  beiden  Drehpunkte  con- 
jugirt,  so  entsteht  das  oben  [XVII,  1]  angegebene  Bewegnngsgesetz. 
Durchlaufen  die  Ecken  eines  Dreiecks  A^A^A^  einen  Kegel- 
schnitt JST,  dreht  sich  A^A^  um  einen  Punkt  B^  und  gleitet  A^A^ 
an  einem  doppelt  berührenden  Kegelschnitt  fi^,  so  gleitet  auch  die 
dritte  Seite  A^A^  an  einem  doppelt  berührenden  Kegelschnitt  fi, 
(439).  Man  kann  nämlich  A^A^  9ki&  letzte  Seite  eines  Dreiecks 
A^A^A^  ansehen,  dessen  beide  andere  Seiten  sich  um  feste  Punkte 
B^^B^  der  Berührungssehne  von  ß^  drehen.  Einer  von  ihnen,  z.B. 
^2)  ist  auf  derselben  noch  willkürlich,  kann  also  mit  dem  Scihnitt- 
punkt  der  Polare  von  K  hinsichtlich  B^  zusammenfedlen.  Alsdann 
dreht  sich  A^A^  um  einen  festen  Punkt  j^j,  und  A^A^  gleitet  an 
einem  doppelt  berührenden  Kegelschnitt  S,.  Seine  Berührungs- 
punkte sind  zwei  bestimmte  Schnittpunkte  der  von  By^  an  &^  gehen- 
den Tangenten.  Er  berührt  an  einer  Stelle  vierpunktig,  wenn  B^ 
dem  Kegelschnitt  S^  angehört.  Die  Aufsuchung  eines  K  eingeschrie- 
benen Kegelschnitts  S'^,  der  zwei  Sehnen  von  K  berührt  und  einen 
Punkt  enthält,  konunt  also  auf  die  andere  zurück,  einen  K  vier- 
punktig berührenden  Kegelschnitt  zu  suchen,  der  zwei  gegebene 
Geraden  berührt.  Die  Aufgabe  besitzt  deshalb  vier  verschiedene 
Lösungen  (442). 


XVIIL  Poncelet's  Trait^,  Section  IV. 

1.  Section  IV  bietet  (Cap.  1)  zunächst  die  Lehre  von  den  Brenn- 
punkten. Dreht  sich  eine  Seite  eines  Dreiecks,  das  einem  Kreise 
eingeschrieben  ist,  um  dessen  Mittelpunkt  M^  eine  andere  um  einen 
Punkt  JP,  so  umhüllt  die  dritte  Seite  einen  Kegelschnitt,  der  in  den 
Schnittpunkten  von  MF  den  Kreis  berührt,  und  zwar  schneidet  eine 
durch  F  gelegte  Parallele  zur  Hypotenuse  den  Berührungspnnkt 
der  dritten  Seite  aus.  Zu  dem  gewählten  Durchmesser  gehört, 
nachdem  man  seine  beiden  Endpunkte  vertauscht  hat,  noch  eine 
zweite  Tangente,  deren  Berührungspunkt  auf  derselben  Parallelen 
liegrt  Offenbar  ist  F  für  das  Dreieck  aus  den  Tangenten  nod 
dem  Durchmesser  der  Kreuzungspunkt  zweier  Höhen.  Die  Ver- 
bindungslinie von  F  mit  dem  Kreuzungspunkt  der  Tangenten  steht 
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also  auf  dem  Durchmesser,  mithin  auf  der  Berührungssehne  senk- 
recht. Auf  diese  Weise  ordnet  Poncelet  die  Sätze  in  sein  System 
ein:  ^ie  Lote,  welche  auf  den  Tangenten  eines  Kegelschnittes  in 
ihren  Schnittpunkten  mit  dem  Scheitelkreise  errichtet  sind,  laufen 
in  zwei  Punkten  der  Hauptaxe  zusanmien.  Jede  von  einem  dieser 
bdden  Brennpunkte  ausgehende  Sehne  steht  senkrecht  zu  der  Geraden, 
welche  ihn  mit  dem  Ereuzungspunkte  der  Tangenten  in  ihren  End- 
punkten verbindet"*)  Eine  Tangente  erhalt  aus  beiden  Brenn- 
punkten Lote,  deren  Fufspunkte  dem  Scheitelkreise  angehören.  Zu 
den  zagehörigen  Durchmessern  sind  die  beiden  Brennstrahlen  des 
Berdhrungspunktes  parallel  und  deshalb  gegen  Tangente  und  Nor- 
male gleich  geneigt  Aus  beiden  Eigenschafken  folgt  auf  die  be- 
kannte Art  die  Entfemungseigenschafk. 

2.  Haben  zwei  Kegelschnitte  einen  Brennpunkt  gemeinsam,  so 
liegen  ihre  Pole  hinsichtlich  eines  beliebigen  vom  Brennpunkt  aus- 
gehenden Strahls  nach  dem  Obigen  auf  einem  zweiten,  zu  dem  vorigen 
SMikrechten  BrennstrahL  Der  Brennpunkt  ist  also  for  sie  ein 
Homologie-Centrum.  Diese  Erkenntnis  von  fundamentaler  Bedeutung 
fidst  Poncelet  in  folgender  Weise:  „Le  foyer  commun  au  Systeme 
de  denx  sections  coniques,  tracees  sur  un  meme  plan,  est  pour  elles 
nn  centre  dliomologie  ou  de  projection,  c'est-a-dire  un  point  de 
concours  (ici  necessairement  ideal)  des  tangentes  communes  aux  deux 
conrbes"  (453).  Als  zweiten  Kegelschnitt  kann  man  einen  Kreis 
wfthlen,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  einen  Brennpunkt  des  Kegel- 
sdinittes  zusammenfällt.  H&lt  man  dies  mit  dem  Obigen  zusammen, 
so  entsteht  die  allerdings  nicht  direct  ausgesprochene  moderne  An- 
schauung, dafs  die  Brennpunkte  Kreuzungspunkte  der  Tangenten 
sind,  welche  von  den  unendlich  fernen  Kreispunkten  aus  sich  an 
den  Kegelschnitt  legen  lassen.  Die  neue  Anschauung  gestattet  nun, 
eine  Fülle  der  schönsten  Eigenschaften  aus  ganz  trivialen  Kreis- 
eigenschaften abzuleiten.  Ein  bekanntes  Beispiel  hierfür  ist  der  Satz: 
Dreht  sich  ein  Winkel  von  constanter  Gröfse  um  seinen  Scheitel, 
so  umhüllt  die  Gerade,  welche  die  Einschnitte  seiner  Schenkel  in 
zwei  feste  Geraden  verbindet,  einen  Kegelschnitt,  der  den  Scheitel 
zum  Brennpunkt  hat  und  auch  die  beiden  gegebenen  Geraden  berührt 
(464,  472).  Nachdem  die  ümkehrung  des  Satzes  ausgesprochen 
und  auch  der  zweite  Brennpunkt  in  die  Betrachtung  eingeführt  ist, 
gelangt  Poncelet  auf  ziemlich  indirectem  Wege  zu  einem  Beweise 
für  Newton's  descriptio  organica  (474).  Für  die  Parabel,  bei 
welcher  die  Tangente  sich  ganz  in's  unendliche  entfernen  kann  und 


•^  Vgl.  VI,  7.  Poncelet  fahrt  schon  in  der  ersten  Auflage  des  Trait^ 
dai  nmdamentale  Theorem  g^anz  richtig  auf  de  laHire  zurück.  Eine 
freimdschafUiche  Bemerkung  Chasles*,  der  Poncelet  hier  eine  ünter- 
laatung  nachweisen  zu  können  meinte,  wird  hierdurch  gegenstandslos. 
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kann  also  als  letzte  Seite  eines  Dreiecks  anfgefaist  werden,  von  dem 
zwei  Ecken  über  gegebene  Geraden  fortscbreiten,  während  sich  seine 
Seiten  nm  feste  Punkte  drehen,  und  ist  deshalb  ein  Kegelschnitt 
(494).     Ähnlich  wird  der  allgemeine  Fall  behandelt.*) 

Als  AbschluDs  dieser  Entwickelung  wird  der  Satz  aufgestellt: 
,,Bewegen  sich  die  Ecken  eines  Polygons  mit  Ausnahme  einer  einzigen 
auf  gegebenen  Curven  —  der  Ordnungen  iw,  w,  o,  . . .  —  während 
seine  Seiten  sich  um  gegebene  Punkte  drehen,  so  durchläuft  die 
letzte  Ecke  eine  Curve  von  der  Ordnung  J2mno  .  .  .;  statt  der 
Strahlen  können  constante  Winkel  eintreten,  die  sich  um  ihre 
Scheitel  drehen.  Der  erste  Teil  des  Satzes  ergiebt  sich  genau  nach 
d&r  Schlulsweise,  die  Braikenridge  auf  den  Fall  des  beweglichen 
Dreiecks  angewandt  hatte  [1,8].  Die  Schenkel  eines  festen  Winkels, 
der  sich  um  seinen  Scheitel  dreht,  werden  als  Strahlen  aufgefalst, 
welche  die  Einschnitte  einer  beweglichen  Tangente  eines  Kegelschnittes 
in  zwei  feste  von  einem  Brennpunkt  aus  projiciren;  die  Beziehung 
zwischen  zwei  solchen  Einschnitten  regelt  der  Br i an cho  nasche  Satz. 
Der  allgemeinere  Fall  wird  in  dieser  Art  auf  den  specielleren  zurück- 
geführt, indem  eine  Anzahl  von  Drehpunkten  und  von  ebenso  vielen 
Geraden  als  leitenden  Curven  neu  hinzutritt. 

4.  Poncelet  geht  nun  zu  der  altberühmten  Aufgabe  über, 
ein  ft-Eck  einem  Kegelschnitt  einzuschreiben,  dessen  Seiten  der  Ord- 
nung nach  durch  vorgeschriebene  Punkte  gehen.  Schreiten  die 
Ecken  eines  offenen  Polygons  Ä^A^  . . .  -4^  ,  ^  auf  einem  Kegelschnitt 
fort,  während  seine  Seiten  sich  um  die  Punkte  P^,  P^, . . .,  P^  drehen, 
so  beschreiben  je  zwei  auf  einander  folgende  Ecken,  also  auch  Ä^ 
und  -4^  .  1  projectivische  Punktreihen.  Entsprechen  also  den  Ajifangs- 
lagen  JL^,  JB^,  C^  die  Endlagen  -4^  .  j?  ^n4-v  ^n4-v  ®^  ^*^  ^^^  ^^^ 
die  Doppelpunkte  der  projectivischen  Punktreihen  ABC  ...  und 
A^,^B^,^C^,^  . . .  außsusuchen,  um  die  erste  Ecke  eines  der  ge- 
suchten Polygone  zu  erhalten.  Dieselbe  liegt  mit  den  drei  Schnitt- 
piuiten  {BC^,,  CB^+,);  {CÄ^^,,  AC,^,);  {ÄB^_^_,,  BA^^^) 
in  einer  geraden  Linie.  Diese  Construction  ist,  freilich  ohne  Beweis, 
schon  1817  von  Poncelet**)  angegeben  worden;  es  ist  nicht  ohne 
Beiz,  seine  Begründung  etwas  näher  zu  verfolgen.     Man  verbinde 


*)  Offenbar  l&fst  das  Po ncele tische  Verfahren  folgenden  Schlufs  zu: 
Ist  unter  Vermittelung  beliebig  vieler  Zwischenpunkte  und  -Qeraden 
iwiichen  awei  Strahlbüscheln  eme  projectivische  Beziehung  eingeleitet, 
10  kann  man  dieselbe  Besiehung  mittelst  zweier  Hülfsgeraden  und  eines 
Termittelnden  Strahlbüschels  herstellen,  und  zwar  vor  Einffihrung  des 
Fondamentaltheorems,    nur    unter    Benutzung    des    Desargues'schen 

^  Poncelet j   B^flexions  sur  Fusage  de  Fanalyse  alg^rique  dans 
la  gtem^trie;  Suivies  de  la  Solution  de  quelques  probl^mes  d^pendant  de 
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P^  ,  j  derselben  Geraden,  die  Berühmngspunkte  der  von  P,  •  ^  aus- 
gehenden Tangenten  sind  also  die  Anfangsecken  der  beiden  gesachten 
Poljgone.  Die  Einschnitte  eines  Polygons  von  gerader  Seitenanzahl 
in  eine  Gerade  sind  deshalb  nicht  unabhängig  von  einander,  und  die 
Aufgabe  hat  entweder  überhaupt  keine  Lösung  oder  deren  unendlich 
viele  [563]. 

5.  Es  ist  von  Interesse,  die  Geschichte  des  Problems  mit 
Bezug  auf  die  eben  dargelegte  Poncelet'sche  Lösung  zu  durch- 
mustern.*) Bereits  Pappus**)  löst  in  einfacher  Weise  die  Auf- 
gabe, einem  Kreise  ein  Dreieck  einzuschreiben,  dessen  Seiten  durch 
vorgeschriebene  Punkte  P^,  Pj,  Pj  einer  Geraden  l  hindurch  gehen. 
Seine  Construction  liefse  sich  in  Poncelet's  Sinne  folgendermafsen 
darstellen:  Ist  von  einem  Kreisviereck  AB  CD  eine  Seite  AB  zu  einer 
Geraden  parallel,  und  drehen  sich  BC  und  CD  um  feste  Punkte  L 
und  M  derselben,  so  dreht  sich  auch  AD  tun  einen  festen  Punkt 
N  der  Geraden;  aus  Ähnlichkeitssätzen  folgt  nämlich,  daüs  ML  •  MN 
gleich  der  Potenz  des  Kreises  hinsichtlich  M  ist.  Wird  nun  ein 
offenes  Polygon  A^A^A^A^  dem  Kreise  eingeschrieben,  dessen  Seiten 
dnrch  P^,  P^,  P3  hindurchgehen,  und  A^^ü^  parallel  zu  l  eingetragen, 
so  dreht  sich  A^Sj  ^^^  ^^™  obigen  Satze  ebenfalls  um  einen  Punkt 
^  von  h  Aus  demselben  Theorem  folgt  nun,  dafs  A^A^  sich  um 
einen  vierten  Punkt  $4  von  {  dreht;  legt  man  von  ihm  aus  die 
Tangenten  an  den  Kreis,  so  erhält  man  —  das  ist  Pappus' 
Resultat  —  die  Anfangsecken  der  gesuchten  Dreiecke. 

Castillon***)  machte  zuerst  die  naheliegende  Verallgemeinerung, 
die  drei  Punkte  P^,  P^,  P3  beliebig  in  der  Ebene  anzunehmen,  er 
f&hrte  die  Lösung  in  ziemlich  schwerfälliger  Weise  auf  die  Aufgabe 
zurück,  einem  Kreise  einen  Winkel  von  gegebener  Gröfse  einzu- 
schreiben, dessen  Schenkel  durch  zwei  gegebene  Punkte  hindurch- 
gehen. Bei  weitem  einfacher  ist  die  von  Eulerf)  herrührende 
Behandlung,  deren  geometrischen  Inhalt  aber  erst  Fufsff)  erkannte. 
Es  sei  wieder  A^A^A^A^  ein  eingeschriebenes  offenes  Polygon,  dessen 


*)  Für  die  Geschichte  desselben  kann  man  die  Notizen  Poncelet's 
rTndt^,  Bd.  1,  Nr.  562)  vergleichen,  femer  die  Note  XI  (S.  828—829)  in 
(Abasie B*  Aper9u  historique.  Es  sei  überdies  auf  eine  Abhandlung  von 
Brückner  hingewiesen:  Das  Ottajano'sche  Problem,  Programm-Abh., 
Zwickau  1892. 

**)  Pappi  oollectionis  etc.  ed.  Hnltsch,  Bd.  2,  S.  849  n.  881 
(über  vn,  Propp.  117  u.  106). 

***)  Castillon,  Sur  nn  probl^me  de  fl^om^trie  plane  qa*on  regarde 
conmie  fort  difficile,  Nouv.  mäm.  de  TAc.  d.  sc,  Ann^e  1776,  Berlin  1779, 
8.  266—288. 

t)  Enler,  Problematis  ci]gu8dam  Pappi  Alexandrini  constructio, 
Acta  Ac.  sc.  imp.  Petropolitanae  pro  Anno  1780,  Teil  1,  1788,  S.  91—96. 

tt)  Fnfs,  Solutio  problematis  geometrici  Pappi  Alexandrini, 
ibidem,  S.  97—104. 
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dr«i  Seiten  siek  mn  feste  Punkte  P^^  P,,  P,  dveben.  Bewegt  tick  nun 
die  Sekne  Ä^^  paraUd  vxx  P|Pt,  so  drekt  siok  naek  dem  erwtimtea 
Porisma  dee  Pappus  ^A^  vom  einen  Punkt  $|  tob  PiP^\  kewegt 
sich  fenier  die  Sekne  A^ll^  paralM  «i  ¥iPtt  ^  dreht  ack  nach 
denselben  Gesetz  ^^  um  einen  Punkt  ^  von  ^P^,  so  da&  tob 
dem  Poljgonzug  Ä^^  %^4  ^^  ®^te  und  die  letzte  Seite  üsU 
Biohtangem  haben,  fi^^  dmroh  einen  festen  Punkt  gehl  Legt  man 
in  bekannter  Art  ein»  der  beiden  Geraden  durek  $0,  denen  der 
Peripherie  Winkel  Pi^P»  zukonoont,  so  iaUen  Ä^  nnd  J.4  zusammen, 
nnd  man  kat  eine  Lösn^g  der  An%abe.  Die  Yerallgemeüierang  dar 
Fnfs'soken  Ltenng  aof  den  IUI  Ton  n  Punkten  gab  Ottajano.*) 
Wahraid  die  Seiten  dee  offenen  Po^ygona  Ä^A^  -  •  •  -^«+1  ^^  ^ 
Beihe  nach  nm  P^,  P,,  . .  .,  P^  drehen  und  die  Sehne  A^^  sieh 
parallel  zu  PiP^  bewegt,  dreht  sich  fi^Ä^  mn  einen  Punkt  ^  tob 
A-^s)  gleitet  die  Sehne  S^Sg  parallel  zn  ^P^  so  dreht  sich  %Ä^ 
nm  einen  Ponkt  $3  yon  ^P^.  So  fortfkhrend,  ei4i&lt  man  schhel^- 
lich  einen  nenen  Poljgonzng  ^^9^9,  . .  .  fl^Ä^,^^  dessen  letste  Seit« 
sich  um  einen  festen  Punkt  $^  dreht,  wfthrend  aDe  anderen  Seiten 
sieh  selbst  parallel  bleiben.  Bei  ungeradem  n  ist  Ä^9L^  die  Sehne 
ttnes  bekannten  Peripheriewinkels  land  gleitet  an  etnem  bestiBUBteB, 
an  dem  gegebenen  eeneentrisch^i  Kreise;  die  Tang^iten,  welche  der 
letatere  aus  $^  erhält,  bestunmen  die  Anfanggeoken  der  bttdenPeljgOBe, 

welche  der  Aufgabe  genügen.  Bei  geradem  n  hat  Ä^  9^  eine  bestbrnite 
Richtung,  und  der  dnrdi  ^^  gehende  Strahl. dieser  Bichtung  sdmeidet 
die  beiden  An&ngspunkte  der  gesuchten  Polygone  aus.  Mit  0 1 1  a  j  a  n  0 '  s 
Lösung  nahe  Terwandt,  obgleich  Ton  derselben  unabhängig,  ist  eine 
andere  von  Malfatti.**) 

6.  Zu  der  Poncele tischen  Lösung  gelangen  wir  jetzt  aus  der 
Erwägung,  dals  ein  Strahlenbüschel  auf  einem  Kegelschnitt  eine  In- 
volution ausschneidet,  also  die  Zuordnung  zTrischen  zwei  mit  einem 
festen  Punkte  auf  einer  Geraden  liegenden  beweglichen  Punkten  ^e 
projectivische  ist.  Die  erste  rechnende  Behandlung  des  Problems, 
die  von  Lagrange  herrührt  und  von  Castillon***)  mitgeteüt  wird, 
macht  von  einer  ähnbchen  Überlegung  Gebrauch.  Bine  Sehne  Ä^J^ 
eines  Kreises  drehe  sich  um  den  Piinkt  P^;  man  verstehe  unter  x 
und  y  die  Winkel  Ä^CP^  und  A^CP^,  wo  C  der  Mitte^Hinkt  de$ 
Kreises  ist;  alsdann  besieht  die  Beilatioin 

.    £x   y       g— r 


*)   Ottajano,    Consideraziom   sintetiche  sopra  di  un  ctiebie  jaro- 
bleaM  etc.,  Mem.  di  Met.  e  fis.  d.  soo.  ital.,  Bd.  4,  Tcvena  1788,  S.  4-17. 
**)  Malfatti,   Solnzione  generale  di  an  preblema  gecmelrice  di 
Pappo  Alezandrino,  ibidem,  S.  201— S06. 
•♦♦)  a.  a.  0.  S.  4ö*. 
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wem  r  der  Radios  und  a  d«r  Abttatod  CPj  ist;  wtrdsm  A^CP^^ 
P^CPi^  is^iif  CP,^  CP^  mü  ier^  M,  fS  &V  ^  bexeicfanety  so  bett^nn  lAr 
eim  eingfschrioboso  Dmedi  A^A^A^  desMD  SeiisB  dtt*  Reihe  sich 
dvdi  P|,  Pjy  P3  kmdiirdigthttiy  nocb  ^  OleidittigflB 

t«T(f-»)  tfi(*-m)  =  1^,  *gl(«-«)  tgf  (#-«)- ^. 

Die  EUminstiOB  von  y  und  e  ergiebi  eine  quadratische  Gteichring 
far  tg^x.  LexsU*)  hat  es  uistemomBieB^  der  hieraus  entspringendem 
CoBS^ctiMi  eme  geomst^iscte  Bedeniimg  abHtgewimeB^  taaa  kans 
nicht  sagen,  dais  es  ihm  Ti^Uig  gelaageft  ist  Die  LagraRge'sohe 
Betrachtug  gestaltete  Carnoi^)  syismetrischer,  iadem  er  sie 
zagleieh  tmf  den  allgeneinen  Fall  «osdefanteL  Ton  den  Ori^fiMai 
tgj-JjCP,,  tg^A^CF,,  tg{A,CP,,  ..,,  tgl^CP,  ist  jed* 
folgende  eine  gebrochene  Hneare  Fonctton  der  vorangehenden;  hieratis 
folgt  för  jede  einzelne  eine  quadratische  Gleichung.  L'Hnilier***) 
bat  Ottajano's  geometrisdie  und  Carnot's  analytische  L5sux^  sxt 
wesentlichen  unge8ndert  reprroduciri  Nachdem  er  einem  Kreise  ein 
Dreieck  eingeschrieben  hat,  dessen  Seitem  gegebene  Richtungen  haben^ 
Bscht  er  die  Bemerkung,  dafe  bei  einem  Viereck  die  entsprechende 
An^be  im  allgemeines  nicht  lösbar  ist,  weil  die  Ridttottg  der 
▼ierten  Seite  durdi  die  der  drei  anderen  eindeutig  gegeben  ist, 
so  Aaft  imendfich  viele  Tierecke  dem  Kreise  eingesehrieben  werden 
kdnnen,  deren  Seiten  zu  denen  eines  gegebenen  parallel  laufen. 
Man  hat  also  hier  das  erste  Beispiel  de«  Sdiliefsungsproblems,  das 
bei  Poncelet  sich  zeigte.  Die  Verallgemeinerung  auf  einen  Kegdl- 
schnitt  vollzog  zuerst  Brian chon.*):)  Drehen  sich  die  n  Seiten 
eines  n-Kcks  um  Punkte  einer  Geraden,  schreiten  n — 1  Ecken 
auf  einem  Kegelschnitt  fort,  so  besdn^bt  auch  die  letzte  freie 
Ecke  einen  Kegelschnitt.  Von  seinen  Einschnitten  in  den  ge- 
gtWien  siad  zwei,  ffSüt  gerades  n  der  Geraden  angehörig,  der  Auf- 
gabe fremd,  die  beiden  anderen  geben  Ecken  der  gesuchten  Poly- 
gone. Doch  tthersi^t  Brianchon,  dafs  im  Fall  eines  geraden 
ff  die  beiden  Kegelschnitte  sich  in  den  beiden  erwähnten  Punkten 
bertkren,  so  dafe  ina  aUfpemeinen  aherhttapt  keine,  «md,  wenn  die 
Kegelschnitte  zusammenfallen,  unendlich  viele  Lösimgen  sieh  er- 
geben.    Zum  Beweise  seines   Hülfssatzes  projicirt   Brianchon    die 


*)  Lezell,  Sokitie  psohlematia  geoBaetriei  in  Actis  Academiae  etc., 

Acta  Ac.  BC.  imp.  Petropolitanae  pro  Anno  1780^  Teil  2,  1184,  9.  70—90. 

^  CarB»t,  g^om^trie  de  potitton,  ISOft,  8.  888—867. 

^  L'BuiHer^Eltoeatod'aaalyfleg^onitekiaeetd'aBaljBealg^rique 

Müfate  ä  la  reehevche  des  Uenx  g^om^lriques,  Paria  und  Genf  1809, 

(S.  fi%WX 

t)  Biiancho»,  Solntio»  de  plusietis  probttenes  de  g^vitftrie,  Joarn. 
de  r^.  pol.,  Heft  10,  1810,.  S.  t^U. 

10* 


Digitized  by  LjOOQ IC 


1 48    £•  Kotier.  Bericht  über  die  Entwickelung  der  synthetischeii  Geometne. 

Gerade  ins  unendliche.  Man  hat  dann,  da  alle  Seiten  des  Poly- 
gons vorgeschriebene  Bichtungen  besitzen,  för  die  Coordinaten  seiner 
Ecken  2n — 2  lineare  und  eine  quadratische  Gleichung,  aas  denen 
for  die  Coordinaten  der  freien  Ecke  eine  quadratische  Gleichung 
hervorgeht, 

7.  üngef&hr  gleichzeitig  stellte  Gergonne*)  die  Aufgabe,  einem 
Kreise  ein  n-Eck  zu  umschreiben,  dessen  Ecken  auf  gegebenen  Ge- 
raden liegen.  Encontre**)  erkannte  sofort,  dafs  die  Geraden,  welche 
die  gesuchten  Berührungspunkte  verbinden,  durch  die  Pole  der  ge- 
gebenen Geraden  hindurch  gehen,  so  dafs  die  neue  Aufgabe  anf  die 
bereits  gelöste  zur&ckgefährt  war.  Gergonne  gab  hierauf  für  den 
Fall  des  umschriebenen  Dreiecks  eine  Lösung*^),  die  sogleich  von 
Servoisf)  und  Bochatff)  bestätigt  wurde.  In  der  Form,  in  der 
er  sie  später  für  den  Kegelschnitt  wiederholte,  lauten  die  Lösmigen 
der  beiden  dualen  Aufgaben  folgendermalsenf^):  Man  suche  zu  den 
Verbindungslinien  der  drei  gegebenen  Punkte  i^j-Pj,  P»  die  Pole  $i,?j, 
5ß3  und  verbinde  die  Schnittpunkte  der  Geraden  Pi^ßi,  P^^  Py^ 
mit  den  Seiten  $g$8i  $s$ii  $i$a  ^^^^  einander;  diese  Geraden 
schneiden  die  6  Ecken  der  gesuchten  beiden  Dreiecke  aus  (S.  332). 
Sieht  man  für  den  zweiten  Fall  jp^,  p^^  p^  oder  PgPj,  Ps^i,  J^iP« 
als  gegeben  an,  so  liegen  die  Berührungspunkte  der  gesuchten 
Dreiecke  auf  den  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  p^,  i\$r 
JPs»  -P»^«?  i^8»  -^3^8  unter  einander  verbinden.  Diese  Lösung  geht 
unmittelbar  aus  der  dualen  Form  der  anderen  hervor.  Poncelet 
hebt  hervor,  wie  die  Gergonne 'sehe  Lösung  sich  mit  seinen  all- 
gemeinen Principien  in  Einklang  bringen  läüst.  Ein  offenes  ein- 
geschriebenes Polygon  Äy^A^A^Ä^^  dessen  Seiten  sich  der  Beihe 
nach  tun  P^,  Pg,  P^  drehen,  kann  zu  einem  eingeschriebenen  Fünfeck 
AiA^A^Ä^Ä^  'ergänzt  werden,   dessen  Seiten  Ä^A^  und  A^A^^  sich 


*)  Gergonne,  Questiona  propos^ea,  Gerg.  Ann.,  Bd.  1,  1810  n.  1811, 
S.  17  (Aufgabe  1). 

**)  Encontre,  Solution  du  probl^me  I  de  la  pase  17  de  ce  yolome, 
pris  dans  son  ^nonc^  le  plus  gän^ral,  Gerg.  Ann.,  Bd.  1,  1810  u.  18U, 
S.  122—124. 

***)  Gergonne,  Questiona  propos^ea,  Gerg.  Ann.,  Bd.  1,  1810  u.  1811, 
S.  126—128  (Aufgabe  1). 

t)  Servoia,  Solution  du  premier  dea  deux  probl^mea  propoB^a  ä  la 
page  259  de  ce  volume,  et  du  probl^me  propoa^  ä  la  page  126  du  m§me 
volume,  Qerff.  Ann.,  Bd.  1,  1810  u.  1811,  S.  «37— «41. 

tt)  Rochat,  Autre  aolution  du  möme  problöme,  Gerg.  Ann.,  Bd.  1, 
1810  u.  1811,  S.  «42. 

ttt)  Gergonne,  Solution  et  construction,  par  la  st6om4iacie  analjtiqne, 
de  deux  probl^mea  d^pendant  de  la  g^om^trie  de  la  rfegle,  Gerg.  Ann., 
Bd.  7,  1816  u.  1817,  S.  «25— «34.  Durrande  beat&tigte  £e8e  Löaun^  aaf 
ähnliche  Art,  wie  diea  Servoia  gethan  hatte,  jedoch  ist  seine  Herleitung 
etwaa  directer.  Vgl.:  Demonstration  ^^mentaire  dea  principalea  pro- 
pri^täa  etc.,  Gerg.  Ann.,  Bd.  14,  1823  u.  1824,  S.  29—62  (§  6). 
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Tun  neue  Punkte  P^  und  P^  drehen;  als  P5  kann  ein  Punkt  von 
P^P^  gewählt  werden.  P^  ist  der  Schnittpunkt  der  Polare  5ßi5ßj 
Yon  P3  mit  der  (geraden,  welche  P3  und  den  Pol  ^ß,  von  PiP2  ver- 
bindet; P^  P5  enthält  auf  Grand  der  allgemeinen  Entwickelung  die  An- 
fangsecken der  beiden  gesuchten  Dreiecke,  und  da  augenscheinlich  ftlr 
diese  Gerade  P3  und  P^  vertauscht  werden  können,  so  gelangt  man 
in  Gergonne's  Lösung.  Die  neuere  synthetische  Geometrie  konnte 
Poncelet's  Lösung  durch  eine  elegantere  nicht  ersetzen,  sie  ver- 
mochte nur,  dieselbe  nach  Stein  er' s  Andeutungen  einfacher  zu 
begründen.  Die  Geschichte  des  Problems  kann  als  abgeschlossen 
gelten,  nachdem  es  gelungen  war,  den  Livolutionssatz,  welcher  sich 
in  Fregier's  Theorem  ausspricht,  als  die  eigentliche  Quelle  der 
Construction  zu  erkennen.  Diese  abschliefsende  Entwickelung  ist 
von  Seydewitz  gegeben  worden.*)  Li  seiner  Arbeit  findet  sich  der 
Satz,  daXis  zwei  projectivische,  einem  Kegelschnitt  angehörige  Punkt- 
reihen einen  zweiten  doppelt  berührenden  Kegelschnitt  erzeugen,  und 
es  wird  die  Aufgabe  insofern  erweitert,  als  an  Stelle  von  Drehpunkten 
solche  doppelt  berührende  Kegelschnitte  eintreten  können.  An  einer 
späteren  Stelle  werden  mich  die  Arbeiten  von  Hamilton,  Gar- 
diner, Gayley  und  Townsend  beschäftigen,  in  denen  die  ent- 
sprechende Aufgabe  bei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  behandelt  wird. 
8.  In  einer  schon  mehrfach  erwähnten  Abhandlung Poncelet's**) 
aus  dem  Jahre  1817  findet  sich  der  Satz:  Man  kann  einer  Parabel 
unendlich  viele  n-Ecke  umschreiben,  deren  Winkel  einander  gleich 
sind.  Die  Ecken  derselben  liegen  sämtlich  auf  einem  zweiten 
Kegelschnitt,  welcher  den  Brennpunkt  und  dessen  Directrix  mit  der 
Parabel  gemein  hat.  Er  muijs  zu  dieser  Zeit  noch  nicht  erkannt 
haben,  dafs  hier  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren  Satzes  vor- 
liegt; wenigstens  stellt  er  (S.  154)  die  Aufgabe,  ein  n-Eck  zu 
zeichnen,  das  einem  Kegelschnitt' eingeschrieben,  einem  anderen  um- 
schrieben ist.  Der  letzte  Teil  des  Traite  ist  dem  Nachweise  gewidmet, 
dals  diese  Aufgabe  unlösbar  ist,  daüs  entweder  überhaupt  kein  der- 
utiges  n-Eck  existirt  oder  mit  jedem  Punkt  des  einen  Kegelschnitts 
als  Anfangspunkt  sich  ein  geschlossenes  n-Eck  bilden  läfst.  Eine 
solche  Bedeutung  legte  Poncelet  diesem  Satz  bei,  daüs  er  sein 
Si^el  mit  Bezug  auf  ihn  wählte.  Unter  der  Umschrift  „aut  semper 
ant  numquam^^  zeigt  es  drei  Kegelschnitte  und  eine  Reihe  von  Vier- 
ecken, die  dem  ersten  ein-,  dem  zweiten  tunschrieben  sind,  andererseits 
eine  Reihe  offener  Yierseite,  die  dem  zweiten  ein-,  dem  dritten  um- 
schrieben sind.  Nach  den  Principien  des  Werkes  genügt  es,  den 
Satz  fär  zwei  Kreise  abzuleiten.     Hier  gründet  ihn  Poncelet,  wie 

*)  Fr.  Seydewitz,   Über   eine  wesentliehe  YeraUgemeinenrng  des 
Problems  von  den,  den  Kegelschnitten  ein-  oder  umgeschriebenen  roly- 
gonen,  Grunert's  Archiv,  Bd.  4,  1844,  S.  421—430. 
•*)  Vgl  8.  14«»*. 
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folgt,  auf  eine  metrische  Orundlagie.  Es  seien  Ä^  A^;  B^  B^;  C,  C^ 
die  drei  Paare  gegesAberliegieiider  Eeken  eines  ▼oUsttadigen  Yier- 
fieits,  X,  If,  ÜT  die  gegeneeitigeii  Bdmitiimiikte  von  ÄA^^  BBi^ 
CC^,  eodüdi  a,  0,  C  die  Mitten  der  Strecken  AA^^  BB^,  CC^, 
welehe  nach  dem  Newton'sdien  Satz  in  gerader  Linie  liegen.  Jh 
M^  N  und  Aj  A^  einander  harmonisch  trennen,  so  ist 

und  es  gelten  die  entsprechenden  Relationen  für  9  und  S.  Sind  nos 
A^^  B^^  Ci  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte,  so  hihen 
LA^^  MB^^  NC^  einen  Pnnkt  gemein.  Man  hat  also  den  Satt: 
„Eine  Gerade  möge  die  Seiten  eines  Dreiecks  LMN  in  den  Pnoktra 
9,  e,  S  treffen.  Bestehen  fttr  drei  andere  Ponkte  A,  B,  C  ^ 
Geraden  üfüT,  NL^  LM  die  Beziehnngen 

so  liegen  A,  B^  C  entweder  in  einer  Geraden,  oder  ihre  YerbindungB- 
iinien  mit  L^M^N  lanüsn  in  einem  Pnnkt  zusammen.^  Es  sei  mu 
SISS  die  ideelle  gemeinschaftliche  Sehne,  eines  Kreisbltechels  nnd 
das  Dreieck  LMN  einem  Kreise  K  desselben  eingeechiieben.  Als- 
dann sind  A^A^\  B^B{^  C,  (7|  die  Berahrangspnnkte  Ton  MN^  NL^ 
LM  mit  Kreisen  JT^,  JE^,  K^  des  Bflschels.  Liegen  die  drei  Be- 
rührungspunkte auf  den  Seiten  des  Dreiecks  selbst,  so  schneiden  sich 
nach  dem  Obigen  LA^  MB^  NC  in  einem  Ptukt.  Man  lasse  nun 
von  dieser  Anfangslage  aus  Z,  If,  N  sich  so  auf  dem  Kreise  K  be- 
wegen, dals  MN  und  NL  an  anderen  Kreisen  K^  und  K^  des  Büschels 
gleiten.  Zu  An&ng  ist  ihre  Bewegung  als  eine  Drehung  um  die  Be- 
rührungspunkte A  nnd  B  aicfmfassen.  LM  bewegt  sich  deshalb  zu 
Anfsng  an  einem  Kegelschnitt,  der  den  Kreis  K  in  seinen  Schnittpunkten 
mit  AB  berührt,  C  ist  derBerührongspunkt  von  LM  mit  diesem  Kegel- 
schnitt, also  aoch  mit  der  Enveloppe  von  Xlf,  da  C  nnd  AB  ^i 
Punkte  L  nnd  M  harmonisdi  trennen:  Die  zu  betrachtende  Enveloppe 
ist  also  zugleich  eine  Enveloppe  von  Kreisen  des  Büschels  und  mnls 
deshalb  mit  einem  Kreise  des  Bftschels  znsammenfiELllen.  Gleiten 
also  zwei  Seiten  eines  Dreiecks,  das  einem  Kreise  eingesdurieben  ist, 
an  zwei  Kreisen,  die  mit  ihm  zu  einem  Büschel  gehören,  so  um- 
hüllt anch  die  letzte  Seite  einen  Kreis  des  Büschels.  Eine  unmittel- 
bare Folge  hiervon  ist  das  Theorem:  Ist  ein  «-Eck  einem  Kegelschnitt 
eingeschrieben,  einem  zweiten  umschrieben,  so  können  seine  Ecken 
auf  dem  ersten  Kegelschnitt  so  verschoben  werden,  dais  alle  Seiten 
an  dem  zweiten  Kegelschnitt  gleiten;  alle  Diagonalen  des  Polygons 
bewegen  sich  als  Tangenten  von  Kegelschnitten,  die  mit  den  beiden 
ersten  zu  einem  Büschel  gehören.  Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so 
artet  der  Kegelschnitt,  den  die  Hauptdiagonalen  umhüllen,  in  eine 
Ecke  des  gemeinschaftlichen  Polardreiecks  aus,  und  gegenüberliegende 
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Stttea  des  Polygons  schneideii  siob  auf  der  gegenüberliegenden 
Seite  desselben.  Lassen  s.  B.  zwm  Kreise  onendlicb  Tiele  Vierecke 
sa,  die  dem  einen  eingeschrieben^  dem  anderen  umschrieben  sind^  so 
mflssem  sich  nach  diesem  Satze  die  Verbindongslinien  gegenüber- 
liegender Berühning^ankte  in  einem  der  beiden  (kenspnnkte  treffen 
nnd  auf  einander  senkrecht  stehen. 

9.  Es  ist  bdcannt,  dafs  sich  an  dieses  schöne  Theorem  eine  gans 
aosgebreitete  Litterator  geknüpft  hat  Seine  Geschichte  beginnt  mit 
der  Euler*)  zugeschriebenen  einfachen  Beziehung  zwischen  Radien 
nnd  Centrale  der  beiden  £[rei8e,  die  einem  Dreieck  ein-  nnd  um- 
sefarieben  sind.  Diese  Relation  hat  die  Mathematiker  vielfach  be- 
seh&ftigt.  Erst  L'Huilier'^)  scheint  jedoch  das  Resultat  gewonnen 
zn  haben,  dals  zwei  Kreise  unendlich  viele  Dreiecke  zulassen,  die 
dem  einen  ein-,  dem  anderen  umschrieben  sind,  sobald  die  Euler'sche 
Beziehung  erfüllt  ist  Fufs*^)  hat  diesen  naheliegenden  Schluis 
nicht  gezogen,  obgleich  er  auch  beim  Fall  des  Vierecks,  dem  ein 
Kreis  ein-,  ein  zweiter  umschrieben  ist,  eine  Bezi^ung  zwischen  den 
Badien  und  der  Centrale  der  beiden  Kreise  allein  auffand.  Steinerf ) 
stdlt  folgende  Au%abe:  „Ist  ein  gegebenes  ti-Eck  so  beschaffen, 
da&  sich  sowohl  in  als  um  dasselbe  ein  Kreis  beschreiben  lälst,  so 
soll  man  zwischen  den  Badien  22,  r  und  dem  Abstand  ihrer  Mitt^- 
pnnkte  von  einander  eine  Gleichung  finden;  für  das  Dreieck  hat 
£uler  diese   Gleichung  gefunden.^'     Noch  in  demselben  Bande  des 


*)  Nach  Gino  Loria  (Q  passato  ed  il  preeente  delle  principali  teorie 
ffeometriche,  2.  Auflage,  Turin  1896)  ist  die  Entwickelung  an  folgender 
steUe  zu  suchen:  Novi  Oomment.  ac.  sc.  imp.  Petropolitaiuie^  Bd.  2,  1751. 
Ich  habe  sie  a.  a.  0.  vergeblich  gesucht.  Auch  ftibit  Fufa  m  der  weiter 
miten  erwftlmten  Abhandhmg  das  The<»em  nicht  auf  Euler  zurück. 

**)  L*Huilier,  Th^r^mee  sur  le  triaugle,  relatif s  i  la  paoe  64  de  oes 
Annales,  Gerg.  Ann.,  Bd.  1,  1810  und  1811,  S.  149-168  (§  Vi).  In  einer 
FaÜBnote  weist  Gergonne  auf  Beweise  von  Kramj^»  und  Maisonneuve 
hin.  Die  Aufgabe  wird  (S.  64)  als  Porisma  etwa  m  folgender  Form  ge- 
steUi*  liegt  im  hmem  eines  Kreises  ein  Punkt,  so  ist  der  Badius  eines 
am  Arn  beschriebenen  Kreises  gegeben,  dem  ein  dem  ersten  Kreis  eiujge- 
schriebenes  Dreieck  umschrieben  werden  kann.  Gergonne  scheint  hier- 
nach nahe  daran  gewesen  zn  sein,  ans  der  Eule  raschen  Formel  ein 
SchüeCrangsproblem  abzuleiten. 

^  Fufs,  de  quadrilateris,  quibus  circulum  tarn  insorib^re  quam 
circomscribere  licet,  Nova  acta  ac.  sc.  imp.  Petropolitanae,  f.  17S2, 
Bd.  10, 1797,  8.  103—125  (§  30).  Die  Beziehung  für  das  Dreieck  wird  im 
§  ^2  gegeben. 

t)  Steiner,  Au^ben  und  Lehrsätze,  erstere  aufzulösen,  letztere  zu 
Crelle's  Joum.,  Bd.  2,  1827,  S.  96—98,  Ges.  W.,  Bd.  1.  S.  127, 
Mt).  Die  vierte  Au%abe  fordert  unter  Hinweis  auf  die  zugehörige 
düng  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  43)  die  Beziehong  zwischen  Bacuen  und 
Centrale  zweier  Kreise,  welche  die  JSinschreibung  einer  Beihe  von  n  ein^ 
ander  berOhrenden  Kreisen  gestatten.  Die  im  Text  erwähnten  Formeln 
&iden  sich:  Crelle's  Joum.,  Bd.  2,  1827,  S.  287—292  (Vorgelegte  Lehr* 
sfttie),  Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  169  (4.  Lehrsatz). 
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Grelle' sehen  Jonmals  teilt  er  diese  Relationen  for  die  Fälle  fi  =  3, 
4,  5,  6,  8  mit.  Es  scheint  mir  unzweifelhaft,  dafs  wir  es  bei 
Steiner  nicht  blos  mit  einer  „aus  Versehen  richtigen^^  Problem- 
Stellung  zu  thun  haben.  Entweder  hatte  er  das  Gesetz  auf  seine 
Weise  unabhängig  als  richtig  erkannt,  oder  er  hat  es  mit  Hülfe 
des  Schlieüsungsproblems  der  Kreisreihen,  welches  er  unmittelbar  auf 
die  Aufgabe  folgen  lä£st,  und  mit  Hülfe  der  Eul er' sehen  Relation 
durch  Induction  geschlossen,  und  seine  Resultate  würden  dann  Er- 
probungen des  Gesetzes  sein. 

10.  In  einer  zweiten  Arbeit  hatte  Fufs*)  für  die  Fälle  n=  5,6, 
7,  8  die  Bedingung  untersucht,  welcher  zwei  Kreise  genügen,  die 
einem  symmetrischen  n-Eck  ein-  und  umschrieben  sind.  Jacobi 
hat  dieselben  mit  Steiner's  Relationen  verglichen  und  darauf  auf- 
merksam gemacht,  daSs  sie  in  Folge  des  Poncelet' sehen  Schlieisungs- 
problems  ebenso  allgemein  sind  als  Steiner 's  Formeln  selbst.  In 
seiner  Arbeit  weist  Jacobi**)  einen  überraschenden  Zusanunenhang 
mit  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  nach.  Es  gelingt  ihm, 
aus  dem  Additionstheorem  von  sin  am  u  einen  eleganten  Beweis  des 
Poncelet' sehen  Hauptsatzes  zu  gewinnen  und  hieraus  die  Beziehung 
zwischen  zwei  Kreisen,  die  einem  n-Eck  ein-  bez.  umschrieben  sind, 
in  einfacher  Weise  darzulegen.  An  diese  Arbeit  knüpft  eine  umfeing- 
reiche  Litteratur  an,  durch  welche  die  Beziehung  zwischen  zwei 
Kegelschnitten,  die  eine  unendliche  Folge  ein-  und  umschriebener 
n-Ecke  zulassen,  allseitig  behandelt  wurde,  und,  nachdem  die  Dar- 
stellung der  Curven  dritter  Ordnung  durch  elliptische  Functionen 
gewonnen  war,  der  Zusammenhang  des  Problems  mit  anderen 
Schlieflsungsproblemen,  besonders  dem  Stein  er 'sehen,  nach  allen 
Seiten  erörtert  wurde.***)  Um  so  weniger  brauche  ich  hierauf 
näher  einzugehen,  als  Gino  Loriaf)  eine  zusanmienfassende  Dar- 
stellung über  diesen  Gegenstand  gegeben  hat.  Hingegen  werde  ich 
ausführlich  darzuthun  haben,  auf  welchem  Wege  die  synthetische 
Geometrie  sich  diesen  Zusammenhang  klar  gemacht  hat.  Obgleich  ich 
im  zweiten  Bande  dieses  Berichtes  hierauf  zurückkonmie,  kann  ich 
es  mir  nicht  versagen,   schon  jetzt  auf  die  Arbeit  von  August  ff) 

^  Fufs^  De  poly^onis  symmetrice  irregularibus  ciicnlo  simol  in- 
scriptis  et  circmnscriptis  (Conventoi  exhibita  d.  19.  April.  1798),  Nova 
acta  ac.  sc.  imp.  Petropolitanae,  Bd.  18,  1827,  S.  166—189. 

**)  Jacobi,  Über  die  Anwendung  der  elliptischen  Transcendenten 
auf  ein  bekanntes  Problem  der  Elementar -Geometrie,  Grelle 's  Joam., 
Bd.  3,  1828,  S.  876—889.  C.  Q.  J.  Jacobi's  Gesammelte  Werke,  heraus- 
gegeben von  Weierstrafs,  Bd.  1,  Berlin  1881,  [Ges.  W.]  S.  277—298. 

***)  Vor  allen  ist  hier  eine  Abhandlung  von  Clebsch  zu  nennen: 
Über  einen  Satz  von  Steiner  und  einige  Pimkte  der  Theorie  der  Cnrvoi 
dritter  Ordnung,  Crelle's  Jonm.,  Bd.  68,  1864,  S.  94—121, 

t)  Gino  Loria,  I  poligoni  di  Poncelet,  Turin  1889,  und  Rassegna 

di  alcnni  scritti  sni  uoligoni  di  Poncelet,  Bibliotheca  mathematica  1889. 

tt)  August,  Über  den  Zusammenhang  gewisser  Sätze,  welche  sich 
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hinzuweisen,  in  der  diese  Entwickelnng  in  elegantester  Weise  dar- 
gestellt wird.  Die  verschiedenen  Probleme  ergeben  sich  aus  der 
ümbildmig  des  folgenden  Theorems.  Die  Ecken  eines  2n-Ecks 
Ä^A^A^ Ä^^  können  in  der  Art  über  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung geführt  werden,  dafis  alle  seine  Seiten  Ä^A^^  ^-^i  •  •  •* 
A^^A^  sich  um  feste  Punkte  dieser  Curve  drehen.  Einer  von  diesen 
Drehpunkten  ist  durch  die  anderen,  die  man  ganz  willkürlich  wählen 
kann,  eindeutig  bestimmt  Auch  die  Geraden  A^A^^  ^i^6)  '**i 
A^A^^^  A^A^^  A^A^,  .  . .,  A^^_^A^^  drehen  sich  um  Punkte  der 
Curve.  Durch  Einschaltung  solcher  Diagonalen  kann  man  eben  von 
dem  speciellen  Fall  des  Yierseits  zu  dem  allgemeinen  Satz  über- 
gehen. Bereits  Poncelet*)  weist,  nachdem  er  das  Bewegungsgesetz 
für  den  Fall  des  Yierseits  entmckelt  hat,  auf  diese  Yerallgemeine- 
rang  hin.  Aus  diesem  Lehrsatz  ergiebt  sich  das  Theorem  von  den 
Steiner'schen  Polygonen,  wenn  die  Drehpunkte  abwechselnd  an  die 
eine  oder  andere  von  2  Stellen  gelangen.  Andererseits  kann  man 
dem  Satze  folgende  räumliche  Form  geben:  „Die  Ecken  eines  räum- 
lichen 2 n- Ecks  können  derart  über  die  Grundcurve  eines  Büschels 
von  Flächen  zweiter  Ordnung  geführt  werden,  dafs  seine  Seiten 
sich  auf  Hyperboloiden  bewegen,  die  dem  Büschel  angehören.^^  Pro- 
jicirt  man  diese  räumliche  Figur  von  einer  Ecke  des  Polartetraeders 
aus,  so  entsteht  das  Poncelet'sche  Bewegungsgesetz,  projicirt  man 
hingegen  von  einem  Punkt  der  Grundcurve  aus,  so  entsteht  die 
obige  Yerallgemeinerung  des  Steiner'schen  Schliefsungsproblems. 

11.  Zunächst  erwies  sich  nur  der  erste  Fall,  der  des  Dreiecks,  der 
geometrischen  Behandlung  zugänglich.  Bereits  Brianchon  stellt 
den  Satz  auf,  ohne  Andeutung  eines  Beweises  freilich,  daTs  zwei 
einem  Kegelschnitt  eingeschriebene  Dreiecke  auch  einem  Kegelschnitt 
umschrieben  sind.^)  Aus  den  Lehrsätzen  von  Pascal  und 
Brianchon  hat  Durrande***)  das  Theorem  in  einfacher  Weise 
abgeleitet  Er  überträgt  dasselbe  übrigens  auf  Kegel  und  gelangt 
zu  folgender  Erweiterung  für  den  Raum:  „Es  giebt  unendlich  viele 
Tetraeder,  die  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  eingeschrieben,  einer 
zweiten  umschrieben  sind,  sobald  ein  einziges  Te^eder  dieser  Art 
eiistirt"  Sein  Yersuch,  den  Fall  n= 4  des  Poncet  et' schenSchliefsungs- 
problems  elementar  zu  erweisen,  muüs  als  mifslungen  bezeichnet  werden.  "I") 


aufgeschlossene  Reihen  geometrischer  Gebilde  beziehen,  G  runer  t^sArch., 
Bd.  69,  1876,  S.  1—17. 

*)  Poncelet,  Analyse  des  transversales  applio^uöe  k  la  recherche  des 
TOopri^t^  projectives  des  lignes  et  surfaces  g^om^triqnes,  Crelle*s  Joum., 
Bd.  8,  1882,  S.  21—41,  117—187,  218—262,  870—410;  (Traitä,  Bd.  2,  1866, 
Nr.  168,  169). 

^)  Brianchon,  memoire  sur  les  lignes  du  second  ordre  etc.,  Paris,  1817. 
•^  a.  a.  0.  S.  148ttt  (§  6). 
t)  Durrande,  Demonstration  des  propri^täs  des  qnadrilat^res  i  la 
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Es  ist  bekannt,  dafe  sich  «os  der  projectivisohen  Erzeugung  der  Kegel- 
schnitte der  Dreiecks-Satz  UBmittelbar  ablesen  UM.  Die  Tbat- 
Sache,  dafe  A  {BCB^C^)  und  A^  {BCB^C^)  pnyectivische  Wärfe 
sind,  hat  zur  unmittelbaren  Folge,  dafs  AB^  AC^  A-^n  A^i  ^^^ 
BC  und  B^C^  unter  gleichem  Doppelverhältnis  geschnitten  werden. 
Eine  ähnlidie  Herleitong  findet  sich  in  Steiner's  systematischer  Snt- 
Wickelung  sowohl  als  in  einer  der  ersten  Darstellungen  Ghasles", 
die  auf  dem  Doppelverhältnis-Begriff  beruhen.  Der  Satz  erscheint 
hier  in  der  ebenfalls  von  Steiner  herrührenden  Fassung,  dais  zwei 
Polardreiecke  eines  Kegelschnitts  in  der  soeben  betrachteten  Beziehung 
stehen.*)  Ein  specieller  Fall  dieses  Satzes  liefe  sich  in  dem  von 
Brianchon  und  Poncelet  aufgestellten  Theorem  erkennen,  dafe 
jeder  einem  Polardreieck  einer  gleichseitigen  Hyperbel  umschriebene 
Kreis  ihren  Mittelpunkt  enthalt. 

Neben  die  besprochenen  Schliefeungsprobleme  stellen  sich  die 
elementaren,  die  in  dem  Capitel  über  cyklisch-projectivische  Punkt- 
reihen  erörtert  werden.  Zu  dieseb  Problemen  gehört  das  Poncelet 'sehe 
Schlielsungsproblem,  wenn  man  die  beiden  Kegelschnitte  eine  doppelte 
Berührung  eingehen  l&fet,  femer  das  Stein  er 'sehe  Kreisreihenproblem, 
das  sich  auf  diesen  Specialfall  zurückführen  läfet. 


1 


XEL  Poneelefs  Trait6,  Supplement 

I.Ich  gelange  nunmehr  zu  den  wichtigen  Untersuchungen  über  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung,  die  Poncelet  in  einem  fünften,  Supplement 
überschriebenen  Abschnitt  seines  grofsen  Werkes  vereinigt  hat.  Zwei 
räumliche  Figuren  sind  homolog,  wenn  den  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
der  einen  entsprechende  Elemente  der  anderen  zugewiesen  werden, 
überdies  entsprechende  Punkte  auf  Strahlen  eines  Bündels  liegen, 
entsprechende  Gerade  sich  auf  einer  festen  Ebene  schneiden  (576 — 
579).  Ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Figuren  sind  homolog;  man 
muis  also,  da  je  zwei  entsprechende  Gerade  parallel  sind,  den 
SchluTs  ziehen:  „Tous  les  points  a  Tinfini  de  Tespace  peuvent  etre 
censes  appartenir  a  un  seul  et  meme  plan,  necessairement  inde- 
termine  de  Situation"  (580).  Zwei  Tetraeder,  die  einen  Homologie- 
punkt aufweisen,  besitzen  auch  eine  Homologieebene  (582).  Zwei 
Ecken  eines  beweglichen  Dreiecks,  dessen  Seiten  sich  um  zwei  zu- 
geordnete Punkte  und  das  Centrum  der  Homologie  drehen,  be- 
schreiben, wenn  die  dritte  auf  der  Homologieebene  verbleibt,  zwei 
homologe  Figuren  (583).  Die  Beziehung  hat  für  die  künstlerische 
Darstellung  eine   grofee  Bedeutung.     Ein  Bas-ReUef  steht   zu   der 

fois  inficriptibles  et  circonacriptibles  au  cercle,  Gerg.  Ann.,  Bd.  15,  18t4  u. 
1825,  S.  183—146. 

*)  Chasles,  Propriät^s  des  lignes  et  des  stufaoes  du  secoad  degr^ 
Quet.  Ck>rr.,  Bd.  10,  1888,  S.  166—169. 
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itonilicben  Figur,  welche  sie  darstelit,  in  der  IIoBiologie«Beziehimg, 
nnd  zwar  ist  der  Angenpunki  das  Geatrom  der  Beziehimg.  Hin- 
fiicküicfa  der  Geeelze  der  Belie^iBpective  ist  jedoch  Ponceiet 
b^SDntUcli  niefat  olme  Yoriänfer.  Bereits  Ubaldo*)  hat  nach  Bur- 
mester  ^den  Oedanken  der  coUiBearen  Abbikfauiff  des  Baumes  aus- 
geprigt".  YifiUeidit  hat  Desargues  mit  der  iuifBemng,  es  gtbe 
^des  ]iiaasi&^\  Flftchen,  welche  sieh  zu  «ner  ,,boule*^,  einer  Kngei, 
genau  so  Terhalteu,  wie  eine  Ellipse  zu  einem  Kreise'^),  den  Oe- 
dankengang  im  Auge  gehabt,  den  ich  weiter  unten  schildern  werde. 
Aber  jed«[i£ül8  muft  naehdrflcklieh  auf  dia  Breysig'sche  Darstellung 
hingewiesen  werden.***)  In  derselben  wird  ausfiahrlich  gezeigt,  wie 
man  unter  Benutzung  Ton  Spurebene  und  Fluchtebene  im  Stande 
ist,  Grund*  und  Aufrüs  eines  Beliefe  zu  Terzeichnen.  Bei  aus- 
gesprochener Bäeksicht  auf  die  Zwecke  der  Praxis  beschrankt  sich 
Brejsig  lediglich  auf  Ansiditen  in  Front.  Auch  steht  seine 
ünteisuchung  insofern  eine  Stufe  unter  deijenigen  Poncelet's, 
als  er  die  Möglichkeit  eines  mathematisch  genauen  Beliefs  nicht 
nachweist,  sondern  sich  nur  damit  beschftftigt,  das  selbstverständlich 
gegebene  Abbild  praktisch  möglichst  ein&ch  zu  bestimmen.  Man 
mnis  dies  festhalten,  um  Poncelet's  Verhalten  gegen  Breysig 
Tentehen  zu  können.  Erst  mehrere  Jahre  nach  Ab&ssung  des  Traite 
wurde  er  Ton  Anger  durch  Jacobi's  Yermittelung  auf  das  Werk  auf- 
merksam gemacht.  In  einer  Note  zur  „Analjse  des  transrersales'^  spricht 
er  sich  dahin  aus:  „CSe  petit  ouvrage  ....  contient  sur  le  trao^  des 
bas-relieis  des  preoeptes  qui,  pour  le  fond,  se  trouvent  d'accord  ayec 
cenx  que  j'ai  moi-meme  etablis  a  Fendroit  cite.^'j')  Diese  Note  hat 
Ponceiet  beim  Wiederabdruck  der  Abhandlung  zurückgezogen;  er  er- 
klärt an  anderer  Stelle,  eine  genaue  Übersetzung  des  Buches  von 
Brejsig,  das  er  bei  Abfassung  der  Note  aus  Unkenntnis  des  Deut- 
sehen  nicht  kennen  lernen  konnte,  habe  ergeben,  dals  eine  Analogie 
zwisch^  den  Metiioden  nur  im  Titel  bestehe. ff)  Anger  hat  sich  in 
Tenchiedenen  Artikeln  der  Sache  Brejsig's  angenommen. fff) 


*)  Gnidi  übaldi    e  marehieaibns  montis  perspectiTae  libri  sex, 
Pisaan  1600,  S.  28S. 

•^  Deear^ues,  Brouillon-project  etc.,  Ed.  Pondra,  Bd.  1,  S.  214. 

*^)  Breysig,  Versnch  einer  ErlÄutenuig  der  ReliefsperspectiTe,  zu- 
gleich für  Maler  eingerichtet,  Mu^bnrg  1798. 

t)  Ponceiet,  Analyse  des  IransTersales  etc.,  Crelle*8  Joum ,  Bd.  8, 
1882  (8.  397).    (Vergl.  S.  163*.) 

It)  Ponceiet,  Note  relative  ^  une  r^clamation  de  M.  Amyot  et 
aux  oDservations  de  MM.  Ghasles  et  Canchy  qui  y  ont  donnä  lieu. 
Comptes  rendofl,  Bd.  16,  1848,  S.  947—964,  (T^ait^,  Bd.  2,  Paris  1866, 
S.  850).    Man  rergleiche  auch  Traitä,  Bd.  2,  S.  221. 

tH)  Anger,  ^lalytische  Darstellung  der  Basrelief-Perspective,  Danzig 
1834.  Anger,  Beitrftge  nur  analytiachen  Baaretief-Perspective,  Danaig  1836. 
Anger,  Ober  die  Transformation  der  Figuren  in  andere  derselben  Gat- 
tung, Oroneri'fl  Aich.  Bd.  4,  1844,  S.  281-'290. 
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2.  Eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist  hinsichtlich  eines  be- 
liebigen Punktes  zu  sich  selbst  homolog,  der  umschriebene  Kegel 
bertÜirt  also  in  einer  ebenen  Curve,  welche  die  Homologieebene  aus- 
schneidet. Homologe  Gerade  schneiden  sich  auf  dieser  Polarebene, 
treffen  aber  aufserdem  die  Mäche  in  zwei  homologen  Paaren 
von  Punkten.  Hiemach  ist  die  Polarebene  der  Ort  der  Punkte, 
welche  die  Fläche  von  dem  Pol  harmonisch  trennt.  Sind  zwei 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  einem  und  demselben  Kegel  einge- 
schrieben, so  kann  man  die  Spitze  zum  Centrum  der  Homologie 
machen,  alsdann  hat  man  die  Berfihmngscurven  auf  einander  zu  be- 
ziehen und  kann  noch  auf  zwei  Arten  die  Schnittpunkte  der  beiden 
Flächen  mit  einer  beliebigen,  vom  Centrum  ausgehenden  Geraden 
einander  zuweisen.  Jedesmal  ist  die  Homologie-Beziehung  TöUig 
bestimmt;  es  folgt,  dafs  beide  Flächen  zwei  ebene  Schnitte  mit  ein- 
ander gemein  haben  (587).  Die  „theorie  des  polaires  reciproques" 
zeigt  (592),  dafs  zwei  Flächen,  die  einen  Kegelschnitt  gemein  haben, 
zwei  Homologiecentra  aufweisen  und  ebendeshalb  sich  in  noch 
einer  zweiten  ebenen  Curve  begegnen.*)  Für  zwei  Kugeln,  wie 
überhaupt  ft&r  zwei  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  fällt  die  eine  der  beiden  Homologieebenen  ins 
unendliche  hinaus.  Man  muls  also,  um  es  mit  Poncelet's  Worten 
auszudrücken,  schliefseja  „que  deux  telles  surfia,ces  ont  toujours  nne 
section  plane  commune  a  l'infini,  reelle  ou  id^e^^  (593).  Poncelet 
hat  sich  nicht  bewogen  gefCLhlt,  den  hiermit  implicite  gegebenen  Satz, 
dafs  alle  Kugeln  des  Raumes  einen  bestimmten  unendlich  fernen 
Kegelschnitt  mit  einander  gemein  haben,  ausdrücklich  auszusprechen. 
Bei  der  Behandlung  der  Kreisschnitte  aber  tritt  hervor,  dal^  er  diesen 
SchluTs  thatsächlich  gezogen  hat  (vergl.  auch  630). 

Wenn  zwei  Oberflächen  sich  in  einem  Homologiecentrum  treffen, 
so  müssen  sie  die  Tangentialebene  mit  einander  gemein  haben.  Zwei 
Flächen  haben  entweder  in  unendlicher  Nähe  eines  Berührungspunktes 
reelle  Punkte  nicht  mit  einander  gemein,  oder  durchdringen  einander 
in  einer  Curve,  welche  an  der  betreffenden  Stelle  einen  Doppel- 
punkt besitzt.**)  Bei  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  muls 
sich  diese  Curve  auf  zwei  den  Oberflächen  gemeinschaftliche  reelle 
oder  imaginäre  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  reduciren,  wenn  sie 
in  Homologie-Beziehung  stehen  (594). 

3.  Die  Theorie  der  Berührung  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
behandelt  Poncelet  unter  ausgiebiger  Benutzung  des  Continuitäts- 


*)  Poncelet  hebt  hier  ausdrücklich  hervor,  daÜB  die  „th^rie  des 
polaires  räciproques"  dazu  diene^  fast  aus  jedem  Satze  einen  zweiten  ab- 
zuleiten. Er  verweist  zum  Beispiel  auf  Brianchon's  Satz,  dafs  zu  einer 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  eine  andere  polarreciprok  ist. 

**)  Häufig  wird  Gay  ley  als  der  erste  betrachtet,  welcher  diese  richtige 
Auffassung  von  der  Berührong  zweier  Oberflächen  ausgesprochen  hai 
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prmdps  in  der  Art,  wie  ich  es  an  einer  früheren  Stelle  geschildert 
habe  [XI,  2].  Da£s  zwei  Oberflächen,  die  in  zwei  Punkten  ein- 
ander berühren,  sich  nicht  notwendig  in  zwei  Kegelschnitten,  sondern 
unter  Umständen  in  einer  (Geraden  und  einer  Banmcnrve  dritter 
Ordnung  durchdringen,  war  Poncelet  1822,  wie  auch  seinen 
Vorgängern,  Monge  und  Chasles,  entgangen.*) 

Ergeben  drei  Kegelschnitte,  paarweise  zusammengenommen, 
drei  reelle  oder  ideelle  Secanten,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  so 
können  sie  als  Projectionen  dreier  Kegelschnitte  im  Baum  angesehen 
werden,  die  zu  zwei  und  zwei  eine  reelle  oder  ideelle  Secante  ge- 
mein haben  und  in  Folge  dessen  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
ingehören.  Der  scheinbare  Umriis  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
b^tdirt  alle  drei  Kegelschnitte  in  je  zwei  Punkten. 

Da  dieser  Zusammenhang  umgekehrt  werden  kann,  so  steht 
die  Geometrie  der  Kegelschnitte,  welche  einen  gegebenen  doppelt 
berühren  imd  deshalb  Projectionen  der  Kegelschnitte  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  sind,  im  genauesten  Zusanmienhange  mit 
deijenigen  der  Kreise  einer  Ebene  oder  allgemeiner  der  Kegelschnitte, 
welche  zwei  Punkte  enthalten  (609).**)  Der  Satz  Yon  den  Secanten 
dreier  eingeschriebenen  Kegelschnitte  trat  schon  hervor.***)  Aber 
«ich  die  zugehörigen  Homologiecentra,  welche  die  Kegelschnitte 
paarweise  ergeben,  sind  gerade  so,  wie  die  Ähnlichkeitspunkte  dreier 
Kreise,  die  sechs  Ecken  eines  Vierseits.  Die  vier  Seiten  desselben 
sind  die  Berühmngssehnen  der  Kegelschnitte  unserer  Mannigfaltig- 
keit, welche  die  drei  gegebenen  berühren.  Auch  für  den  ent- 
sprechenden Parallelismus  zwischen  den  Kugeln  und  den  Oberflächen 
zweiter  Ordnung,  die  einer  gegebenen  eingeschrieben  sind,  bietet 
Poncelet  die  Keime  in  dem  Satz:  „Zwei  Oberflächen,  die  sich 
in  zwei  Kegelschnitten  begegnen,  sind  unendlich  viele  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  zugleich  umschrieben;  unter  denselben  befinden 
sich  zwei  Kegel.^  Chasles  hat  diese  Analogie  weiter  verfolgt:  Man 
kommt  bei  vier  Oberflächen,  die  einer  gegebenen  eingeschrieben  sind, 
auf  acht  Homologieebenen,  in  deren  jeder  sechs  Homologiecentra 
zweier  der  Oberflächen  sich  befinden,  und  auf  acht  „points  de 
sjmptose",  in  deren  jedem  sechs  der  Ebenen  zusammenlaufen,  welche 
gemeinschaftliche  Kegelschnitte  zweier  der  gegebenen  Oberflächen  ent- 

*)  Wie  Poncelet  1866  anfahrt  (8.  415),  hat  de  la  Gournerie  ihn 
anf  diese  Ausnahme  des  Monge *Bchen  Satzes  aufmerksam  gemacht. 

^Poncelet  verbreitet  sich  hierüber  mit  nicht  sehr  grofser  Klar- 
heit m  den  Nrn.  605 — 609.  Am  dentlichsten  kann  man  diesen  Zusammen- 
hang herrortreten  lassen,  wenn  man  eine  Hülfsfläche  zweiter  Ordnung  zwei- 
mal, zaerst  stereographisch  von  einem  ihrer  Punkte  aus,  alsdann  von 
einem  beliebigen  Punkte  aus,  auf  eine  Ebene  projicirt. 

•^)  Offenbar  ist  der  Satz  erst  vollständig  in  der  bei  Plücker  vor- 
liegenden Form,  die  gelegentlich  des  Satzes  von  Brianchon  angeführt 
wurde  [II,  le]. 
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kälten.  Verbmdet  Huai  die  Pole  einer  Homcdogieebena  nadi  dem  Ti« 
Flftehen  mit  einem  poini  de  hjmpioBe^  so  echneidan  diese  (jemdei 
die  ftekt  Berfthnuigqpiiiikte  yon  zwei  Obeiflttdicn  aus,  wdcke  aUe 
Tier  Oberflächen  beriüiren  und  der  umschrieben  Oberfläche  Hags 
ihres  Schnittes  mit  der  betreffenden  Homologieebene  eingeachnebio 
sind.  Jede  der  128  so  entat^enden  Oberflächen  hat  natdriiek  zwet 
Oerade  mit  jeder  der  gegebeaMi  gemetnsdbafHich.^) 

4.  Von  grolser  Widlit^keit  sind  diejenigen  Seiten  des  Tnot», 
wekhe  der  Anümchnng  des  gemeinsdiafüidien  Polartetraeden  zweier 
Oberflachen  zweiter  Ordnung  gewidmet  sind.  Bestehk  ikre  Schnitt- 
eurre  —  ¥on  der  Herten  Ordnung  —  ans  zwei  getrennten  Zug«, 
so  giebt  ea  sicherlich  Tier  Scharen  yon  Ebenen^  welche  die  Con« 
an  zwei  Stellen  berthren;  man  kann  durch  eine  Tangente  dee  elnoi 
Zngee  sowoU  Ebenen  legen,  w^che  densdbea  Zog  noch  zweimal 
treffon,  als  anck  Ebenen,  weldie  dem  zweiten  Zng  keg^B^n.  Beide 
Sdiaren  Ton  Ebenen  werden  dnrdi  je  zwei  doppelt  berftfaiaide 
Ebenol  abgeschlossen,  wekdie  die  genannten  Scharen  beackreikea. 
Ans  den  beiden  Fläcken  schneidet  jede  derartige  Bbene  zwei  ob- 
ander  doppelt  beräkrende  Kegelsdmitte  aas.  Zwei  soleko  PMie 
schneiden  auf  der  SeknitÜinie  ikrsr  Ebenen  dieselben  beiden  Pnnkt- 
paare  A^Ä^;  -^rA  *^ts;  die  beiden  Berldurangsaehnen  enthalten  dea- 
halb  den  einen  oder  anderen  der  beiden  Punkte  Kyl^  welcte  dmck 
AfAj  nnd  BjB^  harmonisch  getrennt  werden.  Betrachtet  man  cae 
Schar  f^eidiartig  berührendi^  Tangentialebenen,  so  daik  eine  sprang- 
weise  Änderung  der  Berfthmngssdme  ansgeachlossen  jat,  so  la£ii 
sich  folgern,  daifl  je  zwei  yo&  ihnen  denselben  der  beiden  PniAie 
MyJ^  enthalten,  so  dala  alle  in  einem  einzige  Punkt,  der  Spitze 
eines  Kegels,  welcher  die  Bamncarre  enthält,  zuaammenlaafen  (611)* 
Die  8|ntaen  der  übrigen  etwa  Yorhandenen  Kegd  IkffBn  anf  der 
gCTaeimamen  Polarebeae  beider  Flüchen  ntLctL  der  ersten  ^itae  und 
bilden  das  gemeinsame  Polardrmck  der  in  ihr  enthaltenen  Kegel- 
sckaitte,  so  da&  die  Gksnmtzakl  der  Spitzen  im  allgumeiaen  nickt 
grö£Mr  als  Tier  ist  Ein  Special&ll  dieses  Satzes  iet  daß  Tkeoroa 
TOD  Monge,  nadt  dem  zwei  coneentnsche  Obeifli«lien  zweiter  Ordnmig 
ein  gemeinsehafilichea  Sjst^n  coi\jiugirter  Durdnneeser  besitzen  (617). 

Da  durch  die  Scknittcnrve  zweier  Oberflicfaen  zweiter  Otdnung 
schon  Kegel  hindurchgehen,  muss  sie  erst  recht  auf  anderen  Ober- 
flttchen  zweiter  Ordnung  enthalten  sein.  Poncelet  giebt  indessen 
doch  noch  eine  Art  Begründung  dieses  Theoreme  Ls^  man  eine 
Ebene  um  eine  Gerade  sich  drehen  und  verbindet  ihre  Einschnitte 
in  die  Garandcurre  durch  eiaen  Kegelschnitt  mit  einem  festen  Pudki 


*)  Chailes,  Apercu  kistoriqae;,  Note  28;  Ct^näralisatien  de  k  th^iie 
des  projectioas  at^r^ograpkiqoes  —  Snriaee  du  second  degn^  taagenla  i 
quatre  autres,  8.  872 — 376. 
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der  €k^lda^  so  «Btsteht  eme  Flftehe^  die  mit  jedem  Kegelsdmitt  der 
ciBeii  gegebeaea  Flftche  gesaii  vier  Paukte  gemein  hmt  und  deshalb 
vom  der  sweiten  Qrdnaiig  sein  muß  (613X 

5.  Legt  man  parallel  am  einem  Kreisschmtt  einer  Oberfläche 
iweitar  Ordming  «nen  Schnitt  durch  eine  Engel,  so  erhilt  man 
Cunren,  die  eine  oneodli^  ferne  Seeante  mit  einander  gemein  haben. 
Die  Anffiadong  der  Kreisscbaren  sctxt  also  die  Brmittelong  der 
gemetnaehafttieben  Secanten  der  beiden  nnendlich  fernen  Schnitte 
der  OWrftcbe  nnd  der  Kngel  Torans.  Man  sncbt  xn  dieeem  Zweck 
Zunächst  die  Polarebenen  eines  nnendlich* Ismen  Punktes  betügliok 
dar  beiden  OberflSeben  anf  Der  nnendlich  lerne  Punkt  ihrer 
ßdmittlinie  beschreibt,  wenn  ersterer  über  eine  Gerade  gefOhrt  wird, 
den  m  ihr  reciproken  Kegrischnitt  Zwei  derartige  Kegelschnitte 
haben  neben  dem  Pnnkt,  welcher  znm  Krenztmgspnnkt  der  sngehörigen 
Geraden  reciprok  ist,  drei  reelle  Punkte,  das  gemeinschaftliche  Polar* 
dreieck  der  nnendlich  fernen  Kegelschnitte,  gemeinschaftlich.^)  Die  drei 
so  erhaltenen  Punkte  sind  die  Einschnitte  der  Axen  in  die  unendlich 
fnrne  Bbene  (619).  Übertrigt  man  nun  auch  weiter  das,  was  über 
die  Antechung  der  gemeinachaftlichen  Punkte  zweier  Kegelschnitte 
gesagt  wurde,  Wort  für  Wort  auf  die  unendlieh  fernen  Kegrischnitte  der 
ObeHÜKche  md  einer  Kngel,  so  erhilt  man  vier  imaginttre  Schnitt- 
punktst)  die  auf  zwei  redlen  Secanten  und  auf  swei  Paaren  imagin&rer 
SecantcB  Hegen.  In  Polge  dessen  enthält  jede  Mittelpunktflicbe 
zw^ter  Ordnung  zwti  reelle  Kreisscharen  nnd  zwei  Paare  imaginirer 
Kreisscbaren.  Jede  der  drei  Axen  ist  zu  den  Ebenen  zweier  Kreis- 
scharen parallel  (621).  Bei  einem  Paraboloid  besteht  der  unend- 
lich ferne  Kegelschnitt  aus  einem  Paar  imaginärer  oder  reeller 
Geraden.  Die  Schnittpunkte  desselben  mit  dem  unendlich  fernen 
Kegelschnitt  einer  Kugel  liegen  noch  auf  zwei  weiteren  Geraden- 
paaren, Yon  denen  beim  elliptischen  Paraboloid  eines  reell  ist. 
Folglich  enthält  dasselbe  zwei  Scharen  reeller  Kreise,  zwei  Scharen 
imaginärer  Kreise,  zwei  Sdnren  imaginärer  Geraden.  Beim  hyper- 
bolischen Paraboloid  sind  die  eigentlichen  Kreise  imaginär;  und  die 
Geraden  der  Fläche  sind  für  die  reellen  Kreise  eingetreten  (622). 

Nunmehr  lälkt  sich  (629)  der  Schluß  ziehen,  auf  den  die  ganze  Be- 
trachtung berechnet  war.  „Eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  kann  auf 
nnendlich  viele  Weisen  als  das  reliefperspectiyische  Bild  einer  Kugel 
betrachtet   werden."     In    der   That  können    zwei   zu   yerschiedenen 


*)  Poncelet  erwähnt  (i26)  eine  Entwickelang  Dapin*a,  in  der  eben- 
6dl8  die  Axen  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnmif  cus  Schnittgeraden  zweier 
Kegel  erscheinen.  Dieselben  bestehen  aus  den  Loten,  welche  man  auf  die 
Kfgoiwhaitte  der  Fläche,  deren  Ebenen  zwei  bestimmte  SteUungea  besitzen, 
^«■1  Mütelpnakte  ans  lallen  kann.  YgL  Dnpin,  Essai  sor  la  descmtioa 
des  Lkpes  et  des  Suxfbces  du  leeond  degr^,  Joam.  de  T^.  pol.,  Heft  14, 
1808,  S.  46—88  (8.  66—68). 
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Scharen  gehörige  Kreise  der  Fläche  als  ihre  Schnitte  mit  einer  be- 
stimmten Kugel  angesehen  werden.  Eben  weil  die  Schnittcuire  der 
Flächen  zerfällt,  giebt  es  zwei  beiden  zugleich  umschriebene  Kegel 
Die  Spitze  eines  jeden  ist  das  Centrum  Yon  zwei  Homologie-Be- 
ziehungen, deren  Homologieebenen  mit  den  Kreisebenen  zusammen- 
fallen, und  welche  die  Kugel  in  die  Oberfläche  zweiter  Ordnong 
überfahren.  Dals  die  Homologie-Beziehung  notwendig  imaginär  sein 
muls,  wenn  die  Yorliegende  Fläche  geradlinig  ist,  scheint  Poncelet 
nicht  bemerkt  zu  haben,  doch  würde  er  kraft  des  Continuitätsprincips 
diese  Kluft  überbrückt  haben. 

Die  letzten  Nummern  des  Supplement  enthalten  die  Behandlung 
des  Problems  des  Apollonius  im  Gebiet  der  ähnlichen  und  ähn- 
lich gelegenen  Obei^ächen  zweiter  Ordnung  und  der  Kugeln,  die 
sich  im  wesentlichen  der  früheren  Behandlung  des  entsprechenden 
Problems  der  Ebene  anschlieM. 

Ich  möchte  beim  Abschluis  dieses  Abschnittes  sogleich  dem 
Vorwurf  begegnen,  dals  der  Besprechung  des  Traite  ein  zu  breiter 
Raum  gewährt  worden  ist.  Die  fundamentalen,  ffir  die  gesamte 
spätere  Entwickelung  der  Wissenschaft  bahnbrechenden  Darlegungen 
geboten  eine  gewisse  Ausführlichkeit  der  Darstellung.  Bisweilen 
muiste  freilich  gerade  deshalb  auf  die  Art  der  Beweisführung  naher 
eingegangen  werden,  um  manche  Unzulänglichkeit  in  derselben  henror- 
zuheben,  damit  später  der  bedeutende  Fortschritt  unserer  Wissenschaft 
augenscheinlich  werde,  der  mit  den  Arbeiten  Steiner's  beginnt 


Zweiter  Abschnitt 

Die  Lehre  yon  den  Transformationen. 

XX.  Das  DnalitStsgesetz. 

Obwohl  Poncelet  in  seinem  Traite  und  in  einer  vorbereitenden, 
im  achten  Bande  Yon  Gergonne's  Annalen  erschienenen  Arbeit 
mit  grolser  Ausführlichkeit  auf  die  Beziehungen  zwischen  zwei  polar- 
reciproken  Figuren  eingegangen  war,  so  hatte  er  doch  von  vom 
herein  die  Abfassung  einer  ausführlichen  Schrift  geplant,  die  am 
12.  Juni  1824  der  Akademie  der  Wissenschaften  vorgelegt  wurde. 
Erst  in  der  Sitzung  vom  8.  Februar  1828  erfolgte  der  Cauchj, 
Legendre  und  Poinsot  übertragene  Bericht  über  die  Abhandlung.*) 


*)  Bapi>ort  aar  un  memoire  de  M.  Poncelet,  relatif  k  la  Th^rie  des 
polaires  reciproques,  pr^entä  ä  TAcad^mie  des  aoiences  le  8  fäyrier  182S 
par  M.  Cauchy,  ßuU.  de  Pörusaac,  Bd.  9,  1828,  S.  226—229  (Traite, 
Bd.  2,  S.  869—868). 
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Die  Arbeit  gelangte  1829  in  extenso  zum  Abdruck*),  nachdem  einige 
der  in  ihr  enthaltenen  Anregrongen  schon  auf  Grund  eines  1826  er- 
sdiienenen  Auszugs**)  sich  als  fruchtbar  erwiesen  hatten.  Ich  werde 
nn  folgenden  Capitel  diese  Arbeit  ausföhrlich  besprechen,  vorläufig 
mols  einer  sehr  unerquicklichen  Folge  gedacht  werden,  n&mlich  der 
Fehde  zwischen  Poncelet  und  Gergonne,  welche  gerade  an  diesen 
Auszug  anknüpft  In  drei  seit  dem  Jahre  1824  erschienenen  Arbeiten 
hatte  Gergonne  den  Zweck  verfolgt,  ein  die  gesamte  Geometrie 
der  Ebene  und  des  Baumes  durchziehendes  Grundgesetz,  das  der 
Dnalit&t,  nachzuweisen.  In  der  ersten  Arbeit  handelt  es  sich  um 
die  Geometrie  der  Polyeder ♦♦*).  Hier  ist  bereits  consequent  jeder 
Aussage  über  Ecken,  Kanten  und  Flächen  die  entsprechende  über 
Flftchen,  Kanten  und  Ecken  gegenübergestellt.  Ein  Beispiel  biete 
das  Paar  von  Sätzenf): 

in.   Es    giebt    kein   Polyeder,  DL  Es    giebt   kein   Polyeder, 

dessen  sämtliche  Ecken  mehr  als  dessen  sämtliche  Flächen  mehr 
f&nf  Kanten  besitzen.  als  fünf  Kanten  besitzen. 

In  der  zweiten  Arbeit  ff)  verfolgt  Gergonne  das  Dualitätsgesetz 
bis  in  die  Anfänge  der  Geometrie  hinein.  Seine  ersten  Symptome 
lassen  sich  darin  erkennen,  dafs  sowohl  zwei  Punkte  als  auch  zwei 
Ebenen  eine  Gerade  bestimmen,  dais  drei  Punkte  in  einer  Ebene 
liegen  und  andererseits  drei  Ebenen  in  einen  Pxmkt  zusammen- 
laufen. Er  wendet  sodann  das  Gesetz  auf  den  Desargues 'sehen 
Dreieckssatz  an,  dessen  geometrischen  Beweis  er  in  Erinnerung 
bringt,  und  auf  einen  daraus  abgeleiteten  Satz  über  perspectivische 
Vierseite.  Hierauf  folgen  Poncelet' s  Satz  über  perspectivische 
Tetraeder  und  die  Dandelin'schen  Sätze  über  das  Sechsseit  auf 
dem  einschaligen  Hyperboloid.  Auch  die  Beweise  der  einzelnen 
I^hrsfttze  sind  dem  Dualitätsgesetz  imterworfen.  Um  dies  recht 
deutlich  hervortreten  zu  lassen,  wendet  Gergonne  die  von  Poncelet 
unermüdlich  verspottete  Schreibweise  in  zwei  Golonnen  („a  doubles 
colonnes")  an.  In  der  Einleitung,  in  welcher  zuerst  das  Wort 
^dualite^^     auftritt,     sagt     Gergonne,     es     gebe     mit    Ausnahme 


^Poncelet,  Th^rie  g^närale  des  polaires  r^ciproques,  C  r  e  1 1  e's  Jonm., 
Bd.  4,  1829,  S.  1—71.  Die  Abhandlung  bildet  die  Section  2  von:  Traitä, 
Bd.  2,  Paris  1866  (8.  67—121). 

*^  Poncelet,  Analyse  d*un  memoire  pr^sent^  ä  FAcad^mie  royale 
des  Sciences  (Extndt  d'une  lettre  de  TAnteur  au  B^dacteur  des  Annales.), 
Geig.  Ann.,  Bd.  17,  1826  u.  1827,  S.  266—272. 

^  Gergonne,  Recherche  de  quelques -unes  des  lois  g^n^rales  qui 
Tigment  les  polyädres,  Gerg.  Ann.,  Bd.  16,  1824  n.  1826,  S.  167—164. 

t)  Enthält  das  Polyeder  a  Dreiecke,  b  Vierecke,  c  Fünfecke,  so 
irt  8a  +  26  +  c  >  12. 

tt)  Gergonne,  Considdrations  philosophiques  sur  les  ^l^mens  de  la 
icience  de  Fltendne,  Gerg.  Ann.,  Bd.  16,  1826  u.  1826,  S.  209—231. 
JahresbMioht  d.  Deatoohen  M«them.-V«reinigaiig.   V,  8.  11 
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metrischer  Beziehnngen  nicht  eine  geometrische  Wahrheit  der  Ebene 
oder  des  Baumes,  der  nicht  eine  andere  dnrch  Vertanschnng  der 
Punkte  nnd  Geraden,  bzw.  Punkte  und  Ebenen  gegenftberg^Ut 
werden  könne.  Unter  den  vielen  Beispielen,  welche  sich  aus  den 
früheren  B&nden  seiner  Zeitschrift  fOr  diese  Art  yon  Dualität 
auffinden  liefen,  wolle  er  auf  eine  Aufgabe  Yon  Coriolis*)  nnd 
auf  die  soeben  erwähnte  Arbeit  über  Polyeder  hinweisen.  Das  Ge- 
setz ist,  f&hrt  er  fort,  eine  unyermeidliche  Folge  der  Eigenschaften 
der  Pole,  Polaren  und  Polarebenen  bei  Gurven  und  Mächen  zweiter 
Ordnung,  welche  hier  eine  ähnliche  („assez  analogue^^)  Bolle  spielen 
wie  das  Supplement -Dreieck  in  der  sphärischen  Trigonometrie. 
Auch  in  ihr  können,  wie  Sorlin**)  gezeigt  habe,  die  Theoreme 
paarweise  einander  gegenübergestellt  werden. 

In  der  dritten  Arbeit  wendet  Gergonne*^)  sein  Princip  auf 
Curven  und  Flächen  an.  Viele  yon  seinen  Entwickelungen  sind  för 
die  analytische  Geometrie  epochemachend;  so  wird  der  Begriff  des 
Büschels    und    des  Netzes    für  algebraische   Gebilde    überhaupt  ge- 

*)  QuestionB  proposto,  Gerg.  Ann.,  Bd.  9,  1818—1819,  S.  289—292 
und  Gergonne,  D^onatration  des  deuz  th^or^es  de  g6om4tne  4nonc^ 
k  la  page  289  dn  IX.  yolume  de  ce  recueil,  Gerff.  Ann.,  Bd.  11,  18S0 
n.  1821,  S.  826 — ^886.  Die  Aufgabe  Ton  Coriolis  bezieht  sich  aof  eine 
Confignration,  welche  dadurch  zu  Stande  kommt,  dafs  man  n  Punkte  einer 
Ebene  mit  bestinmiten  Massen  belastet  und  den  Schwerpunkt  derselben 
auf  yerschiedene  Arten  ermitteli  Sind  5^^,  5,3,  S^^  . . .,  S^^__i^^  beliebige 
Punkte  von  S^S^,  S^8^^  . .  .^  'Sf,— i'S»»  bezeic^et  man  mit  8^^^  S^^,  ... 
die  Schnittpunkte  (S^S^^,  ^li^th  (-S^Ä^,  S^SJ;  .  .  .,  so  laufen  S^S^^ 
^19 '^84*  ^^129 '^4  ^  einen  Punkt  8^^^  zusammen,  und  dies  labt  sich 
fortsetzen,  bis  die  ganze  Entwickelung  mit  einem  Punkte  ^iss  ...  •  ^^ 
schliefst,  um  die  Richtigkeit  einzusehen,  braucht  man  iS^,  jS^,  . . . ,  iS[,  nnr 
mit  solchen  Massen  zu  yersehen,  dafs  8^^,  8^,  ...,  ^(^.1)«  ^®  Schwer- 
punkte je  zweier  auf  einander  folgender  Massen  sind.  Alsdann  ist  jeder 
Punkt  der  Schwerpunkt  der  Massen,  die  in  seinem  Index  aoftreten.  Ger- 
gonne hatte  der  Aufgabe  die  duale  Form  hinzug^sellt.  Wie  er  an  der 
zweiten  Stelle  ausfElhrt,  wird  man  auf  diesen  Satz  geführt,  wenn  man 
n  Kräfte  der  Ebene  auf  yerschiedene  Arten  zusanmiensetzt;  er  läfst  sich 
aber,  wie  er  andererseits  entwickelt,  auch  mit  Hülfe  der  Polarentheorie 
des  Aeffelschnitts  aus  dem  ersten  Satz  ableiten.  Er  fügt  hinzu,  dafs  das 
erste  Theorem  sich  auf  n  Punkte  im  Raum  ausdehnen  msse,  wie  aus  der 
Art  des  Beweises  hervorgehe ;  das  zweite  Theorem  sei  hingegen  auf  die 
Ebene  beschi^nkt. 

^)  Sorlin,  Recherches  de  trigonom^trie  sphärique  (Extndt;  par 
M.  Gergonne.),  Gerg.  Ann.,  Bd.  16,  1824  u  1825,  S.  278— 804.  Auf  S.  802 
hebt  Gergonne  herror,  daXs  man  jeder  Formel  der  sphärisch^i  Trigono- 
metrie eine  zweite  an  die  Seite  stellen  kann,  indem  man  jedes  B^tim- 
munffsstück  des  Dreiecks  durch  das  Supplement  des  gegenüberliegenden 
Stückes  ersetzt.    Diese  Bemerkung  sei  auch  Sorlin  nicht  entgangen. 

***)  Gergonne,  Recherches  sur  quelques  lois  gän^rales  qui  r^gissent 
les  lignes  et  surfaces  alg^riques  de  tons  les  ordres,  Geig.  Ann.,  Bd.  17, 
1826  u.  1827,  S.  214—262. 
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Wonnen.  Es  werden  die  einfachsten  Formen  der  Schnittpnnkttheoreme 
beim  Gnrrenbüschel  und  Flachenbündel  Yorbereitet  und  ans  einer  nr- 
sprlknglichen  Form  des  Restsatzes  mannigfache  Resultate  gezogen. 
Merkwürdiger  Weise  spricht  er  jedoch  nnr  von  dem  Grade 
(,,degre'^)  seiner  Gorven  und  hält  es  augenscheinlich  ffir  selbstver- 
st&ndlich,  dals  eine  algebraische  Curve  von  einem  Punkte  aus  ebenso 
viele  Tangenten  erh&lt,  als  sie  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden  ge- 
mein hat.  In  einer  Besprechung  der  zweiten  Abhandlung*),  die,  wie 
Poncelet**)  später  angiebt,  Gergonne  selbst  angefertigt  hat  (unter 
dem  Pseudonym  Saigey),  wird  der  Dualismus  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie benutzt,  um  das  Dualitätsgesetz  far  die  Ebene  zu  erweisen. 
Es  wird  fernerhin  hervorgehoben,  da&  der  Dualismus,  obgleich  er  Yor- 
erst  nur  mit  Hülfe  der  Polareigenschaften  in  Evidenz  gesetzt  werden 
könne,  doch  als  Naturgesetz  mit  den  ersten  Elementen  selbst  zu  Tage  trete. 
2.  Als  Poncelet  den  oben  erwähnten  Auszug  seiner  Abhandlung 
an  Gergonne  einsandte,  kannte  er  nur  die  ersten  beiden  der  soeben 
besprochenen  Abhandlungen.  Da  er  billiger  Weise  erwarten  durfte, 
seinen  Anteil  an  der  Entdeckung  des  Übertragungsprincipes  hervor- 
gehoben zu  sehen,  beginnt  er  die  Einleitung  mit  einer  ziemlich 
mäfsig  gehaltenen  Beclamation.  Er  glaube  sich  im  Trait4  und  in 
einer  früheren  Abhandlung  [V,  10]  mit  genügender  Deutlichkeit  über 
die  Kunst,  die  Theoreme  auf  Grund  der  Polareigenschaften  zu  ver- 
doppebi,  ausgesprochen  zu  haben;  er  führt  sodann  zahlreiche  Beleg- 
stellen des  Traite  an,  in  denen  er  hiervon  Gebrauch  gemacht  hat. 
Den  Wert  der  zweiten  Gergonne' sehen  Arbeit  erkennt  er  aus- 
drücklich mit  den  Worten  an,  dafs  Gergonne  das  Dualitätsprincip 
in  sehr  philosophischer  Weise  auseinandergesetzt  habe,  aber  er 
lehnt  sich  gegen  die  oben  erwähnte  Äufserung  von  Saigey  mit 
Entschiedenheit  auf.  Dieselbe  bedeute  nach  seiner  Meinung 
nichts  mehr,  als  dafs  eine  geometrische  Wahrheit  von  ihrem  Beweise 
unabhängig  sei  („praeeziste^^).  Gergonne  hat  nun  diese  Einleitung 
in  sehr  willkürlicher  Weise  abgeändert;  er  liefs  nur  einen  ganz 
allgemeinen  Hinweis  auf  den  Trait^  bestehen,  die  Belegstellen  sind 
gestrichen  worden.  Bei  dieser  Gelegenheit  ist  auch  das  von  Poncelet 
erwähnte  Datum  des  Tages  gefallen,  an  dem  die  „throne  des  polaires 
reciproques^'  der  Akademie  vorgelegt  wurde.  Damit  nicht  genug, 
fogte  Gergonne  dem  Auszuge  einen  Anhang*^)  bei,  der  als  Antwort 
aTif  jenen  abgeschwächten  Teil  der  Vorrede  at^gefafst  werden  mufs. 
Poncelet  habe,  so  fährt  er  aus,  das  Übertragungsprincip  im  Trait^ 

^  Bull,  de  Färussac,  Bd.  5,  1826,  S.  112 ff. 

**)  Traite,  Bd.  2.,  S.  379.  Dieser  und  der  weiter  unten  erwähnte 
Artikel  sind  nicht  unterzeichnet.  Saigey  ist  als  der  Bedacteor  der 
Section  I  des  Bulletin  universel  de  F^russac  ang^egeben. 

***)  Gergonne,  Reflexion  sur  le  pr^c^dent  article,  Gerg.  Ann.,  Bd.  17, 
1826  TL  1827,  8.  272—276. 

11* 
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nur  in  sehr  flüchtiger  Weise  erwähnt.  Da  es  weder  in  der  Ein- 
leitung desselben,  noch  auch  in  dem  über  ihn  erstatteten  Bericht  der 
Akademie  erwähnt  sei,  müsse  Poncelet  ihm  nur  einen  sehr  beiläufigen 
Wert  beigelegt  haben.  Er  behauptet  schliefslich,  selbst  vor  dem  Er- 
scheinen von  Poncelet's  erster  Schrift  keine  Gielegenheit  versäumt 
zu  haben,  auf  den  Dualismus  hinzuweisen.     Gleichwohl  empfinge  er, 

—  in  seiner  Eigenschaft  als  Redacteur  —  noch  zahlreiche  Ent- 
wickelungen,  die  der  auch  von  Poncelet  geübten  Art  der  Übersetzung 
fUhig  seien,  ohne  dafs  die  Autoren  daran  dächten,  sie  vorzunehmen. 

3.  In  einer  Besprechung  des  17.  Bandes  der  Annalen,  welche 
Poncelet  auf  denselben  Saigej  zurückfEÜirt,  finden  sidi  die 
Worte:  „nach  Untersuchungen  Gergonne's,  über  die  in  einem  früheren 
Bande  des  Bulletin  berichtet  worden  sei,  seien  alle  Beziehungen,  die 
nur  Lagenverhältnisse  betre£fen,  von  doppelter  Natur.  Poncelet 
sei  auf  diesen  Gegenstand  mit  ausführlicheren  Entwickelungen 
zurückgekommen,  („a  repris  ce  scget  avec  de  plus  amples  developpe- 
ments^^)  und  habe  gefunden,  dafs  auch  metrische  Beziehungen  teil- 
weise dieser  Umwandlung  unterworfen  werden  können."*)  Da  zu- 
dem in  der  Besprechung  des  zweiten  Gergonne'schen  Artikels 
Poncelet's  Trait4  wiederum  mit  keinem  Wort  erwähnt  wird, 
kann  es  nur  natürlich  gefunden  werden,  daDs  sich  Poncelet  mit 
aller  Entschiedenheit  gegen  dieses  Verfahren  Gergonne's  auf- 
lehnte.**) Er  führt  zunächst  die  oben  angegebenen  Daten  an; 
^eine  Beclamation  habe  nur  den  Zweck,  sich  selbst  gegen  den  Ver- 
dacht, als  habe  er  ein  Plagiat  begangen,  zu  schützen.  Derselbe 
könnte  entstehen,  da  unglücklicher  Weise  das  Datum  des  Tages  unter- 
drückt sei,  an  welchem  er  sein  Manuscript  der  Akademie  vorgelegt 
habe,  die  letzte  Arbeit  von  Gergonne  aber  ganz  ähnliche  Ziele  ver- 
folge, wie  seine  eigene.  Hinsichtlich  des  letzten  Teils  von  Gergonne's 
Arbeit  drückt  er  sich  etwa  dahin  aus,  er  würde  sich  nicht  ent- 
schliefsen  können,  die  Sätze,  welche  Gergonne  nach  dem  Dualitäts- 
gesetz ableitet,  anzunehmen.  Diese  eigentümlich  geschraubte  Schreib- 
weise, welche  Poncelet  später  mit  der  Bücksidit  gegen  eine 
führende  Persönlichkeit  unter  den  Mathematikern  erklärte,  hat  sich 
Gergonne   —  der   seinerseits    von    „insinuations  obliques"  spricht 

—  in  einer  sehr  boshaften  Entgegnung  zu  Nutze  gemacht***) 
Mit  der  Erklärung,  er  wolle  dem  Angriflf  Poncelet's  eine  so 
grofse    Verbreitung    geben     als    möglich,    druckt    er    den    Artikel 


•)  Bull,  de  Färussac,  Bd.  7,  1827,  S.  274  u.  276. 
**)  Poncelet,  Note  sur  divers  articles  du  Bulletin  des  sciences  de 
1826  et  de  1827,  relatifs  k  la  Theorie  des  polaires  räciproqnes,  ä  k  dua- 
litä  etc.,  Bull,  de  F^russac,  Bd.  8,  1827,  S.  109—117. 

***)  Gergonne,  Bäclamation  de  M.  le  capitaine  Poncelet,  (Eztraite 
du  Bulletin  universel  des  annonces  et  nouvelles  scientifiques);  avec  des 
notes,  Gerg.  Ann.,  Bd.  18,  1827  u.  1828,  S.  126—142. 
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nochmals  ab  und  begleitet  ilm  mit  höchst  persönlich  gehaltenen 
Noten.  Zu  einigen  derselben  hatte  ihm  Poncelet  selbst  die  Hand- 
habe dadnrch  geboten,  dals  er  in  seine  Bedamation  viele  Bemer- 
kungen eingeflochten  hatte,  die  mit  der  Hauptsache  wenig  zu 
thun  haben.  Ein  Beispiel  hierftlr  ist  die  Bemerkung  über  die  ein- 
fachste Art,  den  Pascarschen  Satz  aus  Transyersalensätzen  zu  be- 
weisen.*) Von  Wichtigkeit  ist  die  Note,  in  der  Gergonne  sich  gegen 
den  Vorwurf  eines  Plagiats  auflehnt,  den  er  in  Poncelet 's  Worten 
erblickt.  Das  Manuscript  seines  letzten  Artikels  sei,  noch  bevor 
Poncelet's  Analyse  in  seine  Hände  gelangt  sei,  in  die  Druckerei 
gesandt  worden.  Ob  die  Auslassung  einiger  Stellen  der  Vorrede 
und  der  Nachschrift  nicht  im  Interesse  Poncelet 's  geschehen  sei, 
darüber  wolle  er  das  Urteil  den  Lesern  überlassen  und  werde  sie 
daher  nachträglich  abdrucken**).  Er  behauptet  femer,  seit  dem  Er- 
scheinen seiner  Arbeit  über  die  Polarentheorie  ♦♦♦)  sei  das  Dualitäts- 
princip  kein  €reheimnis  für  ihn  gewesen.  Besonders  scharf  hebt  er 
die  eben  erwähnte  Angabe  von  Coriolis  hervor.  Ohne  auch  nur 
an  die  Art,  wie  der  Satz  zu  beweisen  sei,  zu  denken,  habe  er  mit  ihm 
zugleich  die  reciproke  Form  niedergeschrieben  und  im  Bd.  9  ab- 
gedruckt. Aber  auch  sonst  fehle  es  nicht  an  Beispielen,  die  seine 
Kenntnis  des  Dualitätsgesetzes  auDser  Zweifel  stellen. f)  Poncelet's 
Iniserungen  über  die  Anwendung  des  Dualitätsprincips  auf  al- 
gebraische Curven  und  Flächen  sind  ihm  Beweise  dafür,  dalB  letzterer 
auch  jetzt  noch  nicht  das  Princip  in  seiner  vollen  Allgemeinheit 
erfaTst  habe. 

4.  In  seiner  Erwiderungff)  fahrt  Poncelet  zunächst  die  Schriften 
von  Encontre  und  Brianchon  an,  in  denen  die  Polareigenschaftien 
rar  Entwickelung  neuer  Wahrheiten  benutzt  sind.  Dieselben  beziehen 
sich  vorzugsweise  auf  die  Figuren  aus  einer  endlichen  Anzahl  von 
Punkten  und  Geraden.  Er  selbst  sei  in  seiner  Schrift  aus  dem 
Jahre  Idldfff)  zuerst  auf  die  gegenseitigen  Beziehungen  zweier 
polarreciproken  Curven  näher  eingegangen.    Nach  allen  diesen  Ent- 


•)  Vgl.  n,  11. 

**)  Pr^ambule  omis  dans  Timpression  de  Tanalyse  du  memoire  de 
M.  Poncelet,  Post-seriptnm  snpprim^  etc.,  Gerg.  Ann.,  Bd.  18, 1827  u.  1828, 
8.  142—146,  S.  146—149. 
•^  Vffl  a.  a.  0.  S.  49tt. 
t)  l£m  könnte  hierfCLr  eine  anscheinend  von  Olivier  herrührende 
Angabe  anf&hren,  nach  der  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  gewisse 
Pentagondodekaeder  eingeschrieben,  gewisse  Dcosaeder  umschrieben  sind. 
Gerg.  Ann.,  Bd.  4,  1813  u.  1814,  S.  196. 

tt)  Poncelet,  Snr  la  dualit^  de  Situation  et  sur  la  th^rie  des 
polairee  r^iproques,  2®  article  en  r^onse  aux  observations  de  M.  Ger- 
gonne^ mentionn^s  p.  28,  cahier  du  janvier  du  präsent  Bulletin  des 
Sciences  etc.    BulL  de  F^rnssac,  Bd.  9,  1828,  S.  292—320. 

ttt)  Vgl.  (auch  bezüglich  Encontre  und  Brianchon)  V,  10. 
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wickelnngen  sei  es  für  Gergonne  leicht  gewesen,  zu  der  erwähnten 
Aufgabe  von  Coriolis  die  polare  Form  zu  finden.  Aber  noch  1821 
sei  Gergonne  offenbar  nicht  zur  Yollen  Klarheit  über  die  duale 
Beziehung,  wenigstens  im  Baume,  gekommen,  denn  er  übertrage  den 
Satz  von  Coriolis  auf  den  Baum,  ohne  doch  die  duale  Form 
hinzuzufügen.*)  Der  Rest  des  Artikels,  der  sich  gegen  Plüeker 
richtet,  hat  mich  bereits  beschäftigt  Hinsichtlich  der  Sstze 
über  ijgebraische  Curven  habe  er  sich  nur  aus  Höflichkeit  in  seiner 
ersten  Erwiderung  in  einer  zweifelnden  Form  ausgesprochen,  ^e  aber 
gleichwohl  ffir  den  kundigen  Leser  yöUig  yerständlich  gewesen  sei 
Er  glaube  auf  unangreifbare  Weise  bewiesen  zu  haben,  dais  zn 
einer  Curve  n**'  Ordnung  eine  solche  von  der  Ordnung  n{n  —  1) 
polarreciprok  seL  Deshalb  seien  nur  diejenigen  Entwickelungen  dem 
Dualitätsprincip  unterworfen,  welche  von  der  Ordnungszahl  der  Gmre 
unabhängig  sind.  Diese  eigentümliche  ÄuTserung,  deren  genauere 
Ausfährung  bei  der  Besprechung  der  Hauptarbeit  Poncelet's  uns 
entgegentreten  wird,  erklärt  sich  vollständig,  wenn  man  bedenkt, 
dafs  eine  Curve  bislang  nur  als  Ort  eines  beschreibenden  Punktes 
aufgefafst  war.  Wenigstens  die  eine  günstige  Folge  hatte  der  un- 
erquickliche Streit,  daljs  neben  die  Ordnungszahl  die  Klassenzahl  der 
Curve  tritt.  Immer  unter  der  Voraussetzung,  da&  wirkliche  Ordnungs- 
und Klassenzahl  von  einander  verschieden  sind,  soll  —  so  äufsert 
sich  Gergonne  —  in  dem  auf  algebraische  Curven  bezüglichen  Teil 
seiner  Sätze  die  linke  Hälfte  auf  Curven  n^'  Ordnung,  die  rechte 
auf  Curven  n**'  Klasse  bezogen  werden.**)  Mit  einer  uns  jetzt 
nicht  mehr  recht  verständlichen  Sprödigkeit  verhielten  sich  die  da- 
maligen Geometer  gegen  die  Einführung  des  neuen  Begriffes.  Nicht 
nur,  dafs  Gergonne  noch  mehrmals  Gelegenheit  nimmt***),  seine 
Bedenken  auszusprechen,  auch  in  dem  oben  [S.  160*]  erwähnten 
akademischen  Bericht  wird  hervorgehoben,  es  bedürfe  eines  ausdrück- 
lichen Beweises,  dafs  eine  Curve  n^'  Ordnung  mehr  als  n  Tangenten 
aus  einem  Punkt  erhalten  könne. 

Beide  Autoren  haben  noch  einmal  zu  dieser  Angelegenheit  das 
Wort  genommen;  Gergonne  1847  in  einer  an  der  Universität  zu 
Lille  gehaltenen  Bede.f)  Er  versteigt  sich  in  dieser  Schrift  zu 
der  Behauptung,  es  habe  ihm  auDser  Poncelet  niemand  die  Priorität 

^  Gergonne  holt  dies  nach  in  der  Arbeit:  Double  th^or^me  de 
g^om^trie  ä  trois  dimensions,  Gerg.  Ann ,  Bd.  19,  1828  n.  1829,  S.  114 — 119. 

^)  Gergonne,  Bectification  de  diverses  propositiona  ^nonc^  dans 
les  Annales,  Gerg.  Ann.,  Bd.  19,  1828  u.  1829,  S.  120—128. 

***)  Man  ver^eiche  z.  B.  die  Besprechmig  einer  Arbeit  von  Bobillier, 
Bull,  de  F^rnssac,  Bd.  9,  1828,  S.  303.  Vergl.  femer:  Gerg.  Amt,  Bd.  19, 
1828  u.  1829,  S.  108  n.  142.    rNoten  zu  Arbeiten  Bobillier*8.) 

t)  Gergonne,  Kote  sor  le  principe  de  dualit^  en  g^om^iarie,  M^m. 
de  TAc.  d.  sc.  de  Montpellier  f.  1847.  Diese  Kote  ist  mir  nur  in  einem 
Sonderabdruck  zugänghch  geworden. 
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für  das  Dnalitätsgesetz  streitig  gemacht.  Dies  hat  Poncelet  yer- 
ankfst,  fäst  die  gesamte  auf  diesen  Streit  bezügliche  Litteratur  im 
xweiten  Bande  seines  Trait^*)  anfzTif&hren.  In  Nachahmung  von  Ger- 
gonne's  erster  Erwiderung  bringt  er  seine  Entgegnung  in  die  Form  von 
Noten  zu  ÄuTserungen  Gergonne's.  Auch  sonst  hat  er  wiederholt 
Gelegenheit  genommen,  auf  diese  Angelegenheit  zurück  zu  kommen. 

Über  die  ganze  Discussion  wird  man  meiner  Meinung  nach  sich 
folgende  Ansicht  bilden  müssen.  Es  ist  kein  Zweifel,  dafs  Ger- 
gonne  die  tiefere  Auffassung  des  Dualitätsgesetzes  besessen  hat.  um 
mit  Steiner**)  zu  reden  „die  Dualität  tritt  mit  den  Grundgebilden 
zugleich  hervor,  jene  Theorie  („des  polaires  riciproques")  hingegen 
kommt  erst  später  als  Besultat  bestimmter  Verbindungen  der  Grund- 
gebüde  zum  Vorschein^.  Aber  Gergonne  lernte  das  Gesetz  in  den 
ersten  Elementen  der  Geometrie  nur  beobachten,  zum  Beweise 
moTsten  die  Polareigenschaften  dienen.  Aus  diesem  Grunde  hätte 
er  die  Priorität  Poncelet 's  freimütig  anerkennen  müssen.  Wenn  es 
auch  an  Beispielen  nicht  fehlt,  in  denen  von  Polareigenschaften  zur  Her- 
leitong  neuer  Resultate  Gebrauch  gemacht  wird,  so  ist  doch  Poncelet 
ohne  Zweifel  der  erste,  welcher  die  weitgehende  Bedeutung  dieser  Trans- 
formation ausdrücklich  hervorgehoben  hat.  Dafs  Brianchon  keines- 
fiüls  von  der  Allgemeingültigkeit  des  Dualitätsgesetzes  sich  überzeugt 
hatte,  liefs  sich  bereits  an  einer  anderen  Stelle  [m,  9]  beobachten. 
Geht  man  auf  das  Menschliche  des  Streites  ein,  so  wird  man  seine  Sym- 
pathie dem  heiCsblütigen  und  streitsüchtigen  Poncelet  viel  mehr 
als  dem  nicht  immer  mit  loyalen  Mitteln  kämpfenden  Gergonne 
zuwenden. 

5.  Noch  während  Gergonne  und  Poncelet  ihren  Streit  aus- 
fochten, hatte  Möbius  das  Dualitätsgesetz  für  die  Ebene  in  vollster 
A%emeinheit  erfaijst.  Indem  er  lehrte,  eine  reciproke  Beziehung 
lediglich  mit  Hülfe  von  vier  Paaren  homologer  Elemente  aufzubauen, 
gewann  er  die  Mittel,  einem  Satze  der  Ebene  den  dualen  an  die  Seite  zu 
stellen,  ohne  sich  eines  vermittelnden  Gebildes  zweiter  Ordnung  zu  be- 
dienen. •♦♦)  Zu  der  geometrischen  Lösung  des  Problems  bietet  er  die 
Handhabe  in  dem  Satze,  dafs  einförmige  Gebilde,  die  in  einer  reci- 
proken  oder  collinearen  Beziehung  einander  entsprechen,  unter  Er- 
haltung des  Doppelverhältnisses  auf  einander  bezogen  sind.f)     Zur 


*)  Rapporte  acadämiquet  et  artieles  divers  de  critique  ou  de  pol^- 
miqoe  r^tro^ctive,  Trait^,  Bd.  2,  Paris  1866,  S.  351—396. 

**)  Steiner,  BystematiBche  Entwickelung  etc.,  Berlin  1832,  Vorrede, 
(Get.W     Bd.1,  S.  284). 

^  Möbius,  Der  baiycentrische  Calcnl,  Leipzig  1827,  §  288  (Ges.  W., 
Bd.  1,  3.  876  ff}.  Das  Mittel  hienu  bietet  der  Auf  bau  zweier  Netze  aus 
vier  Punkten  emerseitB,  aus  vier  Geraden  andererseits  und  die  Zuweisung 
entsprechender  Elemente  dieser  Netze. 

t)  Ibidem,  §f  221  u.  290ff.  (Qes.  W.,  Bd.  1,  S.  270ff.  u.  378ff.). 
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Herstellung  einer  reciproken  Beziehung  zwischen  zwei  Ebenen  giebt 
er  an  anderer  Stelle  folgende  Regel.*)     Sind 
uipÄ  +  ßxB  +  yil,C 
und 

die  barycentrischen  Ausdrücke  zweier  Punkte  in  Bezug  auf  beliebige 
Fundamental-Dreiecke  ihrer  Ebenen,  und  ist  v  unbeschränkt  ver- 
änderlich, so  entspricht  jedem  Punkte  der  einen  Ebene  eine  Gerade 
der  zweiten  Ebene  und  umgekehrt.  Die  ünsymmetrie  der  Dar- 
stellimg  liels  den  einfachen  Kern  derselben  nicht  ausreichend  her- 
vortreten. Dieser  besteht  in  dem  Satze,  dafs  jede  bilineare  Gleichnng 
zwischen  zwei  Coordinatengruppen  eine  reciproke  Beziehung  der  be- 
treffenden Ebenen  oder  Räume  hervorruft.  Diese  Regel,  die  för 
beliebig  hohe  Dimensionen  bestehen  bleibt,  war  natürlich  keines- 
wegs auf  barycentrische  Coordinaten  beschränkt,  in  ihrer  An* 
Wendung  auf  cartesische  Coordinaten  bildet  sie  den  Ausgangs- 
punkt für  Chasles'  grofee  Abhandlung,  welcher  der  Aperen 
historique  seine  Entstehung  verdankt.**)  Dieselbe  Methode  wählt 
Magnus***)  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  reciproke  Be- 
ziehung in  der  Ebene  und  im  Raum.  Um  so  naturgemälser  mulste 
diese  Darstellung  erscheinen,  als  man  ja  von  jeher  die  Polareigen- 
schaften aus  der  bilinearen  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten 
des  Pols  und  eines  beliebigen  Punktes  seiner  Polare  abzuleiten 
pflegte.  Aber  freilich  knüpfte  man  hierbei  immer  an  die  Symmetrie 
der  Gleichimg  für  beide  Coordinatengruppen  an  und  erkannte  deshalb 
erst  später,  dafs  die  Linearität  für  jede  der  Coordinatengruppen  hin- 
reichend war,  um  die  Beziehung  als  reciprok  zu  kennzeichnen. 

6.  Ich  habe  bereits  [XVII,  9]  der  Controverse  zwischen  Plücker  und 
Poncelet  gedacht.  Sein  letztes,  vom  24.  Juli  1828  datirtes 
Schreiben  schliefst  Plücker  mit  der  Versicherung,  dafs  eine  rein 
algebraische  Behandlung  ihm  das  Geheimnis  des  Dualismus  enthüllt 
habe.f)     Die  Rechtfertigung  dieses  Ausspruchs  gab  Plücker  durch 


•)  Ibidem,  §  286  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  872  ff.). 
**)  Chasles,  Aper9u  historique  etc.,  Paris  1837,  S.  678 — 848. 
***)  Magnus,  Sammlung  von  Au%aben  und  Lehrsätzen  aus  der  ana- 
lytischen (Geometrie,  Berlin  1838,  S.  60 ff.  Magnus,  Sammlung  von  Angaben 
und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes,  Berlin  1837, 
S.  120ff. 

t)  Räclamation,parMr.Pluckeretc.,Bull.deF^russac,Bd.lO,  182S, 
S.  330—332  (Abb.,  Bd.  1,  S.  695).  Die  betreffende  Stelle  lautet:  La  lecture  da 
n^  citä  plus  haut  m*eziffage  ä  rädiger  de  mes  papiers  un  memoire  sur  le  siget 
en  discussion  entre  M  M.  Gergonne  et  Poncelet.  En  y  ezposant  ane 
th^rie  bien  diffärente  de  Celles  donn^s  jusqu'-ici,  je  ferai  voir  peot-dtre 
qu'une  mäthode  purement  anaJytique  m'a  fait  däcouvrir  de  mon  c6tä  le 
secret  de  la  duahtä  etc. 
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Einföhmng  der  Liniencoordinaten.     Er  benutzt  als  Coordinaten  einer 
Geraden  die  in  ihre  Gleichung 

uo;  +  vy  +  «?  =  0 
eingehenden  Coefficienten,  wobei  in  der  Regel  tr  =s  1  gesetzt  wird, 
mithin  u  und  v  die  negativen  reciproken  Werte  der  Abschnitte  sind, 
welche  die  Gerade  auf  den  Coordinatenaxen  abschneidet.  Eine 
lineare  Gleichung  zwischen  u,  t;,  u?  «»  1  stellt  deshalb  einen  Punkt 
dar,  eine  Gleichung  mf^  Grades  eine  Curve  t»**'  Klasse.  Eine 
Kette  algebraischer  Gleichungen  kann  nun  eine  doppelte  Interpre- 
tation mit  Hülfe  von  Punktcoordinaten  oder  mit  Hülfe  von  Geraden- 
coordinaten  erfahren,  und  aus  dieser  zweifachen  Darstellbarkeit  der 
Resultate  flielst  zuletzt  das  Dualitätsgesetz,  das  P lücker  dann  aus- 
drücklich an  Schnittpunkttheoremen  erläutert.*)  Er  erörtert  hierauf 
ansfEQirlich  und  offenbar  unabhängig  von  Möbius  den  zweiten  Be- 
weis des  Dualitätsprincips,  welcher  sich  bei  Benutzung  einer  biline- 
aren  Gleichung  ergiebt.**)  Die  Aufgabe,  aus  den  analytischen  Ent- 
wickelungen  den  rein  geometrischen  Kern  herauszuschälen,  wurde 
Yon  Steiner  und  Seydewitz  gelöst  und  wird  mich  im  dritten  Teile 
di^es  Berichtes  beschäftigen. 


XXI.  Besondere  reciproke  Beziehnngen. 

1.  Ich  gehe  jetzt  auf  den  Inhalt  der  Poncelet'schen  Schrift 
„theorie  des  polaires  r&iproques"  näher  ein;***)  und  zwar  wird 
hierbei  auf  den  metrischen  Teil  der  Schrift,  der  vor  allem  das 
Interesse  der  französischen  Mathematiker  wachrief,  der  Nachdruck 
zu  legen  sein.  Die  Arbeit  beginnt  mit  allgemeinen  Erörterungen 
über  polarredproke  Gebilde.  Wird  ein  Punkt  über  eine  gegebene 
Curve  gefOhrt,  so  gleitet  seine  Polare  nach  einem  Kegelschnitt, 
der  Directrix,  an  einer  zweiten  Curve,  und  zwar  ist  ihr  Berührungs- 
punkt   der    Pol    der    Tangente    des    gegebenen    Punktes.      Ist   die 

*)  Plücker,  Analytisch -geometrische  Entwickelungen,  Bd.  2,  Essen 
1881  (Zweite  Abteilung:  Das  ßrindp  der  Beciprocität,  §1,8.  242—261). 

**)  Ibidem,  Zweite  Abteilung,  $  8,  S.  269—284.  Nach  einer  Stelle 
der  Vorrede  (S.  VII)  bediente  er  sich  dieser  Methode  in  einer  Ab- 
handlung, die  wenige  Tage  nach  Abfassung  der  obigen  Äufserunff  an 
Gergonne  eingesendet,  aber  nicht  abgedruckt  wurde.  In  der  Abhandlung: 
über  ein  neues  Coordinatensystem,  Grelle' s  Joum.,  Bd.  6,  1830,  S.  1—86 
(Abh.,  Bd.  1,  S.  124—168)  erwähnt  Plücker  denselben  Gedankengang  eanz 
bn  und  spricht  von  einer  allgemeineren  Methode,  nach  der  den  Punkten 
der  Ebene  die  Kegelschnitte  zugeordnet  werden,  welche  drei  feste  Punkte 
enthalten  (Nr.  86ff.).  In  einer  1829  gehaltenen  Rede  hatte  Plücker 
ebenfalls  dieser  Begründung  des  DuaJit&tsprincips  gedacht.  Schön  flies 
bat  die  betreffende  Stelle  der  bisher  nicht  veröffentlichten  Bede  abge- 
druckt (Abh.,  Bd.  1,  S.  619). 

***)  Vgl-  8-  löl*.  Die  Hinweise  des  Textes  beziehen  sich  auf  die 
Knmmem  des  Abdrucks  im  Traitä,  Bd.  2. 
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erste  Curve  von  der  Ordnung  n,  so  ist  die  zweite  im  all- 
gemeinen von  der  Ordnung  n  (n  —  1).  Eigentlich  sollte  zu  ihr 
also  eine  Curve  von  der  Ordnung  n  (n  —  1)  [n  («  —  1)  —  1]  poliur- 
reciprok  sein,  während  man  doch  o£fenbar  auf  die  ursprüngliche 
Curve  n**'  Ordnung  zurückgeführt  wird.  Dies  erklärt  Poncelet 
durch  das  Auftreten  von  Doppelpunkten  und  Spitzen  der  Grund- 
curve.  Ein  Doppelpunkt  der  Grundcurve  vermindert  die  Anzahl  der 
eigentlichen  Tangenten,  die  sie  aus  einem  beliebigen  Punkt  eih&lt, 
und  also  auch  die  Ordnung  der  polarreciproken  Curve  um  zwei  Ein- 
heiten, eine  Spitze  um  drei  Einheiten;  es  wird  hinzugefügt,  dals 
Doppelpunkten  und  Spitzen  der  einen  Curve  Doppel-  und  Wende- 
Tangenten  der  polarreciproken  Curve  entsprechen.  Flüchtig,  wie 
Poncelet 's  Entwickelungen  sind,  enthalten  sie  trotz  mancher  Un- 
richtigkeiten einen  bedeutsamen  Ansatz  zur  Lösung  der  von  ihm 
aufgeworfenen  Frage,  deren  vollständige  Beantwortung,  wie  allbekannt, 
eines  der  schönsten  Verdienste  Plücker's  ist.  Nach  kurzen  Erörte- 
rungen über  polarreciproke  Raumgebilde  schlieist  dieser  erste  Teil 
mit  einer  merkwürdigen  Bemerkung  ab.  (101)  „Eigenschaften  einer 
Curve  w*®'  Ordnung  können  nur  dann  einer  Umformung  mit  Hülfe 
der  polarreciproken  Beziehung  unterworfen  werden,  wenn  sie  für  Curven 
aller  Grade  gelten."  In  der  That,  aus  der  Curve  n**'  Ordnung  ent- 
steht eine  andere  von  der  Ordnung  n  («  —  1),  für  welche  die  duale  Eigen- 
schaft gilt,  aber  man  darf  dieselbe  nicht  etwa  auf  die  Gesamtheit 
aller  Curven  dieser  letzten  Ordnung  übertragen.  Man  hatte  eben 
noch  nicht  gelernt,  die  Gerade  als  erzeugendes  Curvenelement  dem 
Punkte  gleich  zu  stellen,  in  der  Curve  «*•'  Klasse  das  duale  Gebilde 
zu  der  Curve  «*•'  Ordnung  zu  schaffen.  Dals  man  sich  —  zögernd 
genug  —  diese  neue  Anschauung  aneignete,  ist,  wie  schon  er- 
wähnt, als  einzige  gute  Folge  des  unerquicklichen  Streites  zwischen 
Gergonne  und  Poncelet  zu  betrachten. 

2.  Bei  Flächen  und  Curven  zweiter  Ordnung  ist,  fUhrt  Poncelet 
fort,  das  polarreciproke  Gebilde  ebenfalls  von  der  zweiten  Ordnung, 
also  ebenso  allgemein  als  das  gegebene.  Man  kann  deshalb  in 
diesem  speciellen  Fall  niemals  zu  falschen  Ergebnissen  gelangen. 
Da  z.  B.  die  Schnittctürve  zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  auf 
vier  Kegeln  zweiten  Grades  enthalten  ist,  so  hat  die  zwei  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  umschriebene  abwickelbare  Fläche  vier  Kegelschnitte 
zu  Strictionslinien  und  wird  von  unendlich  vielen  anderen  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung,  von  einer  jeden  in  einer  Raumcurve  vierter 
Ordnung  vom  Geschlecht  1,  berührt  (103).  Das  Hauptbeispiel 
einer  solchen  Anordnung  bietet,  wie  zuerst  bei  Chasles  hervortritt,*) 
die  Schar  der  confocalen  Flächen,    bei  denen  diese   Strictionslinien 

*)  Chasles,  Aper9U  hiBtorique  etc.,  Kote  81:  Propri^t^s  noaTeUes 
des  snrfaces  du  second  degr^,  anaJogaes  ä  celles  des  foyers  dans  les  coni- 
ques  (S.  884—399). 
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in  die  drei  Grenzkegelschnitie  and  den  unendlich  fernen  Eogelkreis 
flbergehen. 

Die  Polarebene  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  wird  von  den 
Polaren  der  Flftchenschnitte  aosgeMlt,  deren  Ebenen  den  Pol  ent- 
halten; aus  seinem  Satz  über  die  Paare  reciproker  Punkte  [XVil,  3] 
beim  KegelscbnittbtUchel  kann  also  Poncelet  unmittelbar  folgern, 
dals  die  Polarebene  eines  festen  Punktes  hinsichtlich  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  sich  um  eine  Gerade,  bez.  einen  Punkt 
dreht,  wenn  die  Fläche  einen  Büschel,  bez.  einen  Bündel  beschreibt. 
Zu  den  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  derselben  abwickel- 
baren Fläche  eingeschrieben  sind  oder  dieselben  acht  Ebenen  be- 
rühren, gehört  folglich  als  Ort  der  Pole  einer  festen  Ebene  eine 
Gerade,  bez.  eine  zweite  Ebene.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  ist  mit- 
hin ebenfalls  eine  Ebene  bez.  eine  Gerade  (104,  105). 

3.  Im  §  4  kommt  nun  Poncelet  auf  die  Entwickelungen,  welche 
bereits  infolge  des  oben  citirten  Auszugs*)  das  Interesse  der  anderen 
Geometer  hervorgerufen  hatten.  Bei  einem  Kreise  liegt  der  Pol 
einer  Geraden  auf  dem  Lot,  das  dieselbe  aus  dem  Mittelpunkt  des 
Kreises  empfängt  Zwei  beliebige  Gerade  der  einen  von  zwei 
polarreciproken  Figuren  schneiden  sich  also  unter  demselben  Winkel, 
nnter  dem  die  entsprechenden  Punkte  der  anderen  vom  Mittelpunkt 
^es  Kreises  aus  erblickt  werden.  Das  entsprechende  Gesetz  gilt  im 
RauuL  Wird  z.  B.  ein  Winkel  von  constanter  GröDse  so  bewegt, 
dafis  seine  Schenkel  durch  zwei  feste  Punkte  hindurchgehen,  so 
schreiten  die  Pole  derselben  hinsichtlich  eines  Kreises  auf  zwei  Ge- 
rad^i  fort  und  bestimmen  am  Mittelpunkt  des  Kreises  einen  dem 
ursprünglichen  gleichen  WinkeL  Anders  ausgedrückt:  „Durchläuft 
ein  Punkt  einen  Kreis,  so  umhüllt  seine  Polare  nach  einem  zweiten 
Kreise  einen  K^elschnitt,  dessen  einer  Brennpunkt  mit  dem  Mittel- 
punkt des  letzteren  Kreises  zusanunenfällt^  (H^)*  Dieser,  wie  beiläufig 
bemerkt  wurde  [V,  10],  bereits  bei  THospital  vorkommende  Satz 
erweist  sieh  nun  unter  Poncelet 's  Händen  als  ungemein  fruchtbar, 
um  teils  bekannte,  teils  neue  metrische  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte zu  entwickeln.  Das  entsprechende  räumliche  Theorem  führt 
auf  tkberraschend  einfache  Weise  zu  Eigenschaften  der  Rotations- 
flächen zweiter  Ordnung.  Da  z.  B.  nach  Monge 's  Kugelsatz  je 
drei  auf  einander  senkrechte  Tangentialebenen  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  sich  in  Punkten  einer  bestimmten  Kugel  schneiden,  so 
ist  die  Verbindungsebene  je  dreier  Punkte  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung,  die  an  einem  festen  Punkte  8  ein  orthogonales  Trieder 
beetanmien,  die  Tangentialebene  einer  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung, 
welche  8  zum  Brennpunkt  hat  Der  andere  Brennpunkt  fällt,  wie 
Poncelet  hätte  anmerken  können,    wenn   die  gegebene  Oberfläche 

•)  Vgl.  S.  161  ♦♦. 
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eine  Kugel  ist,  mit  dem  Mittelpunkt  derselben  zusammen;  in 
diesem  Fall  beschreibt  also  auch  der  Kreuzungspunkt  der  Tangential- 
ebenen in  drei  zusammengehörigen  Punkten  eine  KugeL  In  der 
Ebene  entspricht  dem  der  von  Poncelet  entwickelte  Satz:  ,,Die 
einem  Kreise  umschriebenen  ein&chen  Vierecke,  deren  Paare  gegen- 
überliegender Berührungspunkte  durch  die  Schenkel  eines  um  seinen 
Scheitel  gedrehten  rechten  Winkels  ausgeschnitten  werden,  sind  einem 
zweiten  Kreise  eingeschrieben."*) 

Hieran  knüpft  sich  noch  eine  Folgerung,  die  Poncelet  offenbar 
sehr  am  Herzen  lag.  Es  liege  eine  projectivische  Beziehung  unter 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Strecken  ÄB^  AC^  .  .  .,  BC^  , , . 
zunächst  einer  Ebene  vor.  Ist  S  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene, 
so  besteht  dieselbe  Beziehimg  unter  den  Gröüsen  siaASB^  sm  ÄSC, 
.  .  .,  sin  BSCj  . . .;  man  hat  also  mit  Bücksicht  auf  das  Winkeigesets 
folgende  Regel:  „Eine  projectivische  Beziehung  unter  den  Verbindungs- 
strecken einer  Anzahl  von  Punkten  überträgt  sich  auf  die  sinus  der 
Winkel,  welche  die  zu  ihnen  polarreciproken  Greraden  mit  einander 
einschlieisen"  (123).  Mit  Anwendungen  dieses  Übertragungsprin- 
cipes  und  seines  räumlichen  Analogons  (137)  schliefst  Poncelet 
seine  Arbeit  ab.  Ausdrücklich  wird  (124)  hervorgehoben,  dals  sich  das 
Übertragungsprincip  ffSar  metrische  Relationen  in  der  Ebene  auf  die 
polare  Umformung  an  einem  beliebigen  Kegelschnitt  ausdehnen  l&Isi 

4.  Die  Anregungen,  welche  Poncelet  in  dem  Auszuge  seiner  Ab- 
handlung gegeben  hatte,  wurden  zunächst  von  Bobillier  mit  Eifer 
aufgegriffen.**)  Seine  Regel  zur  Umformung  metrischer  Relationen 
mit  Hülfe  des  Polarsjstems  eines  Kreises  bez.  einer  Kugel  hatte 
Poncelet  im  Auszuge  seiner  Abhandlung  nur  an  einem  einzigen 
Beispiel  erläutert,  an  einer  trigonometrischen  Beziehimg  fEü:  die  sechs 
Tangenten,  welche  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  aus  sich  an  einen 
Kegelschnitt  legen  lassen.  Bobillier  leitet  sie  aus  folgender  all- 
gemeinen Regel  ab.  Eine  projectivische  Beziehung  unter  den  Ent- 
fernungen der  Punkte  Ä^  B^C^D^,,,  einer  Ebene  besteht  auch  für  die 
Punkte  Ä\  B\  C\  D\  ...^  welche  ihre  Polaren  nach  einem  Kreise  mit 
einer  beliebigen  Geraden  gemein  haben  [S.  187].  Diese  Regel  bildet 
far  Poncelet 's  endgültige  Entwickelung  einen  Durchgangspunkt***). 
Hierauf  wendet  sich  Bobillier  zu  dem  Beweise  des  L'Hospital- 
Poncelet'schen  Satzes.  Zu  zwei  Punkten  des  gegebenen  Kreises, 
die  mit  dem  Oentrum  des  Directrix-Kreises  auf  einer  Oeraden  liegen, 
gehören  zwei  parallele  Tangenten  des  polarreciproken  Kegelschnittes, 
deren  Abstände  von  dem  Mittelpunkte  des  letzteren  Kreises  ein  con- 


*)  Traitä.  Bd.  1,  Nr.  487  u.  a.  a.  0.  S.  142*^. 

**)  Bobillier,   Demonstration   de   divers  th^r^mes  de  gÄ)metrie, 
Gerg.  Ann.,  Bd.  18,  1827  u.  1828,  S.  186-  -202. 
♦**)  Traite,  Bd.  2,  Nr.  122. 
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sUntes  Product  ergeben.  Auf  der  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Kreise  festgelegten  Axe  des  Kegelschnittes  genügen  aber  nur  die 
beiden  Brennpunkte,  deren  Fulspunktcuryen  mit  dem  Scheitelkreia 
zosammenfallen,  dieser  Forderung;  der  eine  derselben  ist  also  mit 
dem  Mittelpunkt  des  Directrixkreises  identisch.  Offenbar  ist  die 
eigentliche  Quelle  dieses  Beweises,  die  nur  nicht  ganz  klar  hervor- 
tritt, der  Quetelet'sche  Satz,  nach  dem  die  FuTspunktcurve  einer 
Cmre  invers  zu  derjenigen  Curve  ist,  die  ihr  bezüglich  eines  Kreises 
om  den  Pol  polar  gegenübersteht.*)  Für  einen  Brennpunkt  des 
Kegelschnittes  ist  die  Fulspunktcurve  ein  Kreis,  und  folglich  steht 
ihm  hinsichtlich  eines  beliebigen  Kreises  um  den  Brennpunkt  ein 
anderer  Kreis  polar  gegenüber.  Eine  eigenartige  Umformung  dieses 
Beweisverfahrens  hat  Dandelin**)  angegeben:  Die  beiden  Kreise  c 
and  f  seien  die  stereographischen  Bilder  der  Kreise  c  und  f  auf 
einer  Kugel,  welche  die  Ebene  von  f  in  seinem  Mittelpunkt  F  berührt. 
Schneidet  man  den  längs  c  umschriebenen  Kegel  mit  der  Tangential- 
ebene im  Projectionscentrum  8^  projicirt  den  so  erhaltenen  Kegel- 
schnitt auf  die  Ebene  von  f  von  ihrem  Pol  aus  und  diesen  Kegel- 
schnitt von  S  aus  auf  die  Ebene  von  f^  so  erhält  man  den  zu  c 
hinsichtlich  f  polarreciproken  Kegelschnitt.  Nach  Dandelin's 
Brennpunktsatz  [YII,  4]  hat  der  erste  Kegelschnitt  8  und  folglich 
der  gesuchte  Kegelschnitt  F  zum  einen  Brennpunkt. 

5.  Bobillier  giebt  in  der  Arbeit,  zu  der  ich  nunmehr  zurück- 
kehre, einen  zweiten  naturgemäfsen  Beweis  für  den  Satz.  Der  um- 
zuformende Kreis  8  wird  in  den  Endpunkten  jedes  Durchmessers 
von  zwei  zu  diesem  senkrechten  Tangenten  berührt.  Jede  Sehne 
des  zu  ihm  polarreciproken  Kegelschnittes  2?,  welche  den  Mittelpunkt 
T  des  Directrix-Kreises  enthält,  steht  folglich  senkrecht  zu  der  Ge- 
Thden,  welche  F  mit  dem  Kreuzungspunkt  der  Tangenten  in  ihren 
Endpunkten  verbindet;  das  ist  aber  die  grundlegende  Eigenschaft, 
welche  F  als  einen  Brennpunkt  von  2?  kennzeichnet;  die  zugehörige 
Directrix  ist  die  Polare  des  Mittelpunktes  des  gegebenen  Kreises. 
Tnter  den  Anwendungen,  die  Bobillier  von  dem  Satze  giebt, 
steht  das  Theorem  obenan,  aus  dem  Poncelet,  wie  wir  sahen,  1829 
den  Beweis  des  Hauptsatzes  ableitete.  Es  werde  noch  der  folgende 
8atz  erwähnt:  Erscheint  bei  einem  Dreieck  aus  zwei  beweglichen 
und  einer  festen  Tangente  eines  Kegelschnitts  die  letztere  Seite  vom 
Brennpunkt  aus  stets  unter  demselben  Winkel,  so  beschreibt  die 
gegenüberliegende  Ecke  einen  Kegelschnitt,  welcher  den  Brennpunkt 
und  dessen  Directrix  mit  dem  Kegelschnitt  gemein  hat.  unter  den 
Anwendungen  des  räumlichen  Hauptprincipes  verdient  besonders  die 
oben   [IX,    7]    erwähnte    besondere    Erzeugung    des    Hjrperboloids 

•)  Vgl.  XIV,  6. 

*^  Dandelin,  8ur  quelques  applications  de  la  thäorie  des  polaires, 
Qnet.  Corr.,  Bd.  8,  1827,  S.  277—281. 
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Erwäbnnng,  fOr  die  Andeutungen  Pone^let's  vorlagen.*)  Weitere 
Folgerangen  zieht  Bobillier  aus  diesem  Üliertragmigsprincip  in 
einer  zweiten  Arbeit.**)  Der  Mong ersehen  Kugel  tritt,  wie  anf 
rechnendem  Wege  gezeigt  wird,  eine  Oberflftche  zweiter  Orcbnung  an 
die  Seite,  von  deren  Punkten  Tripel  auf  einander  senkrechter  Tut 
genten  einer  Oberflftche  zweiter  Ordnung  ausstrahlen.  *♦•)  Durch 
Polarisirung  an  einer  Kugel  entsteht  mithin  der  Satz:  „Die  Ebene 
eines  aus  drei  Tangenten  einer  Oberflftche  zweiter  Ordnung  gebildeten 
Dreiecks,  welches  von  einem  festen  Punkte  aus  durch  ein  Tripel  auf 
einander  senkrechter  Ebenen  projicirt  wird,  berührt  eine  bestimmte 
Oberfläche  zweiter  Ordnung.'^  Eine  analoge  Umformung  hatte  Ponc elet 
mit  Monge' s  Kugelsatz  vorgenommen. 

6.  Die  Beschäftigung  mit  der  Aufgabe  des  ApoUonius  im  Baume 
hatte  beiläufig  zu  dem  Ergebnis  gefEÜurt,  dais  ein  Schnitt  einer 
Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  von  jedem  ihrer  Brennpunkte  ans 
durch  einen  Botationskegel  projicirt  wird.  Der  Satz  ist,  wie  Bobillier 
in  seiner  ersten  Arbeit  gezeigt  hatte  (S.  199),  eine  unmittelbare  Folge 
des  räumlichen  Hauptsatzes  Poncelet's,  wtürde  sich  aber  offenbar  auch 
augenblicklich  aus  der  Homologie-Beziehung  zwischen  der  Rotations- 
flftche  und  einer  um  ihren  Brennpunkt  beschriebenen  Kugel  ergeben.  Mit 
diesem  Theorem  lassen  sich  mehrere  Sätze  in  Verbindung  bringen,  die 
Bobillier  in  kleineren  Aufsätzen,  meist  rechnend,  entwickelt  hat  Ein 
System  paralleler  Schnitte  einer  Rotationsfläche  geht  z.  B.  in  eine  Kreis- 
reihe über,  wenn  man  parallel  zu  der  Verbindungslinie  eines  Brennpmiktes 
noit  einem  Endpunkte  des  zugehörigen  conjugirten  Durchmessers  auf 
eine  zu  dieser  Geraden  senkrechte  Ebene  projicirt.  Der  eine  unend- 
lich kleine  Kegelschnitt  der  Schar  wird  von  dem  Brennpunkt  aus  durch 
einen  unendlich  dünnen,  zur  Hülfsebene  senkrechten  Rotationscjlinder 
projicirt;  seine  Projection  ist  ein  unendlich  kleiner  Kreis;  die  anderen 
Kegelschnitte  werden  in  fthnliche  Ourven,  also  in  Kreise  projicirt. f) 
Die  Kegelschnitte,  welche  eine  Tangentialebene  einer  Rotationsflftche 

*)  Gerff.  Ann.,  Bd.  17,  1826  n.  1827,  S.  270;  für  die  genaaeie  Ans- 
fOhrung  vergleiche  man:  Trait^,  Bd.  2,  Nr.  117. 

**)  BoDillier,  Recherche  de  quelques  lieux  g^mätriques,  dans 
l'espace,  Gerg.  Ann.  Bd.  18,  1827  u.  1828,  8.  280—248. 

•*•)  Die  Gleichung  dieser  Oberfläche  fBbr  das  Ellipsoid  -,  +  ?i+"i'^^ 

ist  a;V6»  +  c»)  -f  y«(c»  +  o^  +  «» (a»  +  6»)  =  6«c*  -f  e^a*  +  a«6«  (S.  232). 
Eine  bemerkenswerte  Erweiterung  des  Monge 'sehen  Eugelsatses  ^ebt 
Bobillier  in  der  Arbeit:  Demonstration  de  deux  thäor^mes  sur  les  hgnea 
et  surfaces  du  second  ordre,  Gerg.  Ann.,  Bd.  19,  1828  u.  1829,  S.817-^S33: 
,,Gleiten  die  Ebenen  einer  rechtmnkligen  körperlichen  Ecke  an  drei  con- 
focalen  Oberfl&chen  zweiter  Ordnung,  so  bewegt  sich  ihre  Spitse  auf  einer 
concentrischen  Kugel.**  Auch  dieses  Theorem  und  seine  planimetrische 
Form  werden  der  polaren  Umbildung  unterzogen. 

t)  Bobillier,   Sur   les   propriätös  des  royers  dans  les  surfaces  du 
second  ordre,  Quet.  Corr.,  Bd.  8,  1827,  S.  281—286. 
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aus  den  ihr  umschriebenen  Fl&chen  zweiter  Ordnung  herausschneidet, 
gehen  bei  orthogonaler  Projection  längs  des  zugehörigen  Brennstrahls 
in  Kegelschnitte  mit  einem  gemeinschaftlichen  Brennpunkt  über.*) 
Eine  parallele  Ebene  wtirde  zwei  sich  doppelt  berührende  Kegel- 
schnitte aus  den  beiden  Oberflächen  herausschneiden,  von  denen  sich 
einer  bei  der  oben  benutzten  Projection  in  einen  Kreis,  der  andere 
in  einen  doppelt  berührenden  Kegelschnitt  projiciren  würde.  Für 
eine  Tangentialebene  der  bevorzugten  Fläche  reducirt  sich  dieser 
Kreis  auf  einen  Punkt,  geht  also  in  einen  Brennpunkt  der  anderen 
Projection  über.  Aus  denselben  Principien  entstanmit,  wie  Bobillier 
ausdrücklich  —  jedoch  ohne  nähere  Begründung  —  anführt,  der 
Satz:  ^Berühren  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  einander  längs 
eines  Kegelschnitts,  so  ist  ein  Nabelpunkt  der  einen  ein  Brennpunkt 
des  K^elschnittes,  den  seine  Tangentialebene  aus  der  anderen  heraus- 
schneidet, die  zugehörige  Directrix  wird  von  der  Ebene  des  Be- 
rährungskegelschnittes  ausgeschnitten'^  (S.  153). 

Eine  andere  Arbeit**)  Bobillier's  bietet  die  interessante  Bemer- 
kung, dals  die  gleichseitige  Hyperbel  ähnliche  Vorteile  zur  reciproken 
Umformung  metrischer  Beziehungen  bietet,  wie  der  Kreis.  In  der 
That,  auch  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  beschreiben  zwei  coi\ju- 
girte  Durchmesser  congruent^,  aber  nunmehr  entgegengesetzt  ge- 
richtete StrahlenbüscheL  Zwei  Gerade  einer  Figur  schneiden  sich 
also  auch  bei  ihr  unter  demselben  Winkel,  unter  dem  vom  Mittel- 
punkt aus  die  entsprechenden  Punkte  der  polarreciproken  Figur 
erblickt  werden.  Der  zu  einem  Kreise  hinsichtlich  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  polarreciproke  Kegelschnitt  hat  also  ihren  Mittelpunkt  zum 
Brennpunkt.  Die  Directrix  ist  die  Polare  des  Kreis-Mittelpunktes. 
Insbesondere  ist  mithin  der  Scheitelkreis  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
zu  sich  selbst  hinsichtlich  derselben  reciprok  und  umgekehrt  (S.  350). 
Aus  dieser  merkwürdigen  Eigenschaft  wird  eine  Reihe  von  Eigen- 
schaften der  gleichseitigen  Hyperbel  abgeleitet;  auf  analytischem 
Wege  wird  (S.  360)  dargethan,  dais  von  zwei  coi\jugirten  Kegel- 
schnitten jeder  hinsichtlich  des  anderen  zu  sich  selbst  polarreciprok  ist. 
7.  Als  Ghasles  nach  langjähriger  Pause  seine  schriftstellerische 
Thätigkeit  wieder  begann,  war  sein  Interesse  beinahe  vollständig 
Ton  der  reciproken  Verwandtschaft  iu  Anspruch  genommen.  Eine 
erste  Abhandlung*^)  beschäftigt  sich  mit  der  Mannigfaltigkeit 
der  Kegelschnitte,    welche    zwei    feste  Tangenten   berühren.     Stellt 


^  Bobillier,  Sor  les  propri^t^s  projectiveB  dans  les  surfacea  da 
second  ordre,  Qnet.  Corr.,  Bd.  4,  1828,  S.  162—166. 

•^  Bobillier,  Memoire  snr  lliyperbole  ^quilat^,  6erg.  Ann.,  Bd.  19, 
1828  n.  1829,  8.  849—869. 

***)  Chasles,  Memoire  snr  les  propri^t^s  des  syst^mes  de  sections 
coniqnes,  sita^  dans  an  m^me  plan,  Qerg.Ann.,  Bd.  18,  1827  a.  1828, 
8.  277— «01. 
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man  sie  aus  „homothetischen'^,  ähnlichen  und  ähnlich  gelegene 
Kegelschnitten  durch  polarreciproke  Umformung  dar,  so  kann  maa 
leicht  auf  metrischem  Wege  gewonnene  Eigenschafben  des  zweiten 
Systems  auf  das  erste  System  übertragen.  Eine  Fortsetzmig 
erfährt  diese  Entwickelung  in  Ghasles'  Arbeiten  über  die  ver- 
allgemeinerte stereographische  Projection  [Xu,  4].  Das  SchluDs- 
resultat  dieser  Entwickelung  war  der  Satz  gewesen*):  yfiie  stereo- 
graphischen Bilder  aller  Schnitte  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung^ 
sowie  die  stereographischen  Umrisse  aller  ihr  eingeschriebenen  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  sind  unter  sich  ähnliche  und  ähnlich  ge- 
legene Kegelschnitte"  (S.  158).  Mit  Hülfe  einer  reciproken  Umformnng 
gewinnt  man  hieraus  den  zweiten  Satz:  ,,Sind  beliebig  viele  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  einer  anderen  umschrieben,  so  ist  för  die 
Kegelschnitte,  welche  sie  auf  einer  Tangentialebene  der  letzteren 
ausschneiden,  der  Berührungspunkt  ein  gemeinschafÜiches  Homologie- 
Centrum"  (S.  164).  Berührt  die  Tangentialebene  in  einem  der  Nabel- 
punkte, so  schneiden  die  TangentiaJkegel ,  deren  Berührungsebenen 
zu  ihr  parallel  sind,  um  den  Nabelpunkt  beschriebene  Kreise  ans; 
derselbe  ist  mithin  ein  gemeinschaftlicher  Brennpunkt  aller  Kegel- 
schnitte des  Systems  (S.  167).  Ein  Specialfall  dieses  Bobillier'schen 
Satzes  ist  der  D an deli nasche:  „Die  Punkte,  in  welchen  eine  Ebene 
zwei  eingeschriebene  Kugeln  einer  Botationsfläche  zweiter  Ordnung 
berührt,  sind  Brennpunkte  des  Kegelschnitts,  den  sie  mit  der  Fläche 
gemein  hat"  (S.  168). 

In  einer  anderen  Arbeit**)  äuJDserte  sich  der  EinfluDs  der  An- 
schauungen, die  Poncelet  im  17.  Bande  der  Gergonne'schen 
Annalen  dargelegt  hatte.  Dails  zu  einem  Kegelschnitte  hinsichtlich 
eines  Kreises  ein  zweiter  Kreis  polarreciprok  ist,  wenn  er  den  Mittelpunkt 
des  ersteren  zum  Brennpunkt  hat,  entwickelt  C  h  a s  1  e  s  ähnlich,  wie  B  ob il- 
lier,  aus  dem  de  la  Hir ersehen  Theorem.  Einiges  Interesse  bean- 
sprucht von  den  Anwendungen  dieses  Princips  eine  Construction  des 
Kegelschnitts  aus  drei  Tangenten  und  einem  Brennpunkt,  welche  an  die 
allbekannte  Bestimmung  des  Kreises  aus  drei  Punkten  anknüpft 
Eine  wesentliche  Ergänzung  der  Poncelet'schen  Sätze  erblickt 
Chasles  in  einer  Regel  zur  Bestimmung  des  Mittelpunktes  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  2?,  die  zu  einer  gegebenen  8  hinsichtlich 
einer  dritten  K  polarreciprok  ist.  Dieselbe  entspringt  aus  der  all- 
gemeineren Anschauung,  dafs  hinsichtlich  Z  polarreciproke  Gebilde 
—  unter  anderen  die  unendlich  ferne  Ebene  und  ihr  ^ttelpunkt  — 


*)  Chasles,  Recherches  sur  les  projections  st^r^ographiqnes,  et  sor 
diverses  propriät^s  g^n^rales  des  surmces  da  second  ordre,  Gerg.  Ann., 
Bd.  19,  1828  u.  1829,  S.  167—176. 

**j  Chasles,  Th^or^mes  sor  les  sections  coniques  confocales,  Gerg. 
Ann.,  Bd.  18,  1827  u.  1828,  S.  269—276. 
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aas  naeli  S  polarreeiprokeii  Oebilden  entstehen.  An  Fmchtbarkeit 
stehe,  f&gi  Chasles  hinzu,  diesem  Satz  der  zweite  vom  Auftreten 
der  EbeneninToIution  bei  der  Flächenschar  gleich.*) 

8.  Noch  drei  andere  ausgedehnte  Arbeiten  Chasles'  sind  hier 
anzuführen;  und  zwar  will  ich  etwas  mehr  ins  Detail  gehen,  weil 
dieselben  unverdienter  Weise  ziemlich  in  Vergessenheit  geraten  sind. 
In  der  ersten  Arbeit**)  operirt  er  vorzugsweise  mit  dem  L'HospitaT- 
sehen  Satze,  der  auf  das  de  la  Hire'sche  Theorem  zurückgeflihrt 
wird.***)  Bas  Theorem  dient  dazu,  beim  Kegel  zweiten  Grades  zwei 
Focalstrahlen  nachzuweisen.  Gerade,  welche  circulare  Ebeneninvolu- 
tionen zum  Polars jstem  des  Kegels  beitragen,  oder,  wie  es  Chasles 
Mst,  von  denen  jede  der  Ort  des  einen  Brennpunktes  der  Schnitte 
dtö  Kegels  ist,  deren  Ebenen  zu  ihr  senkrecht  stehen.  Für  den 
Kegel,  welcher  einem  Kreise  hinsichtlich  einer  Kugel  polar  gegen- 
übersteht, ist  der  eine  Focalstrahl  polarreciprok  zu  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  Ebene  des  Kreises.  Da  sämtliche  unter  einander 
ähnliche  Kegel  den  Schnitten  eines  Kegels  polar  gegenüberstehen,  der 
letztere  genau  zwei  Beihen  von  Kreisen  besitzt,  so  kommen  einem 
jeden  Kegel  genau  zwei  Focalstrahlen  zu.  Es  ist  nun  interessant  zu 
beobachten,  auf  welchen  Umwegen  Chasles  aus  seiner  Definition  heraus 
die  Eigenschaften  herleitet,  welche  die  Focalstrahlen  als  zu  den  Brenn- 
punkten des  Kegelschnittes  analoge  Gebilde  kennzeichnen.  Hierbei 
spielt  eine  Hauptrolle  der  Satz:  „Ist  die  Verbindungslinie  der  Spitzen 
zweier  Kegel,  welche  denselben  Kegelschnitt  projiciren,  fCbr  einen  von 
beiden  ein  Focalstrahl,  so  ist  er  es  auch  f&r  den  zweiten  Kegel^^,  der 
auf  ähnliche  Weise  wie  der  erste  Satz  gefunden  wird.  In  dem 
Nachweise,  dals  zu  einer  Kugel  {8)  mit  dem  Mittelpunkt  8  hinsichtlich 
einer  zweiten  (F)  mit  dem  Mittelpunkt  F  eine  Botationsfläche  2  polar- 
reciprok ist,  die  F  zum  Brennpunkt,  die  Polarebene  von  8  zur 
zugehörigen  Direetrixebene  besitzt,  folgt  Chasles  den  von  Bobillier 
gegebenen  Andeutungen.  Einem  Kreise  der  gegebenen  Kugel  und 
den  ihn  projicirenden  geraden  Kegeln  gehören  hierbei  ein  umschrie- 
bener Kegel  der  Botationsfläche  und  besondere  Schnitte  desselben  zu, 
der^i  Ebenen  die  Schnittlinie  von  Directrix-  und  Berührungs-Ebene 
mthalten.  Die  Berühmngsebenen  eines  der  geraden  Kegel  sind 
gegen  die  Kreisebene  gleich  geneigt;  unter  demselben  Winkel  sind 


*)  Die  EbeneninToluÜon  wird  freilich  noch,  ebenso  wie  die  Strahlen- 
involotion,  als  ein  Gebilde  definirt,  aus  dem  eine  beliebige  Gerade  eine 
PonkttQTolation  ausschneidet. 

**)  Chasles,  Recherche  de  g^om^trie  pure  snr  les  lignes  et  les  snr- 
&ce8  du  second  degr^  etc.,  Nouv.  M^m.  de  Tac.  de  BruzeUes,  Bd.  6, 
1829,  S.  1—83.  (Sefl>8tändiffe  Paginirung.)  Vergl.  auch  den  Auszug: 
Chasles,  Analyse  d*un  memoire  etc.,  Quet.  Corr.,  Bd.  6,  1829,  S.  85—93. 

**^  Die  von  Chasles  hinzugefögten  Hinw^e  beziehen  sich  nur  auf 
angefOnrie  Arbeiten  von  Chasles,  Bobillier  und  Dandelin. 

JAhrMberiohl  d.  D^utscheii  lUtlwm.-Vereinigiing.   V,  9.  12 
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die  Geraden  des  Kegels,  welcher  den  entsprechenden  Kegelschnitt  vom 
Brennpunkt  F  aus  projicirt,  gegen  den  Strahl  geneigt,  welcher  den 
Pol  der  Kreisebene  nach  der  zweiten  Kugel  mit  dem  Brennpunkt 
verbindet.  Man  hat  es  also  mit  Botationskegeln  mit  gemeinsamer  Axe 
zu  thun,  welche  offenbar  auch  die  Spitze  des  umschriebenen  Kegels 
enthält.  Nach  dem  obigen  Hülfissatz  projiciren  also  die  FocalstraÜen 
jedes  Tangentialkegels  einer  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  die 
Brennpunkte  derselben.  Chasles  zieht  es  indessen  vor,  diesen  Satz 
direct  aus  seiner  Definition  abzuleiten.  Den  Kreisen  eines  Rotations- 
cylinders  entsprechen  offenbar  Kegel,  die  einen  und  denselben 
Kegelschnitt  projiciren.  Die  Ebene  desselben  ist  senkrecht  zu  den 
Mantellinien  des  Cylinders  und  enthält  J^.  Der  Kegelschnitt  steht 
dem  in  seiner  Ebene  liegenden  Kreise  des  Cylinders  hinsichtlicli 
des  zweiten  Kreises,  den  sie  mit  (F)  gemein  hat,  polar  gegenüber; 
deshalb  ist  F  ein  Brennpunkt  des  Kegelschnitts.  Das  in  F  er- 
richtete Lot  enthält  aber  die  Spitzen  der  Kegel  und  ist  mithin  ein  ge- 
meinsamer Focalstrahl  derselben.  Enthält  der  Cylinder  einen  Kreis  der 
Kugel  (/S),  so  gelangt  man  zu  der  obigen  Bestimmung  der  Focalstrahlen 
des  entsprechenden  Tangentialkegels  von  £.  Ist  ein  Kegelschnitt 
der  Durchschnitt  zweier  umschriebenen  Kegel  von  ^,  so  bestimmen^ 
immer  nach  dem  angefELhrten  Hülfssatz,  die  Spitzen  derselben  die 
Focalstrahlen  des  Kegels,  welcher  ihn  von  einem  Brennpunkt  ans 
projicirt  (S.  35).  Als  ein  Specialfall  ergiebt  sich  die  Erweiterong 
eines  Satzes  von  Dandelin:  Alle  einer  Rotationsfläche  zweiter  Ord- 
nung umschriebenen  Kegel  treffen  die  Tangentialebene  eines  Scheitel- 
punktes in  Kegelschnitten  mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkt 
Auch  einen  oben  [XXI,  6]  erwähnten  Satz  von  B  ob i Hier  kann  Chasles 
in  seinen  Aufbau  einordnen.  Beim  Cylinder  zweiten  Grades  erfüllen 
die  Breimpunkte  der  senkrecht  zu  den  Mantellinien  geführten  Schnitte 
die  Focalstrahlen.  Da  dieselben  bei  einem  umschriebenen  Cylinder  von 
£  die  Brennpunkte  der  Fläche  enthalten,  so  ergiebt  sich:  „Eine 
Tangentialebene  einer  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  ist  gegen  die 
Ebenen  gleich  geneigt,  welche  die  Brennpunkte  an  einer  in  ihr 
liegenden  Tangente  bestimmen.^^  Zieht  man  die  in  einem  Pnnkt 
zusammenlaufenden  Tangenten  von  2  in  Betracht,  so  folgt:  „Eine 
Tangentialebene  eines  Kegels  zweiten  Grades  ist  gleich  geneigt  gegen 
die  Ebenen,  welche  die  Berührungslinie  mit  den  Focalstrahlen  ver- 
binden^; offenbar  kann  ja  dem  Kegel  eine  Rotationsfläche  zweiter 
Ordnung  eingeschrieben  werden.  Nach  der  Methode  von  Roberval 
folgt  hieraus  der  von  Magnus*)  unge^hr  gleichzeitig  entdeckte 
Satz,  daüs  die  Summe  oder  die  Differenz  der  Neigungswinkel  der  Mantel- 
linie eines  Kegels  gegen  seine  beiden  Focalstrahlen  constant  ist. 

*)  Magnus,  Thäorämes  sur  rhjperbololde  k  \me  nappe  et  aar  la 
sorface  comque  du  second  ordre,  Gerg.  Ann.,  Bd.  16,  1826  n.  1826, 
8.  88—89. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


XXI,  8--9.  Chasles*  Arbeit  üher  RotationBflILchen  2.  0.  179 

9.  Zwei  Botationsflächen  2/  mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkt 
sind  hinsichtlich  einer  um  denselben  beschriebenen  Kugel  zu  zwei 
Kugeln  polarredprok;  sie  schneiden  sich  daher  nicht  nur  in  zwei  Kegel- 
schnitten, sondern  besitzen  auch  zwei  beiden  zugleich  umschriebene 
Kegel;  einer  von  ihnen  hat  seine  Spitze  im  Brennpunkt.  Indem 
eine  der  beiden  Flftchen  in  eine  Kugel  übergeht,  lenkt  Chasles  in 
die  frühere  üntersuchungsmethode  Poncelet's  ein,  der  hier 
mehrfach  citirt  wird,  bei  der  die  Rotationsflächen  zweiter  Ordnung 
mittels  einer  Homologiebeziehung  gegen  eine  Kugel  eingeführt  werden. 
Die  Aufgabe,  eine  Botationsfläche  zweiter  Ordnung  zu  construiren, 
von  der  vier  Tangentialebenen  und  ein  Brennpunkt  vorliegen,  führt 
zn  der  ersten  in  der  Litteratur  vorkommenden  Erwähnung  einer  bekannten 
Oberfläche  dritter  Ordnung.  Wird  der  eine  Brennpunkt  einer  Rotations- 
fläche zweiter  Ordnung  mit  vier  festen  Tangentialebenen  über  eine  Ebene 
gef&hrt,  so  beschreibt  der  zweite  die  Fläche  dritter  Ordnung.  Chasles 
bemerkt,    dass  sie   die  sechs  Schnittlinien  der  vier  Ebenen  enthält. 

Zu  den  einem  Kegel  eingeschriebenen  Kugeln  sind  hinsichtlich 
der  Kugel  (F)  Botationsflächen  zweiter  Ordnung  reciprok,  deren  einer 
Brennpunkt  mit  F  zusammenfällt,  und  die  einen  festen  Kegelschnitt  K 
enthalten.  Die  Mittelpunkte  dieser  Flächen  entstehen  aus  den  Polar- 
ebenen eines  festen  Punktes  nach  den  gegebenen  Kugeln  und  er- 
flUlen  deshalb  einen  Kegelschnitt.  Ihm  ähnlich  ist  der  Ort,  den 
der  zweite  Brennpunkt,  die  Spitze  eines  den  gemeinschaftlichen 
Kegelschnitt  projicirenden  geraden  Kegels,  beschreibt.  Auf  diesem 
Umwege  gelangt  Chasles  zu  dem  Satze  von  den  Focalen  [VIl,  1 — 4]. 
Von  bedeutendem  Interesse  ist  die  ohne  Beweis  eingeschaltete  Be- 
merkung (S.  68):  „Zwei  Kegelschnitte,  von  denen  jeder  die  Focale  des 
anderen  ist,  bestimmen  an  einem  beliebigen  Baumpunkt  Kegel,  die  sich 
rechtwinklig  durchschneiden,  wo  sie  sich  begegnen.*^ 

Der  Best  der  Abhandiung  bietet  eine  höchst  elegante  Oon- 
struction  für  die  Tangenten  der  Krümmungslinien  in  einem  Punkt 
P  einer  Oberfläche  F^  zweiter  Ordnung.  Die  beiden  P  enthaltenden 
Kreise  von  JP,  gehören  zwei  Kegeln  mit  den  Spitzen  S^  und  S^  an. 
PS^  und  PS^  sind  nicht  nur  fär  F^^  sondern  auch  fiir  die  durch  beide 
Kreise  bestimmte  Kugel  conjugirt  und  fallen,  da  sie  aus  letzteren 
Grunde  auf  einander  senkrecht  stehen,  mit  den  gesuchten  Tangenten 
zusammen;  da  8^  und  S^  die  Ebenen,  PS^  und  PS^  mithin  die 
Tangenten  der  beiden  Kreise  in  P  harmonisch  trennen,  so  halbiren 
die  Tangenten  der  Krünmiungslinien  die  Winkel  zwischen  den  beiden 
Kreistangenten  genau  so  wie  die  Winkel  zwischen  den  P  ent- 
haltenden Geraden  der  Fläche. 

10.  In  der  zweiten  Arbeit*)  geht  Chasles  von  der  Thatsache  aus, 
dals  bei  zwei  Kegeln  zweiten  Grades,  welche  in  dem  Polarsjstem  einer 

^ Chasles,  Memoire  de  g^om^trie pure  snr  les propriät^s  g^^rales  des 
cdnea  du  second  degr^,  Nouv.M^m.  de  TAc.  de  Bruxelles,  Bd.  6, 1880,  S.  1—58. 
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unendlich  kleinen  Kugel  einander  entsprechen,  den  cjkHschen  Ebenen 
des  einen,  welche  unendlich  viele  Paare  senkrechter  conjugirter 
Strahlen  enthalten,  die  Focalstrahlen  des  anderen,  welche  unendlich 
viele  Paare  senkrechter  conjugirter  £benen  aussenden,  zugehören. 
In  wie  einfacher  Weise  Chasles  aus  diesem  Zusammenhang  neue 
Eigenschaften  abzuleiten  vermag,  werde  an  dem  Beispiel  des  Magnus'- 
sehen  Satzes  (S.  21)  erläutert.  Mit  zwei  Kreisen  verschiedener  Sys- 
teme schlieist^  da  sie  auf  einer  Kugel  liegen,  jede  Mantellinie  eines 
Kegels  zweiten  Grades  gleiche  Winkel  ein,  und  es  sind  die 
Einschnitte  zweier  Tangentialebenen  in  die  beiden  cjklischen  Ebenen 
gleich  geneigt  gegen  das  auf  der  Yerbindungsebene  der  Berährungs- 
strahlen  errichtete  Lot,  sie  gehören  einem  Rotationskegel  mit  dieser  Axe 
an.  Bei  der  Übertragung  ergiebt  sich  der  Satz:  Die  Verbindongs- 
ebenen  zweier  Mantellinien  mit  den  Focalstrahlen  berühren  einen 
Botationskegel,  dessen  Axe  auf  beiden  Mantellinien  zugleich  senk- 
recht steht.  Bei  der  vierseitigen  körperlichen  Ecke,  in  der  die  Focal- 
strahlen einerseits,  die  Mantellinien  andererseits  einander  gegenüber- 
liegen, ist  also  die  Summe  zweier  gegenüberliegender  Seitenwinkel 
so  grolis  wie  die  der  anderen;  die  Differenz  der  Neigungswinkel  einer 
Mantellinie  gegen  die  beiden  Focalstrahlen  ist  mithin  unveränderlich. 
Eine  andere  Anwendung  ist  die  Einführung  des  Ha  che  tt  ersehen 
und  des  zu  ihm  dualen  Kegels.  Ein  rechter  Ebenenwinkel,  der 
zwei  von  einem  Punkt  ausgehende  Gerade  projicirt,  schneidet  eine 
Ebene,  welche  zu  einer  der  beiden  Geraden  senkrecht  steht,  in  einem 
rechten  Winkel,  der  die  Spuren  der  beiden  Geraden  projicirt,  die 
Kante  des  Ebenen  winkeis  beschreibt  also  einen  Kegel,  welcher  die 
beiden  Geraden  enthält  und  mit  den  zu  ihnen  senkrechten  Ebenen 
Kreise  gemein  hat.  Verschieben  sich  also  die  Schenkel  eines  rechten 
Winkels  in  zwei  Ebenen,  während  sein  Scheitel  fest  bleibt,  so  um- 
hüllt seine  Ebene  einen  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Focalstrahlen  zu 
den  gegebenen  Ebenen  senkrecht  stehen.  Der  wohlbekannte  Satz  vom 
Peripherie winkel  beim  Kreise  gestattet  die  bemerkenswerte  Umformung: 
„Erscheint  die  eine  bewegliche  Seitenfläche  eines  Dreikants  von 
einer  Geraden  aus  stets  unter  demselben  Ebenenwinkel,  so  umhüllt 
sie  einen  Kegel  zweiten  Grades,    der  die  feste  Scheitelgerade  zum 


1 


S Selbständige  Pagininmg.)  Yergl.  anch  den  Auszug  dieser  Abhandlong: 
)hasle8,  Extrait  d'un  memoire  de  g^mätrie  sur  les  propriätäs  fftfnäralas 
des  cönes  du  second  degr^,  Quet.  Corr.,  Bd.  6,  1830,  S.  289—296.  Die  Ana- 
loge zwischen  Focalstrahlen  des  Ke^ls  mid  Brennpunkten  des  Eeffelschnitta 
tritt  noch  in  den  Sätzen  hervor:  Die  senkrechten  Projectionen  der  Focal- 
strahlen auf  die  Tangentialebenen  des  Kegels  erfüllen  einen  zweiten,  ihn 
doppelt  berührenden  Ke^el,  zwei  Tan^nti^ebenen  sind  gleich  geneigt  ffegen 
die  V  erbindungsebenen  ihrer  Schnittlmie  mit  den  Focalstrahlen,  etc.  Merk- 
würdiger Weise  zieht  Chasles  nicht  aus  diesem  Theorem  die  Folgerung, 
dafs  confocale  Ke^el  sich  senkrecht  durchschneiden,  sondern  leitet  dies 
Theorem,  das  bereits  in  der  ersten  Arbeit  vorkam,  ziemlich  umständlich  ab. 
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Focalstrahl  hai^^  Von  hier  aas  gelangt  Chasle8(§  VI)  ganz  ähnlich,  wie 
dies  Poncelet  bei  den  Kegelschnitten  dnrchgeföhrt  hatte,  zu  einer 
der  Newton'schen  entsprechenden  organischen  Erzeugung  des  Kegels. 
Dieselbe  entspringt  aus  dem  Satz:  Ist  nur  eine  Seitenebene  eines 
einem  Kegel  zweiten  Grades  umschriebenen  Dreiflachs  veränderlich, 
so  schneiden  sich  die  Ebenen,  welche  die  anliegenden  Kanten  mit  den 
Focalstrahlen  verbinden,  in  dem  Strahle  eines  Kegels  zweiten  Grades. 
Die  duale  Urform  dieses  Hülfssatzes  findet  ihre  Begründung,  wenn  man 
einen  Kreisschnitt  des  betreffenden  Kegels  betrachtet,  in  der  von 
Lambert  herrührenden  Erzeugung  der  Parabel  mittels  eines  in  der 
Ebene  bewegten  Winkels  (S.  39).  Den  Abschluis  der  Arbeit  bietet, 
ähnlieh  wie  bei  Magnus,  der  Übergang  zum  einschaligen  Hyperboloid 
Termittelst  des  Asjmptotenkegels. 

In  einer  dritten  Arbeit*)  wendet  Ohasles  diese  Resultate  auf 
den  sphärischen  Kegelschnitt  an,  den  ein  Kegel  zweiten  Grades  mit 
einer  um  seine  Spitze  beschriebenen  Kugel  gemein  hat.  Die  cyklischen 
Ebenen  und  Focalstrahlen  des  Kegels  schneiden  die  cyklischen  Kreise 
und  Brennpunkte  des  sphärischen  Kegelschnittes  aus,  es  ergeben  sich 
sofort  die  Entfemungseigenschaften**),  und  es  entstehen  mehrere  zum 
Teil  einander  g^enüberstehende  organische  Erzeugungen.  Entfernt 
sich  der  Mittelpunkt  der  Kugel  ins  Unendliche,  so  gelangt  man  zu 
dem  gewöhnlichen  Kegelschnitt,  indem  die  cyklischen  Kreise  und 
Brennpunkte  in  die  Asymptoten  und  Brennpunkte  desselben  übergehen. 
So  gelangt  Ghasles  zu  neuen  Erzeugungen  des  Kegelschnitts.  Ein 
Beispiel  biete  die  wohl  bei  Ohasles  zuerst  vorkonunende  duale  Form 
der  Descriptio  organica  Newton's  (S.  44).  „Werden  zwei  Strecken 
so  über  gegebene  Geraden  geführt,  dals  die  Verbindungslinie  zweier 
Endpunkte  einen  Strahlenbüschel  beschreibt,  so  umhüllt  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  anderen  einen  Kegelschnitt.'^ 

11.  In  zwei  anderen  Arbeiten***)  beschäftigt  sich  Ohasles  mit 
der  parabolischen  Transformation.  Der  FuTspunkt  des  von  einem 
beliebigen  Punkte  Ä  aus  auf  die  Axe  einer  Parabel  gefWten  Lotes 

*)  Ohasles,  Memoire  de  g^omätrie  snr  les  propriät^s  g^n^rales  des 
coniques  sph^riqnes,  Nout.  M^.  de  FAc.  de  Bnizelle8,^d.  6,  1831,  S.  1 — 46. 
(Selbständige  Pagininmg.) 

**)  Fufg  bezeichDet  den  Ort  der  Pmikte  einer  Kugel,  deren  sphärische 
Entfernungen  von  zwei  Pnnkten  eine  oonstante  Summe  ersehen ,  als  eine 
sphärische  Ellipse  und  weist  einen  die  Ourre  enthaltenaen  eUiptischen 
(>linder  nach  (§  16).  Auf  den  Kegel  zweiten  Grades^  der  die  Ourve  vom 
luttelpimkt  der  Engel  ans  projidit,  weist  er  nicht  hm,  obgleich  derselbe 
•ich  aus  seiner  Entinckelunff  unmittelbar  erffeben  würde.  Vergl. :  Fufs,  De 
proprietatibus  quibusdam  eUipseos  in  superncie  sphaerica  descriptae,  Nova 
Acta  ac.  sc.  imp.  Petropolitanae  f.  1786,  Bd.  3,  1788,  S.  90—99. 

**^  Ohasles,  Premier  Memoire  sur  la  transformation  des  relations 
m^iriques  des  figuree,  Quet.  Oorr.,  Bd.  6,  1829,  8.  281—824.  Eine  Fort- 
aetiung  der  Untersuchmig  bietet  die  Arbeit:  Sur  la  transformation  para- 
bolique  den  relations  m^triques  des  figuree,  Quet.  Oonr.,  Bd.  6, 1830,  S.  1 — 26. 
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und  ihr  Schnittpunkt  a  mit  der  Polare  dieses  Punktes  sind  con- 
jugirte  Punkte  der  Parabel,  so  dalB  sie  von  dem  Scheitel  derselben 
gleiche  Abstände  haben.  Sind  also  Ä^  B^  C,  2), .  . .  Punkte  einer 
gegebenen  Figur,  a,  |3,  y^  d, . .  .  die  Einschnitte  ihrer  Polaren  nach 
einer  Parabel  in  die  Axe  v  derselben,  so  verwandelt  sich  die  Beziehung 

in  die  andere  (S.  284): 

/        ccß  tcy  ßy  \ 

^\C0B{ÄB^)'   cos  (AC,  vy    "'cos  {BC.vy  '")  =  ^' 

Verschwinden  die  Neigungswinkel  aus  der  letzteren  Relation  voll- 
ständig, so  findet  dieselbe  unabhängig  von  der  Lage  der  Geraden  v 
bei  jeder  Figur  der  zweiten  Art  statt.  Entsprechendes  gilt  im  Baume 
fär  das  Rotationsparaboloid. 

12.  Als  Chasles  diese  Arbeit  veröffentlichte,  war  Poncelet's 
„th^orie  des  polaires  r^ciproques"  im  Erscheinen  begriffen.  Poncelet*) 
sah  sich  veranlalst,  noch  besonders  darauf  aufinerksam  zu  machen, 
dal^  in  seinen  Resultaten  das  Übertragungsprincip  Chasles'  enthalten 
sei.  Das  oben  angefahrte,  von  Bobillier  zuerst  formulirte  Durch- 
gangstheorem  [XXL,  4]  sei  auf  jede  metrische  projectivische  Beziehung 
anwendbar,  auch  wenn  man  den  Kreis  durch  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt ersetze.  Wähle  man  eine  Parabel  und  nehme  die  Transversale 
mit  der  Axe  derselben  identisch,  so  komme  man  auf  Chasles'  BegeL 
Die  metrische  Beziehung  brauche  dann  nur  noch  „orthogonalement 
projective^^  zu  sein^  müsse  bestehen  bleiben,  wenn  man  das  gegebene 
Punktsystem  senkrecht  auf  eine  beliebige  Gerade  projicirt.  Durch 
Hinzufügung  geeigneter  unendlich  femer  Punkte  und  ihrer  Ent- 
fernungen von  Punkten  der  Gruppe  sei  es  dann  stets  möglich,  die 
Relation  als  einen  Specialfall  einer  allgemeinen  projectivischen 
(„relation  coniquement  projective")  aufzufassen. 

Man  wird  vielleicht  zugeben,  dals  Poncelet  das  Wesen  der 
Transformation  tiefer  erfaJGst  hat,  als  Chasles.  Dafür  ist  dessen 
Regel  gleichsam  handlicher,  und  man  wird  ihm  die  Anerkennung 
nicht  versagen  können,  dals  er  neue  schöne  Resultate  aus  diesem 
Princip  gefolgert  hat.  Dir  Verhalten  zu  dieser  Angelegenheit  ist, 
scheint  mir,  überhaupt  typisch  für  die  gegenseitige  Stellung  der 
beiden  groDsen  französischen  Geometer.  Die  weitaus  wuchtigere 
Persönlichkeit  ist  Poncelet.  Seine  Stärke  liegt  in  der  Ausmittelnng 
der  grolsen  Gesichtspunkte,  von  denen  aus  man  den  Zusammenhang 
der  Dinge  zu  überblicken  vermag.  Es  kann,  scheint  mir,  nicht  ge- 
leugnet werden,  dafs  Chasles  in  der  Auffassung  des  groüsen  Ganzen 


*)  Poncelet,  Note  sur  quelques  principes  g^n^raux  de  transfonna- 
tion  des  relations  m^triques  des  figures  etc.,  Quet.  Corr.,  Bd.  7,  18S2, 
a  118—123,  141—158.    (Traitä,  Bd.  2,  S.  832—846.) 
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—  wenigstens  zunächst  —  nicht  dieselbe  Tiefe  erreicht;  dafür  ist 
er  nnermüdlich  in  der  Ausnutzung  der  Methoden,  die  er  sich  zu 
eigen  gemacht  hat,  und  überrascht  den  Leser  durch  eine  reiche 
Fülle  von  Anwendungen.  Vielfach  zeigt  sich  seine  Erfindungsgabe 
im  Einzelnen  derjenigen  Poncelet's  überlegen. 

13.  Die  Mehrzahl  der  Eesultate,  die  Ghasles  in  beiden  Arbeiten 
darbietet,  gehören  der  Transversalentheorie  an;  ich  komme  in  einem 
besonderen  Capitel,  das  auch  den  hierher  gehörigen  Arbeiten  von 
Maclaurin,  Sturm,  Poncelet  gewidmet  ist,  auf  dieselben  zurück. 
Für  jetzt  will  ich  mich  mit  der  Anführung  einiger  Besultate  über 
Gebilde  zweiter  Ordnung  begnügen.  In  einer  früheren  Arbeit*)  hatte 
Chasles  den  Satz  aufgestellt:  Tri£Pt  eine  sich  selbst  parallel  be- 
wegte Gerade  zwei  Kegelschnitte  in  den  Punkten  Ä^  B  und  C,  2), 
so  beschreibt  ein  Punkt  m  derselben,  welcher  der  Beziehung 

mA ' mB  . 

mCmD  =  '^*""*- 

genügt,  einen  dritten  Kegelschnitt,  welcher  die  Schnittpunkte  der 
gegebenen  enthält  (S.  7).  Der  Satz,  der  übrigens  ziemlich  unbe- 
friedigend begründet  wird,  enth&lt  als  speciellen  Fall  den  Involutions- 
satz von  Desargues  in  sich.  Dieser,  oder  zunächst  ein  dem  „theorema 
ad  qnatuor  lineas"  gleichwertiger  Satz  entsteht,  wenn  die  gegebenen 
Kegelschnitte  in  Greradenpaare  übergehen.  Die  parabolische  Trans- 
fomiation  liefert  nun  zunächst  aus  dem  genannten  Theorem  den  Satz: 
^e  Lote  AA\  BB\  C0\  DD\  welche  eine  bewegliche  Tangente 
eines  Kegelschnittes  aus  den  Ecken  eines  umschriebenen  Vierseits 
AB  CD  empfängt,  genügen  der  Bedingung  (S.  289): 

BB'    DD-  =  '^'^*- 

Das  allgemeine  Theorem  liefert  den  Satz:  „Legt  man  von  einem  be- 
liebigen Punkte  P  einer  Transversale  aus  Tangentenpaare  an  zwei  feste 
Kegelschnitte  und  eine  Tangente  an  einen  Kegelschnitt,  welcher  die  ge- 
meinsamen Tangenten  der  ersteren  berührt,  so  besteht  unter  den  Schnitt- 
punkten er,  a';  ^,  |3';  (i  mit  einer  Hülfsgeraden  die  Beziehung  (S.  288) 

litt  •  f*Of'  . ,, 

'^o       o'  =  const." 

Legt  man  auch  an  den  dritten  Kegelschnitt  von  P  aus  die  zweite 
Tangente,  welche  die  Hülfsgerade  in  fi'  schneidet,  so  ist  natürlich 

Hß  .  nß'  ~  /i'/J.ft'/r' 


*)  Chasles,  Propriätäs  g^n^rales  des  coniques,  Quei  Gorr.,  Bd.  6, 
WM.  S.  6-22. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


184   E.Eötter.  Bericht  über  die  Entwickelnng  der  synthetisclLeii  Geometrie. 

Die  duale  Form  zu  dem  Des argues' sehen  Involutionssatz  ist  in 
dieser  Gleichung  enthalten,  die  Chasles  ausdrücklich  allerdings  nur 
für  Oberflächen  zweiter  Ordnung  einer  Schar  angiebt  (8.  319).  Eine 
andere  wichtigere  Entwidcelung  bezieht  sich  auf  die  projedayische  Er- 
zeugung des  Kegelschnitts  und  knüpft  an  die  oben  besprochene  Erst- 
lingsarbeit von  Chasles  an.^)  Werden  die  Paare  gegenüberliegender 
Seiten  eines  auf  einem  einschaligen  Hyperboloid  liegenden  Yierseits 
AB  CD  von  zwei  Erzeugenden  verschiedener  Scharen  in  den  Punkten 
Jf,  j^  bez.  P,  Q  getroffen,  so  ist,  weil  MN  und  FQ  sich  schneid^ 

AM  _      DN      AP  _      SQ 
BM  ~  ^  CN'     DP~^  CQ' 

Projicirt  man,,  das  Hyperboloid  in  einer  bestimmten  Bichtung,  so 
wird  sein  scheinbarer  Umrüs  —  ein  Kegelschnitt  —  von  den  Pro- 
jectionen  der  sechs  Geraden  berührt.  Die  beiden  Beziehungen  ver- 
knüpfen also  auch  die  beiden  Punktreihen,  welche  zwei  bewegliche 
Tangenten  des  Kegelschnittes  auf  je  zwei  gegenüberliegenden  Seiten 
eines  umschriebenen  Yierseits  ausschneiden.**)  Die  Elimination 
von  a  liefert  eine  von  Poncelet***)  bereits  entwickelte  Relation 
und  gestattet  rückwärts  die  Ableitung  des  Satzes  von  Brianchon, 
von  dem  Poncelet  ausgegangen  war.  Die  parabolische  Transfor- 
mation ergiebt  nun  folgendes  Resultat.  Wird  eine  Sehne  eines 
Kegelschnittes  von  einem  beliebigen  Punkte  desselben  aus  in  die 
Strecke  ftv  einer  zweiten  Sehne  aß  projicirt,  so  ist  (S.  293) 

ILß  vß 

Offenbar  ist  diese  Relation  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  den  Satz, 
dafs  vier  feste  Punkte  eines  Kegelschnitts  von  einem  beweglichen 
Punkte  desselben  aus  durch  eine  Gruppe  von  constantem  Doppel- 
verhältnis (k)  projicirt  werden.  Für  jetzt  zieht  Chasles  die  Schlüsse: 
„Sendet  ein  beweglicher  Punkt  durch  vier  feste  Punkte  die  Strahlen 
einer  harmonischen  Gruppe,  so  beschreibt  er  einen  diese  Punkte  ent- 
haltenden Kegelschnitt;  wird  ein  beweglicher  Strahl  von  vier  festen 
Geraden  beständig  in  einer  harmonischen  Punktgruppe  getroffen,  so 
umhüllt  er  einen  auch  die  letzteren  Geraden  berührenden  Kegelschnitt" 
(S.  294).  Hier  ist  also  der  Ausgangspunkt  seiner  Untersuchungen 
über  die  projectivische  Erzeugung  des  Kegelschnittes  zu  suchen. 

Bei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  wird  ein  analoger  Entwickelungs- 
gang  eingeschlagen.  Mit  Hülfe  der  parabolischen  Transformation 
werden  zwei  metrische  Beziehungen  einander  gegenübergestellt,  welche 
auf  das  Auftreten  der  Involution  beim  Büschel  und  der  Schar  hin- 

♦)  Vergl.:  IX,  8. 

**)  Chasles,  Note  sur  mie  propri^tä  g^n^rale  des  coniqnes  dont  un 
cas  particnlier  etc.,  Qnet.  Corr.,  Bd.  4,  1828,  S.  863—871  (S.  865). 
•*^  VergL:  XVn,  2. 
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weisen.  Eine  besondere  Form  der  letzteren  Beziehung  liefert  (S.  318) 
den  Satz:  ^ie  Lote,  welche  die  Tangentialebene  eines  einsohaligen 
Hyperboloids  ans  den  Ecken  eines  ihm  angehörigen  Yierseits  AB  CD 
enqrfkngt,  genügen  der  Beziehung 

AA'  .  CC  ,,, 

BB'  .  BD'  =  ^^^ 


XXn.  Die  eellineare  Beraehung. 

1.  Bereits  in  der  Einleitung  dieses  Referates  war  darauf  auf- 
merksam gemacht  worden,  dafs  die  collineare  Verwandtschaft  sich 
der  Beobachtung  viel  früher  dargeboten  hatte  als  die  reciproke  Be- 
ziehmig.  Bot  sich  doch  bei  dem  Procees  des  Frojicirens  und  bei  der 
Technik  des  perspectivischen  Zeichnens  in  zu  anfälliger  Weise  eine 
Zuordnung  zweier  Ebenen  dar,  bei  der  jedem  Punkt  und  jeder 
Geraden  der  einen  ein  Punkt,  bezw.  eine  Gerade  der  anderen  ent- 
spricht Die  Möglichkeit,  dadurch  Sätze  zu  gewinnen,  daüs  man 
einen  gegebenen  Kegelschnitt  in  einen  Kreis  projicirte  und  die  Rolle 
der  Fluchtlinie  einer  besonders  hervorragenden  Geraden  der  Kegel- 
schnittebene zuwies,  war  von  verschiedenen  Autoren  bereits  ge- 
legentlich benutzt  worden,  bis  Poncelet  in  seinem  Traite  die  viel- 
seitigsten Anwendungen  der  Methode  vorführte.  Der  Gedanke  wurde 
nicht  in  dem  Mafse  von  den  Geometem  aufgegriffen,  wie  es  Poncelet 
erwartet  hatte.  Die  hierhin  gehenden  Bestrebungen  beschränken 
sich  grösstenteils  auf  ganz  einfache  Anwendungen,  die  in  Poncelet 's 
Traite  ihre  völlige  Erledigung  gefunden  hatten.  Eine  Beihe  wesent- 
lich neuer  Resultate  gewann  diesem  Princip  St  au  dt  ab.  Seine  Erst- 
Hngsschrift*)  geht  gänzlich  in  der  Anwendung  desselben  auf.  um 
8  tau  dt 's  eigene  Worte  anzufülhren  „soll  nun  vorzugsweise  der  Kreis 
mit  seinem  Mittelpunkte,  dem  Pole  des  Unendlichen,  als  ein  ein- 
faches Büd  dienen,  an  welchem  wir  die  Eigenschaften  anderer  Kurven 
derselben  Ordnung,  und  die  Beziehungen,  die  andere  Punkte  und 
Linien  zu  ihnen  haben,  erkennen  werden".  Aus  der  Beobachtung, 
dafe  dem  Kreise  Rechtecke  eingeschrieben  sind,  deren  Diagonalen 
sich  im  Mittelpunkt  kreuzen,  wird  genau  so  wie  bei  Poncelet  der 
Zusammenhang  zwischen  einem  eingeschriebenen  Viereck  des  Kegel- 
schnittes und  dem  zugehörigen  umschriebenen  Vierseit  erkannt,  je 
zwei  Schnittpunkte  gegenüberliegender  Seiten  des  ersteren  sind  auf 
einer  Verbindungslinie  gegenüberliegender  Ecken  des  letzteren  gelegen 
und  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  einander  „zugeordnet";  ein 
jeder  gehört  der  Polare  des  anderen  an.  Die  Mittelpunkte  zweier  Kreise 
trennen  zwei  gegenüberliegende  der  Pxmkte  harmonisch,  in  welchen 

•)  ▼.  Standt,  Über  die  Kurven  ü.  Ordnung,  Nürnberg  1831,  (Programm- 
Abhaadlung).    Die  Hinweise  beziehen  sich  auf  die  Paragraphen  der  Arbeit. 
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sich  ihre  gemeinsamen  Tangenten  begegnen.  Bildet  man  also  ans 
den  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Kegelschnitte  und  den  Greraden, 
welche  den  einen  oder  anderen  in  ihren  gemeinsamen  Punkte 
berühren,  drei  voUstttndige  Vierseite,  so  werden  je  drei  Paare  gegen- 
überliegender Ecken  durch  zwei  Ecken  des  gemeinschaftlichen  Polar- 
dreiecks harmonisch  getrennt;  jeder  Punkt  des  zweiten  trennt  mit 
einem  Punkte  des  dritten  das  erste  Paar  harmonisch,  flleraus  hat 
Staudt  später*)  in  einüeushster  Weise  das  Theorem  gefolgert: 
„Die  acht  Tangenten  zweier  Kegelschnitte  in  ihren  gemeinschaft- 
lichen Punkten  berühren  einen  Kegelschnitt,  welcher  mit  ihnen  eiD 
Polardreieck  gemein  hat/^  In  der  mich  beschäftigenden  Arbeit 
wird  der  Kegelschnitt  als  Hüllcurve  der  Geraden  eingeführt,  die  zwei 
einander  harmonisch  trennende  Punktepaare  mit  den  Kegelschnitten 
gemein  haben  (56);  diesen  Ort  berühren  auch  die  acht  bezeichnete 
Tangenten.**)  Aus  dem  Theorem  und  seiner  dualen  Form  leitet 
Staudt  mehrere  besondere  Fälle  durch  Einführung  unendlich  ferner 
Elemente  ab.  Nach  einem  dieser  Sätze  liegen  die  Berührungspunkte 
zweier  einem  Dreieck  eingeschriebenen  Parabeln  auf  einer  Hyperbel, 
deren  Asymptoten  zu  den  Durchmessern  der  Parabeln  parallel  smi 
Derselbe  kommt  bereits  in  einer  Arbeit  von  Chasles***)  vor. 

2.  Eine  bemerkenswerte  Folgerung  knüpft  Staudt  an  die  That- 
sache,  dals  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels,  welcher  beständig  zwei 
Punkte  projicirt,  den  Kreis  beschreibt,  welcher  ihre  Verbindungslinie 
zum  Durchmesser  hat.  „Da  die  Punkte,  in  welchen  zwei  auf  einander 
senkrechte  gerade  Linien  das  unendliche  schneiden,  mit  den  ima- 
ginären Punkten,  in  welchen  es  von  jedem  Kreise  geschnitten  wird, 
harmonisch  liegen,  und  wir  diese  Punkte  mit  zwei  reellen  vertauschen 

*)  V.  Staudt,  Geometrie  der  Läse,  Nürnberg  1847,  S.  169. 
**)  Der  analytische  Beweis,  den  Staudt  erbringt,  zeigt,  in  welchem 
Mafse  er  sich  schon  1881  mit  den  soeben  neu  geschaifönen  milfiBmitteln  der 
analytischen  Geometrie  vertraut  gemacht  hatte.     Auf  ihr  gemeinsames 
Polardreieck  können  die  beiden  Kegelschnitte  mit  den  Gleichungen 
z^  =  ax*  +  5y*,        e*  =  ex*  +  ^V* 

bezogen  werden,  wobei  a-\'h=^c-\'d=l  gesetzt  werden  kann.  Die 
beiden  Schnittgruppen  mit  der  Geraden 

z  =  mx  +  ny 
werden  durch  die  Gleichungen 

(w*  —  a)  X*  +  (n*  —  &)  y*  +  ^mnxy  =  0 
und 

(m*  —  c)  a?*  +  (♦**  —  <^  y*  +  ^ninxy  «  0 
ausgedrückt  und  trennen  sich  harmonisch,  wenn 

(w»  —  a)  (n*  —  <l)  +  (m»  —  c)  (n»  —  6)  —  2m*f»« 
ist;  die  Hüllcurye  dieser  Geraden  ist  der  Kegelschnitt 

jEf* X*       ,       y* 

"t" '. 


ad  -{-  bc       b  -\-  d       a  -{-  c 
♦^  A.  a.  0.  S.  184**  (S.  871). 
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können",  so  folgt:  „Der  Scheitel  einer  harmonischen  Strahlengruppe, 
welche  vier  gegebene  Punkte  projicirt,  beschreibt  einen  diese  Punkte 
enthaltenden  Kegelschnitt"  (^^)-  -^^  ^^^  s<>  gewonnenen  Satz  läfst 
Staadt  (19)  den  anderen  folgen:  „Die  Paare  zugeordneter  Strahlen 
eines  Kegelschnittes,  welche  zwei  feste  Punkte  projiciren,  schneiden  sich 
in  Punkten  eines  Kegelschnittes,  welcher  die  gegebenen  Punkte  und 
die  Berfihningspunkte  der  von  ihnen  ausgehenden  Tangenten  ent- 
hält" Von  seinen  Punkten  aus  werden  ja  in  der  That  die  ge- 
gebenen Punkte  und  die  Ber&hrungspunkte  der  Tangenten,  welche 
Ton  einem  derselben  ausgehen,  durch  eine  harmonische  Strahlen- 
grappe projicirt.  Wiederum  sucht  Staudt  das  Interesse  an  diesem 
Satz  und  seiner  dualen  Form  durch  Bezugnahme  auf  unendlich  ferne 
Elemente  zu  stärken.  Die  Einführung  der  unendlich  fernen  Kreispunkte 
in  den  Satz  selbst  ergiebt,  dafs  die  Paare  senkrechter  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  sich  in  Punkten  eines  Kreises  treffen  (25).  Offen- 
bar begegnen  sich,  was  iS^taudt  aber  nicht  hervorhebt,  Kreis  und 
Kegelschnitt  auf  den  Directrices  des  letzteren.  Wählt  man  bei  der 
dualen  Form  Oerade,  welche  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  proji- 
ciren, 80  ersieht  man  den  wirklichen  Grund  des  Poncelet' sehen 
Satzes:  „Erscheint  eine  Sehne  eines  Kegelschnittes  von  einem  festen 
Punkte  aus  beständig  unter  einem  rechten  Winkel,  so  umhtillt  sie 
einen  Kegelschnitt,  der  den  festen  Punkt  zum  Brennpunkt  hat." 
(25)  Auf  der  anderen  Seite  kann  der  Satz  dadurch  yariirt  werden,  dals 
eine  der  beiden  Geraden  sich  vollständig  ins  Unendliche  entfernt. 
Es  folgt  nun  eine  Beihe  von  Sätzen  über  den  Pascarschen  Satz; 
das  Ausgangstheorem:  Schneiden  sich  n — 1  Paare  gegenüberliegender 
Seiten  eines  2fi-Ecks  auf  einer  gegebenen  Geraden,  so  gehört  ihr  auch 
der  Schnittpunkt  des  letzten  Seitenpaares  an,  „ist  am  leichtesten  an 
dem  besondem  Fall  zu  erkennen,  in  welchem  das  Vieleck  in  einen 
Kreis  beschrieben  ist,  und  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  parallel 
laufen^.  Bemerkenswert  ist  die  Anwendung  auf  die  Aufgabe,  die 
Kegelschnitte  zu  zeichnen,  die  einen  gegebenen,  jt,  doppelt  berühren 
nnd  drei  gegebene  Gerade  zu  Tangenten  haben.  Zu  den  sechs  Punkten, 
die  8,  mit  den  Geraden  gemein  hat,  gehören  die  vier  Berührungssehnen 
als  Pascarsche  Gerade.  Mit  Hülfe  der  Polareigenschaften  wird  der 
tbergang  von  dieser  Lösung  —  welche  man  [XV 11,  1 1 ;  XVill,  4]  als 
die  Poncelet'sche  bezeichnen  kann  —  zu  einer  anderen  Form  voll- 
zogen, die  auch  dann  bestehen  bleibt,  wenn  die  sechs  Schnittpunkte 
ztun  Teil  imaginär  werden  (40). 

3.  Der  Satz:  „Zwei  einem  Kegelschnitt  eingeschriebene  Dreiecke 
sind  einem  anderen  umschrieben^'  erfährt  folgende  Modification  (45). 
^ie  Kegelschnitte,  welche  zwei  feste  Punkte  enthalten  und  den 
Dreiecken  eines  vollständigen  Yierseits  umschrieben  sind,  begegnen 
sich  in  noch  einem  Pimkte.  Die  drei  Geraden,  welche  den  Pimkt  mit 
den  beiden  gegebenen  und  diese  unter  sich  verbinden,  berühren  einen 


Digitized  by  LjOOQ IC 


188    E.Eötter.  Bericht  tlber  die  Entwickelimg  der  syiiüietischen  Greometne. 

dem  Yierseit  emgeschriebenen  Kegelschnitt/'  Die  Benutzung  der 
beiden  un^idlich  fernen  Kreispunkte  läüst  als  einen  speciellen  FaU 
des  Theorems  den  Lambert 'sehen  Satz  erkennen,  nach  welchem  der 
Brennpunkt  einer  Parabel  in  jedem  einem  Tangentendreieck  um- 
schriebenen Kreise  enthalten  ist  [VI,  7]. 

Den  Feuerbach'schen  Satz,  welchen  Staudt  au&tellt  und  so- 
dann projectivisch  verallgemeinert  (47,  48),  mufs  man  si<^  nach  der 
ihm  gegebenen  Fassung  etwa  folgendermaisen  bewiesen  denken.  £g 
mögen  sich  in  X;  M'^  N  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  AD,  BC; 
BB^  CA;  CB^  AB  eines  vollständigen  Vierecks  begegnen.  Die 
Schnittpunkte  der  Geradenpaare,  welche  einen  Jf,  N^  B^  C  enthaltendaa 
Kegelschnitt  in  iLf ,  ^  bez.  B^  G  berühren,  werden  alsdann  durch 
A  und  B  harmonisch  getrennt.  Ist  B  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks 
ABC^  so  kann  man  einen  Kreis  über  dem  Durchmesser  BC  Mk 
Kegelschnitt  benutzen.  Die  Tangenten  in  B  und  C  sind  alsdann  zu 
AB  parallel,  diejenigen  in  M  und  N  treffen  sich  mithin  im  Mit^ 
punkte  von  AB.  Die  Kreise  über  den  Durchmessern  BC  und  ÄD 
schneiden  sich  also  in  M  und  N  rechtwinklig;  die  Mittelpunkt« 
von  BC  und  AB  begrenzen  einen  Durchmesser  des  Kreises  LMK 
Bei  der  projectivischen  Verallgemeinerung  treten  an  die  Stelle  der 
imendlich  fernen  Kreispunkte  zwei  in  Bezug  auf  ein  Viereck  AB  CD 
„einander  zugeordnete^'  Punkte  P  und  Q,  Die  sechs  Kegelschnitte, 
welche  einen  beliebigen  Punkt  P  mit  den  Punktgruppen  MJSBC^ 
MNAB^ . . .  verbinden,  treffen  mithin  in  dem  zugeordneten  Punkte  (j 
zusammen.  Die  Tangenten  aller  Kegelschnitte  in  den  Punkten  j4,  B^  C, 
D,  Zf,  Jf,  N^  P,  Q  laufen  zu  je  vier  in  Punkten  auf  den  Seiten  dee 
vollständigen  Vierecks  zusammen.  Bei  anderen  Sätzen  hat  Staudt 
ihren  Ursprung  nicht  angef&hrt;  man  erkennt  ihn  in  den  bekannte 
Sätzen  über  den  Zusammenhang  zweier  orthogonalen  Kreisbüscbel 
Bei  einem  anderen,  gewöhnlich  auf  Hesse  zurückgeführten  Satz:  — 
„Sind  zwei  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks  den  gegenüberliegenden 
Seiten  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  zugeordnet,  so  sind  auch  die 
beiden  letzten  Seiten  einander  zugeordnet"  —  hat  er  (52)  die  Beweis- 
methode mit  den  Worten  angedeutet:  „Man  erkennt  diesen  Satz  sm 
leichtesten  durch  den  Fall,  in  welchem  die  Kurve  ein  Kreis  und  dar 
eine  Eckpunkt  des  Vierecks  sein  Mittelpunkt  ist.^  Für  den  Eni- 
wickelimgsgang  Staudt's  ist  die  soeben  besprochene  Abhandlung, 
wie  man  sieht,  von  der  gröfsten  Bedeutung,  deshalb  habe  ich  ihrar 
Besprechung  einen  etwas  gröfseren  Raum  gewährt 

4.  Unter  allen  coUinearen  Beziehungen  im  Räume  oder  in  der 
Ebene  die  augenfälligste  ist  diejenige  zwischen  zwei  glei(^istimmig^ 
congruenten  oder  ähnlichen  Figuren.*)    Es  ist  das  Verdienst  Chasles', 


*)  In  der  Folge  handelt  es  sich  in  der  Ebene  immer,  im  Batonenar 
im  Falle  der  Congmenz  um  gleichstimmige  Figuren. 
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immer  von  neuem  auf  die  reiche  Fundgrube  schönster  Entwickelungen 
hingewiesen  zu  haben,  die  sich  hier  der  geometrischen  Forschung 
darbieten.  Die  erste  Arbeit  in  dieser  Richtung*),  welche  in  unsere 
Epoche  gehört,  bietet  das  erste  Beispiel  für  den  allgemeinen  Satz,  dal^ 
zwei  in  dnander  liegende  coUineare  Räume  sich  selbst  entsprechende 
Punkte,  Gerade  und  Ebenen  aufweisen,  welche  Bestimmungsstücke 
eines  Tetraeders  sind.  Wenn  es  sich  um  ähnliche  Figuren  handelt, 
sind  im  allgemeinen  zwei  Punkte  dieses  Tetraeders  reell,  von 
denen  sich  einer  ins  Unendliche  entfernt  hat;  seine  Polare  nach 
dem  unendlich  fernen  Eugelkreis  schneidet  auf  ihm  die  beiden 
anderen  Fundamentalpunkte  aus.  Von  den  Bestimmungsstücken  des 
Tetraeders  sind  noch  reell  eine  Kante  und  eine  Ebene,  welche  von  dem 
Fimdamentalpunkt  im  Endlichen  aus  die  reellen  Bestimmungsstücke  des 
«nendlich  fernen  Dreiecks  projiciren,  und  die  deshalb  senkrecht  zu  ein- 
ander sind.  Dieses  specielle  Resultat,  das  er  auf  elementarem  Wege 
gewonnen  haben  wird,  drückt  Chasles  auf  folgende  Weise  aus:  „Zwei 
beliebige  ähnliche  Figuren  haben  einen  Punkt  Ä**)^  eine  von  diesem 
ausgehende  Gerade  a  und  eine  Ebene  a,  welche  in  J.  zu  a  senk- 
recht steht,  entsprechend  gemein,  so  dals  die  zweite  Figur  entsteht,  in- 
dem man  die  erste  um  a  dreht  und  sie  sodann  von  Ä  aus  in  einem 
bestimmten  Ähnlichkeitsyerhältnis  umformt.^  Wenn  nun,  ^hrt  er  fort, 
die  Figuren  s]>eciell  congruent  werden,  so  rücken  die  Elemente 
A  und  a  ins  Unendliche  hinaus,  die  Gerade  a  hingegen  bleibt  be- 
stehen, und  man  erhält  den  fundamentalen  Satz:  „Jede  zu  einer  ge- 
gebenen <2>  congruente  Figur  W  kann  hervorgebracht  werden,  indem 
man  ^  um  eine  bestimmte  Axe  dreht  und  sodann  in  Richtung  der- 
selben um  eine  bestimmte  Strecke  verschiebt."  Geht  man  auf  ebene 
Hgoren  zurück,  so  entsteht  der  Satz:  „Ähnliche  ebene  Figuren  und 
insbesondere  congruente  Figuren  haben  stets  einen  Punkt  entsprechend 
gemein.  Bei  letzteren  genügt  eine  Drehung  um  diesen  Pol,  um  die 
eine  Figur  mit  der  anderen  zur  Deckung  zu  bringen." 

In  derselben  Arbeit  finden  sich  die  ersten  Sätze  über  den  tetra- 
edralen  Complex,  der  aus  den  Verbindungslinien  homologer  Punkte 
b^w.  den  Schnittlinien  homologer  Ebenen  zweier  ähnlichen  Figuren 
besteht  Chasles  giebt  an,  dafe  die  einen  beliebigen  Punkt  enthalten- 
den Verbindungslinien  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades  enthalten 
sind,  auf  dem  die  Punkte  der  ersten  Figur  eine  Raumcurve  dritter 
Ordnung  erfüllen.    Der  duale  Satz  wird  hinzugefügt.    Eine  unendlich 

*)  Note  8ur  les  propri^t^s  g^n^ralea  du  sjat^me  de  deox  corps  etc., 
BulL  de  F^russac,  Bd.  14,  1830,  S.  821—826  und  Quet.  Corr.,  Bd.  7,  1832, 
8.  552— 867. 

y)  Den  Satz  vom  Ähnlichkeitapunkt,  den  er  für  ebene  gleichstinmiig- 
^uüiche  Figuren  einfach  constroirt,  hat  Enler  bereits  1777  gelben, 
<ergl.:  Euler,  De  centro  similitudinis,  Nova  acta  ao.  sc.  imp.  Petropohtanae 
^791,  Bd.  9,  1796,  S.  164—166  (conv.  exhib.  d.  28.  Octob.  1777).  Ich 
«>mme  hierauf  zurück. 
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kleine  Verschiebung  eines  Körpers  kann  stets  als  eine  Scbrauben- 
bewegung  gedacht  werden;  die  Punkte,  deren  Bewegung  auf  irgend 
einen  festen  Punkt  gerichtet  ist,  gehören  einer  Raumcurve  dritter 
Ordnung  an,  die  Tangenten  ihrer  Bahnen  bilden  einen  Kegel  zweiten 
Grades.  Bei  zwei  endlich  entfernten  congruenten  Körpern  sind  die 
Verbindungslinien  homologer  Punkte  die  Tangenten  der  Bahnen,  welche 
die  Mittelpunkte  dieser  Strecken  bei  einer  bestimmten  unendlich  kleinen 
Verschiebimg  des  aus  ihnen  gebildeten  Körpers  beschreiben. 

5.  Für  die  Herleitung  des  Hauptsatzes,  dals  zwei  ebene  congraente 
Figuren  durch  eine  Drehung  in  einander  übergefOhrt  werden  können, 
bediente  sich  Chasles  eines  zunächst  Ton  Hachette*)  yeröffentlicfa- 
ten  Verfahrens.  Sind  AB  und  Ä^B^  gleiche  Strecken,  so  laufen  die  in 
den  Mittelpunkten  von  ÄA^  und  BB^  errichteten  Lote  in  einem 
Punkte  0  zusammen,  an  dem  AB  und  A^B^  congruente  Dreiecke 
bestimmen,  so  dal^  eine  Drehung  um  0  beide  Strecken  und  mit  ihnen 
starr  verbundene  Figuren  in  einander  überfuhrt.^)  Offenbar  kann 
diese  Betrachtungsweise  auf  die  Kugeloberfläche  ausgedehnt  werden, 
und  sie  ist  in  der  That  von  Euler***)  zu  dem  Nachweise  benutzt 
worden,  dafs  zwei  beliebige  Lagen  eines  in  einem  Punkte  befestigten 
Körpers  durch  eine  Drehung  um  eine  Axe  in  einander  übergeführt 


*)  Hachette,  Demonstration  d*un  th^or^me  de  M.  Chasles,   Qnet. 
Corr.,  Bd.  7,  1882,  S.  84—86. 

^)  Offenbar  muTs  noch  die  Möfflichkeit  abgewiesen  werden,  d&fs 
AOB  und  A^OBi  ent^regengesetzt  gleich  sind.  Man  zeigt  leicht,  d&b 
AB  und  AB^  ge^en.  eme  Gferade  synmietrisch  liegen  müssen,  sobald  eine 
derartige  Lage  existirt.  Diese  letztere  Gerade  f  älU  dann  mit  den  Mittel- 
senkrechten von  AA^  und  BBj^  zusammen,  für  jeden  ihrer  Punkte  O  sind 
AOB  und  A^OB^  entgegengesetzt  gleich;  der  gesuchte  Drehpunkt  fällt 
mit  dem  Schnittpunkte  von  AB  und  A^B^  zusammen. 

***)  Euler,  Formulae  generales  pro  translatione  quacunque  corponun 
rigidomm,  Novi  comment.  ac.  sc.  imp.  Petropolitanae,  f.  1775,  Bd.  20, 
1776,  S.  189—207  (S.  202).  Die  analytische  Behandlung  der  Au%abe 
führte  auf  eine  Gleichung  dritten  Grades  unter  den  neun  Bichtmigs- 
cosinus  zweier  Tripel  orthogonaler  Strahlen  gegen  einander,  die  identiMh 
erffült  sein  muTste  (S.  201).  Diese  von  L exe  11  direct  erwiesene  Identitit 
drückt  ans,  dafs  die  Determinante  einer  orthogonalen  Transformation  den 
Wert  -|-  1  besitzt.  Vgl.  Lexell,  Theoremata  nonnuUa  ^neralia  de  trans- 
latione corporum  ri^dormn,  ibidem,  S.  239 — 270.  Bei  einer  unendlich 
kleinen  Bewegung  emes  Körpers  um  einen  Pmikt  hatte  bereits  d*Alem- 
bert  die  Botationsaxe  nacl^B^ewiesen.  Jede  endliche  stetige  Bewegung 
war  also  als  eine  Folge  unendlich  kleiner  Drehungen  um  eine  mit 
der  Zeit  wechselnde,  instantane  Axe  anzusehen.  Vgl.:  d*Alembert, 
Becherches  aar  la  präcession  des  «^quinoxes  et  sur  la  nutation  de  Taxe  de 
la  terre,  dans  le  Systeme  newtonien,  Paris  1749,  S.  83.  Bei  Euler  tritt 
die  instantane  Botationsaxe  zuerst  in  der  Abhandlung  auf:  Dicouverte  d*un 
nouveau  principe  de  m^canique,  Eist,  de  TAc.  f.  1750,  Berlin  1758.  S.  185 
—217;  auf  das  sx>ontane  Rotationscentram  einer  in  einer  Ebene  beweg- 
ten Figur  hat  bekanntlich  Bernoulli  hingewiesen:  Johannis  Ber- 
noulli  Opera  onmia,  Bd.  4,  Lausanne  und  Gtenf  1742,  S.  265. 
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werden  können.  In  einer  1829  verfaüsten  Arbeit*)  macht  Chasles, 
nachdem  er  den  Hachette'schen  Beweis  mitgeteilt  hat,  die  Bemerkung, 
deiselbe  könne  unmittelbar  auf  congruente  Figuren  einer  Kugel 
ausgedehnt  werden.  Aus  diesem  Satze  kann  man  sofort  ableiten^ 
d&Ts  in  zwei  congruenten  oder  ähnlichen  Figuren  die  Geraden  eine& 
bestimmten  Bündels  paralleler  Strahlen  paarweise  einander  ent- 
sprechen, und  weist  nun  ähnlich  wie  bei  dem  Satze  der  Ebene  nach, 
dafs  ein  Strahl  des  Bündels  sich  selbst  entspricht.  Bei  ähnlichen 
Fignren  kann  alsdann  ein  sich  selbst  entsprechender  Punkt  auf  diesem 
Strahle  nachgewiesen  werden. 

6.  Die  Euler' sehe  Entwickelung  ergab  bereits,  daüs  zwei  starre 
eongraente  Körper  durch  eine  Drehung  um  eine  Axe  und  durch 
eine  hierauf  folgende  Verschiebung  in  einer  bestimmten  Richtung 
in  einander  übergeführt  werden  können-,  aber  es  fehlt  die  von  Chasles 
herrührende  Ergänzung,  dals  die  Parallelverschiebung  in  Richtung 
der  Drehungsaxe  erfolgt,  wenn  die  letztere  gehörig  festgelegt  wird. 
Die  unendlich  kleine  Verschiebung  hat  jedoch  schon  Mozzi**)  in  einer 
mir  nnzugänglich  gebliebenen  Schrift  als  eine  Schraubenbewegung 
bezeichnet:  Giorgini  giebt  in  der  unten  genaimten  Arbeit  einen  äufserst 
eleganten  Beweis  dafür,  da£3  zwei  congruente  Dreiecke  ABC  und 
A'B'C  und  zugleich  mit  ihnen  etwa  verbundene  congruente  Körper 
durch  eine  Schraubenbewegung  in  einander  übergeführt  werden  können. 
Stimmen  die  von  einem  Hülfspunkt  Q  ausgehenden  Strecken  QL^ 
QM,  QN  in  GröiDse  und  Richtung  mit  ÄÄ\  BB\  CC  überein,  und  ist 
S  ein  beliebiger  Punkt  von  LMN,  so  wird  durch  eine  Verschiebung  in 
der  Richtung  und  Grölse  von  QS  das  Dreieck  ABC  in  eine  solche  Lage 
^0^0  ^0  gebracht,  dais  seine  Ecken  von  Xüf^  dieselben  Entfernungen 
in  Richtung  von  QS  haben,  wie  die  entsprechenden  Punkte  von 
A'B'C\  Deshalb  entstehen  aus  A^B^C^  und  A'B'C  durch  ortho- 
gonale Projection  auf  LMN  congruente  Dreiecke,  welche  durch  eine 
Drehung  um  einen  Punkt  R  von  LMN  in  einander  übergefEQirt  werden. 
Eine  Drehung  des  A'B'C  anhafbenden  Körpers  um  das  in  B  errichtete 
Lot  und  eine  darauf  folgende  Translation  in  Grölse  und  Richtung  von 

*)  Chasles,  Memoire  de  gdom^trie  sur  la  constmction  des  normalea 
i  ploaetffB  conrbes  m^caniques,  Ball.  d.  la  Soc.  math^m.  de  France,  Bd.  6, 
1978,  8.  208 — 250.  Die  Abhandlung  trägt  den  Redactionsyermerk:  Ce 
memoire  in^dit  a  ^tä  pr^sentä  k  la  Soci^te  philomatiqae  le  11  acut  1829. 
*^  Mozzi,  Discorso  matematico  sopra  u  rotamento  momentaneo  dei 
corpi,  Neapel  1763.  Giorgini  hat  jedoch  die  Überlegungen  Mozzi's  als 
onzotreffmd  bezeichnet.  Veri^L:  Appendice  alla  memoria:  Intomo  alle  pro- 
prieU  geometriche  del  movimentb  dl  nn  sistema  di  forma  invariaDile 
(datiit  vom  3.  Febr.  1882).  Mem.  d.  soc.  Italiana  d.  sc.  res.  in  Modena,  Bd.  21, 
parte  mat.,  Modena  1886,  S.  47—54.  Mozzi  ging  nach  Giorgini  (S.  40) 
▼on  der  imgen  Ansicht  aus,  ein  von  einem  einzigen  Punkte  beschriebenes 
Bahnelement  senüge,  um  cUe  Rotationsaze  festzulegen,  wenn  der  Körper 
am  einen  Poiät  bewegt  wird,  und  gewann  dann  seinen  Satz  durch  Zer- 
leg:Q]ig  des  Bahnelementes  in  zwei  unendlich  kleine  Strecken. 
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SQ  führt  ihn  in  den  ABC  anhaftenden  Körper  über.  Die  Schrauben- 
bewegung,  welche  dieser  Forderung  genügt,  wird  mit  Hülfe  dtö 
von  Q  auf  LMN.  gefällten  Lotes  QSq  fixirt  Schaltet  man  eine  dritte 
Zwischenlage  A"B''C''  zwischen  ABC  und  A'B'C  ein,  so  kann 
man  es  mit  Leichtigkeit  so  einrichten,  dals  für  die  Überführungen  Ton 
ABC  in  A"B^'C"  und  von  A'B'C  in  A"B"C"  gleiche  Parallel- 
verschiebungen gebraucht  werden  und  also  ABC  über  A"B"(f'  in 
A'B'C  durch  zwei  Drehungen  um  windschiefe  Axen  übergeht  Merk- 
würdigerweise hat  Giorgini  diesen  letzteren  Schluis  nicht  gezogen, 
obgleich  er  für  eine  unendlich  kleine  Bewegung  die  Zerlegung  in 
zwei  Schraubenbewegungen  mit  windschiefen  Axen  erörtert  hatte.*) 
Wenn  man  sich  eine  Folge  unendlich  kleiner  Rotationen,  die  ein 
Körper  erföhrt,  durch  Strecken  der  zugehörigen  Axen  fixirt  denkt, 
so  kann  man  dieselben  genau  so  wie  ein  System  von  Kräften  zu- 
sammensetzen. Da  nun  nach  Poinsot  ein  System  von  Kräften  durch 
eine  Einzelkraft  und  ein  Kräftepaar  ersetzt  werden  kann,  dessen  Ebene 
zu  der  Wirkungslinie  der  Einzelkraft  senkrecht  steht,  so  ergiebt  sick 
wiederum,  dals  eine  unendlich  kleine  Verschiebung  als  eine  Schranben- 
bewegung  aufisufassen  ist."*^)  Diese  Poinsot' sehe  Entwickelung  ver- 
knüpft offenbar  auch  die  beiden  Erscheinungsformen,  in  denen  uns 
das  Nullsystem  in  der  Natur  entgegentritt,  einerseits  bei  statischen 
Entwickelungen,  andererseits  in  der  Geometrie  der  Bewegung.  In  der 
ersteren  Form  findet  man  es  zuerst  in  einer  1827  ver&fsten  Arbeit 
von  Giorgini***),  auf  die  ich  später  genauer  zurückkomme. 

7.  Ich  bemerkte  oben,  dafs  Chasles  in  der  erstgenannten  seiner 
beiden  Arbeiten  die  ersten  Anfänge  der  Theorie  eines  speciellra 
tetraedralen  Complexes  bietet.  In  der  zweitgenannten  Arbeit  findet 
sich  keine  Andeutung  des  so  sehr  einfachen  und  jetzt  allgemein 
üblichen  Beweises,  den  Chasles  später  für  das  angefahrte  Theorem 
gab.  Den  entsprechenden  Satz  der  Ebene  für  eine  unendlich  kleine 
Bewegung  entwickelte  er  jedenfalls  auf  elementarem  Wege.  Es  fragt 
sich  also,  ob  er  den  Kreis,  dessen  Punkte  einem  festen,  seiner  Peripherie 
angehörigen  Punkte  zustreben,  schon  damals  in  seiner  eigentlichen 
Bedeutung  als  Kegelschnitt  erkannt  hatte,  welcher  die  drei  Funda- 
mentalpunkte und  zwei  entsprechende  Punkte  einer  oongruenten  col- 

*)  Giorgini,  Intomo  aUe  proprietä  geometriche  dei  movimenti  di 
un  sistema  di  punti  di  forma  invariabile  (datirt  vom  15.  März  1830), 
a.  a.  0.  S.  191  ♦♦  (S.  1—46). 

**)  Poinsot.  Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corpa.  Paria,  1884, 
S.  7  ff.  Man  vergleiche  auch:  Mob  ins,  Über  die  Zusammensetzung  miei^ 
lieh  kleiner  Drehungen,  Crelle's  Joum.  Bd.  18,  1838,  S.  189— 21S  (Ges.  W^ 
Bd.  1,  S.  546 — 570).  Möbius  zeigt  auch,  daiüs  congraente  Dreiecke  ABC 
und  A  B'C  durch  zwei  Drehungen  in  einander  übergehen,  von  denen  die 
zweite  die  Axe  AB'  besitzt,  &e  erste  AB  in  A' S'  überfahrt  (S.  548). 

***)  Giorgini,  Sopra  alcune  proprietä.  de*  piani  de'  momentietc^  Mem. 
d.  80c.  Italiana  d.  sc.  res.  in  Modena,  Bd.  20,  parte  mat.,  Modena  1828, 
S.  248—254. 
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lineitren  Beziehung  enthält.*)  Als  Hauptresultate  der  in  Bede 
stehenden  Untersuchung  müssen  die  beiden  Sätze  gelten:  Wird  eine 
F^gor  in  einer  Ebene  stetig  bewegt,  so  laufen  (Nr.  4)  in  jedem  Moment 
die  Normalen  der  von  den  einzelnen  Figuren-Punkten  beschriebenen 
Bahnen  in  einem  Pol  zusammen.**)  Bildet  man  aus  diesen  Dreh- 
punkten n^  n%  n\  , , .  eine,  aus  den  Punkten  der  Anfangslage  der 
beweglichen  Figur,  welche  nach  und  nach  in  diese  Drehpunkte 
übergefahrt  werden,  eine  zweite  Curve,  so  rollt  (Nr.  56)  die  zweite 
Corve  auf  der  ersten  ab,  und  die  Bahn  eines  beliebigen  Punktes 
encheint  als  eine  Epicykloide  in  allgemeinster  Auffassung.***) 

8.  Zwei  entsprechende  Gerade  M  und  m  in  einander  liegender 
collinearer  Ebenen  sind  perspectivisch  bezogen,  wenn  sie  von  einem 
(sicher  vorhandenen)  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  ausgehen.  Ver- 
bmdnngslinien  entsprechender  Punkte  D  und  d  von  M  und  m  laufen 
in  einem  Punkte  0  der  gegenüberliegenden  Seite  a  des  Fundamental- 
dreiecks zusammen.  Durch  D  und  d  lassen  sich  zwei  projectivisch 
ähnlich  bezogene  Gerade  der  beiden  Ebenen  hindurchlegen;  dieselben 
sind  zu   den   Fluchtlinien  der  beiden  Ebenen  parallel.     Zwei    ent- 


*)  Ans  diesem  Theorem  folgert  Chasles:  Schreiten  zwei  Ecken  eines 
Dreiecks  stetig  über  vorg^elegte  Gerade,  so  beschreibt  die  dritte  Ecke  eine 
Ellipse.  In  der  That  g^iebt  es  auf  jeder  von  dieser  Ecke  ausgehenden 
Geraden  zwei  Punkte,  Sie  Gerade  beschreiben.  Diese  Verallgemeinerung 
des  Theorems  von  Proclus  ist  übrigens  bereits  yon  Schooten  ge- 
geben worden  (a.  a.  0.  S.  13  f). 

^  Unter  den  Anwendungen  dieses  Satzes  verdient  die  folgende 
herrorgehoben  zu  werden.  Gleiten  die  Schenkel  eines  Winkels  von  con- 
stanter  GrODse  an  zwei  Curven,  so  beschreiben  die  jeweiligen  Berflhrungs- 
pankte  Elemente  dieser  Curven.  Die  Normalen  eines  Punktes  der  Curve, 
welche  der  Scheitel  des  Winkels  beschreibt,  und  diejenigen  der  gegebenen 
Cnrren  in  den  zugehörigen  Berührungspunkten  laufen  also  ji^erzeit  in 
einem  Punkte  zusammen.  Handelt  es  sich  um  einen  rechten  Winkel,  so 
bflden  die  Normalen  der  gegebenen  Curven  mit  den  Sckenkeln  des 
Winkels  jederzeit  ein  Recht^k;  die  Normale  der  vom  Scheitel  be- 
schriebenen Bahn  trifPb  also  die  von  den  Berührungspunkten  begrenzte 
Strecke  jederzeit  in  ihrem  Mittelpunkt.  Gleiten  beide  Schenkel  an  dem- 
selben Kegelschnitt,  so  laufen  nach  diesem  Theorem  alle  Normalen  im 
Mitteliymkt  des  Kegelschnittes  zusanunen,  und  die  Bahn  des  Scheitels  ist 
ein  concentrischer  £reis  (Nr.  24).  Läfst  man  in  dem  allgemeineren  Satze 
die  eine  Curve  in  einen  Punkt  ausarten,  so  ergiebt  sich  ein  Satz  über 
die  Fnfispunktcurve,  welcher  den  Quetelet' sehen  Satz  von  der  „caustique 
secondaure**  zur  unmittelbaren  Folge  hat.  Die  räumliche  Betrachtung, 
dnrch  welche  Chasles  die  Mong ersehe  Kugel  [VIII,  7]  aufßndet,  hat  zur 
ttiUschweigenden  Voraussetzung,  dafs  die  Punkte,  welche  drei  auf  einander 
senkrechte  Tangentialebenen  aussenden,  einer  Fläche  angehören  (Nr.  65  ff.). 

•**)  Wie  (Jhasles  später  hervorgehoben  hat,  ist  dieser  Satz  zuerst 
Ton  Cauchj  aufgestellt  worden.  Vgl.  Cauchy,  Exercices  de  math^ma- 
tiqnes  etc.  Seconde  ann^e,  Paris  1827,  S.  75  u.  90.  Er  folgert  diesen 
S«itz  nnd  sein  räumliches  Analogen  unmittelbar  aus  der  Erkenntnis,  dafs 
eine  unendlich  kleine  Bewegung  jederzeit  einen  „point  central",  bez.  eine 
„aie  central**  besitzt. 

JahiMbericht  d.  Deatioh«n  MAthem.-Yereinlgang.    Y,  8.  18 
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sprechende  Punkte  dieser  Reihen,  6r^  und  g^^  werden  von  a  aus- 
geschnitten, und  man  hat  für  zwei  beliebige  homologe  Pxmkte  G  und 
g  die  Relation 

dg  dg^  Od 

Setzt  man  die  Constante  c  gleich  1,  so  entsteht  die  schon  in  der 
Einleitung  p,  6]  besprochene  Methode  Newton's,  um  Figuren  in 
andere  gleicher  Art  zu  verwandeln.  Die  specielle  Newton' sehe 
wie  auch  die  allgemeinste  collineare  Beziehung  läM  sich  in  Bezug 
auf  zwei  specielle  Coordinatensysteme  durch  die  Gleichungen 

, a  , 6y 

X  ^  X 

darstellen.  Waring  findet  die  erste  Verallgemeinerung  dieses 
Gedankens;  er  entwickelt,  dafs  aus  einer  algebraischen  ebenen  Car?e 
/*(a;,  y)  z=  0  durch  die  lineare  Transformation 

pg  +  qv  +  r  Pz  +  Qv  +  R 

^'^  Az  +  Bv  +  C  ^~  At  +  Bv  +  C 

eine  neue  Curve  von  derselben  Ordnung  entsteht*)  Zu  dem  Ge- 
danken, die  durch  die  beiden  Gleichungen  gegebene  Beziehung  auf 
die  ganze  Ebene  auszudehnen,  ist  Waring  indes  nicht  vorgedrungen. 
Dieser  Schritt  wurde  erst  in  unserer  jetzigen  Periode  vollzogen.  Es 
ist  hier  vor  allem  auf  Möbius  Entwickelung  hinzuweisen.**)  Nach- 
dem von  vier  Paaren  homologer  Punkte  aus  durch  eine  Neti- 
construction  die  collineare  Beziehung  zwischen  zwei  Ebenen  auf- 
gebaut ist,  zeigt  sich,  dafs  je  zwei  homologe  Punkte  gegen  zwei 
homologe  Dreiecke  die  barycentrischen  Ausdrücke 

tpÄ  +  tl^B  -}-  xC  und  a(pÄ'  +  b^B'  -f-  €%€' 

besitzen.  EQeraus  läfst  sich  der  Schlufs  ziehen,  der  sich  sofort  auf 
den  Baum  ausdehnen  läijst,  dafs  zwei  Punkte  collineare  Ebenen  be- 
schreiben, wenn  die  barycentrischen  Coordinaten  des  einen  lineare 
Functionen  derjenigen  des  anderen  Punktes  sind.  Sodann  ist  eine 
Abhandlung  von  Magnus***)  zu  erwähnen.  Ihre  Hauptbedeutung  be- 
steht darin,  dals  zum  ersten  Male  —  abgesehen  von  einer  flüchtigen 
Bemerkung  Plücker's  [XXlll,4]  —  eine  quadratische  Verwandtschaft 
auf  rechnendem  Wege  behandelt  wird.    Die  geometrische  Forschung 


1 


*)  Waring,  MisceUanea  analytica,  Cambridge  1762,  8.  82. 
♦•)  Möbius,   Barycentrischer  Calcul,  §§  219,  228  (ges.   W.    Bd.  1, 
S.  268,  276). 

^*)  Magnus,  Nouvelle  m^thode  ponr  d^couvrir  des  th^or^mes  de  wSo- 
m^trie,  Crelle's  Joum.,  Bd.  8,  1832,  S.  51—68.  Die  Anwendung  der  oben 
erörterten  quadratischen  Verwandtschaft  auf  Cissoide,  Lemniscate,  Car- 
dioide  etc.  bildet  den  Inhalt  der  Abhandlung:  Magnus,  Quelques  th^rtoet 
de  g^m^trie,  Crelle's  Journal,  Bd.  9,  1882,  S.  185—188. 
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hatte  wiederholt,  und  nicht  blofis  bei  der  Inversion,  die  Untersuchung 
solcher  Verwandtschaften  gestreift  Ich  glaubte  [I,  8]  in  diesem  Sinne 
Entwickelungen  Newton's,  Braikenridge's  und  Maclaurin's 
deaten  zu  sollen.  An  den  Paaren  von  Punkten,  die  in  Bezug  auf 
Kreise,  später  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  conjugirt 
sind,  hatte  femer  Poncelet  [XVI,  4;  XVII,  10]  die  Gesetze  der 
quadratischen  Verwandtschaft  beobachtet.  Gerade  mit  dieser  Unter- 
suchung hängt  diejenige  von  Magnus  aufs  genauste  zusammen. 
Ist  bei  Poncelet  der  redproke  Punkt  eines  gegebenen  der  Schnitt- 
punkt der  Polaren  desselben  nach  zwei  Kegelschnitten,  so  wird  ihm 
bei  Magnus  der  gemeinschaftliche  Punkt  der  Geraden  zugewiesen, 
die  ihm  in  zwei  beliebigen  reciproken  Beziehungen  entsprechen. 
Dieser  Zusammenhang  wird  in  der  That  zum  Ausdruck  gebracht, 
wenn  man  fär  zwei  Coordinatenpaare,  u,  v  und  x^  y,  zwei  bilineare 
Gleichungen  annimmt.     Die  Geraden 

Ax  +  -By  +  C  =  0,         A^x  +  B^y  +  Ci  =  0, 

in  deren  Coefßcienten  u,  v  linear  eingehen,  entsprechen  dem  Punkte 
tf,  f?  in  zwei  reciproken  Beziehungen.  Für  x  und  y  erhält  man 
Ausdrücke  von  der  Form 

^^  AB^  --A^B'  y^  AB^  —A^B' 
Da  die  drei  Formen  zweiten  Grades  BC^ — B^C^  CA^  —  C^Aj 
ABy^  —  A^B  an  drei  Stellen  zugleich  verschwinden,  so  entsprechen 
Geraden  der  (flj,y)- Ebene  —  und  natürlich  auch  der  (u,t;)- Ebene  — 
Kegelschnitte  mit  drei  gemeinsamen  Punkten.  Eine  quadratische 
Verwandtschaft  entsteht  auch,  wenn  man  x,  y  b}s  gebrochene  lineare 
Functionen  von  u  und  v  ansetzt.  Dieser  Specialfall  entspringt  aus 
den  allgemeineren  Formeln,  wenn  man  B  und  A^  unterdrückt;  indem 
noch  A  und  B^  identisch  werden,  gelangt  Magnus  zu  einer  auch 
von  Mob  ins  benutzten  analytischen  Darstellung  der  collinearen  Be- 
ziehung. Bei  einer  genaueren  Untersuchung  der  collinearen  Beziehung, 
die  er  an  anderer  Stelle  gegeben  hat,  ist  Magnus  von  dieser  Dar- 
stellung ebenfalls  ausgegangen.*)  Ich  werde  diese  Entwickelung 
später  näher  verfolgen. 


XXIIL  Die  EinfBlmuig  der  trimetriselien  Coordinaten.    MSbins' 
barycentrischer  Calcfil. 

1.  Mehrere  Jahrhunderte  hindurch  hatte  man  sich  mit  der  von 
Descartes  eingeführten  Methode,  die  Ebene  auf  die  Mannigfaltig- 
l^t  zweier  von  einander  unabhängiger  Grössen  abzubilden,  begnügt. 

*)  Magna 8,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der 
äiuÜTtiBchen  Geometrie,  Berlin  1838,  S.  81  ff. 

13» 
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In  einer  Zeit,  in  der  das  Interesse  sich  vorzüglich  den  projectivischen 
Beziehungen  zuwandte,  musste  sich  diese  alte  Methode  bald  als  un- 
zulänglich erweisen.  Noch  war  die  Algebra  nicht  weit  genug  fort- 
geschritten, dafs  die  kleinen,  aus  spedeller  Lage  des  Coordinaten- 
sjstems  entspringenden  Vortheile  entbehrlich  wurden,  und  so  muüste 
häufig  eine  in  der  Natur  der  Sache  nicht  begründete  ünsymmetrie 
in  den  Kauf  genommen  werden.  Auf  diese  Weise  entstand  au£5 
natürlichste  der  Wunsch,  den  Coordinatenbegri£f  zu  erweitem  und 
an  die  Stelle  des  gewöhnlichen  Axenkreuzes  ein  Fundamentaldreieck 
einzusetzen.  Andererseits  trat  z.  B.  bei  der  Untersuchung  der 
Polareigenschaften  das  Bedürfiiis  unabweislich  hervor,  die  (rebüde  in 
homogener  Gleichungsform  darzustellen.  Dasselbe  wurde  zunächst 
befriedigt,  indem  zu  den  einzelnen  Gliedern  in  der  Gleichung  die 
entsprechenden  Potenzen  einer  Grösse  t  als  Factoren  gefügt  wurden, 
welche  während  der  ganzen  Rechnung  den  Wert  1  beibehält  Nodi 
einige  der  Hauptabhandlungen  Hesse' s  begnügen  sich  mit  diesem 
primitiven  Hülfsmittel.  Für  die  Geometrie  der  Ebene  lässt  sich  in 
sehr  anschaulicher  Weise  ein  Coordinatendreieck  einführen,  indem 
man  ein  gegen  die  Ebene  geneigtes  räumliches  Coordinatensjstem 
einführt  und  die  Kegel  benutzt,  welche  die  Bestandteile  der  Figur 
projiciren.  Ich  hatte  bereits  bemerkt,  dafs  Cajlej  noch  1845  di^ 
Hülfismittel  beim  Beweise  des  Pascal' sehen  Satzes  anwandte  [II,  15]. 
Aber  bereits  Chasles*)  hat  von  einem  ähnlichen  Princip  Gebranch 
gemacht,  um  nachzuweisen,  dass  zwei  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt polarreciproke  Dreiecke  perspectivisch  liegen**),  entwickelt 
er  den  räumlichen  Satz:  „Die  drei  Ebenen,  von  welchen  jede  eine 
Kante  eines  Trieders  mit  dem  Pole  der  gegenüberliegenden  Ebene 
nach  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  verbindet,  haben  eine  Ge- 
rade mit  einander  gemein.^  Der  Beweis  lälst  sich  dadurch  verein- 
fachen, dass  man  die  Kanten  des  gegebenen  Trieders  zu  Coordinaten- 
azen  macht.  Ist  die  Oberfläche  ein  vom  Anfangspunkt  ausgehender 
Kegel,  so  wird  man  ohne  weiteres  auf  den  Satz  der  Ebene  zurück- 
geführt, dessen  Beweis  dann  auf  dem  obigen  Princip  beruht 


*)  Chasles,  Demonstration  de  quelques  propri^t^s  du  triangle,  de 
Tangle  triädre  et  du  tätra^dre,  consid^r^s  par  rapport  aux  lignes  et  snr- 
faces  du  second  ordre,  Gerg.  Ann.,  Bd.  19,  1828  u.  1829,  S.  65 — 85.  (Nr.  7, 9.) 
**)  In  anderer  Form  kommt  der  Satz  bereits  bei  Poncelet  vor. 
Ver^l.:  Poncelet,  Becherches  diverses  sor  le  lieu  des  centres  des  sections 
comques  etc.  Geig.  Ann.,  Bd.  12,  1821  u.  1822,  S.  2«8 — 248.  Sind  die 
Pole  A,  £  zweier  Geraden  a,  b  hinsichtlich  eines  Kegelschnittes  gegeben, 
so  beschreibt  der  Pol  einer  dritten  Geraden  c  einen  vom  Ejreuzungspnnkt 
von  a  und  6  ausgehenden  Strahl  Cj.  Die  Paare  -4.,  a;  5,  6;  c,  c^  werden 
durch  zwei  Punkte  CT,  V  harmonisch  getrennt,  in  denen  sich  die  in  6e> 
tracht  gezogenen  Kegelschnitte  berühren.  Aus  ähnlichen  Gründen  be- 
schreibt die  Polare  emes  beliebigen  Punktes  einen  Strahlenbüschel,  wenn 
diejenigen  von  zwei  Punkten  voniegen.    (S.  248.) 
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2.  In  rechten  FIuDb  gelangte  die  Angelegenheit  zuerst  durch  die 
Arbeiten  Bobillier's.  Bereits  an  früheren  Stellen  trat  hervor,  in 
welchem  Mause  er  es  verstand,  den  von  Lame  aufgestellten  Grand- 
gedanken  frachtbar  zu  machen  and  weiterzubilden.  Ich  entwickelte 
schon,  dals  er  den  einem  Viereck  amschriebenen  Kegelschnitt  in  den 
beiden  Formen 

aAÄ'  —  hBB'^O, 

yA  +  hB  =  0;   yB' +  aÄ' =  0 

darstellte  und  hieraus  den  ersten  Beweis  des  Pascarschen  Satzes 
im  Sinne  der  modernen  analytischen  Geometrie  ableitete.*)  Liegt 
in  dieser  Entwickelung  eine  analytische  Darstellung  für  die  Erzeugung 
des  Kegelschnittes  durch  projectivische  Strahlenbüschel,  so  lieferte  er 
an  anderer  Stelle**)  den  Nachweis,  dafs  ein  einschaliges  Hyperboloid 
das  Erzeugnis  projectivischer  Ebenenbüschel  ist.  Ausführlicher  mufs 
ich  auf  eine  dritte  Arbeit  Bobillier's  eingehen***),  welche  den  eben 
genannten  vorangeht  Sind  A^  By  C  beliebige  lineare  Functionen 
der  Coordinaten  x,  ^,  so  stellt 

ABC^O 

offenbar  ein  Dreieck  dar,  und  augenscheinlich  („visiblement^*)  ist 

aBC+hCA  +  cAB  —  0 

die  Gleichung  eines  diesem  Dreiecke  umschriebenen  Kegelschnittes, 

aB  +  hA  =  0 

diejenige  einer  Geraden,  welche  von  einer  Ecke  des  Dreiecks  ausgeht. 
Ans  der  Zusammenstellung  beider  Gleichungen  folgt  die  Hülfsgieichung 

cAB  —  0. 

Die  Gerade  tnfiPb  die  Curve  mithin  in  Punkten,  die  sie  mit  den 
Geraden  ^  »»  0,  j?  =»  0  gemein  hat,  sie  berührt  dieselbe  in  einer 
Ecke  des  Coordinatendreiecks.  Der  Schnittpunkt  der  so  bestimmten 
Tangente  mit  der  gegenüberliegenden  Seite  C  =  0  des  Dreiecks  und 
die  beiden  entsprechenden  Punkte  genügen  der  Bedingung 

a    ^    h    ^    c  ' 

man  gelangt  zu  der  analytischen  Begründung  des  Satzes  (S.  323): 
»Bildet  man  aus  den  Verbindungslinien  dreier  Punkte  eines  Kegel- 
schnittes ein  Dreieck,  ein  zweites  aus  den  zugehörigen  Tangenten,  so 


•)  Veigl.:  n,  16. 
•^  Vergl.:  IX,  6. 

^  Bobillier,  Essai  sur  an  nonveaa  mode  de  recherche  des propri^t^s 
de  r^tendne;  Gerg.  Ann.,  Bd.  18,  1827  a.  1828,  8.  820—389. 
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schneiden  sich  entsprechende  Seiten  in  drei  Punkten  einer  Geraden, 
und  die  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  laufen  durch  einen 
Punkt/'  Nachdem  Bobillier  statt  der  Grössen  A, £,  C  die  Ausdrücke 
hC  -\-  cB^  c J.  -f-  aCj  aB  +  6  J.  in  die  Gleichung  des  Eegelsdinittes 
eingeführt  hat,  gelangt  er  zu  der  Gleichung 

aU*  +  h^B^  +  c^C^  —  2bcBC  —  2caCÄ  —  2al>ÄB  =  0 

eines  Kegelschnittes,  welcher  die  Seiten  des  Coordinatendreiecks  be- 
rührt (S.  325).  Sind  in  der  oben  durchgeführten  Betrachtung 
Äy  B,  C  lineare  homogenene  Functionen  von  x,  y,  jer,  so  erhält  man 
auf  einen  Kegel  bezügliche  entsprechende  Eigenschaften.  Indem  er 
hierauf  ein  Tetraeder 

ÄBCD  =  0 

zu  Grunde  legt  und  die  Gleichung  einer  umschriebenen  Oberfl&che 
zweiter  Ordnung 

aBC  +  hCÄ  +  cÄB  +  aÄD  +  ßBD  +  yCD  =  0 

benutzt,  gelangt  Bobillier  zu  dem  räumlichen  Satz  (S.  335):  ^Bildet 
man  aus  vier  Punkten  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  anderer- 
seits aus  den  zugehörigen  Tangentialebenen  zwei  Tetraeder,  so  smd 
einmal  die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen,  andererseits  die  Ter- 
bindungslinien  entsprechender  Ecken  je  yier  Erzeugende  je  eines  ein- 
schaligen  Hyperboloides."  Das  erstere  Hyperboloid  hat  (S.  333)  die 
Gleichung 

a/Jy  .2>«  -f  [a{ßh  +  yc)Ä  +  ß{yc  +  €ca)B  +  y{aa  +  ßh)C]B 

+  {(xA  +  ßB  +  yC)(bcA  +  caB  +  ahC)  =  0, 

während  das  zweite  in  der  Form 

^{ßh  —  yc){ßb  +  yc  —  cca)  {aBC  +  aÄD)  =  0 

dargestellt  werden  kann  (S.  335).  Bobillier  weist  zum  Schlois 
eines  jeden  der  beiden  Hauptabschnitte  darauf  hin,  dals  A^^O^ 
^  =  0,  0  =  0,...  auch  Gleichungen  von  Curven,  bez.  Flächen 
höherer  Ordnimg  bedeuten  können.  Man  gelange  so  zu  sehr  allge- 
meinen Sätzen,  welche  jedoch  (S.  325)  infolge  einer  gewissen  Be- 
dürftigkeit (,4'indigence")  der  Sprache,  die  für  so  allgemeine  Ent- 
wickelungen  nicht  geschaffen  sei,  nicht  ausgesprochen  werden  könnten. 
3.  Ich  möchte  zimächst  einige  Bemerkungen  über  Verallgemeine- 
rungen einschalten,  welche  die  obigen  Resultate  Bobillier' s  erfuhren. 
Sein  Dreieckssatz,  der,  wie  bemerkt  [DI,  8],  bereits  bei  Maclaurin 
vorkommt,  ist  in  dem  angeführten  Resultat  Chasles'  enthalten,  nach 
dem  irgend  zwei  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  polarreciproke 
Dreiecke  perspectivisch  liegen  [XXm,  1].    Als  Verallgemeinerang  des 
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Bobillier'schen  Tetraedersatzes  entwickelt  Chasles  ans  demselben  das 
Theorem:  „Sind  zwei  Tetraeder  AB  CD  nnd  A^B^CiD^  hinsichtlich 
einer  Oberflftche  zweiter  Ordnung  O  polarreciprok,  so  liegen  die 
Schnittlinien  a^  hy  c^  d  entsprechender  Ebenen  auf  einem,  die  Ver- 
bindungslinien a^y  &j,  Cj,  d^  entsprechender  Ecken  auf  einem  zweiten 
einschaligen  Hyperboloid/^  In  der  That,  die  Schnittpunkte  von  a,  5,  c 
mit  den  Seiten  BC^  CA^  AB  liegen  auf  den  Polaren  von  J.,  B^  C 
nach  dem  in  ABC  liegenden  Kegelschnitt  von  <Z>  und  gehören 
deshalb  einer  Geraden  d'  an,  die  notwendig  auch  die  in  ABO 
liegende  Gerade  d  durchschneidet.  Man  erhält  also  zwei  Gruppen 
a,  ft,  c,  d  und  a\  h%  c\  d'  sich  auf  einander  stützender  Geraden, 
die  notwendig  einem  Hyperboloid  angehören.  Genau  ebenso  kann 
der  zweite  Satz  erwiesen  werden  (Nr.  15).*)  Ist  die  Oberfläche 
eine  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  D,  so  liegen  die  Pole  von  DBC^ 
DCA^  DAB  senkrecht  über  diesen  Ebenen  im  Unendlichen,  der 
Pol  Ton  ABC  aber  auf  dem  vom  Mittelpunkte,  also  von  D  aus, 
geflkllten  Lote.  Es  entsteht  mithin  aus  dem  zweiten  Theorem  als 
SpecialfELÜ  der  Satz  (Nr.  16):  „Die  Höhen  eines  Tetraeders  ge- 
hören stets  einer  und  derselben  Geradenschar  eines  Hyperboloids 
an.^^  Freilich  naturgemälser  ergiebt  sich  dieser  Satz  aus  einer  dem 
allgemeinen  Beweisyerfahren  nachgebildeten  SchluJsweise.  Die  Ebenen, 
welche  auf  einer  Tetraederfläche  senkrecht  stehen  und  eine  ihr  nicht 
angehörige  Kante  enthalten,  schneiden  sich  zu  drei  und  drei  in  vier 
Ton  den  Ecken  des  Tetraeders  ausgehenden  Geraden,  die  von  allen 
Höhen  zugleich  getroffen  werden.  Deshalb  gehören  die  Höhen  in 
die  eine,  die  vier  Hfilfsgeraden  in  die  andere  Schar  eines  imd  des- 
selben einschaligen  Hyperboloids.  Diesen  Beweisgang  wird  Steiner**) 
im  Auge  gehabt  haben,  als  er  den  Satz  aussprach:  „Durch  einen  be- 
liebigen Punkt  einer  Höhe  eines  Tetraeders  kann  man  eine  Gerade 
legen,  die  auch  die  drei  anderen  Höhen  trifft.'* 

4.  Nach    dieser   Abschweifung  kehre   ich   zu  dem   eigentlichen 
Gegenstande  zurück.     Niemand  wird  die  groiJse  Bedeutung  der  so- 


^)  Es  sei  anf  rechnende  Beweise  der  beiden  Sätze  von  Cayley, 
Ferrers,  Salmon,  Brioschi  hingewiesen,  vergl.:  Quart.  Joum.,  od.  1, 
1867,  S.  7—10,  191—196,  287-241,  868—870.  Auch  Weddle  beweist 
den  Satz  gelegentlich  in  einer  später  genauer  zu  besprechenden  Abhand- 
lung.   Vergl:  Camb.  Dubl.  Jonm.  Bd.  6  (10),  1861,  S.  128. 

^  Steiner,  Aufgaben  und  Lehrsätze,  erstere  aufzulösen,  letztere  zu 
beweisen,  Crelle's  Joum.  Bd.  2,  1827,  S.  96—98  (10.  Lehrsatz},  (Ges.  W. 
Bd.  1,  S.  128).  briger  Weise  macht  Steiner  den  Zusatz,  dais  alle  vier 
Hohen  in  einem  Punkte  zusanmienlaufen,  sobald  sich  irgend  zwei  yon 
ihnen  sduieiden.  Einige  Jahre  später  giebt  er  jedoch  die  richtige  Fassung: 
,^hneiden  sich  zweiHöhen  eines  Tetraeders,  so  begegnen  sich  auch  die 
beiden  anderen  Höhen  desselben^'.  Vergl.:  Systematische  Entwickelung, 
Berlin  1882,  Anhang^  Aufgabe  78.  (Ges.  W.  Bd.  1,  S.  464.)  Bobillier 
hat  besondere  Fälle  semes  Tetraedersatzes  —  den  übrigens  nach  der  Fufsnote 
m  S.  336  auch  Steiner  Gergonne  mitgeteilt  hatte  —  ebenÜEdls  angefahrt. 
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eben  besprochenen  Abhandlmig  Bobillier's  in  Abrede  stellen,  nnd 
doch  mufs  man  feststellen,  dafs  noch  ein  letzter  Schritt  zu  thun 
war,  um  zum  Begriff  der  trimetrischen  Goordinaten  zu  gelangen. 
Es  ist  offenbar  noch  erforderlich,  dem  Werte,  welchen  eine  lineare 
Function  von  Xy  y  fär  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  annimmt, 
eine  geometrische  Bedeutung  abzugewinnen.  Freilich  war  sogar  die 
entsprechende  Entwickelung  f&r  den  Baum  gegeben  worden.  Bereits 
Monge*)  weist  nach,  daJs  die  linke  Seite  der  auf  die  Form 
C^ax—  hy^z  ^^ 

gebrachten  Gleichung  einer  Ebene  for  einen  Punkt  x\  y\  z  aulser- 
halb  derselben  das  von  ihm  aus  gefällte  Lot,  behaftet  mit  einem 
Vorzeichen,  darstellt.  Aber  die  Verknüpfong  dieses  TöUig  in  Ver- 
gessenheit geratenen  Resultates  mit  Entwickelungen,  wie  ich  sie  so- 
eben schilderte,  findet  sich  zuerst  bei  P lue k er.  In  seiner  frühesten 
hierher  gehörigen  Schrift**),  welche  aus  dem  Jahre  1829  stammt, 
stellt  er  den  Satz  an  die  Spitze,  daüs  die  Abstände  j),  9,  r  eines 
Punktes  von  den  Seiten  eines  Dreiecks  lineare  Functionen  der 
Goordinaten  des  Punktes  sind.***)  Nach  dieser  Bemerkung  stellt  jede 
Gleichung  m**°  Grades  zwischen  |?,  ^,  r  eine  Curve  m*®'  Ordnung 
dar.  „Wir  werden",  föhrt  er  fort,  „uns  in  dem  Folgenden  auf  homo- 
gene Gleichungen  beschränken";  dafs  sie  die  allgemeinsten  algebra- 
ischen Curyen  darstellen,  folgert  er  aus  der  Constantenabzählung. 
Wie  man  sieht,  ist  die  Einfuhrung  der  trimetrischen  Goordinaten  nicht 
eben  befriedigend.  Bei  weitem  vorzuziehen  ist  der  jetzt  allgemein 
übliche  Weg,  a;,  y  und  1,  in  welchen  GröDsen  die  Ausdrücke  |),  g,  r 
linear  und  homogen  sind,  durch  ^^  ci^  r  linear  und  homogen  aus- 
zudrücken und  diese  GröDsen  in  die  ursprüngliche  Gleichung  ein- 
zuführen.    Die  Bedeutimg  der  Constanten  in  der  Gleichung 

1?  -|-  ag  +  6r  =  0 

einer  Geraden  vnrd  mit  Hülfe  ihrer  Schnittpunkte  mit  den  Coordi- 
natenaxen  erläutert.     EQeraus  wird  der  Winkel  ermittelt,  den  sie  mit 

*)  Monge,  Application  de  Tanalyse  ä  la  gäom^trie,  Paris  1807,  S.  11. 
Der  entsprechende  Satz  der  Ebene  kommt  bereits  bei  Waring  vor;  er 
entwickelt,  dafs  die  in  bestimmter  Richtung  von  einem  Punkte  nach  einer 
Geraden  hin  gezogene  Strecke  eine  lineare  Function  der  Goordinaten  ist, 
und  gelangt  so  zu  einer  wesentlichen  Verallgemeinerunff  des  Theorema 
ad  tres  aut  quatuor  lineas,  sowie  zu  der  Glei(äung  eines  Büschels,  dessen 
beide  bestimmende  Gurren  in  Geraden  zerfallen.  Yergl.:  Waring, 
Miscellanea  anidytica,  Cambridge  1762,  S.  101  ff. 

*^)  Plücker,  Ueber  ein  neues  Coordinatensystem.  Crelle's  Jouin.,6d.5, 

1880,  (Heft  1,  1829),  S.  1—86  (Abb.,  Bd.  1,  S.  124—168).  Die  Arbeit  ist  auch 

ffir  dde  Polarentheorie  von  Bedeutung    Ich  komme  darauf  an  anderer  Stelle. 

***)  Plücker  weist  auf  seine  analytisch-geometrischen  Entwickelangen 

hin,  Bd.  1,  Essen,  1828,  (Nr.  28  ff.). 
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einer  der  Axen  bildet,  und  aas  der  Vergleichnng  dieser  Werte  für 
zwei  Gerade  die  Bedingung  fOlr  den  Parallellismus  derselben  ge- 
Wonnen.  Die  Gleichungen  zweier  parallelen  Geraden  unterscheiden 
sich  um  einen  bestimmten  linearen  Ausdruck,  der  offenbar  nur  fOr 
unendlich  ferne  Punkte  verschwinden  kann.  „Die  lineare  Form  dieser 
Gleichung  zeigt,  daljs  alle  unendlich  weit  entfernten  Punkte  einer 
und  derselben  Ebene  als  in  gerader  Linie  liegend  angesehen  werden 
mässen."  In  einer  Fufsnote  (zu  Nr.  11)  weist  Plücker  darauf 
hin,  dafjs  auch  Poncelet  aus  der  Theorie  der  Projection  diesen 
Satz  hergeleitet  habe,  und  nimmt  Bezug  auf  die  oben  [XVI,  6]  an- 
gef&hrte  Stelle  des  Tndte.  Es  erscheint  ihm  sehr  bemerkenswert, 
dails  sich  dieser  Satz  in  seiner  neuen  Theorie  direct  ergiebt  und 
sogar  eine  Gleichimg  des  Gebildes  angegeben  werden  kann.  Zu  den 
Folgerungen  Poncelet's  gelange  er  so  auf  einem  Wege,  der  gegen 
jeden  Einwurf  gesichert  sei.  Den  hiermit  implicite  ausgesprochenen 
Tadel  gegen  Poncelet's  Entwickelungen  mufs  man  aber  als  un- 
berechtigt zurückweisen.  Bei  zwei  perspectivisch  auf  einander  be- 
zogenen Ebenen  ergiebt  —  selbstverständlich  auf  dem  Boden  der 
Euklidischen  Baumanschauung  —  die  Betrachtung  der  Fluchtlinien 
einen  unumstößlichen  Beweis  dafEbr,  da£s  das  unendlich  ferne  Gebilde 
einer  jeden  Ebene  als  (rerade  betrachtet  werden  muJs. 

Plücker  legt  nun  die  allgemeinste  Gleichung  des  Kegelschnittes 

Äp*  +  2Bpq  +  2Cpr  +  Dq^  +  2Eqr  -f  Fr*  =  0 

zu  Grunde,  schliefst  (Nr.  13)  aus  der  Gleichimg 

r  ^  q  ^  p 

eines  dem  Goordinatendreieck  umschriebenen  Kegelschnittes,  dafi» 
jedem  auf  die  Verknüpfung  von  Geraden  bezüglichen  Satze  ein  zweiter 
an  die  Seite  gestellt  werden  könne,  in  dem  durch  drei  feste  Punkte 
gelegte  Kegelschnitte  auftreten.  Er  erläutert  nun  die  Anwendung 
der  neuen  Coordinaten  an  dem  Satze,  dafs  zwei  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  reciproke  Dreiecke  perspectivisch  zu  einander  sind  (Nr.  16), 
und  wendet  sich  dann  der  Aufgabe  zu,  die  Gleichungen  der  Hyperbeln 
aufzustellen,  welche  zwei  der  Coordinatenazen  zu  Asymptoten  haben. 
Die  Form  der  Gleichungen  ist  diejenige  von  Curven,  welche  sich  in 
zwei  Punkten  berühren;  die  Berührungssehne  ist  die  imendlich  ferne 
Gerade.  Goncentrische  ähnliche  Ellipsen  besitzen  eine  ganz  ähnliche 
Gleichungsform  und  berühren  sich  also,  in  Einklang  mit  Poncelet's 
Anschauungen,  in  zwei  unendlich  fernen  Punkten.  Ein  Specialfall 
hiervon  sei  der  Poncelet' sehe  Satz,  nach  dem  zwei  concentnsche 
Kreise  derselben  Ebene  sich  in  zwei  unendlich  fernen  imaginären 
Punkten  berühren.  Auch  hier  kann  Plücker  einen  Ausfall  gegen 
Poncelet  nicht  unterdrücken.     Diese  Anschauung  sei  für  Poncelet 
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Yon  groisem  Wert,  sie  enndgliche  ihm  die  Betrachtung  der  Systeme 
einander  doppelt  berührender  Kegelschnitte.  Die  analytische  Greo- 
metrie  aber  sei  imstande,  ohne  weiteres  die  Gleichung  eines  solchen 
Systems  aufzustellen,  ohne  auf  die  Projection  zurückzugreifen  (Nr.  21). 
Im  Verlauf  der  Arbeit  bringt  Plücker  noch  die  speciellen  Oleichungen 
eines  Kegelschnittes,  wenn  das  Coordinatendreieck  aus  zwei  Tangenten 
und  der  zugehörigen  Berühmngssehne  besteht  oder  mit  einem  Polar- 
dreieck  zusammenfielt. 

5.  Als  Coordinaten  eines  Punktes  fOhrt  Plücker  in  letzter  Ver- 
allgemeinerung die  Werte*)  ein,  welche  drei  ganze  Functionen  zweier 
Veränderlichen  bei  Euisetzung  seiner  cartesischen  Coordinaten  an- 
nehmen. Auf  diese  Weise  tritt  noch  genauer  hervor,  welcher  innige 
Zusammenhang  zwischen  dem  symbolischen  Bechnen  mit  Cmren- 
gleichungen  und  der  Einführung  allgemeinerer  Coordinaten  obwaltet 
In  der  Ausnutzung  des  ersteren  Hül&mittels  bestand,  wie  Plücker 
ausdrücklich  hervorhob,  der  Hauptzweck,  den  er  im  ersten  Bande  seiner 
analytisch-geometrischen  Entwickelungen  verfolgte.  Angeregt  dnrch 
Gergonne's  Behandlung'*^)  der  Aufgabe  des  Apollonius,  so  fahrt 
Plücker  in  der  Vorrede  aus,  habe  er  an  immer  neuen  Au^ben 
erkannt,  daljB  es  häufig  nicht  nötig  sei,  auf  die  ursprünglichen  Co- 
ordinaten zurückzugehen,  dafis  es  vielmehr  meistens  nur  auf  über- 
sichtliche Zusammenstellung  einfacher  Operationen  ankomme,  die 
mit  vorliegenden  Ausdrücken  vorzunehmen  seien,  um  au&  schnellste 
zu  Sätzen  über  Curvengruppen  zu  gelangen.  Viele  von  seinen  An- 
wendungen sind  für  die  Entwickelui^  der  synthetischen  Geometrie 
von  erheblicher  Bedeutung.  Bereits  an  verschiedenen  Stellen  dieses 
Berichtes  hatte  ich  auf  solche  Resultate  hinzuweisen.  Der  zweite 
Band  war,  wie  an  früherer  Stelle  [XX,  6]  hervorgehoben  wurde, 
hauptsächlich  dem  Dualitätsprincip  in  der  Ebene  gewidmet.  Die 
Einführung  der  Liniencoordinaten,  mit  deren  Hülfe  sich  dasselbe 
au&  einfachste  ergab,  hatte  Plücker  bereits  in  einer  früheren  Arbeit 
beschäftigt.***)  Die  reciproken  Werte  der  Abschnitte,  welche  eine 
Gerade  auf  den  Coordinatenaxen  abschneidet,  gehen  in  eine  Gleichung 
n*"°  Grades  ein,  weim  die  Gerade  eine  Ourve  n*"  Klasse  umhüllt 
In  einer  Fuijsnote  (zu  Nr.  3)  wird  erörtert,  dals  hiemach  jede  Kette 
von  Beziehungen  zwischen  zwei  Veränderlichen  auf  zwei  ganz  ver- 
schiedene Weisen  gedeutet  werden  kann.  Der  Hauptzweck  der  Arbeit 
ist  aber  doch,  die  neugewonnene  coordinatenmälsige  Bestimmung  der 
Geraden  an  Beispielen  zu  erläutern.  Eines  derselben  (No.  66)  be- 
trifft die  Au%abe,  durch  drei  Punkte  einen  Kegelschnitt  zu  legen, 

*)  Plücker,  System  der  analytischen  Geometrie  etc.  Berlin  1836  (S.  3  fiT/. 
♦♦)  Vergl.  a.  a.  0.  S.  114*. 

**•)  Plücker,  üeber  eine  neue  Art,  in  der  analytischen  Geometrie 
Pnncte  und  Curven  durch  Gleichungen  darzustellen.  Grelle 's  Joom., 
Bd.  6,  1880,  S.  107—146,  (Abh.,  Bd.  1,  S.  178—219). 
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welcher  einen  vorliegenden  doppelt  berührt.  Die  Pole  der  vier  in 
Betracht  kommenden  Berührangssehnen  sind  die  Ecken  eines  yoll- 
stftndigen  Vierecks,  von  dessen  Seitenpaaren  jedes  mit  zweien  der 
Tangentenpaare,  die  sich  Ton  den  gegebenen  Punkten  ans  an  den 
Kegelschnitt  legen  lassen,  zu  einem  Büschel  gehört.  Er  sei,  fügt 
Flacker  hinzu,  auf  diese  Art  zu  einer  indirecten  Bestätigung  des 
Satzes  von  Brianchon  gelangt.  Biese  Art  des  Beweises  war  auf 
ihre  kürzeste  Form,  wie  oben  [IE,  16]  bemerkt  wurde,  durch  Sal- 
mon  gebracht  worden.  Eine  ausführliche  und  zusammenfassende 
Darlegung  über  die  neuen  Coordinatensjsteme  hat  Plücker  1835*), 
die  Ausdehnung  auf  den  Baum  1846''^)  gegeben. 

6.  In  einem  Bericht  über  die  Entwickelung  der  sjnthetischen 
Geometrie  konnte  über  die  soeben  angeführten  Abhandlungen  ziem- 
lich kurz  hinweggegangen  werden.  Nicht  so  ist  es  mit  dem  Werk 
des  dritten  Hauptschöpfers  der  modernen  analytischen  Geometrie,  mit 
Möbius'  barycentrischem  Galcul***),  jenem  „niemals  genug  zu  be- 
wnndemden  Werke",  —  so  etwa  ftufsert  sich  Clebschf)  —  „dessen 
tiefe  und  neue  Gedanken  vielleicht  wegen  der  anspruchslosen  Form, 
in  der  ihr  Verfasser  sie  veröffentlichte,  in  ihrer  Bedeutung  gewöhn- 
lich erst  erfaTst  wurden,  wenn  andre  Geometer  der  Beihe  nach  auf 
die  von  Möbius  behandelten  Momente  durch  die  zwingende  Not- 
wendigkeit des  natürlichen  Fortschritts  der  Wissenschaft  geführt 
wurden".  Höchste  Anerkennung  mufs  dem  Werke  fast  noch  weit 
mehr  die  synthetische,  als  die  analytische  Geometrie  zollen.  Denn 
es  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  dafs  die  Geschmeidigkeit  des  neuen 
Hülfsmittels,  welches  Möbius  dem  Analytiker  in  die  Hände  giebt, 
Ton  ihm  selbst  nicht  immer  vollständig  ausgenutzt  wird. 

In  der  Einleitung  kommt  Möbius  sogleich  auf  eine  in  ihrer 
Einfachheit  doch  so  folgenreiche  Unterscheidung,  auf  welche  schon 
wiederholt  hingedeutet  wurde.  Die  Bezeichnung  ÄB^  bezogen  auf 
zwei  beliebige  Punkte  einer  Geraden,  soll  nicht  mehr  nur  die  abso- 
lute Entfernung  der  Punkte  Ä  und  B  bezeichnen.  Die  Bewegung 
Ton  Ä  nach  B  wird  entweder  in  der  willkürlich  fixirten  positiven 
oder  der  ihr  entgegengesetzten  Bichtung  erfolgen.  Je  nachdem  das 
eine  oder  das  andere  eintritt,  soll  der  Gröijse  AB  das  positive  oder 
das  negative  Vorzeichen  inne  wohnen.  Unter  diesen  Voraussetzungen 
ist  z.  B.  die  Beziehnug 

•)  a.  a.  0.  S.  202*. 

**)  Plücker,  System  der  Geome^trie  des  Räumet  etc.,  Düsseldorf,  1846. 

***)  Mob  ins,  Der  barycentrische  Calcul,   ein  neues  Hülfsmittel  zur 

analytischen  Behandlung  der  Geometrie,  Leipzig  1827;  (Ges.  W.,  Bd.  1, 

S.  1—388).    Die  von  mir  angefahrten  Zahlen  beziehen  sich  auf  die  §§ 

des  Werkes. 

t)  Clebsch,  Zum  Gedftchtniss  an  Julius  Plücker.  Abh.  d.  Götting. 
Ak.,  Bd.  16,  1872,  S.  1—40  (Abh.  von  Plücker,  Bd.  1,  S.  XX). 
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xmabhttngig  Ton  der  gegenseitigen  Lage  der  Pnnkte  Äy  jB,  C  und 
kann  auf  die  symmetrische  Form 

JBC+CÄ  +  ÄB^O 

gebracht  werden.  Biese  neue  Anschauung,  welche  auch  bei  Strecken 
in  parallelen  Geraden  gültig  ist,  kann  auf  Figuren  in  der  Ebene 
und  im  Baume  ausgedehnt  werden.  Bei  einem  aus  drei  Punkten 
Äy  By  C  einer  Ebene  gebildeten  Dreieck  stellt  z.  B.  ABC  den 
Inhalt,  behaftet  mit  einem  positiven  oder  negativen  Vorzeichen  d&r, 
je  nachdem  ein  Strahl,  dessen  einer  Endpunkt  im  Innern  des  Drei- 
ecks festgelegt  ist,  und  dessen  anderer  Endpunkt  im  Sinne  ABC 
den  ümfiang  des  Dreiecks  durchl&uft,  sich  in  dem  von  vorne  herein 
gewählten  positiven  oder  dem  entgegengesetzten  negativen  Sinne 
dreht.  *)  Will  man  endlich  bei  vier  beliebigen  Punkten  Ä^  B^C^d 
im  Baume  über  das  Vorzeichen  der  Grö&e  ÄBCD,  deren  absoluter 
Wert  stets  mit  dem  Tetraedervolumen  zusammenfUlt,  eine  Ent- 
scheidung treffen,  so  kommt  es  darauf  an,  in  welchem  Sinne  f&r 
einen  in  D  befindlichen  Beobachter  der  oben  beschriebene  Fahrstrahl 
sich  bewegt. 

7.  Nach    diesen   Festsetzungen  besteht  für   vier  Punkte  einer 
Ebene  stets  die  Beziehung 

DBC  +  ABC  +  ABB  =  ABC-, 

fär  fünf  Punkte  im  Baume  ergiebt  sich  die  Belation 

EBCD  +  AECD  -f  ABEB  +  ABCE  —  ABCD, 

Wenn  nun  die  Punkte  -4,  ^,  C,  D,  JB7,  . . .  im  Baume,  mit  den 
Gewichten  a,  5,  c,  d,  e,  ...  belastet,  den  Schwerpunkt  S  besitzen^ 
und  in  beliebiger  Bichtung  durch  5,  A^  By  C,  B^  E^  . . .  gezogene 
Parallelen  eine  Hül&ebene  in  den  Punkten  S\  A\  B\  C\  B\  E\  ... 
treffen,  so  besteht  die  Belation 

=  aAA'  +  hBB'  +  cCC  +  dBB' +  eEF/  +  -  •, 

wobei  die  Vorzeichen  der  Strecken  der  obigen  Begel  unterliegen. 
Will  man  einen  fünften  Punkt  P  als  Schwerpunkt  von  vier  Ponkten 
Ay  By  C,  B  auffassen,  so  sind  nach  dieser  Formel  die  Lasten 
a,  5,  c,  d  aus  den  Proportionen 

^  Möbius  drückt  dies  (17)  etwa  folgendermafsen  aus:  der  Perimeter 
eines  Dreiecks  kann  in  zweierlei  Sinne  durchlaufen  werden.  Heifse  die 
eine  Bewegung,  z.  B.  die  von  der  Linken  nach  der  Bechten,  wenn  man 
sich  innerhalb  der  Fl&che  des  Dreiecks  und  das  Auge  auf  sie  herabsehend 
denkt,  die  positive,  die  andere,  von  der  Bechten  nach  der  Linken,  die 
negative  etc. 
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a-]-  b  '{'  c  -{-  d:  a:h  :  c:d 
=  AJBCD  :  PBCD  :  APCD  :  ÄBPD  :  ABCP 

za  bestimmen;  and  umgekehrt  gehört  zu  vier  beliebigen  Lasten 
(barycentrischen  Coordinaten)  a,  5,  c,  d  ein  Schwerpunkt  P,  wenn 
nicht  die  Relation 

a+5+c+d=0 

besteht,  in  welchem  Falle  jedoch  noch  von  einem  unendlich  fernen 
Schwerpunkt  gesprochen  werden  kann.  In  entsprechender  Weise 
können  in  der  Ebene  die  barycentrischen  Coordinaten  a^  h^  c  eines 
Punktes  hinsichtlich  ^  £,  C  aus  der  Formel 

a  +  b  +  c:aibic^ÄBC:PBC:  ÄPC :  ÄBP 

ermittelt  werden,  und  es  stellt 

a  +  5  +  c  =  0 

die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  dar.  Endlich  unterliegen  die 
baiycentrischen  Coordinaten  a,  b  eines  beliebigen  Punktes  P  der 
Geraden  AB  den  Proportionen 

a  +  b:a:b  =  AB:AP:PB. 

6.  Würde  jetzt  die  Bemerkung   gemacht,    daüs    eine   beliebige 
Gleichung  von  der  Form 

/•(a,  6,  c)  =  0     oder    f{a,  &,  c,  d)  ==  0 

eine  ebene  Curve  oder  eine  Fläche  darstellt,  welche  ja  durch  die 
Betrachtung  der  unendlich  fernen  Elemente  schon  so  nahe  gelegt 
war,  so  wäre  in  um&ssender  Weise  die  analytische  Geometrie  auf 
eine  neue  Grundlage  gestellt.  Möbius  verdunkelt  aber  diesen  ein- 
fachen Gedanken  durch  eine  eigentümliche  Auffassung,  durch  das 
Operiren  mit  barycentrischen  Ausdrücken:  ein  Punkt  D  in  der 
Ebene  A  B  Chat  den  barycentrischen  Ausdruck  aA-^-bB -\- cC^  wenn 
er  die  barycentrischen  Coordinaten  a,  &,  c  besitzt.  Es  besteht  für 
ilm  die  barycentrische  Gleichung 

aA  +  bB  '\'cC  =  dD, 

Allgemeiner  versteht  Möbius  unter  einer  barycentrischen  Beziehung 
in  der  Ebene  eine  Gleichung  von  der  Form 

aA  +  bB  +  cC=eE-^fF  +  gG, 

wobei  ^,  F,  ff  in  gewisser  Weise  von  A^  B^  C  abhängige  Punkte 
der  Ebene  ABC  sind  und  die  beiden  Coordinatengruppen  a,  5,  c 
^^  ^9  f  9  ^  ^6°  gleichen  Punkt  darstellen  sollen.  Offenbar  ist  eine 
solche  baiycentrische  Gleichung  die  Vereinigung  von  drei,  die  ganz 
entsprechend  gebildete  barycentrische  Gleichung  im  Baume  die  Ver- 
einigung von  vier  Gleichungen.     Das  Operiren  mit  barycentrischen 
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Ausdrücken  läM  ihn  die  erwähnte  Art  der  Darstellong  Ton  Cnrven 
und  Flächen  nur  für  den  Fall  anendlich  femer  Gebilde  in  der  Ebene 
und  im  Raum  benutzen.  Bei  der  Darstellung  einer  Cuire  oder  Fläche 
ist  er  stets  dazu  gezwungen,  in  dem  barycentrischen  Ausdruck  eines 
auf  dem  Gebilde  beweglichen  Punktes  die  Goordinaten  a,  &,  c,  bez. 
a,  &,  c,  d  als  Functionen  eines  oder  zweier  Parameter  darzusteUen. 
Diese  explicite  Darstellung  der  Gebilde  bewahrt  die  notwendige  Ge- 
schmeidigkeit nur  in  den  einfachsten  Fällen,  auf  die  Möbius  sich 
aus  diesem  Grunde  beschränkt.  Auch  steht  es  ganz  und  gar  im 
Zusammenhange  damit,  dals  er  den  Hauptvorteil  eines  trimetrischen 
Coordinatensystems,  die  Möglichkeit,  drei  Punkte  auf  ganz  symmetrische 
Art  in  die  Betrachtung  einzuführen,  häufig  ganz  ohne  Veranlassung 
aufgiebt.  Diesen  Umständen  ist  es  wohl  zuzuschreiben,  dals  das 
fundamentale  Werk  yon  Möbius  zunächst  bei  weitem  nicht  so  in 
den  Entwickelungsgang  der  analytischen  Geometrie  eingriff  wie  die 
oben  erwähnten  Arbeiten  Ton  Bobillier  und  Plücker. 

9.  Da 

E  +  wE'  ==aA  +  hB  +  cC  +  w  {a  A  +  h'B  +  c  C) 

der  barycentrische  Ausdruck  für  einen  beliebigen  Punkt  auf  der 
Verbindungslinie  zweier  gegebenen  ist,  so  gelangt  man  (38)  zu  dem 
barycentrischen  Ausdruck 

(a  +  aw)A  +  {h  +  h'w)B  +  (c  +  c'w)C 

der  Geraden,  für  den  Möbius  (40)  mit  scheinbarer  VereinÜEkchnng 

schreibt:  .    ,       -«    •    //.  •        s  ^^ 

A-\'xB'\-{f  +  gx)a 

Die  Determinantengleichung,  welche  die  Goordinaten  dreier  auf  einer 
Geraden  liegenden  Punkte  yerbindet,  giebt  er  (43)  an,  ohne  die 
nahe  liegende  Folgerung  zu  ziehen,  daDs  eine  lineare  Gleichung  unter 
den  barycentrischen  Goordinaten  eines  laufenden  Punktes  stets  eine 
Gerade  darstellt.  Entsprechend  werden  die  Ausdrücke  einer  Geraden 
im  Eaume  und  einer  Ebene,  deren  Coefficienten  lineare  Functionen 
von  einer  oder  von  zwei  Veränderlichen  sind,  auf  die  Formen 

(fx  +  r)A  +  (gx  +  g')B  +  xC -\- D 
und 

A  +  xB  +  yC'{'(f  +  gx  +  hy)D 

zurückgeführt  (47,  51).  Die  Verknüpfung  dieser  Gleichungen  wird 
erörtert.  Man  erhält  den  Ausdruck  einer  Ourve  zweiter  Ordnung, 
wenn  die  barycentrischen  Goordinaten  eines  auf  ihr  beweglichen 
Punktes  ganze  Functionen  zweiten  Grades  einer  Veränderlichen  sind, 
und  kann  (61)  bei  geeigneter  Wahl  des  Fundamentaldreiecks  ihren 
Ausdruck  auf  die  Form  bringen: 

aA-^-xB  +  x^C-, 
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die  Gleichung  stellt,  je  nachdem 

ist,  eine   Ellipse,   Parabel    oder   Hyperbel   dar.      Zu    allgemeineren 

Cmren  übergehend,  hebt  Möbius  (70)  hervor,  dais  nicht  jede  Curve 

«**'  Ordnung   unter   den    speciellen    enthalten   sei,    in   deren   bary- 

centrischem  Ausdruck         ^  .    ,      «    ,    ,  ^ 
fA  +  gB  +  hC 

/*,  ^,  h  ganze  Functionen  n*®°  Grades  einer  Veränderlichen  sind. 
Nachdem  er  dargelegt  hat,  wie  sich  in  dem  barycentrischen  Co- 
ordinatensjstem  die  singulären  Elemente  der  Curve,  ihre  un- 
endlich fernen  Zweige  u.  s.  w.  darstellen,  wendet  er  sich  zu  den 
Ausdrucken  krummer  Linien  im  Baume.  Beschränkt  man  sich  auf 
den  Fall,  in  welchem  die  barycentrischen  Coordinaten  eines  laufenden 
Pmiktes  ganze  Functionen  tif^  Grades  eines  Parameters  sind,  so 
ist  schon  f5r  n  =  2  und  3  die  Zusammenstellung  nicht  vollständig. 
Es  entgehen  uns  die  in  zwei  windschiefe  Gerade  zerfallenden  Curven 
zweiter  Ordnung,  die  Zusammenstellung  von  Curve  zweiter  Ord- 
nung und  Gerade  zu  einer  Curve  dritter  Ordnung.  Die  kurzen 
Bemerkungen  (96  ff.)  aber  über  die  Curve  dritter  Ordnung  sind  von 
wesentlicher  Bedeutung.  In  ihnen  enthalten  ist  die  fundamentale 
Erkenntnis,  dafs  von  einem  beliebigen  ihrer  Punkte  aus  die  Curve 
dnrch  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  projicirt  wird.  Indem  Möbius 
zwei  Punkte  der  Curve  zu  Ecken  des  Fundamentaltetraeders,  die 
Tangenten  und  Schmiegungsebenen  dieser  Punkte  zu  weiteren.  Be- 
stimmungsstücken  des  Tetraeders  macht,  gelangt  er  zu  der  ein- 
fachsten Darstellung  des  Ausdruckes 

aA  +  hvB  +  cv*C  +  dv^D 

för  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung.  Nunmehr  läfst  sich  der  bary- 
centrische  Ausdruck  einer  Tangente  leicht  auffinden;  ihr  Schnittpunkt 
mit  einer  beliebigen  Schmiegungsebene  beschreibt  einen  Kegelschnitt, 
welcher  die  in  derselben  liegende  Tangente  der  Curve  berührt  (98). 
Zum  ersten  Mal  war  es  hiermit  gelungen,  der  merkwürdigsten  Baum- 
curve, die  bisher  nur  ganz  flüchtig  von  Hachette  [X,  2]  erwähnt 
war,  eine  sehr  interessante  geometrische  Eigenschaft  abzugewinnen, 
einen  Ausdruck  dafür,  dais  sie  im  Räume  sich  selbst  dual  gegen- 
über steht,  ebenso  wie  in  der  Ebene  der  Kegelschnitt.  Es  folgen 
(lOlff.)  zwei  Capitel  über  die  Ausdrücke  von  Flächen,  besonders 
zweiter  Ordnung,  und  über  Coordinaten-Verwandlung. 

10.  In  dem  zweiten  Abschnitt  des  Werkes  („von  den  Verwandt- 
schaften der  Figuren  etc.")  giebt  Möbius  Entwickelungen,  die  für  die 
Geometrie  von  grundlegender  Bedeutung  sind.  Zunächst  wird  die 
Gleichheit  ebener  und  räumlicher  Figuren  behandelt,  welche  besteht^ 
wenn  je  zwei  entsprechende  Strecken  beider  Figuren  einander  gleich 
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sind.  Besitzen  die  beiden  Figuren  je  n  Punkte,  so  sind  3n  —  6  Paare 
entsprechend  gleicher  Strecken  notwendig  und  hinreichend,  um 
<jrleichheit  herbeizuführen.  Ebene  gleiche  Figuren  können  stets  zur 
Deckung  gebracht  werden,  räumliche  Figuren  hingegen  nur  dann, 
wenn  sie  gleichstimmt  congruent  sind.  Aber  wollte  man  zwei  in 
derselben  Ebene  befindliche,  sjnmietrisch  gleiche  Figuren,  ohne  ans 
derselben  herauszugehen,  in  einander  überführen,  so  stünde  man  genau 
Yor  derselben  Unmöglichkeit,  die  uns  bei  räumlichen  Figuren  ent- 
gegentritt. Zur  Coincidenz  zweier  gleicher  Figuren  AJBCDE...  und 
Ä'B'C'D'E',,,^  bei  denen  aber  entsprechende  Punkte  auf  ungleich- 
namigen Seiten  Ton  ABC  und  A'B'C'  liegen,  würde,  der  Analogie 
nach  zu  schliefsen,  erforderlich  sein,  dafs  das  eine  System  in  einem 
Raum  Ton  vier  Dimensionen  eine  halbe  Umdrehung  machen  könnte. 
„Da  aber^\  fUhrt  Möbius  (140)  fort,  „ein  solcher  Raum  nicht  ge- 
dacht werden  kann,  so  ist  auch  die  Coincidenz  in  diesem  Falle 
unmöglich."  Bei  zwei  ähnlichen  Figuren  haben  irgend  zwei  Punkte^ 
auf  entsprechende  Tetraeder,  die  ihrerseits  ähnlich  sind,  bezogen, 
gleiche  barjcentrische  Ausdrücke 

aA  +  hB  +  cC  +  dD    und    aA'  +  bB'  +  cC  -{- dD\ 

LäHst  man  AB  CD  und  A'B'C'D'  beliebige  Tetraeder  bedeuten,  so 
beziehen  sich  (150)  die  obigen  barycentrischen  Ausdrücke  auf  ent- 
sprechende Punkte  affiner  Figuren.*)  Den  Geraden  und  Ebenen  der 
einen  Figur  entsprechen  Gerade  und  Ebenen  in  der  anderen.  Die 
Volumina  irgend  zweier  entsprechender  Körper  stehen  in  dem  gleichen 
Verhältnis,  wie  die  der  Fundamentaltetraeder.  Legt  man  statt 
derselben  irgend  zwei  andere  entsprechende  Tetraeder  zu  Grande, 
so  bleibt  die  oben  erwähnte  Darstellungsform  bestehen.  In  einem 
späteren  Capitel  wendet  Möbius  dies  auf  Kegelschnitte  an.  Zwei 
beliebige  Ellipsen  können  affin  so  bezogen  werden,  dafs  zwei  conjn- 
girten  Durchmessern  der  einen  zwei  beliebige  conjugirte  Durchmesser 
der  anderen  entsprechen.  Da  entsprechende  Inhalte  sich  wie  die  der 
Ellipsen  selbst  verhalten,  besitzen  (173)  alle  diejenigen  Parallelogramme 
gleichen  Inhalt,  welche  zwei  conjugirte  Durchmesser  einer  Ellipse 
zu  Diagonalen    haben.**)      Nach    einem    anderen  Resultat    hat  ein 

*)  Die  Affinitätsbeziehung  kommt,  wie  Möbius  (147)  hervorhebt, 
bereits  bei  Euler  vor.  YergL:  Introductio  in  Analysin  InfinitimoruDi,  Bd.  2, 
Caj).  18.  Spuren  der  hierhm  gehörigen  Anschauungen  finden  sich  bereits 
bei  Clairaut.    Vergl.:  die  auf  S.  6**  angefahrte  Abhandlung. 

^)  Dieser  Satz  ergiebt  sich  entschieden  einfacher,  wenn  man  die  EH^ 
auf  einen  Kreis  affin  bezieht,  am  anschaulichsten  bei  der  Parallelprojecüon. 
Eine  derartige  Entwickelung  hat,  so  weit  mir  bekannt,  zuerst  Durrande 
gegeben;  yerc^l.:  Durrande,  Demonstration  g^om^trique  de  diverses  pro- 
pn^t^s  de  rellipse  et  de  rellipsoYde,  Gerg.  Ann.,  Bd.  12  1821  u. 
1822,  S.  223—281.  Projicirt  man  eine  Ellipse  durch  unter  sich  paraUde 
Strahlen  in  einen  Kreis,  so  entstehen  aus  den  Parallelogranmien,  deroi 
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beliebiges  einer  Parabel  eingeschriebenes  Dreieck  einen  halb  so 
groüsen  Inhalt,  als  das  entsprechende  umschriebene  Dreieck. 

11.  Das  fünfte  Gapitel  liefert  in  der  Behandlung  des  „Doppel- 
schnitisyerhältmsses'^  Entwickelnngen   von  bedeutender  Wichtigkeit. 

Der  Quotient  j^^  nimmt,  wenn  C  auf  AB  von  Ä  über  B  ins  Unendliche 

and  von  da  aus  wieder  nach  A  zurückgeführt  wird,  alle  Werte  zwischen 
—  cx>  und  -f-  OQ  an,  und  zwar  wächst  diese  GrüDse  znn&chst  Ton 
0  bis  -|-  °^i   springt  zu  —  oo  über  und  wächst  dann  wieder  bia 

m  0.  Das  „Doppelschnittsverhältniss''  ^^  •  WS  G»***^^  bissectionalis") 

Ton  vier  Punkten  ist  nun  positiv,  wenn  C  und  D  in  derselben  der 
beidenStrecken  AB  liegen,  negativ,  wenn  C  und  D  durch  die  Punkte 
A  und  B  getrennt  werden.  Mt  Rücksicht  auf  das  so  eingeführte  Vor- 
zeichen des  Doppel  Verhältnisses*)  kann  Möbius  folgern:  „Übrigens  be- 
greift man  leicht,  dais,  wenn  von  den  vier  Functen  irgend  drei  gegeben 
sind,  mit  dem  Werthe  des  Doppelschnittsverhältnisses  immer  auch 
der  vierte  gefunden  werden  kann^'  (182).  Dieser  hier  so  unscheinbar 
gehaltene  Satz  bedingte,  wie  bekannt,  die  weitere  Entwickelung  der 
synthetischen  Geometrie.  Aus  der  Untersuchung  (184)  des  Zu- 
sammenhanges imter  den  24  Doppelverhältnissen,  die  sich  aus  vier 
gegebenen  Punkten  bilden  lassen,  entspringt  (186)  der  Wert 

(i>,i;,F,(J)-l^:l^ 

des  Doppelverhältnisses  von  vier  Punkten  D,  jEJ,  F,  G^  deren  Doppel- 
Terhältmsse  dy  e^  f,  g  gegen  drei  Punkte  Ay  By  C  vorliegen.  Mit 
Hülfe  dieser  Formel  kann  man  alle  diejenigen  Doppelverhältnis- 
beziehongen  angeben,  welche  unter  den  ■jn(n — 1)  Ecken  eines 
ToUständigen  n-Seits  bestehen,  um  zu  zeigen,  dafs  vier  von  einem 
Punkte  8  ausgehende  Strahlen  zwei  beliebige  Gerade  in  Gruppen 
AB  CD    und   Aj^Bj^C^^D^    von   gleichem   Doppelverhältnis    treffen, 

Ecken  Endpunkte  coig'ugirter  Durchmesser  sind,  und  aus  den  einge- 
Bcfariebenen  Dreiecken,  deren  Schwerpunkte  in  den  Mittelpunkt  fallen, 
Qnadcste  nnd  gleichseitige  Dreiecke,  welche  dem  Kreise  emgeschrieben 
sind.  Deshalb  zeigen  die  Parallelogramme,  andererseits  die  Dreiecke 
onter  sich  gleichen  Inhalt,  der  zugleich  der  grölste  Inhalt  ist,  den  ein 
eingeschriel^nes  Parallelogramm  oder  Dreieck  annehmen  kann.  Das  ent- 
sprechende wird  für  umschriebene  Parallelofframme  und  Dreiecke  gezeigt. 
Dnrrande  thut  noch  dar,  wie  man  von  den  Sätzen  aus  zu  den  ent^ 
^neehenden  räumlichen  geluigt.  Übrigens  ist  es,  wie  Dutt  and  e  an 
anderer  Stelle  zeigt,  imgemein  leicht,  direct  aus  den  Eigenschaften  der 
conjngirten  Durchmesser  heraus  die  Sätze  zu  erweisen:  Durrande,  Solu- 
tion des  deux  probl^mes  de  ff^m^trie propos^s  ä  lapage 344 du XI.* volume 
de  ce  recueil,  Ger|^.  Ann.,  Bd.  12,  1821  u.  1822,  S.  142—144 

*)  leh  werde  m  der  Folge  statt  Doppelschnittsverhältnis  in  der  Begel 
Doppelverhältnis  schreiben. 

JahrMberieht  d.  I>«ntioli«n  Matli«m.-V«r«iiiiga]ig.    V,  S.  14 
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werden  die  Strecken  AB^  AC,  . .  .,  A^B^^  -^i^ii  •  •  -  bezw.  durch  die 
Dreiecksinhalte  ABS,  ACS,  .  .  .,  A^B^S,  A^C^S,  ,  .  .,  deren  Vor- 
zeichen der  obigen  Regel  [XXIQ,  6]  gemäfs  fixirt  sind,  ersetzt  (188). 
Auf  dieses  Resultat  wird  in  bekannter  Weise  das  zweite  zurück- 
gefährt,  nach  dem  vier  von  einer  Geraden  ausgehende  Ebenen  alle 
anderen  Geraden  unter  unveränderlichem  Doppelverhältnis  schneiden. 
Es  lassen  sich  nunmehr  Beziehungen  unter  den  Doppelverhaltnissen 
der  Quadrupel  auffinden,  die  aus  irgend  vier  derselben  Kante  an- 
gehörigen  Ecken  eines  n-Flachs  gebildet  sind. 

12.    In  dem  Capitel  über  geometrische  Netze,  einem  der  be- 
deutendsten des  Buches  überhaupt,  tritt  zunächst  hervor,  wie  vrichtig 
es    fttr    die  Transversalentheorie   ist,    auf  die  Vorzeichen  der  auf- 
tretenden Strecken  zu  achten.     Der  Ausdruck 
A^B    B^C '  CjA 
A^C  B^A   A^B  ' 

gebildet  mit  Hülfe  der  den  Geraden  BC,  CA,  AB  angehörigen 
Punkte  -4i,  B^,  C^,  ninmit  den  Wert  +1  an,  wenn  -4^,  J?j,  Cj 
in  einer  Geraden  liegen,  hingegen  den  Wert  —  1,  wenn  A^A,  B^B^ 
C^C  sich  in  einem  Punkte  schneiden  (198).  Erst  hiermit  war  eine 
Zweideutigkeit  geschwunden,  welche  bisher  schon  bei  der  Anwendung 
dieser  einfachsten  Transversalensätze  eingetreten  war  und  sich  in  er- 
höhtem Mafse  bei  verwickeiteren  Darlegungen  wiederholen  mulste. 
Möbius  geht  sodann  (200)  zur  Definition  des  Netzes  über,  das 
sich  aus  vier  Punkten  A,  B,  C,  B  einer  Ebene  bilden  läfst.  Die 
ersten  Geraden  des  Netzes  sind  die  Seiten  des  vollständigen  Vierecks 
AB  CD;  zu  den  ursprünglichen  Netzpunkten  treten  zunächst  die  drei 
Schnittpunkte  gegenüberliegender  Seiten  hinzu,  deren  Verbindungs- 
linien wieder  dem  Netze  angehören  und  auf  den  Seiten  des  Vierecks 
noch  drei  neue  Netzpunkte  ausschneiden.  Die  Gerade,  welche  diese 
drei  Punkte  enthält,  fällt  ebenfalls  in  das  Netz  u.  s.  f.  Überhaupt 
gehört  die  Verbindungslinie  zweier  beliebigen  Netzpunkte,  welche 
unter  Umständen  noch  andere  schon  vorhandene  Punkte  des  Netzes 
aufnimmt,  dem  Netze  an,  und  trifft  sämtliche  andere  Geraden  des 
Netzes  in  Punkten,  welche  demselben  zugerechnet  werden.  Durch 
stete  Wiederholung  dieser  Operationen  kann  die  Anzahl  der  Punkte 
ins  Unbegrenzte  gesteigert  werden.     Ist  nämlich 

aA  +  hB  +  cC 

der  barycentrische  Ausdruck  von  D  hinsichtlich  des  Dreiecks  ABC^ 
so  kann  man  (203)  alle  die  und  nur  die  Punkte  in  das  Netz  auf- 
nehmen, in  deren  barjcentrischen  Ausdrücken 

(paA -\' ^hB -{- xcC 

fp^  ^j  X  i^tionale,  oder,  was  völlig  genügt,  ganze  Zahlen  sind. 
Möbius  weist  nämlich  nach,  dafs  die  Punkte  aA  --)-  hB,  2a A  -j-  5.5, 
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ZaÄ-^  bB^  . .  .,  welche  eine  cjklisch-projectivische  Pnnktreihe  mit 
dem  einen  Doppelpunkte  Ä  bilden,  sich  bei  der  Netzconstmction 
auf  ein£Eu^he  Weise  ergeben.  Projicirt  man  diese  Reihe  von  C  ans 
auf  DA^  so  entstehen  die  Punkte 

aA  +  hJB  +  cC,     2aÄ+  hB  -j-cC,     ZaA  +  bB  +  cC,  . . , 

Anf  der  Verbindungslinie  des  (p^^  dieser  Punkte  mit  B  kann  man 
ent^rechend  Stellen  mit  den  barycentrischen  Ausdrücken 

ipaA  +  bB  +  cC,   (paÄ  +  2bB  +  cC,  <paA  +  ZbB  +  cC,  ... 

auffinden,  und  schliefslich  fährt  eine  dritte  Kette  Ton  Operationen 
zu  dem  Punkte  q>aA.  -\-  ^fbB  -^  icC.  Nachdem  auf  ähnliche  Weise 
auch  negative  Zahlen  9,  tf;,  %  berücksichtigt  sind,  kommt  Möbius 
zu  dem  Nachweis,  dafs  das  Netz  sich  um  jeden  Punkt  beliebig  enge 
zusammenschliefst  Zwischen  irgend  zwei  Punkten  der  Geraden  AB 
mit  den  barycentrischen  Ausdrücken  q>^aA  -f-  bB  und  (p^aA^bB 
liegen  nämlich,  da  zwischen  <p^  und  <p^  unendlich  viele  rationale  Zahlen 
eingeschaltet  werden  können,  noch  unendlich  viele  Punkte  des  Netzes. 
Also  wird  die  Gerade  AB  durch  die  ihr  angehörigen  Punkte  und  folg- 
hch  die  Ebene  durch  die  von  A^  B^  C  ausgehenden  Greraden  des  Netzes 
überall  dicht  überdeckt,  womit  der  Nachweis  erbracht  ist.  Freilich  mu£s 
betont  werden,  daJGs  die  modernen  Geometer  ganz  anders  zu  dieser  Frage 
stehen,  wie  Möbius.  Die  Anschauung,  dafs  jeder  Punkt  der  Ebene 
sich  durch  Angabe  seiner  Coordinaten  —  seien  es  barjcentrische 
oder  cartesische  —  fiiiren  läfst  und  dals  der  stetigen  Veränderung 
des  Punktes  stetige  Veränderungen  seiner  Coordinaten  entsprechen, 
wird  von  Möbius,  wie  von  allen  gleichzeitigen  Autoren,  gleichsam 
als  Axiom,  ohne  Versuch  eines  Beweises,  hingenommen.  Dieses  Axiom 
hat  gegenüber  der  Kritik  nicht  auf  die  Dauer  Stand  halten  können; 
man  sucht  jetzt  gerade  die  Grundlage  für  die  coordinatenmäfsige 
Betrachtung  der  Ebene  wie  des  Raumes  zu  gewinnen,  indem  man 
zunächst  nur  die  Punkte  eines  bestimmten  Netzes  mit  Coordinaten 
versieht  und  sodann  die  Hypothesen  einer  scharfen  Untersuchung 
unterzieht,  auf  Grund  deren  sich  das  Netz  als  überall  dicht  erweist, 
und  dem  Netz  nicht  direct  angehörige  Punkte  mit  Coordinaten  ver- 
sehen werden  können. 

Ganz  entsprechende  Entwickelungen  lassen  sich  im  Räume  durch- 
f&bren.  Besitzt  ein  Punkt  E  hinsichtlich  eines  Tetraeders  AB  CD 
den  barycentrischen  Ausdruck 

eE=aA'\-bB  +  00  +  dB, 

80  sind  durch  eine  Netzconstruction  von  A^  B^  C,  D,  E  aus  alle  die 
und  nur  die  Punkte  erreichbar,  in  deren  barycentrischen  Ausdrücken 

<paA  +  ^\fbB  +  xcC  +  qdB 
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ip^  ^1  Xi  Q  rationale,  oder,  was  wiedemm  genügt,  ganze  Zahlen  ränd. 
Aus  ähnlichen  Überlegungen,  wie  sie  im  Fall  der  Ebene  Plate  griffen, 
folgert  Möbius,  dafs  das  Netz  tiberall  dicht  ist. 

13.  Hiermit  ist  der  Boden  für  eine  Verwandtschaft  geschaffen,  die 
„noch  allgemeiner  als  die  der  Gleichheit,  Ähnlichkeit  oder  Ai&nitSt 
ist^.  Das  Wesen  dieser  Verwandtschaft  soll  (217)  darin  bestehen,  dafe 
jedem  Punkte  ein  Punkt  „dergestalt  entspricht,  dafe,  wenn  man  in 
dem  einen  Baume  eine  bi^ebige  Grerade  zieht,  toq  aUeu  Paneten, 
welche  von  dieser  Geraden  getroffen  werden  (coUineantur),  die  ent- 
sprechenden Puncte  in  dem  anderen  Baume  gleichfalls  durc^  eine 
Gerade  verbunden  werden  können^^  Sind  vier  Paare  homologer  Punkte 
AÄ\  BB\  CC\  DD'  zweier  Ebenen  gegeben, .  und  liegen  keine 
drei  ißr  Gruppe  ABCD  oder  A'B'C'D'  angehörige  Punkte  in  einer 
Geraden,  so  werden  offenbar  auf  Grund  der  Definition  entsprechende 
Elemente  der  beiden  Netze  einander  zugewiesen,  die  sich  aus  d^ 
beiden  Punktgruppen  ableiten  lassen.  Die  coUineare  Beziehung  der 
Ebenen  ist  eindeutig  bestimmt.  Entsprechende  Punkte  beaitsen  die 
baiycentrischen  Ausdrucke 

(paA  +  ii^hB  +  icC    und    tpa  A'  +  i^h'B'  +  %c'C^ 

wobei  die  Constanten  a,  5,  c  und  a\  h\  c'  derart  zu  bestimmen  sind, 

dafs 

D  =  aA'\'hB  +  cC        D'  =  a  A'  +  VB'  +  e'C 

ist  (219).  Da  das  Doppelverhftltnis  von  irgend  vier  einer  Geraden  an- 
gehörigen  Netzpunkten  nur  von  der  Art  ihrer  Construction,  nicht 
von  der  Lage  der  Grundpunkte  gegen  einander  abhängt,  so  haben 
je  zwei  entsprechende  derartige  Punktgruppen  und  folglich  überhaupt 
zwei  Geraden  angehörige  entsprechende  Punktquadrupel  das  gleiche 
Doppelverhältnis.  Bezieht  man  dies  auf  A^  B  und  die  Schnittpunkte 
ihrer  Verbindungslinie  mit  CD  und  J5JjP,  so  ist  offenbar  das  aus 
Dreiecksinhalten  gebildete  Verhältnis 

ACD    AB¥ 

CDB ' EFB 

gleich  dem  bei  den  correspondirenden  sechs  Punkten  entsprechend 
gebildeten  Ausdruck  (221).  In  der  collinearen  Verwandtschafi;  ent- 
spricht der  unendlich  fernen  Geraden  der  einen  Ebene  eine  im  End- 
lichen liegende  Gerade  der  anderen;  verschwindet  die  Summe  der 
Coefficienten  (pa^  t(;Z),  %c^  so  ist  die  der  Goefficienten  <pa\  ^b\  ic 
im  allgemeinen  von  Null  verschieden.  Während  affin  immer  nur 
gleichartige  Kegelschnitte  bezogen  werden  können,  kann  jede  Hyperbel 
einer  Ellipse  oder  Parabel  collinear  entsprechen.  Die  analoge  Ent- 
Wickelung  ün  Baume  wird  durchlaufen,  Möbius  hebt  hier  hervor, 
dafs  nicht  sämtliche  Oberflächen  zweiter  Ordnung  einander  collinear 
sind,  man  habe  in  dieser  Hinsicht  zwei  Arten  von  Oberflächen  — 
geradlinige  und  nicht  geradlinige  —  zu  unterscheiden  (224). 
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Goffineare  Pnaktreibeu  k^tamen  stets  so  verschoben  werden,  da& 
sie  Schaute  eines  und  desselben  Strahlenbüschels  werden.  Eine 
analoge  Darstellung  ist  aach  bei  coUinearen  Ebenen  möglich.  Die 
collineare  Beziehung  sei  durch  die  beiden  Punktgruppen  AB  CD 
und  A'B'C' D'  festgelegt.  Alsdann  giebt  es  in  der  ersten  Ebene 
Twei  unter  si^  parallele  Gerade  u,  r,  auf  denen  das  Tollstftndige 
Viereck  AB  CD  dieselben  Punktreihen  ausschneidet,  wie  A'B'C'D' 
auf  den  entsprechenden  Geraden  u',  v\  Pafst  man  nun  entweder 
die  Pnnktreihen  auf  u,  u  oder  die  auf  t;,  v'  aneinander,  so  laufen, 
welchen  Winkel  auch  die  beiden  Ebenen  miteinander  bilden,  die  vier 
Geraden  AA\  BB\  CC\  DD\  wie  alle  Yerbindimgslinien  homologer 
Punkte,  an  einer  Stelle  S  zusammen  (2 30).  Verschiedene  Begründungen 
dieses  bei  Möbius  aus  einer  eleganten  Rechnung  entspringenden 
Resultates  sind  tou  Magnus,  Chasles,  Sejdewitz  gegeben  worden 
[XXXI,  6].  Um  zwei  Rftume  A S  CDE  und  A' B'  C'D'E'  collinear  zu 
beziehen,  werden  auf  die  Ebenenbüschel  mit  den  Axen  BC^  CA^  AB 
diejenigen  mit  den  Axen  B'C^  C A\  A'B'  so  projectivisch  bezogen, 
dals  jedesmal  die  Ebenen  ABC  und  A'B'C  einander  entsprechen, 
fiberdies  D  und  D\  E  und  E'  homologe  Tripel  bestimmen.  Um  zu 
einem  Punkte  F  den  homologen  F'  zu  finden,  braucht  man  nur 
die  zu  BCF^  CAF^  ABF  homologen  Ebenen  zum  Schnitt  zu 
bringen  (331).  Zum  erstenmale  tritt  also  hier  die  Lösung  auf, 
welche  sich  in  der  synthetischen  Geomeirie  für  die  Aufgabe  bietet. 
Ich  möchte  bei  dieser  Gelegenheit  eine  Bemerkung  einfügen.  Bei  der 
Definition  der  coUinearen  Beziehung  begnügen  sich  manche  Lehrbücher 
noch  jetst  mit  der  Forderung,  dafs  jedem  Punkte  und  jeder  Geraden 
der  einen  Mannigfaltigkeit  ein  Punkt  und  eine  Gerade  der  anderen 
entsprechen  soll;  aus  Möbius'  Netzbetrachtung  wird  geschlossen,  dafs 
ent^rechende  einförmige  Gebilde  projectivisch  auf  einander  bezogen 
sind.  L&Tst  sich  diese  Methode  bei  der  Beschränkung  auf  reelle 
Elemente  aufrecht  erhalten,  so  erweist  sie  sich  sofort  als  unbrauch- 
bar, sobald  man  imaginäre  Elemente  zuläfst.  Nach  der  Definition 
würde  z.  B.  eine  coUineare  Beziehung  entstehen,  wenn  man  je  zwei 
Gonjugiri-imagin&re  Punkte  als  entsprechend  betrachtet.  Aus  diesem 
Grande  ist  es  am  besten,  die  Forderung,  dals  einförmige  entsprechende 
Gebilde  einander  projectivisch  entsprechen  sollen,  in  die  Definition 
sofranehmen.  Als  einzige  Art,  zwei  Räume  collinear  so  2U  beziehen, 
dafs  ABCDE  und  A'B'C'D'E'  entsprechende  Gruppen  werden, 
eigiebt  aoh  sofort  die  angeführte  Methode  von  Möbius,  und  es  läfot 
sich  überaus  leicht  seigen,  dafs  alle  übrigen  Forderungen  der  Defi- 
nition erfüllt  sind. 

14.  Das  letzte  Capitel  des  zweiten  Abschnitts  handelt  über  den 
abgekürzten  barycentrischen  Galcül.  Ist  eine  Eigenschaft  der  Ebene 
projectivischer  Natur,  besteht  sie  fort,  wenn  man  die  Ebene  einer 
beUebigen  coUinearen  Umformimg  unterzieht,  so  kann  man  von  vorne 
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herein  eine  beliebige  besonders  geeignete  Gerade  ins  unendliche 
entfernen.  Beispielsweise  kann  man  dem  vierten  Ornndpunkt  D 
eines  Netzes  den  barjeentrischen  Ausdruck  geben: 

Die  Kreuzungspunkte  Ä\B\C'  gegenüberliegender  Seiten  des  Vier- 
ecks AB  CD  besitzen  dann  die  Ausdrücke 

J?+C=  —  ^  —  D  =  i4';     C  +  A  =  —  B  —  D  =  B'] 
A  +  B^  —  C  —  B^C. 

Die  Punkte,  in  denen  B'C\  C A\  A'B'  die  Seiten  BC,  CA,  AB 
treffen,  sind 

B  —  C  =  A",,     C  —  A  =  B"',    A  —  B  =  C'\ 

liegen  deshalb  augenscheinlich  in  einer  Geraden,  etc. 

15.  Der  dritte  Abschnitt  des  Werkes  ist  der' Entwickelung  von 
Eigenschaften  der  Kegelschnitte  gewidmet.  Von  demselben  mofs 
ganz  besonders  betont  werden,  dafs  häufig  die  Symmetrie  um  sehr 
unbedeutender  Vorteile  willen  aufgeopfert  wird.  Der  allgememe 
Ausdruck 
a(v  —  ß)  {v  -^  y)  A  +  h{v  —  y)  {v  —  a)  B  +  c(y  —  a)  {v  ^  ^)C 

eines  dem  Fundamentaldreieck  umschriebenen  Kegelschnitts  weicht 
z.  B.  (249)  sofort  der  ganz  unsymmetrischen  Form 

fxA  —  gx(l  —  x)B  +  Ä  (1  —  X)  C. 

Je  nachdem  fx  —  9x{l  —  a;)  +  ä  (l  —  x)  für  i-eelle  Werte  von  x 
verschvrindet  oder  nicht,  hat  man  es  mit  einer  Hyperbel  oder  einer 
Ellipse  zu  thun.  Nehmen  die  Coordinaten  fOr  einen  Wert  von  x 
zu  a,  5,  c  proportionale  Werte  an,  so  geht  der  Kegelschnitt  dnrcli 

D  =  aA  +  lB  +  cC 

hindurch  und  beschreibt,  wenn  der  Wert  von  x  wechselt,  den 
Büschel  mit  den  Grundpunkten  A^  B,  C,  D.  Mob  ins  ermittelt  die 
beiden  Parabeln  des  Büschels  und  stellt  (255)  das  Theorem  auf: 
„Fünf  Punkte  bestimmen  eine  Ellipse  nur  d^m,  wenn  von  den  beiden 
Parabeln,  welche  durch  vier  der  Punkte  sich  legen  lassen,  die  eine 
den  fimfben  Punkt  einschliefst,  die  andere  ihn  ausschlieüst."  Man 
kann  deshalb  }^oo  gegen  1  wetten,  dals  fünf  gegebene  Punkte  einer 
Hyperbel  angehören.  Ganz  entsprechend  erblickt  Möbius  (258) 
eine  VereinÜEichung  darin,  statt  des  allgemeinen  Ausdrucks 

a{y  —  «)«^  +  h{v  —  ßYB  +  c{v  —  y^C 

eines  Kegelschnittes,  welcher  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecb 
berührt,  den  specielleren 

{{l—y^A  +  hB  +  ly^C 
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einznfEthren.  Das  gegebene  Tangentendreieck  liegt  mit  dem  der 
Berührongsponkte  hinsichtlich  des  Punktes  D  ^  iÄ  -^  kB  -\'  IC^ 
der  den  Kegelschnitt  Töllig  charakterisirt,  perspectivisch.  Je  nachdem 
kl  -\-  li  -{-  ik  positiv  oder  negativ  ist  oder  endlich  verschwindet,  hat 
man  es  mit  einer  Ellipse,  einer  Hyperbel  oder  einer  Parabel  zu 
tbon.  Wird  2>  über  die  dem  Dreieck  ABC  umschriebene  Ellipse 
gefohrt,  welche  den  Schwerpunkt  desselben  zum  Mittelpunkt  hat,  so 
chaiakienisirt  er  nach  und  nach  alle  Parabeln,  welche  die  Seiten 
des  Dreiecks  berühren.  Je  nachdem  2>  innerhalb  oder  aulserhalb 
dieser  Ellipse  liegt,  stellt  er  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  dar  (260). 
Allgemeiner  ist  (264)  folgende  Eegel.  „Bei  jedem  einer  Ellipse 
nmschriebenen  vollständigen  Fünfseite  trennt  ine  beliebige  Seite,  je- 
nachdem  sie  die  durch  die  vier  anderen  Seiten  bestimmte  Parabel 
reell  schneidet  oder  nicht,  die  nicht  auf  ihr  liegenden  Ecken  in  zwei 
Grappen  von  gerader  oder  ungerader  PunktzaU.  Für  die  Hyperbel 
sind  die  Worte  „gerade"  und  „ungerade"  zu  vertauschen." 

Die  Polareigenschaften  des  Kegelschnittes  ergeben  sich  mit  Hälfe 
des  abgekürzten  barycentrischen  Calcüls,  also  durch  collineare  Um- 
bildung, aus  den  Eigenschaften  der  conjugirten  Durchmesser.  Für 
das  Entsprechen  von  Punkten  und  Geraden  hinsichtlich  eines  Kegel- 
schnittes, das  sich  so  ergiebt,  bietet  die  Herleitung  des  Satzes  von 
Brianchon  aus  dem  von  Pascal  ein  Beispiel.  An  früherer  Stelle 
[n,  12]  ist  bereits  angedeutet  worden,  auf  welche  Art  der  letztere 
Sat2  erwiesen  wird.  Im  letzten  Capitel  seines  Werkes  zeigt  Möbius 
wie  das  Entsprechen  von  Punkten  und  Geraden  in  der  Ebene  unab- 
hängig von  einem  vermittelnden  Kegelschnitt  hergestellt  werden  kann. 
Bereits  an  anderer  Stelle  [XX,  5]  ist  die  bedeutende  Wichtigkeit 
dieser  Entwickelung  hervorgehoben  worden.  Sind  zu  vier  Puiücten 
einer  Ebene  die  entsprechenden  Geraden  einer  «nderen  gegeben,  so 
folgt  aus  einer  Netzconstruction,  daijs  die  Verwandtschaft  eindeutig 
bestimmt  ist. 

16.  Endlich  wird  Möbius,  wie  er  sagt,  durch  den  noch  freibleiben- 
den Teil  des  letzten  Bogens  veranlalst,  eine  sich  ihm  darbietende 
Bemerkung  hinzuzufügen  [vergl.:  XVI,  2].  Vier  einem  Büschel  ange- 
hörende Strahlen  a,  (,  c,  e2,  welche  mit  einem  f&nften  Strahle  desselben 
die  Winkel  or,  ß^  /,  6  bilden,  schneiden  eine  beliebige  Gerade  der 
Ebene  des  Büschels  in  einer  Gruppe  von  dem  Doppelverhältnis 

^  '     '     '     ^         sm  (p  ~  ^)    sm  (y  —  9) 
Ist  z.  B. 

^(a&)=^(&c)  =  ^(c(?)  =  f*, 
so  hat  man 

(a,  <^i  &,  c)  =  —  sec^f*. 
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Werden  z.  B.  vier  anfeinaader  folgende  Stnndenlinien  einfir  Sonnen- 
uhr von  einer  beliebigen  Geraden  in  den  Punkten  ^  J9,  C,  D  ge- 
schnitten^ 80  ist 

^:^-^  =  l(secl5T 

17.  Mit  dem  baryoentrischen  Calcül  in  nahem  Zusammenballe 
stehen  mehrere  kleinere  Arbeiten  yon  Möbius,  die  ich  deshalb  so- 
gleich besprechen  will.  Bei  einigen  von  ihnen  handelt  es  sieb  um 
die  Bestimmung  des  Inhalts  eines  Fünfecks,  wenn  die  Inhalte  von 
fönf  aus  Ecken  des  Polygons  gebildeten  Dreiecken  gegeben  and*)^ 
eine  Aufgabe,  die  im  Baryoentrischen  Calcül  ausführlich  erörtert 
wird  (165  ff).  In  einer  anderen  Arbeif*^)  handelt  es  sich  um  die 
Bestimmung  des  Inhaltes  eines  Ereispolygons,  dessen  Seiten  gegeben 
sind.  Von  Interesse  ist  an  diesen  Bestrebungen,  dafs  auch  f&r  ein 
überschlagenes  Polygon  der  Iiüialtsbegriff  unzweideutig  definirt  wird. 
Nachdem  man  sich  über  das  dem  Dreiecksinhalt  ABC  innewohnende 
Vorziehen  in  dem  oben  angedeuteten  Sinne  entschieden  hat,  wird 
bei  einem  geschlossenen  Polygon  ABCDE ,,.  die  Summe  PÄB 
+  PBC  +  PCD  +  PDE  +  •  •  •  von  der  Lage  des  Punktes  P  un- 
abhängig und  stellt  somit  den  Inhalt  des  Polygons  dar.  Für  mein 
Referat  unyergleichlich  wichtiger  ist  die  einfache  Constmction  zweier 
in  einem  Nullsystem  reciproken  Tetraeder,  yon  denen  jedes  dem 
anderen  umschrieben  ist.***)  In  zwei  Ebenen  construire  man  zwei 
YoUst&ndige  Vierecke,  welche  auf  der  Schnittlinie  dieselbe  In- 
volution ausschneiden,  so  jedoch,  dafs  je  drei  von  einer  Ecke  aus- 
gehenden Seiten  des  ein^i  Vierecks  im  anderen  die  Seiten  eines 
Dreiecks  entsprechen.  Stellt  man  nun  irgend  ein  Dreieck  des  asten 
Vierecks  mit  dem  ihm  so  entsprechenden  Punkte  des  zweiten  zn 
einem,  die  übrig  bleibenden  Punkte  zu  einem  zweiten  Tetraeder  zu- 
sammen, so  stehen  dieselben  in  der  verlangten  Beziehung. 

18.  In  einer  anderen  Arbeitf)  verfolgt  Möbius  offenbar  den 

*)  Mob  in 8,  Zwei  geometrische  Aufgaben.  Anhang  zur  „Beobachtungen 
auf  der  Eönigl.  Uniy^rsit&ts-Stemwarto  zu  Leipzig  etc.**,  Leipzig  1823, 
S.  67—64  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  389—898);  Schreiben  des  Herrn  Profeseor 
Möbius  an  den  Herausgeber  der  Astronomischen  Nachrichten  (Leipog» 
1824),  Astronomische  Kachrichten  von  Schumacher,  Bd.  3,  1825, 
S.  181—136  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  899—404). 

**)  Möbius,  Ueber  die  Gleichungen,  mittelst  welcher  aus  den  Seiten 
eines  in  einen  Kreis  zu  beschreibenden  Vielecks  der  Halbmesser  des  EreiBes 
und  die  Flftche  des  Vielecks  gefunden  werden,  Grelle *s  Joum.,  Bd.  3, 
1828,  8.  6—34  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  406—488). 

***)  Möbius,  Kann  von  zwei  dreiseitigen  Pyramiden  eine  jede  in  Be- 
zug auf  die  andere  um-  und  eingeschrieben  zugleich  heifsen?,  Grelle'» 
Joum.,  Bd.  3^  1828,  S.  273—278  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  439—446). 

t)  Möbius,  Von  den  metrischen  Relationen  im  Gebiete  der  Lineal- 
Geometrie,  Grelle's  Joum.,  Bd.  4,  1829,  S.  101—180  ((Jes.  W.,  Bd.  1, 
8.  447—480). 
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Zweck,  einige  im  Barjcentrischen  Galcäl  enthaltene  Entwickelnng^i 
dem  Texstibidnis  dnrdi  Anwendung  cartesisdier  Ooordinaten  nSlier 
zu  hringen.  Sind  t,  u  nnd  x^  y  Ooordinaten  entsprediender  Punkte 
nreier  Ebenen,  welche  in  eindeutiger  Beziehung  stdien,  bo  walten 
zwei  Gleichungen  von  der  Form 

t  =  F{x,y),         u=0(x,y) 

ob.  Soll  nun  einer  beliebten  Geraden  der  (ty  t«)-Ebene  eine  Gerade 
der(x,  y)-Ebene  entsprechen,  so  sind  f,  u  lineare  gebrochene  Functionen 
Ton  x,  y  mit  gleichem  Nenner: 

^^ax-^-hy  +  e  ^^fx  +  gy  +  h 

Allen  Punkten  der  Geraden  x  -f-  ^2^  -j-  n  »=  0  entsprechen  unendlich 
ferne  Punkte  der  (^,  «)- Ebene.  Will  man  nur  zwei  entsprechende 
Gerade  der  beiden  Ebenen  untersudien,  so  kann  man  ^e  mit  der 
X'  bezw.  der  t-A^e  zusammenfallen  lassen,  also  die  Bezi^rangen  zu 
Grande  legen 

.       ax  +  e  ^  ^ 

Für  zwei  homologe  Quadrupel  ttWU'"^  und  xx' x' x"  ist  dann 

i"  —  t'  '  *"  —  e'"  ~  «"  —  «' '  ä"  —  x"  ' 

Sind  also  AB  CD  und  A'  B'  C' B'  zwei  entsprechende,  Geraden  an- 
gehiyr^  Gruppen,  so  besteht  die  Doppelverhältnisgleichung: 

AB    AB       A'B'    A'B' 


BC  '  BC  ~  B'C  '  B'C 

Legt  man  nun  zwei  entsprechende  Punkte  dieser  Gruppen,  z.  B. 
Ä  und  A\  über  einander,  so  laufen  die  übrigen  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte,  BB\  CC,  BB\  an  einer  Stelle  zusammen. 
Man  kann  nämlich  die  Ebene  eines  Strahlenbüschels  und  zweier  zu 
ihm  perspectivischen  Punktreihen  offenbar  so  collinear  umformen, 
dafe  dem  Strahlenbüschel  ein  Büschel  paralleler  Strahlen  entspricht; 
auf  zwei  Schnitte  desselben  werden  die  Punktreihen,  wie  entwickelt, 
unter  Erhaltung  des  Doppelverhältnisses  bezogen.  Da  nun  vier 
parallele  Slrahlen  augenscheinlich  zwei  beliebige  Gerade  unter 
gleichem  Doppelverhältnis  treffen,  so  gilt  dasselbe  von  vier  Strahlen 
eines  beliebigen  Strahlenbüschels.  Als  eine  leichte  Umformung  des 
Satzes  vom  Doppelverhältnis  erweist  sich  der  Satz,  dafs  jedes  „Viel- 
ecksschnittsverhältniss" 

A^B^    A^B^    A^B^  A^B^ 


A^B^    A^B^    A^B^  A^«' 
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bei  welchem  die  Punkte  B^^  B^^  . . .,  Bn  den  Seiten  Ä^A^j  ^^A« 
. . .,  AnÄ^  eines  n-£cks  Ä^A^  ,..  An  angehören,  bei  einer  coUinearen 
Transformation  seinen  Wert  beibehält  Poncelet  hatte  bereits  be- 
merkt, dafs  der  obige  Ausdruck,  wenn  man  die  Figur  durch  eine 
gleichartige,  zu  ihr  perspectivische  ersetzt,  denselben  Wert  beibe- 
hält [XVI,  2]. 

19.  Wie  aus  einer  Geraden  stets  wieder  eine  G«rade  bei  der 
collinearen  Transformation  sich  ergiebt,  so  entsteht  aus  einer  Gmre 
stets  eine  solche  gleicher  Ordnung,  aus  einem  Kegelschnitt  stets  &n 
Kegelschnitt.  Einem  Kegelschnitt,  welcher  die  Punkte  A^  B,  C  ent- 
hält und  die  Geraden  AD  und  BD  berührt,  entspricht  ein  K^l- 
schnitt,  welcher  A\  B\  C  enthält  und  A'D\  B'D'  berührt,  wobei 
die  collineare  Beziehung  wieder  durch  die  Quadrupel  AB  CD  und 
A'B'C'D'  eindeutig  gegeben  ist.  Zwei  Kegelschnitte  können  deshalb 
auf  eine  einzige  Art  so  coUinear  bezogen  werden,  dafs  drei  beliebigoi 
Punkten  A,  B^  C  des  einen  drei  beliebig  gewählte  Punkte  A\  B\  C 
des  anderen  entsprechen.  Infolgedessen  kann  die  Lage  eines  jeden 
vierten  Punktes  des  ersten  Kegelschnittes  gegen  A^  B,  C  durch  eine 
numerische  Constante  fixirt  werden.  Legt  man  nämlich  in  den  drei 
Pupkten  Tangenten,  verbindet  ihre  Schnittpunkte  mit  den  gegebenen 
Punkten,  sucht  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  einander  und 
dem  Kegelschnitt  auf,  schneidet  man  die  Verbindungslinien  und  Polaren 
der  so  gewonnenen  Punkte,  wo  dies  möglich  ist,  mit  dem  Kegelsdmitt, 
und  fährt  so  ohne  Ende  fort,  'so  ist  jedes  Vielecksschnittsverhältnis 
in  dem  so  entstandenen  Netze  eine  rein  numerische  Constante,  welche 
von  der  Art  der  Construction,  aber  nicht  von  der  gegenseitigen  Lage 
der  drei  Grundpunkte  des  Netzes  abhängt.  Möbius  erörtert  dann, 
von  wie  vielen  unabhängigen  Gröfsen  die  Vielecksschnitte  abhängen, 
welche  bei  einer  analogen  Construction  aus  n  Punkten  eines  Kc^- 
Schnittes  entstehen.  Wie  man  sieht,  steht  diese  Entwickelung  im 
innigsten  Zusammenhange  mit  der  Erzeugung  des  Kegelschnittes 
durch  projectivische  Strahlenbüschel.  Die  Vielecksschnittsverhältnisse, 
welche  von  vier  Punkten  des  Kegelschnittes  in  der  beschriebenen 
Weise  abhängen,  sind  allein  durch  das  Doppelverhältnis  derselben 
bestimmt.  Freilich  wird  diese  Quelle  des  Satzes  bei  Möbius  nicht 
klar  hervorgehoben. 

In  einer  letzten  in  diese  Gruppe  gehörigen  Abhandlung '^)  be- 
spricht Möbius  einen  Specialfall  der  dualen  Form  der  Aufgabe  des 
Pappus  [XVm,  4—7]. 


*)  Möbius.  Barycentrische  Lösung  der  Aufgabe  des  Herrn  Th.  C lausen 
in  des  IV.  Bandes  4.  Hefte,  Seite  891.  u.  s.w.,  Crelle's  Joum.,  Bd.  6,  1830, 
S.  102—106  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  481—488). 
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Dritter  Abschnitt. 

üntersucliimgen  über  algebraische  Curven 
und  Flächen. 

XXIY.    Anwendungen  der  Transversalen -Theorie. 

1.  Wesentlich  nach  zwei  verschiedenen  Bichtungen  gehen  die 
ersten  Versuche,  die  Fülle  der  von  den  Kegelschnitten  her  bekannten 
Eigenschaften  anf  algebraische  Cnrven  auszudehnen.  Die  einen  be- 
fassen sich  mit  der  Anzahl  der  Punkte,  die  zur  Bestimmung  einer 
Curve  n^^  Ordnung  nötig  sind,  die  sie  andererseits  mit  einer  anderen 
Curve  m*"  Ordnung  gemein  hat.  Diesen  Bestrebungen  setzt  zu- 
nSchst  das  schon  bei  Maclaurin  auftretende  Oramer'sche  Paradoxon 
ein  Ziel,  dessen  Überwindung  mich  später  beschäftigen  wird.  Einen 
wirklichen  Einblick  in  die  Theorie  der  Curven  aber  verschaffte  man 
sieh  zunächst  mit  Hülfe  von  Transversalenbetrachtungen.  Hierzu  hatte 
Newton,  wie  oben  bemerkt  wurde*),  den  ersten  Anstols  gegeben. 
Zwei  Sätze,  die  Newton  allerdings  nur  för  Curven  Cj  dritter 
Ordnung  aufgestellt  hatte,  gestatten  ohne  weiteres  eine  Verall- 
gemeinemng  auf  Curven  Cn  rf*'  Ordnung  und  lauten  dann:  „Schneiden 
zwei  von  einem  Punkte  8  ausgehende  Strahlen  eine  Curve  Cn  in 
den  Gruppen  AiA^,..An  und  ^iJ52...JB«,  so  ist  die  Grölse 

8A^SA^.,.SA^ 


8B^SB^,,.SB^ 


nnveränderlich,  wenn  man  die  Geraden  sich  selbst  parallel  bewegtes 
Der  specielle  auf  den  Kegelschnitt  bezügliche  Fall  ist  der  für  die 
gesamte  antike  Geometrie  so  wichtige  Potenzsatz  des  Apollonius. 
Nach  einem  zweiten  Lehrsatze  von  Newton  beschreibt  der  Schwer- 
punkt der  Punktgruppe,  die  eine  sich  selbst  parallel  bewegte  Gerade 
mit  einer  Curve  C^  gemein  hat,  eine  Gerade;  der  so  erhaltene 
Barchmesser  ist  für  iJle  diejenigen  Curven  der  gleiche,  welche  die 
gegebene  Curve  in  ihren  unendUch  fernen  Punkten  berühren,  und 
kann  deshalb  mit  Hülfe  ihrer  Asymptoten  allein  construirt  werden. 
Beide  Sätze  sind  bekanntlich  —  bereits  Stirling**)  hat  eine  der- 
artige Betrachtung  durchgeführt  —  höchst  einfach  aus  der  geo- 
mekischen  Bedeutung  abzuleiten,  welche  die  Coefßcienten  einer 
Gleichung  fif^  Grades  annehmen,  wenn  man  die  Wurzeln  derselben 
als  Entfernungen  von  n  Punkten  einer  Geraden  von  einem  festen 


•)  Vergl.  a.  a.  0.  8.  6ttt  (Propp.  8  u.  6). 
•^  VergL  a.  a.  0.  S.  6*  (Propp.  10—12). 
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Anfangspunkt  definirt  Ordnet  man  die  Gleichung  der  Gnrve  nacb 
Potenzen  yon  x  in  der  Form: 

/;-«"+/i(y)-*""'+/;(y)-*"~*+-"+/;_x(y)-*+/;(y)=o, 

bezeichnet  mit  Pi,  Ps?  •  •  •)  P«  und  0  die  Schnittpunkte  einer  im 
Abstände  y  znr  a;'Axe  gezogenen  Parallelen  mit  der  Gnrve  nnd  der 
^-Axe,  so  ergeben  Eich  die  Formeln: 

'-^  =  (—  1)" OP^OP^   -OP^' 

Für  den  Schwerpunkt  P  der  Gruppe  PiPg  .  .  .  P,  besteht 
also  die  Beziehung: 

OP  -  -  ^  -  i  (OPi  +  OP,  +  . . .  +  OP,), 
und  er  beschreibt  deshalb  Newton's  Satz  gemftls  die  gerade  Lmie 

Zu  diesem  Durchmesser  gesellt  sich  eine  ganze  Reihe  Toa  ,,dia- 
m^tres  currilignes^^,  wie  Gramer"^)  zuerst  gezeigt  hat  Ihre 
Gleichungen  sind  „/;.  ,  + /;(y)  =  0 

i  „(„  _   1)/;  .  a;«+   („  _   l)^j(y)  .  X  +  ^,(y)  =  0, 

|n(«  -  1)(«  -  2)/;.  *»  +  4(n  -  l)(n  -  2)/;(y)  •  «« 

+  («-2)A(y)-«  +  A(y)  =  o, 

Für  die  Schnittpunkte  dieser  Gurren  mit  der  erwähnten  Paralkkft 
zur  X'AiB  bestehen  die  Entfemungsgleichungen: 

Jt^l  *>/^l  *>I>in>l 

Trifft  nun  die  ^-Axe  die  gegebene  Curye  in  den  Punkten  (^i?  ^, . . .,  ^«f 
so  ist: 

/;(y)  -  i'oy"  +  <^iy""'  +  •••  +  «',-(-  iTff.oQ^oQ,  •  •  •  o«.; 

man  erhält  die  Formel: 

OP,OP,...OP,       g 
0<i,OQ,...OQ,'=  f^- 

*)  Gramer,  Introdnction  k  TanalyBe  des  lignes  conrbea  alff^briqnes^ 
Genf  1760,  Gap.  6. 
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Beaebt  man  diese  Olekshm^  auf  den  Coordmaten-Anfangtpm^  und 
bemerkt,  daDs  bei  beliebiger  ParallelverschiebaDg  des  Coovdinsten- 
Systems  g^  nnd  fo  nnyerilndert  bleiben,  so  wird  der  Newton'scbe 
Potenzeatz  offenbar  evident 

2.  Der  ttner  beliebigen  Bichtong  zugehörige  DurdunmMwr  ist 
offenbar  nichts  anderes,  als  die  Polargerade  des  durch  die  parallelen 
Strahlen  gegebenen  unendlich'  fernen  Punktes.  Die  Entwickelnng 
Cr  am  er 's  ergiebt  somit  die  ganze  Beihe  der  soccessiven  Polaren 
dieses  Punktes.  Bekanntlich  kann  man  auf  ganz  ähnliche  Weise  die 
Polaren  eines  beliebigen  Punktes  definiren.  Die  EinfCLhrung  der 
Polargeraden  geht  bis  auf  Cotes*)  zurück.  Wird  die  Gerade, 
welche  mit  einer  Curve  C«  die  Punktgruppe  PiPj  .  .  .  P«  gemein  hat, 
nm  den  Punkt  0  gedreht,  so  beschreibt  nach  dem  Theorem  von 
Cotes  der  aus  der  Beziehung 

op  ~  op^  "^  op^  ■•         •"  OP^ 

eatspringeode  Punkt  P  eine  gerade  Linie«  In  der  That,  ordnet  man 
die  Gleichung  der  Curye  nach  Gliedern  gleicher  Dimension  in  der  Form 

/;('.  y) + /;-i(*.  y) + /;-.(*.  y)  +  •••  +  /;= o, 

«0  erhftLt  man  ihre  Schnittpunkte  mit  einer  beliebigen  yom  Asfiiuigs- 
ponkt  ausgehenden  Geraden 

ans  der  Gleichung 

••V.(«,P)+r— V._,(«,^)+r"-V,_,(«,^)  +  -  +  '-/-,(«,/»)+/-=0, 

die  Wurzeln  n,  rg, .  . .,  r,  oder  OPi,  OP^^ . . .,  OPn  dieser  Gleichung 
genügen  der  Beziehung: 

i  +  f  +  ...  +  f  —  f^. 

^1  ^%  ^n  fo 

Ftkr  den  oben  definirten  harmonischen  Mittelpunkt  P  der  Gruppe 
PiPf . . .  P«  besteht  nun  die  Gleichung: 

er  dorchlauit  deshalb  die  Gerade: 

Auf  die  soeben  angedeutete  Art  hat  Maclaurin**)  das  Theorem 
eiwiesen  (§§  31,  32),  dasselbe  aber  auch  andererseits  aus  Newton' s 


•)  Veigl.  S.  6**t. 
••)  Veiyl.  a.  a.  0.  S.  6*t. 
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Potenzsatz  abgeleitet.  Aus  demselben  ergiebt  sich  durch  eine  Flnxions- 
betrachtong  (§  9)  das  Theorem:  „Trifft  eine  Grerade  eine  Gnrve  C» 
in  den  Punkten  A,  B^  C^ . ,  .,  schneidet  eine  zweite  Gerade  die  Crure 
selbst  in  den  Punkten  a,  &,{;,...,  die  in  ^  ^,  C,  .  . .  gezogenen 
Tangenten  in  JT,  X,  Jf,  .  .  .,  endlich  die  erste  Gerade  in  P,  so  ist 

PÄ-  "^  Pi  "^  P3f  "T  Pa"^  Pb  "^  Pc'^ 

Dreht  man  also  die  zweite  Gerade  um  den  Punkt  P,  so  beschreiben 
die  harmonischen  Mittelpunkte  der  beiden  Gruppen  abc .  . .  und 
KLM .  .  .  dieselbe  Curve  (§  27).  In  ihrer  letzteren  Eigenschaft  ist 
dieselbe  durch  einen  Schlufe  von  n  —  1  auf  n  sofort  als  Gerade  zu 
erkennen,  denn  die  Relation 

PK'        PK^  PL' 

vermöge  deren  man  in  p-^  +  pj-  +  pjf  +  •  •  •  Ä"  und  L  durch 

einen  Punkt  K'  ersetzen  kann,  stellt  eine  Gerade  dar,  parallel  der- 
jenigen, welche  die  Punktepaare  KL  von  P  harmonisch  trennt. 

3.  Von  den  Folgerungen,  die  Maclaurin  aus  dem  Theorem 
zieht,  sind  einige  auf  Kegelschnitte  bezügliche  schon  bei  früherer 
Gelegenheit  hervorgetreten  [m,  8j.  Bei  Curven  C,  ergiebt  sieb 
zunächst  das  wichtige  Theorem  von  der  Satellite,  sobald  man  in 
dem  obigen  Hülfssatze  K  und  L  mit  a  und  b  zusanmienfallen  I&DbI 

Die  Relation 

_J 1_ 

PM~  Pe 

zeigt  dann,  dals  auch  M  und  c  identisch  sind,  so  dals  drei  Tangenten, 
welche  die  Curve  C^  in  ihren  Schnittpunkten  mit  einer  Geraden 
berühren,  derselben  nochmals  in  drei  Punkten  begegnen,  die  in 
gerader  Linie  liegen  (§  57).  Fallen  die  beiden  Punkte  a  and  b 
zusanunen,  so  geht  die  Satellite  in  eine  Tangente  über,  die  sich  mit 
derjenigen  des  Punktes  c  auf  der  Curve  trifft.  Nach  einem  Special' 
falle  dieses  Theorems  liegen  die  Berührungspunkte  der  drei  von 
einem  Wendepunkte  von  Cj  ausgehenden  Tangenten  auf  einer  Geraden 
(§  62),  dieselbe  trennt  alle  diejenigen  Punktepaare  der  Curve,  die  mit 
dem  Wendepunkte  auf  Geraden  liegen,  von  ihm  harmonisch  (§  65). 
Im  §  68  folgert  Maclaurin  aus  dem  Satze  von  der  Satellite 
auf  die  noch  jetzt  übliche  Art,  dafs  die  Verbindungslinie  zweier 
Wendepunkte  einen  dritten  Wendepunkt  mit  derselben  gemein  hat 
Die  Verbindungslinien  zweier  Punktepaare  der  Curve,  deren  Tan- 
genten in  einem  fünften  Curvenpunkte  zusanunenlaufen,  schneide 
sich  auf  der  Curve  (§  63).  Aus  drei  Punkten,  deren  Tangenten 
einen  beliebigen  Curvenpunkt  enthalten,  kann  man  nach  diesem  Satze 
einen  vierten  Punkt  derselben  Art  ableiten.    Hieraus  lasse  sich,  fügt 
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Maclaurin  (§  64)  bei,  scbon  indirect  scbliefsen,  daüs  ein  Punkt  der 
Cnrre  nicht  mehr  lös  vier  Tangenten  aussendet.  Directer  folgt  dies  ans 
einem  im  §  74  aufgestellten  Theorem.  Hiemach  trennt  jede  Gerade, 
die  in  zwei  Punkten  F  und  G  mit  gemeinschaftlichem  Tangential- 
pnnkt  A  die  Curve  trifPt,  mit  einer  zweiten  Geraden  zusammen  alle 
die  Punktepaare  der  Curve  harmonisch,  deren  Verbindungslinien  A 
enthalten.  Diese  Gerade  schneidet  die  erste  in  einem  Pui^kte  H  der 
Cnrre  und  enthält  überdies  die  Berührungspunkte  aller  Tangenten, 
die  auTser  AF  und  AQ-  durch  A  hindurchgehen;  ihre  Anzahl  ist 
mithin  nicht  gröDser  als  zwei.  In  diesem  Hülfstheorem  ist,  wie  man 
debt,  die  Erzeugung  der  Curve  durch  projectivische  Strahlen- 
inrolutionen  yorgebildet.  Im  §  83  werden  die  zwölf  Geraden  ein- 
gefOhrt,  deren  gemeinsame  SateUite  eine  gegebene  Secante  ABC  ist, 
es  wird  (§  84)  geschlossen,  dalÜB  zwei  Punkte  mit  gemeinschaft- 
Hchem  Tangentialpunkt  von  einem  beliebigen  Curvenpunkt  aus  wieder 
in  zwei  Punkte  mit  gemeinschafÜichem  Tangentialpunkt  projicirt 
werden.  Gehen  zwei  solche  Punktepaare  FG  und  KL  auf  diese  Weise 
auseinander  hervor,  so  dals  FK  und  GL  in  einem  Curvenpimkte  P 
sich  schneiden,  so  laufen  auch  FL  und  GK  in  einem  Punkte  Q 
der  Curve  zusammen;  und  P  und  Q  besitzen  einen  gemeinsamen 
Tangentialpunkt  A,  welcher  mit  denen  B  und  C  der  Punktepaare  FG 
und  KL  in  einer  Geraden  liegt.  Jedesmal  das  letzte  Seitenpaar 
eines  voUstftndigen  Vierecks,  dessen  beide  anderen  Seitenpaare  mit 
zweien  dieser  Tangentenpaare  zusammenfEdlen,  schneidet  die  Be- 
rohrongspunkte  des  dritten  Tangentenpaares  aus  (§  90  ff.).  Den 
Abschlufs  von  Maclaurin's  Entwickelung  bilden  Sätze  über  die 
Erümmungskreise  der  algebraischen  Curven. 

4.  Eine  Fortsetzung  fänden  diese  Bestrebungen  Maclaurin 's  in 
einer  Arbeit  von  Poncelet*).  Projicirt  man  n  auf  einer  Geraden 
liegende  Punkte  J.,  J?,  C,  .  .  .  und  deren  Schwerpunkt  8  auf  eine 
zweite  Gerade  in  die  Punkte  -4^,  ^j,  C^,  .  .  .,  /Sj,  und  sind  F  und 
öj  die  Fluchtpunkte  der  so  entstehenden  projectivischen  Punktreihen, 
so  ist  bekanntlich 

nF8  =FA  +  FB  +  FC-i , 

und  wegen  der  Fluchtpunktbeziehung 

FS .  G^8i=  FA  .  G^A^  =  FBG^B^=-' 

*)  Poncelet,  Memoire  sur  les  centres  de  moyennes  harmoniques. 
Pour  faire  snite  au  trait^  des  propri^t^s  projectives  etc.,  Grelle' s  Joum., 
Bd.  3,  1828,  S.  218—272.  Die  Aibeit  ist  unter  etwas  verändertem  Titel  in 
dem  Werke  veröffentlicht:  Poncelet,  Traitd  des  propriät^s  projectives  des 
fi^ore«,  Bd.  2,  Paris  1866  (Sect.  1,  S.  1—66).  Auch  dieser  zweite  Band  trägt 
die  Bezeichnung  „seconde  Edition'*,  die  eigentlich  nur  dem  ersten  zukommt. 
Ein  Bericht  über  die  1824  vor  der  Pariser  Akademie  verlesene  Schrift  wurde 
1S26  von  Cauchj  verfaÜBt:  Rapport  k  Tacad^mie  royale  des  sciences,  par 
M.Cauchy ;  Sur  un  mtooire  etc.,  Gerg.  Ann.,  Bd.  16, 1826  u.  1826,  S. 849— 360. 
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ergiebt  sich  die  Belation: 
n  1 


+  TTtT  +  /7  r   + 


G,8,—  G,A,^  G,B,^  G,C, 

Es  leuchtet  ein,  daüs.  far  den  so  definirten  harmonischen  MittelponktS^ 
der  Gruppe  J^  J^^  (7^ . . .  hinsichtlich  6r^  („centre  des  mo jeaamBS  haimom- 
ques^^)  sich  mannigfache  Gresetze  aus  den  SchwerpunkteigeaadiAfteii 
ableiten  lassen  werden;  n  beliebige  Gerade  einer  Ebene  et  treffen  z.  6. 
eine  sich  selbst  parallel  bewegte  Gerade  von  a  in  einer  Ponktgrappe, 
deren  Schwerpunkt  eine  Gerade  beschreibt.  Projicirt  man  die  lignr 
auf  eine  zweite  Ebene,  so  entsteht  der  Satz:  „w  Gerade  einer  Ebene 
treffen  einen  um  den  Punkt  0^  sich  drehenden  Strahl  derselben  in  einer 
Punktgn^pe,  deren  zu  0^  gehöriger  harmonischer  Mittelpunkt  eine 
Gerade  (l^  beschreibt.^^  G«hen  die  gegebenen  Geraden  von  einem 
Centrum  S  aus,  so  geht  auch  \  durch  8  und  hängt  in  seiner  Lage 
nur  von  der  Verbindungslinie  0^8  oder  l  ab.  Bedenkt  man,  daJs 
bei  der  Protection  einer  Ebene  auf  die  andere  dem  unendlich  fernen 
Gebilde  der  einen  eine  Gerade  der  anderen  entspricht,  so  eriiAlt  man 
den  Satz:  „Projicirt  man  n  beliebige  Punkte  einer  Ebene  Ton  allen 
Puakten  einer  Geraden  l  aus  und  sucht  f&r  jede  so  entstehende 
Strahlengruppe  die  ^  in  der  beschriebenen  Art  zugeordnete  Gerade  l^ 
auf,  so  dreht  sich  dieselbe  um  einen  bestimmten  Punkt,  den  harmo- 
nischen Mittelpunkt  („centre  des  moyennes  harmonique^)  Ton  l  in 
Bezug  auf  die  Gruppe  von  n  Punkten."  (S.  31.)  Poncelet's  Arbeit 
enthält  übrigens  entsprechende  Ketten  von  Schlüssen  fftr  den  Banm. 
5.  Das  eben  angeführte  Resultat  Poncelet's  kann  als  der  erste 
Anfang  zu  einer  Polarentheorie  der  Curven  JE»  n^^  Klasse  betzachtet 
werden.  Das  aus  den  n  gegebenen  Punkten  zusammengesetzte  Ge- 
bilde  Ak  liat  als  Polarpunkt  hinsichtlich  l  eben  jenen  oben  be- 
trachteten harmonischen  Mittelpunkt.  Um  die  Theorie  suf  allgemeine 
Curven  Stn  auszudehnen,  kann  man,  wie  es  Chasles*)  in  einer 
hierher  gehörigen  Arbeit  thut,  von  dem  Newton'schen  Durchmesser- 
Satze  ausgehen.  Zunächst  werden  naheliegende  Erweiterungen  auf 
algebraische  Flächen  und  Baumcurven  hervorgehoben.  Es  ist  ohne 
weiteres  klar,  dafs  die  Schwerpunkte  der  Punktgruppen,  die  eine 
algebraische  Fläche  mit  unter  sich  parallelen  Geraden  gemein  hat, 
einer  Ebene  angehören.  Projicirt  man  eine  Baumcurve  nach  zwei 
Richtungen  auf  Hül&ebenen,  so  entsteht  der  Satz:  „Der  Schwerpunkt 
der  Gruppe,  welche  eine  sich  selbst  parallel  bewegte  Ebene  aus  einer 
Baumcurve  Cn  ausschneidet,  beschreibt  eine  gerade  Linie."  AUen 
ebenen  Curven  C«,  die  zwei  parallele  Geraden  in  denselben  beiden 
Punktgruppen   treffen,    gehört    für   diese  Richtung  derselbe  Durch- 


*)  Chasles,  Sur la  transformation parabolique  des  reUtiona  m^triqaea 
des  figores,  Quet.  Corr.,  Bd.  6,  1830,  S.  1—25. 
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messer  ztl  Indem  die  beiden  Geraden  einander  unendlich  nahe 
rücken,  gelangt  man  zu  dem  Satze:  ,,Der  bei  einer  Cnrve  C^  einer 
Bichtnng  entsprechende  Durchmesser  gehört  in  gleicher  Weise  zu 
II  Tangenten,  deren  Berührungspunkte  eine  der  in  Betracht  kommenden 
Gruppe  bilden."  Bei  der  „parabolischen"  Transformation  —  mit 
Hfilfe  des  Polarsystems  einer  Parabel  —  entstehen  nun  aus  n  Punkten 
einer  Geraden  n  von  einem  Punkte  ausgehende  Gerade,  aus  ihrem 
Schwerpunkte  ein  bestimmter  Durchmesser  dieser  Strahlengruppe, 
welcher  den  zur  Axe  der  Parabel  parallelen  Strahlen  zugehört. 
Nach  diesen  Vorbereitungen  erhält  man  (S.  7)  den  Satz:  „Die 
Tangentengruppen  einer  Curve  Rn,  welche  von  den  Punkten  einer 
Geraden  l  ausstrahlen,  besitzen  fär  die  zu  7  parallelen  Geraden 
Durchmesser,  die  einen  Punkt  mit  einander  gemein  haben."  Dieser 
Punkt  wird  als  Pol  der  Geraden  l  hinsichtlich  der  Curve  bezeichnet, 
was  for  den  Fall  der  Kegelschnitte  oflPenbar  berechtigt  ist.  Rückt  l 
ins  unendliche  hinaus,  so  gehört  ihr  speciell  der  Mittelpunkt  der 
Curve  zu.  Chasles  wendet  alsdann  seinen  Satz  auf  Curven  R3  an. 
Von  einem  beliebigen  Punkte  Pj  derselben  geht  aulser  der  Tan- 
gente o^  desselben  noch  eine  zweite  an  anderer  Stelle  berührende 
Tangente  b^  aus.  Zieht  man  von  irgend  einem  Pimkte  aus  die  drei  Tan- 
genten Ol,  Oji,  Oj,  so  laufen  (S.  10)  die  drei  zugehörigen  Tangenten 
^1»  ^2»  ^8  *^  einer  Stelle  zusammen.  Als  Specialfall  folgt,  daCs  die 
Tangenten  in  den  drei  Spitzen  der  Curve  durch  einen  Punkt 
gehen,  u.  s.  w.  Durch  polare  Umformung  entsteht  der  Satz  von 
der  Satellite  bei  der  Curve  C3,  und  es  ergiebt  sich,  dals  ihre  drei 
Wendepunkte  in  gerader  Linie  liegen.  Chasles  hält  diese  Sätze 
offenbar  för  neu;  Poncelet  hat  es  sich  nicht  entgehen  lassen,  auf 
die  Priorität  Maclaurin's  hinzuweisen.  Chasles  stellt  nun  ent- 
sprechende Sätze  für  Raumcurven  und  Flächen  auf  und  gelangt 
zum  Schluis  zu  Sätzen  über  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeiten. 
Beschreibt  eine  Curve  C«  einen  Büschel,  so  dreht  sich  (S.  22)  der 
zu  einer  beliebigen  Richtung  gehörige  Durchmesser  um  einen  festen 
Punkt.  Hiemach  beschreibt  der  Pol  einer  Geraden  l  nach  einer 
Curve  ft«,  die  sich  in  einer  Schar  bewegt,  eine  Gerade  (S.  24)  u.  s.  w. 
6.  In  diesen  Entwickelungskreis  gehören  auch  zwei  Arbeiten  von 
Sturm*),  die  auf  der  Lame 'sehen  Darstellung  des  Kegelschnitt- 
büschels [IV,  3;  S.  35*]  beruhen.  Indem  man  die  beiden  bestimmenden 
Kegelschnitte  des  Büschels  in  Geradenpaare  ausarten  läfst,  kann  man 
zu  einer  einfachen  Darstellung  der  Polarentheorie  gelangen;  dieser 
bereits  von  Lam4  benutzte  Gedanke  [V,  8]  wird  in  der  ersten  Arbeit 
weiter  ausgeführt.  Die  Bedeutung  der  zweiten  Schrift  beruht  in 
einer   umfassenden   analytischen  Behandlung  der  Involution  und  in 

•)  Ch.  Sturm,  Memoire  sur  les  lignes  du  second  ordre  (Premiere 
partie),  Oterg,  Ann.,  Bd.  16,  1825  u.  1826,  S.  266—293;  (Deuxi^me  partie), 
GÄrg.  Ann.  Bd.  17,  1826  u.  1827,  S.  173—198. 

JfthrMb«rieht  d.  D«atichen  Mathem.-Vereinigang.    Y,  2.  15 
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einer  hier  zum  ersten  Male  auftretenden  Yerallgemeinerong  des 
Desargu  es 'sehen  Involntionssatzes.     6eh(^ren  drei  Kegelschnitte 

«11«^*  +  <^nP^  +  ^^i^y  +  ^<hf  +  aa^y  +  a^^  =  0, 

anx^  +  ««'»y*  H =  ^»       «ii^*  +  «wy*  H =  Ö 

einem  Büschel  an,  so  bestehen  nach  Lame 's  Theorem  die  Gleichtmgen: 

mau  +  w'aii  +  tn'an  •*=  0,      mufs  +  »»  ««'2  +  m  'a^i  =  0, 

IHÖis  +  >'*'oi8  +  w"''ii  =  0,  •  •  •. 

Demnach  sind  die  Schnittpunkte  des  dritten  Kegelschnittes  mit  der 
X'Axe  durch  die  Gleichung  za  bestimmen: 

und  hängen  also  mit  denen  der  gegebenen,  A^^  A^  und  B^^  B^ 
durch  die  Relationen  zusammen: 

Cj  .il.|  •  C|  jft]  C]  ^1  •  ij^Jk^  ffi  •  Oji 

Drei  beliebige  Kegelschnitte  eines  Büschels  treffen  also  (S.  180)  eine 
beliebige  Gerade  —  denn  das  ist  die  oJ-Axe  —  in  Punktepaaren  einer 
Involution.*)  Bisher  kannte  man  nur  den  Specialfall  des  Satzes,  bei  dem 
zwei  der  drei  Kegelschnitte  in  Geradenpaare  zerfallen,  alsDesargues'* 
sehen  Involutionssatz  [IV,  5,  6].  Sturm  leitet  denselben  noch  einmal 
selbstständig  ab,  folgert  aus  ihm  den  oben  [11,  15]  gegebenen  Beweis 
des  Pascal' sehen  Satzes  etc. 

Die  angegebene  metrische  Relation  bleibt,  ¥de  Sturm  ausdrück- 
lich hervorhebt  (S.  1 78),  bestehen,  wenn  die  Gerade  sich  selbst  parallel 
bewegt  wird.  So  entsteht  ein  Theorem,  welches  Chasles**)  in  einer 
schon  erwähnten  Arbeit  auf  folgende  Weise  entwickelt:  Schneidet  eine 
sich  selbst  parallel  bewegte  Gerade  zwei  Kegelschnitte  in  den  Punkte- 
paaren^^il^  und  By^B^^  so  genügen  (bei  constantem  h)  der  Forderung 

PA^  .  PA^  =  IcPB^ .  PB^ 

in  jeder  Lage  der  Gerade  zwei  Punkte.  Das  durch  diese  Glei- 
chung definirte  Gebilde,  welches  offienbar  die  Schnittpunkte  der  beideti 
gegebenen  Kegelschnitte  enthält,  ist  also  ebenfalls  ein  Kegelschnitt. 
Aus  dieser  sehr  anfechtbaren  Betrachtungsweise  leitet  Ghasle^ 
höchst  interessante  Folgerungen  ab.  Zieht  man  durch  irgend  zwei 
Hülfspunkte  M  und  N  in  der  gegebenen  Richtung  zwei  Sehnen  M^M^ 


*)  Diesem  Satze  sollte,  wie  aus  der  Schlnfsbemerknng  unzweifelhaft  her- 
vorgeht, der  Satz  gegenübergestellt  werden:  Die  Tangenten,  Welche  drei 
Kegelschnitte  mit  vier  gemeinschaftlichen  Tansenten  aue  einem  beliebigen 
Punkte  erhalten,  bilden  eine  Involution  aus  sechs  Strahlen,  schneiden  nach 
der  von  Poncelet  [X^V,7]  und  Chaeles  [XXI,  7]  gegebenen  Definition 
anf  einer  beliebigen  HüliBgeraden  eine  Involution  aue  sechs  Punkten  ans. 

•♦)  Vergl.:  a.  a.  0.  S.  18a*. 
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and  JV'jTP'j  der  beiden  Kegelschnitte,  so  ist  natürlich  auch  (bei 
constantem  K)  PA^PJ^   _       PB^    P^^ 

Jeder  der  beiden  Quotienten  behält  aber  nach  dem  Potenzzatz  des 
Apoll onins  seinen  Wert  bei,  wenn  die  beiden  ersten  Parallelen  um 
P  und  J(f,  die  beiden  anderen  um  P  und  N  gedreht  werden,*)  Läüst 
man  M  und  N  mit  den  Mittelpunkten  der  beiden  Kegelschnitte  zu- 
sammen&llen,  so  entsteht  z.  B.  (S.  14)  der  Satz:  „Aus  deih  latifendexl 
Punkte  P  eines  Kegelschnittes  seien  9Ji  zwei  andete,  K^  und  X|,  mit 
denen  er  zu  einem  Büschel  gehört,  die  Tangenten  PA  und  PB  ge- 
legt   Sind  a  und  5  die  zu  PA  und  PB  parallelen  Durchmesser  von  Ki 

"P  A       PB 

Und  £»,  so  ist  der  Auödiiick :  — J—  cbiistaüt."    Aiif  ihnlicHe  Weise 

(S.  18)  folgt:  „ist  das  Product  der  Entfernungen  eines  Punktes  von  zwei 
Geraden  proportijonal  zu  dem  Quadrat  der  Tangente,  das  sich  von  ihm 
aus  an  einen  Kreis  legen  läfst,  so  beschreibt  der  Punkt  einen  Kegel- 
^hnitt^  welcher  die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  dem  Kreise  enthält." 
Fallen  die  beiden  Geraden  zusammen,  so  folgt  speciell  der  Bob  illi  er 'sehe 
Satz  [Vn,  5] :  „Üie  t'angente,  welcte  von  einem  Punkte  P  eines  fi[egöl- 
schnittes  aus  sich  an  einen  ihn  doppelt  berührenden  Kreis  legen  lafst, 
ist  proportional  iXL  der  Entferrlung  des  PiinkteS  P  voii  d^r  Berührungs- 
sehne"; wegen  der  Pappus'schen  Brennpunkteigenschäft  läfst  sich 
ton  hier  aus  ein  Brennpuiikt  als  Mittelpunkt  eines  unendlich  kleinen 
Kreises  erkennen,  der  den  Kegelschnitt  doppelt  berührt.  Zu  entsprechen- 
den Entwickelungen  über  Oberflächen  z weitet  Ordnung  findet  ^ich  in 
einer  bereits  oben  angefahrten  Abhandlung  ♦♦)  der  Atiögan^punkt. 
7.  Noch  ist  hier  einer  wichtigen  Arbeit  Poicelet's***)  ausführlich 
zu  gedenken,  in  welöher  inannigfache  Eigenschäften  der  Curven  Cny 
namentlich  der  Curveh  C3,  aus  deiit  Newton'schen  Potehzsatze  ab- 
geleitet werden.  Obgleich  Poncelet  geiiei^  ist,  den  Satz,  der  für  ein 
Conglomerat  aus  Kegelschnitten  und  Geraden  ohne  weiteres  richtig  ist, 
schon  auf  Grund  des  Continuitätsprihcips  auf  allgemeine  algebraische 
Curven  zu  übertragen,  fügt  er  doch  noch  in  def  Einleitung  (S.  132)  eiiieh 
nicht  eben  glücklichen  Versuch  bei,  den  Satz  zu  begründen.    Für  zwei 

*)  Sturm  entwickeltes.  178)  auf  analoge  Weise  den  Satz:  Zwei  Sehnen 
A^A^  und  £jj^  zweier  Kegelschnitte,  deren  jede  2U  sich  selbst  para^el 
bewegt  wird,  scnneiden  sich  stets  in  einem  Punkte  P  eines  mit  den  ersteren 
zn  einem  Büschel  gehörigen  Kegelschnittes,  wenn  die  Relation  besteht 
PA^     PA^  =ik  PBl     PBi. 
**)  Vergl.  die  erste  auf  S.  181  ♦♦•  ängeftßirte  Abhandlung. 
^**)  Poncelet,   Analyse,  des  transversales  appliqn^e  ä  la  recherohe 
des   propri^t^   projectives  des  lignes  et  surfaces  gäom^triques,   Crelle^s 
Joum.,    Bd.  8,    1832,    S.  21—41,   117— 137,  213— 262,    370—410.     Meine 
Hinweise    beziehen    sich    auf   die   Nummern   des    von   Poncelet    unter 
etwas  verändertem  Titel  veranstalteten  zweiten  Abdrucks  der  Abhandlung: 
Trait^,  Bd.  2,  Paris  1866,  Section  III,  S.  122—234. 

16* 
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Gerade  p  und  g,  die  sich  in  0  begegnen  und  die  Curve  in  den  Punkten 

-Pi,  ftv-?  ^n  lind  öi,  Qi^  ...,  ön  treffen,  bilde  man  den  Quotienten 

OP^'OP^ OP 

OQ,  OQ, 0«; 

und  trage,  während  man  die  Gerade  p  sich  selbst  parallel  bewegt, 
auf  ihr  stets  eine  Strecke  von  0  aus  auf,  welche  in  einer  be- 
stinmiten  MaTseinheit  diesen  Zahlenwert  darstellt.  Der  Endpunkt 
dieser  Strecke  bleibt  stets,  auch  wenn  0  einen  der  Punkte  Qi^Qi^"  »iQn 
überschreitet,  im  Endlichen,  und  beschreibt,  wie  Poncelet  hieraus 
schliesst,  eine  Gerade,  die  nur  zu  q  parallel  sein  kann.  Hieraus  würde 
dann  folgen,  dafs  der  Wert  des  Quotienten  nur  von  der  Bichtung 
der  Transversalen  p  und  q  abhängt  Kann  man  diese  Entwickelung 
nur  als  sehr  unbefriedigend  betrachten,  so  wird  man  doch  die  Folge- 
rungen als  sehr  elegant  bezeichnen,  die  Poncelet  dem  Satz  abgewinnt 
Er  bedient  sich  hierbei  der  von  Carnot*)  gegebenen  leichten  Um- 
formung des  Satzes,  nach  welcher  unter  den  Schnittpunkten  Pi, 
Pa,  .  .  .,  P«;  Öl,  Ö2,  . .  .,  Qn]  Bi,  Äj,  .  .  .,  Ä«  einer  Curve  C,  mit 

den   Seiten  BC'^  CA\  AB  eines  Dreiecks  die  Relation 

n  n 

YjAQa  ■  BBa  •  CPa  =  JJ^i?,     -BP.  •  CQ„ 

besteht  Aus  der  speciellen  Relation  f£b-  Kegelschnitte  kann  ein  sehr 
einfacher  Beweis  des  Pascal' sehen  Satzes  abgeleitet  werden,  von 
dem  Brianchon  und  Gergonne  verschiedene  Varianten  gegeben 
hatten  [11, 11],  und  den  Poncelet  hier  reproducirt.  Wichtiger  ist  die 
Art,  in  der  Poncelet  den  Desargues'schen  Involutionssatz  auf  drei 
zu  einem  Büschel  gehörige  Kegelschnitte  überträgt.  Trifft  eine  Ge- 
rade zwei  Kegelschnitte  in  den  Punktepaaren  PiP^  und  PiPi^  zwei 
gegenüberliegende  gemeinschaftliche  Sehnen  derselben,  die  sich  in  Ä 
begegnen,  in  den  Punkten  B^  C,  und  spricht  man  für  beide  Kegel- 
schnitte hinsichtlich  ABC  die  C am o tische  Beziehung  aus,  so  ent- 
steht durch  Division  beider  Relationen  die  Gleichung 

BP,  '  BP^  _  CP^    CP^ 
BP[    BP^~  CP{'  CP;' 

welche  zeigt,  dafs  B^  C;  Pi,  Pg;  Pi,  Pi  eine  Involution  zu  sechs 
Punkten  bilden,  das  heifst  von  den  Seitenpaaren  eines  vollständigen 
Vierecks  ausgeschnitten  werden.  Aus  diesem  Grunde  kann  man  der 
Beziehung  eine  entsprechende  an  die  Seite  setzen,  bei  der  P^  und  P, 
'  ebenso  bevorzugt  sind,  wie  B  und  C  in  der  obigen  Gleichung: 

P,B    P^C  _   P^B   P^C 
•)  Vergl.:  I,  1. 
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Setzt  man  för  Pi,  Pi  die  Schnittpunkte  Pi\  Pi'  eines  dritten  Kegel- 
schnittes des  Büschels  ein,  und  dividirt  beide  Relationen  durch 
einander,  so  zeigt  (150)  die  so  entstehende  Oleichung 

dals  PijPi\  Pi^Pii  Pi\Pi'  eine  Involution  aus  sechs  Punkten  ist;  so 
complicirt  gestaltete  sich  die  Herleitung  einer  bei  richtiger  Auf- 
fassung der  Involution  8elbstverständli(^en  Erweiterung  des  De- 
sargu es' sehen  Involutionssatzes.  Der  Satz  wird  (153)  auf  drei  einem 
Vierseit  eingeschriebene  Kegelschnitte  übertragen;  die  Tangenten- 
paare, welche  dieselben  aus  einem  beliebigen  Punkte  erhalten,  liegen  in 
Involution,  treffen  eine  beliebige  Secante  in  Paaren  einer  Involution. 
8.  Die  Relation,  welche  die  drei  Schnittgruppen  P^P^P^^  QiQ^Q^y 
R^E^B^  einer  Curve  C^  mit  den  Seiten  BCj  CÄ^  AB  eines  Dreiecks 
verbindet,  gestattet  die  Schreibweise: 

AQ,  .  ÄQ,    BB,  .  BB,     CP,  ■  CP,        ÄQ.    BR,CP,_ 
AB^  .  AB^  .  J5Pi  .  J5P,  .  CQ,  •  CQ^  ^  AB^  •  J5P,     CQ,  ~  ^' 

Wvt^  der  eine  Factor  gleich  1,  so  gilt  dasselbe  von  dem  anderen; 
anders  ausgedrückt:  ,Jjiegen  sechs  von  den  neun  Schnittpunkten  einer 
Curve  dritter  Ordnung  mit  drei  Oeraden  auf  einem  Kegelschnitt,  so 
gehören  die  übrigen  einer  Geraden  an"  (154).  Aus  diesem  Resultate, 
welches  in  einem  allgemeineren  kurze  Zeit  vorher  von  Gergonne 
[XXVI,  1]  entwickelten  Theorem  enthalten  ist,  zieht  nun  Poncelet 
Folgerungen,  die  zum  festen  Bestandteil  der  Lehrbücher  geworden  sind. 
Der  Kegelschnitt  kann  in  ein  Greradenpaar  ausarten.  Der  dann  ent- 
stehende Satz  wird  als  Bewegungssatz  gefafst:  ,J)rehen  sich  drei  Seiten 
eines  einer  Curve  dritter  Ordnung  eingeschriebenen  Vierseits  um  feste 
Punkte  derselben,  so  gilt  dasselbe  von  der  letzten  Seite  des  Vier- 
seits'* (158).  Dieser  Satz  kann  auf  das  2  n- Seit  durch  Einschaltung 
von  Diagonalen  ausgedehnt  werden,  genau  so,  wie  das  bei  dem 
Specialfall  sich  als  möglich  erwies,  bei  dem  die  Drehpunkte  einer 
Geraden  angehören,  die  Ecken  auf  einem  Kegelschnitte  fortschreiten. 
Andererseits  kann  aus  dem  Satze  eine  Verallgemeinerung  des  Pascal'- 
schen  Satzes  abgeleitet  werden:  ,Jjiegen  zwei  von  den  Schnittpunkten 
gegenüberliegender  Seiten  eines  der  Curve  C^  eingeschriebenen  Sechsseits 
auf  ihr,  so  gilt  dasselbe  von  dem  dritten."  Artet  in  dem  ursprünglichen 
Theorem  der  Kegelschnitt  in  eine  Doppelgerade  aus,  so  gelangt  man 
zu  dem  Satze  von  der  Satellite  (155),  als  dessen  specieller  Fall  der 
Wendepunktsatz  erkannt  wird  (156).*)  Weiter  folgert  Poncelet: 
„Trifft  ein  Kegelschnitt,  der  die  Curve  Cj  in  P  osculirt,  dieselbe  noch  in 

•)  Der  Wendepunktsatz  ist  vor  Maclaurin,  auf  den  Poncelet  hier 
(167)  mit  Bezug  auf  Chasles'  Entwickelungen  [XXIV,  5]  hinweist,  von 
de  Gna  aasgesprochen  worden.  Vergl.:  De  Gua,  Usages  de  Tanalyse  de 
DeBcartes  etc.,  Paris  1740,  S.  225  und  813. 
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Punkten  Ä^  JB,  C,  so  liegen  die  letzten  Schnittpunkte  der  Geraden 
FÄ,  PB,  FC  in  gerader  Linie  (161).  Auch  kennt  Poncelet  (162) 
den  Satz,  dafs  ein  beliebiger  Punkt  P  von  Pj  mit  seinem  zweiten 
Tangentialpunkt  Q  und  dem  letzten  Schnittpunkt  des  in  P  fünfyunktig 
berührenden  Kegelschnittes  auf  einer  Geraden  liegt.*)  Nicht  glück- 
lich ist  Poncelet  in  den  Bemerkungen  über  die  Baumcurve  dritter 
Ordnung,  welche  an  dieser  Stelle  eingeschaltet  sind.  Er  hebt  zun&chst 
hervor,  dafs  die  Curve  als  Schnitt  zweier  einschaligen  Hyperboloide 
zu  betrachten  sei,  die  eine  Gerade  mit  einander  gemein  haben,  spricht 
aber  dann  (163)  von  der  Aufgabe,  durch  acht  gegebene  Punkte 
eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  hindurch  zu  legen.**) 

9.  Es  folgen  nunmehr  Entwickelungen  allgemeiner  Art,  die  von 
sehr  verschiedener  Bedeutung  sind.     Die  Caruot'sche  Beziehung 

n  n 

gestattet,  einen  der  3»  Schnittpunkte  einer  Curve  C«  mit  drei 
Geraden  eindeutig  zu  ermitteln,  wenn  die  übrigen  vorliegen.  Ebenso 
folgt,  dafs  j  (fi  —  l)(fA —  2)  von  den  fin  Schnittpunkten  einer  Cunre 
Cn  mit  (i  Geraden  durch  die  übrigen  bestimmt  sind  (212).  Treffen 
zwei  Curven  C„  und  Cn  die  Geraden  AB  und  AC  in  denselben 
Punktgruppen  QiQi  .-.  Qn  und  i?i J?2  . . .  i?„,  so  besteht  fär  ihre  Schnitt- 
gruppen P1P2  ...  Pn  und  PiPi  ...  Pn  mit  BC  die  Beziehung 

das  heifst,  die  beiden  Punktgruppen  liegen  ipit  B  und  C  in  Invo- 
lution. Allein  durch  diese  Gleichung  ist  der  Punkt  P«  festgelegt, 
wenn  ma.n  Pi,  Pg,  .  .  .,  Pn-i\  Pi,  P2,  •  •  .,  P«;  ^,  C  kennt  Man 
kann  nun  Pi,  P2,  .  .  .,  P»  als  Schnittpunkte  der  Gera4.en  Q\Bu 
Q^Bf^  .  .  .y  QnBn  auffassen,  und  hernach  auf  zwei  beliebig,  durch  B 
und  C  gelegten  Geraden  dio  Gruppen,  OiOi  •  •  •  £^<»  ^^d  SiiSti . . .  %•  so 
construiren,  dafs  OiSti,  ÖsSBa,  ...,  Oy.81»  die  Punkte  Pi,  P^,  ...,  P« 
und  CIi31j,  O.SRa,  -..,  0«-iSRi.  d^e  ?unkte  Pi,  Pj,  ...,  P,_i  aus- 
schneiden;  alsdann   bestimmt  DnSRi  den  letzten  gesuchten  Punkt  P, 

*)  Die  S&tze  über  Curven  dritter  Ordnung  sind  für  sich  TerOffentlicht 
in  der  Abhandlung:  Poncelet,  Th^or^mes  et  probl^mes  sur  les  lignes  da 
troisi^me  ordre.  Eztrait  du  memoire  intituld:  Analyse  des  transversales,  etc., 
Quet.  Corr.,  Bd.  7,  1832,  S.  79—34. 

•*)  Poncelet  hebt  1866  die  Unrichtigkeit  dieser  Entwickelung  hervor 
(Traitä,  Bd.  2,  8.  426).  Steiner  habe  ihn  sogleich  nach  Erscheinen  der 
Arbeit  selbst,  als  auch  schon  der  eben  erwähnte  Auszug  abgedruckt  war, 
auf  die  Irrigkeit  dieser  Entwickelung  aufmerksam  ^macht.  Trotzdem 
habe  er  sich  entschlossen,  um  nichts  zu  verschleiern,  die  so  irrige  Kummer 
im  Trait^  abzudrucken. 
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(183);  zwei  von  den  Sohnittpnnkten  mit  einer  vierten  Geraden  können 
nnn  mit  Hülfe  zweier  derartigen  Involutionen  bestimmt  werden  u.  s.  w. 
Poneelet  beschäftigt  sich  im  Anschlaüs  hieran  mit  der  Auffindimg 
einer  Gurve  nf^^  Ordnung,  deren  Schnitipunkte  mit  fi  (reraden  vor- 
liegen und  die  einen  festen  Punkt  (n  —  ft  4^  l)*fach  enthält.  Dieser 
ziemlidi  weitschweifigen  Entwickelung  kann  man  nicht  dieselbe 
Wichtigkeit  beilegen,  die  ihr  Poneelet  offenbar  zuschreibt  Hervor- 
zuheben ist  aber  die  Herleitung  des  Satzes  von  Cot  es  (191  ff.): 
Zwischen  zwei  Punktgruppen  PiPt  .  .  .  P»  und  P[Pi  . . ,  P^^  die  mit 
B  und  C  in  Involution  liegen,  besteht,  sobald  B  und  C  in  einen 
Puikt  O  gelange«,  die  folgende  Beziehung: 


Sobald  also  zwei  Ourven  (7„  und  Cn  auf  zwei  von  0  ausgehenden 
Strahlen  dieselben  Punktgruppen  ausschneiden,  besitzen  die  Gruppen, 
die  sie  auf  einer  dritten  von  0  ausgehenden  Geraden  bestimmen,  hinsicht- 
lich 0  den  gleichen  harmonischen  Jfittelpunkt.  Setzt  man  C^  aus 
n  Geraden  zusammen,  so  folgt  aus  früheren  Entwickelungen  [XXI V,  4], 
dafs  die  harmonischen  Mittelpunkte  der  C,  also  einer  beliebigen  Curve 
angehörigen  Punktgruppen,  eine  Gerade  erflÜlen;  somit  können  Sätze  über 
den  harmonischen  Mittelpunkt  tmd  die  harmonischen  Axen  bei  Gruppen 
von  Strahlen  und  Punkten  auf  Curven  C«  übertragen  werden.  Ich  er- 
wähne noch  das  Theorem:  ,Jiegen  ftn  von  den  fim  Schnittpunkten  einer 
Curve  Cm  mit  einer  Gruppe  von  fi  Strahlen  auf  einer  Curve  C»,  so 
liegen  die  übrigen  fi  (m  —  n)  Punkte  auf  einer  Curve  Cm—n^  (227). 
Bei  der  dualen  Übertragung  der  bisher  entwickelten  Sätze  findet 
Poneelet  noch  einmal  Gelegenheit,  seine  Ansprüche  gegen  Gergonne 
kiäfdg  hervorzuheben  und  nochmals  eine  Übersicht  über  die  „th^orie 
des  polaires  reciproques^  zu  geben.  Gegen  diesen  stark  polemischen 
Teil  des  letzten  Abschnittes  treten  die  Anwendungen  der  Relation, 
welche  der  C am o tischen  dual  gegenübersteht  und  zwischen  den 
Gruppen  eigentlicher  Tangenten  obwaltet,  die  eine  Curve  67„  aus  den 
Ecken  eines  Dreiecks  erhält,  etwas  zurück.  Zum  SchhiTs  kommt 
Poneelet  auf  eine  Entwickelung,  die  nicht  unerwähnt  bleiben  darf. 
Um  den  Pm[ikten  und  Geraden  einer  Ebene  ihre  Geraden  und  Punkte 
entgegenzustellen,  kann  man  sich  mit  Vorteil  der  Polareigenschaften 
des  Kegelschnittes  bedienen;  aber  man  kann  denselben  Zweck  auch 
durch  andere  Ifittel  erreichen.  Schneiden  sich  z.  B.  die  Geraden  a  und  h 
auf  der  Geraden  AB,  und  ordnet  man  einem  Punkte  P  die  Ver- 
bindungslinie der  Punkte  Q^  B  zu,  in  denen  a  und  h  von  AP  und 
BP  getroffen  werden,  so  entsteht  (250)  ebenfokUs  eine  Correlaäon,  der 
man  sich  bedienen  kann,  um  das  Dualitätsgesetz  zu  erweisen.*) 

*)  Die  Configoration  des  Papp u» [II,  1]  zeigt  nämlich,  dafs  drei  Punkten 
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10.  Ich  knüpfe  hier  die  Besprechung  einer  umfiangreichen  Ab- 
handlung an,  die  Poncelet  zwar  erst  im  Jahre  1866  veröffentlicht 
hat,  die  aber  nach  seiner  Versicherung  gleichzeitig  mit  der  „analjse 
des  transversales"  verfe&t  ist  und  derselben  sich  auch  inhaltlidi  vöUig 
anschlie&i*)  Zunächst  wird  der  Begriff  der  Involution  erweitert  Eine 
Secante  möge  m  Gerade  2i,  Z2,  . . .,  Z^  in  den  Pimkten  ^1,  Ä^j . . .,  Ätay 
zwei  Curven  Cn  und  C«,  die  jede  der  Geraden  in  derselben  Punkt- 
gruppe schneiden,  in  den  Gruppen  Pi  P^  . . .  P„  und  PiPi...Pn 
treffen.     Alsdann  bestehen  die  Relationen 

die  Gruppen  P1P2  . . .  Pn,  PiPi  . . .  P«  liegen  mit  -4i,  -4^1  •  •  •»  -^m  in 
Involution.  Wächst  die  Anzahl  der  Geraden  auf  w,  so  entsteht  die  voll- 
ständige Involution  („Involution  complete")  aus  drei  Gruppen  AiA%,.,Ä^ 
P1P2  . . .  Pn,  PiPa  . . .  Pw.  Sind  die  beiden  ersten  Gruppen  gegeben, 
so  ist  die  letzte  durch  einen  einzigen  ihrer  Punkte  festgelegt  Die 
Pi  enthaltende  Curve  C»  des  Büschels,  welchen  n  durch  die  erste 
Gruppe  gelegte  Gerade  und  eine  die  zweite  Gruppe  au&ehmende 
Curve  Cn  bestimmen,  schneidet  die  gesuchte  Gruppe  aus.  Auch  C» 
kann  in  n  Gerade  zerfallen  und  so  bestimmt  werden,  dafs  sie  eine 
durch  P'i  gezogene  Gerade  l  in  denselben  Punkten  trifft,  wie  die 
erste  Strahlengruppe.  Oi  besteht  dann  aus  l  und  einer  Ciirve  C«_i, 
welche  die  Ergänzxmgsgruppe  P'^P^  ^.,  P^  ausschneidet  Bei  dieser 
Gelegenheit  treten  offenbar  zu  den  obigen  Gleichungen  die  folgenden 


n^:-  -n 


a=sl 


P.Ä„  7-r  P.Ax 

p:p: 


hinzu,  aus  denen  die  Gleichberechtigung  der  drei  Gruppen  der  voll- 
ständigen Involution  hervorgeht  (259 — 261). 

11.  Auf  diesem  Boden  baut  sich  nun  (262  ff.)  die  Entwickelung 
des  Büschelbegriffes  auf.  Dreht  man  eine  Gerade  um  den  Punkt  P 
und  sucht  jedesmal  von  der  Involution,  welche  ihre  Schnittgroppen 
mit  zwei  Curven  Cn  und  Cn  bestimmen,  die  dritte,  P  enthaltende 
Gruppe,  so  beschreibt  dieselbe  die  P  enthaltende  Curve  C«  des 
Büschels.  Haben  nämlich  zwei  Gruppen  einer  vollständigen  Involution 
einen  Punkt  gemeinsam,   so   gehört   er  von   selbst  auch  der  dritten 

P,  M,  N,  von  denen  die  beiden  letzten  a  und  b  angehören,  drei  Gerade  p^ 
m,  n  entsprechen,  die  von  einem  Punkte  ausgehen  und  von  denen  die  beiden 
letzten  B  und  A  enthalten.  Chasles  hat  hierauf  anfinerksam  gemacht. 
*)  PoDcelet,  Proprio t^s  commmies  aux  systämes  de  lignes  et  de 
sorfaces  g^om^triques  d'ordre  quelconque,  Trait^,  Bd.  2,  Paris  1866,  Sechen  IV, 
S.  236 — 310.  Meine  Hinweise  beziehen  sich  auf  die  Nummern  der  Abhandlung. 
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Gruppe  an,  deshalb  geht  das  erzeugte  Gebilde  zunächst  durch  samt- 
Hche  Schnittpunkte   der  gegebenen  Curven   hindurch.     Es  ist  femer 
von  der  n**"  Ordnung,  da  eine  von  P  ausgehende  Gerade  aufserhalb 
P  dasselbe  höchstens  in  «  —  1  Punkten  trifft,  und  überdies  nur  eine 
Tangente  ^  in   P  eiistirt.     Vereinigt  sich   nftmlich   för  t  noch   ein 
zweiter  Punkt  der  dritten  Gruppe  mit  P,  so  haben  [XXIV,  9]  die  Schnitt- 
gruppen  von  t  mit  Cn  und  Cn  bezüglich  P  denselben  harmonischen 
Ißttelpunkt.     Die  Tangente  t  verbindet  daher  den  Punkt  P  mit  dem 
Schnittpunkt  der  beiden   Geraden,   welche  ihm  nach   dem  Theorem 
Ton  Cotes   hinsichtlich  Cn  und  Cn  zugehQren,  und  ist  mithin  ein- 
deutig bestimmt.    Wendet  man  jetzt  den  Carno tischen  Satz  auf  Cn 
und  Cn  ftn  und  setzt  das  Dreieck  aus  P  xmd  zwei  beliebigen  Punkten 
Q  und  B  von   Cn    zusanunen,    so    erkennt  man  augenblicklich,  dafs 
QB  Cn  und  Cn  in  Gruppen  schneidet,  die  mit  Q  und  B  in  Involution 
liegen;   die  drei  Curven  werden  deshalb  von  jeder  Geraden  in  einer 
vollständigen    Involution    geschnitten.      Nach    weiterer    Ausfährung 
dieser  metrischen  Beziehungen  geht  Poncelet  (281  flf.)  zur  Definition 
des  Netzes  über.     Der  Gleichung 


19  n  n 

ÄjJPQa  +  SjJPBa  +  CYJPSa  + 


0 


genügen,  wenn  m  Gruppen  öift  •  •  •  Qn,  BiB^  ...  Bn,  S1S2  . . .  ^S'«,  . . . 
einer  Geraden  l  vorliegen,  und  -4,  J?,  0,  .  . .  Constante  sind,  n  Punkte 
Pi,  Pj,  . . .,  P»  von  Z,  die  mit  den  gegebenen  Gruppen  eine  vollständige 
Involution  aus  (m  -f~  I)  ^  Punkten  bilden.  Schneidet  man  m  gegebene 
Curven  n**'  Ordnung  mit  beliebigen  Geraden  und  bestimmt  auf  jeder 
bei  festen  Constanten  -4,  J?,  (7, . . .  eine  letzte  Gruppe  mit  Hülfe  der 
obigen  Gleichung,  so  erhält  man  Schnittgruppen  einer  neuen  Curve, 
welche  dem  durch  die  ersteren  Curven  bestinmiten  linearen  System 
angehört.  Auf  ähnliche  Art  können  auch  Flächennetze  definiert 
werden.  Von  den  hierher  gehörigen  Sätzen  werde  der  folgende  er- 
wähnt: JEaben  vier  Flächen  dieselben  n^  Schnittpunkte  mit  einander 
gemein,  so  begegnen  sie  jeder  Geraden  in  einer  vollständigen  In- 
volution aus  4n  Punkten"  (292). 

12.  Indem  Poncelet  seine  Ergebnisse  über  den  harmonischen 
Mittelpunkt  auf  Curven,  Flächen  und  llaumcurven  im  allgemeinen 
ansdehnt,  gelangt  er  (332  ff.)  zur  Begründung  einiger  Sätze  aus  der 
Polarentheorie.  Der  harmonische  Mittelpxmkt  P  eines  Punktes  Ä 
hinsichtlich  der  Punkte  Pi,  Pj,  ...,  Pn^  die  mit  P  und  Ä  auf  einer 
Geraden  liegen,  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung 

Jl  — _i_a._i_a.        J-JL 
AP~  AP,'^  ÄP^'^      "^ÄP^' 

Soll  also  ein  Punkt  X  umgekehrt  S  zum  harmonischen  Mittelpunkt 
bezüglich  P^P^  , , .  Pn  haben,  so  besteht  die  Gleichung 
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XS        XP^  ^  XP^  ^        ^  XP^ 
^^®^  SP,         SP^  SP. 

<iurch  welche  eine  Gruppe  von  n  —  1  Punkten  definirt  wird.  Den 
Punkt  S  enthält  sie  dann  und  nur  dann,  wenn  er  mit  einem  dar 
Punkte  Pi,  Pg,  . . .,  Pn  zusammenfällt,  hingegen  sind  etwaige  Doppel- 
punkte  der  Gruppe  PiP«  . . .  P«  in  ihr  enthalten.  Wird  dieselbe  von 
einer  um  S  gedrehten  Geraden  aus  einer  festen  Ourve  C«  heraus- 
geschnitten, so  beschreibt  die  abgeleitete  Punktgruppe  eine  Gurve  (7«~i, 
welche  die  Berührungspunkte  der  von  S  aus  an  die  Ourve  gelegten 
Tangenten  ausschneidet,  also  die  wohlbekannte  Polarcurve  des 
Punktes  S.  Als  eine  unmittelbare  Folge  der  Definition  ergiebt  sieh 
der  Satz:  „Die  harmonische  (Cotes'sche)  Gerade  eines  Punktes  Q  hin- 
sichtlich einer  Gurve  Cn  dreht  sich  um  den  Punkt  S,  wenn  Q  über  die 
Polarcurve  desselben  geführt  wird."  Es  giebt  denmach  (n  —  1)*  Punkte, 
deren  Polargeraden  mit  einer  gegebenen  Geraden  identisch  sind,  die 
Schnittpunkte  der  Polarcurven  irgend  zweier  Punkte  der  Geraden  (338). 
Bewegt  sich  ein  Punkt  über  eine  Gerade,  so  umhüllt  seine  Polar- 
gerade (343)  eine  Gurve  (n  —  1)^'  Klasse  und  —  fügt  Poncelet  hinzu 
—  von  der  Ordnung  (n  —  1)  (n  —  2).  Bekanntlich  ist  die  Gurve 
in  Wirklichkeit  nur  von  der  Ordnung  2  (/;  —  2).  Den  Abschluis 
der  Arbeit  bieten  Entwickelungen  von  geringerem  Interesse  über 
Osculationsverhältnisse  bei  Curven  höherer  Ordnung. 

13.  Ich  möchte  noch  eine  Arbeit  von  Beifs*)  erwl^hnen,  die  zwar 
erst  1837  veröffentlicht  wurde,  aber  inhaltlich  sich  nahe  mit  de« 
besprochenen  Arbeiten  berührt  Sie  enthält  eine  j^ihe  vo^  Tnm»- 
versalensätzen,  vou  denen  ich  einen  hervorhebe.  Eine  Tnmsvers^ 
treffe  eine  Gurve  Cn  in  den  Punkten  Pi,  Pg,  ...,  jP„;  ist  dann  r« 
der  Krümmungsradius  im  Punkte  Pa  und  g)«  der  Winkel,  den  seiq^ 
Tangente  mit  der  Transversale  einschUeüst,  so  besteht  die  Gleichung 


=  0. 


Sind  P^  und  P^  Wendepunkte  einer  Gurve  C^,  also  r^  und  r,  un 
endlich  groDs,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

^-A — ^0, 

r^  8m*qpj  ' 

dafe   auch  r^  unendlich   grofs   und  deshalb  Pj  ebenfeUs  ein  Wende- 
punkt ist  (S.  293). 

*)  Reifs,  Memoire  sur  les  propri^t^s  g^n^rales  des  coorbes  alg^riques, 
€tc.,  Quet.  Corr.,  Bd  9.,  1887,  S.  249—308. 
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XXY.    Untersiichiiiigeii  (ber  specielle  Cnrveii  dritter 
imd  Tierter  Ordnimg. 

1.  Ich  bespreche  zunächst  einige  Untersuchungen  über  eine 
specielle  circulare  Curve  Cj,  die  sogenannte  Quetelet'sche  —  bezw. 
van  Bees'sche  —  Poeale.*)  Die  Ebene  eines  Schnittes  eines  Kegels 
zweiter  Ordnung  drehe  sich  um  eine  Tangente,  die  zu  einer  der  Haupt- 
axenebenen  senkrecht  steht  Die  in  dieser  Hauptaxenebene  liegenden 
Brennpunkte  beschreiben  alsdann  die  zu  betrachtende  Curye,  Handelt 
es  sich  um  einen  Botationskegel,  so  ergiebt  sich  eine  Curve  C^  mit 
Doppelpnnkt,  die  „focale  a  noeud",  welche,  wie  oben  erwähnt,  auch  von 
Dandelin**)  behandelt  und  durch  Inversion  aus  einem  Kegelschnitt 
abgeleitet  worden  war.  Nach  einem  Satze  von  Le  Fran9ois***) 
beschreibt  diese  specielle  Focale  der  Schnittpunkt  zweier  um  feste 
Punkte  bewegten  Strahlen  o  und  o\  von  denen  der  erste  sich  doppelt 
50  schnell  dreht  als  der  zweite,  so  dafs  jedem  Strahle  des  ersten 
Büschels  zwei  aufeinander  senkrechte  Strahlen  des  zweiten  ent- 
spreehen.  Van  Reesf)  fahrt  rechnend  bei  der  allgemeinen  Focale 
paare  conjugirter  Punkte  ein,  deren  Entfernungen  von  einem  be- 
stimmten Punkte  der  Curve  ein  constantes  Product  ergeben,  und 
deren  Tangenten  in  einem  dritten  Punkte  der  Curve  zusammenlaufen 
(369  ff.).  Er  weist  eingeschriebene  Vierseite  nach,  deren  Paare  gegen- 
überliegender Ecken  aus  derartigen  Punktepaaren  bestehen-  Einen 
Ansatz  zu  der  Erzeugung  durch  projectivische  Strahleninvolutionen 
bietet  van  Eees  in  folgendem  Satze:  „Die  Tangentenpaare,  welche 
man  von  zwei  festen  Punkten  aus  an  einen  Kreis  legen  kann,  be- 
gegnen sich,  wenn  sein  Mittelpunkt  festgehalten  wird,  in  Punktgruppen 
einer  „focale  a  noeud"  (S.  378).  Die  allgemeine  Focale  tritt  übrigens 
auch  ab  Ort  der  Punkte  auf,  von  denen  aus  zwei  Strecken  unter 
gleichen  Winkeln  erblickt  werden  (S.  375).  Prägt  sich  in  dieser 
Eigenschaft  die  Möglichkeit  aus,  die  Curve  durch  zwei  projectivisch 
bezogene  Kreisbüschel  zu  erzeugen,  so  ist  die  Erzeugung  durch  einen 
Kreisbüschel    und    einen    zu   ihm   projectivischen   Strahlenbüschel   in 

*)  Quetelet,  Dissertatio  de  quibus^iam  locis  ^eometricis  nee  non 
de  corra  focali,  Gent  1819.    Diese  bereits  oben  [XIV,  4]  erwähnte  Schrifb 
ist  mir  nicht  zDgänglich  geworden. 
•*)  Vergl.  a.  a.  0.  S.  lOO***. 

•**)  Le  Fran9oi8,  Theorie  math^matique  des  courbes  d'intersection 
apparente  de  denx  Hgnes  qoi  toument  avec  rapidit^  autour  de  deux  points 
fixes,  Qnet.  Corr.,  Bd.  6,  1829,  &  120—127;  Le  Fran9oi8,  De  la  courbe 
nrodnite  par  les  interaections  successives  de  deuz  droites  pivotant  autoor 
ne  denx  points  fixes,  de  mani^re  que  la  vitesse  angulaire  de  Tune  soit 
donble  de  celle  de  Tantare,  ibidem,  S.  379—385. 

t)  Van  Eees,  Memoire  sur  les  focales.,  Quet.  Corr.,  Bd.  5,  1829^ 
S.  361 — 378.  Nach  der  Einleitmig  der  Arbeit  scheint  Quetelet  nur  die 
Focale  des  Botationskegels  genauer  unteräucht  zu  haben. 
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folgender  für  die  „focale  a  noeud"  bereits  von  Quetelet  gegebene 
Eigenschaft  enthalten:  „Man  lasse  einen  Durchmesser  eines  Kreises^ 
der  sich  in  einem  Büschel  bewegt,  beständig  durch  einen  festen 
Punkt  hindurchlaufen;  alsdann  beschreiben  seine  Endpunkte  eine 
Focale"  (S.  367).  Chasles*)  hat  hierzu  den  Satz  hinzugefügt: 
„Die  Kreise  eines  Büschels  werden  von  den  Tangenten,  die  von  einem 
festen  Punkte  ausgehen,  in  Punkten  einer  Focale  berührt."  Einige 
Jahre  später  giebt  Chasles*"')  eine  ganze  Reihe  von  Erzeugungs- 
weisen  der  Curve.  Legt  man  von  irgend  einem  Punkte  aus  Tangenten 
an  eine  Schar  confocaler  Kegelschnitte,  so  liegen  ihre  Berührungs- 
punkte auf  einer  Focale  mit  Doppelpunkt.  Trifft  femer  eine  Axe 
eines  Tangentialkegels  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  eine  der 
Hauptaxenebenen  stets  in  demselben  Punkte,  so  beschreibt  seine 
Spitze  ebenfalls  eine  solche  Curve.  Die  allgemeine  Focale  ist  zu- 
nächst der  Ort  der  Brennpunkte  aller  Kegelschnitte,  welche  vier 
Gerade  berühren,  was  mit  der  einen  van  Rees'schen  Definition 
bekanntlich  identisch  ist.  Wird  ein  leuchtender  Punkt  in  einen 
dieser  Brennpunkte  verlegt,  imd  befindet  sich  ein  beobachtendes 
Auge  in  dem  zugehörigen  Brennpunkte,  so  liegen  die  Glanzpunkte 
auf  den  einzelnen  Kegelschnitten  auf  einer  Focale.  Handelt  es  sich 
um  confocale  Kegelschnitte,  so  kann  man  beide  Punkte  willkürlich 
wählen.***)  Diese  Eigenschaften  können,  so  hebt  Chasles  hervor, 
aus  allgemeineren  über  Curven  C^  abgeleitet  werden. 

2.  Bemerkenswert  ist,  daljs  Chasles  offenbar  schon  1835  im 
Besitz  einer  Eigenschaft  der  Curve  C^  ist,  die  mit  der  Entstehung 
derselben  als  Tripelcurve  eines  Netzes  von  Kegelschnitten  enge  zu- 
sammenhängt. Es  seien  drei  Kegelschnitte  ?7,  F,  W  gegeben.  Als- 
dann liegen  die  18  Ecken  der  V  und  W,  W  und  U^  U  und  V 
umschriebenen  Vierseite  auf  einer  Curve  C^\  die  Tangentenpaare, 
welche  man  von  zwei  gegenüberliegenden  Ecken  etwa  des  ersten 
Vierseits  an  den  dritten  Kegelschnitt  legen  kann,  begegnen  sich  in 
vier  weiteren  Punkten  der  Curve,  von  der  man  so  im  Ganzen 
54  Punkte  erhält.  Chasles  scheint  hiemach  den  Satz  gekannt  zu 
haben:  „Drei  nicht  zu  einer  Schar  gehörige  Kegelschnitte  Uy  F,  W 
empfangen  Tangentenpaare,  welche  in  Involution  liegen,  aus  den 
Punkten  einer  bestinunten  Curve  dritter  Ordnung",  der  ausdrücklich 
von  Cayley  [XXXVI,  29]  ausgesprochen  wurde.     Er  fügt  noch  eine 

*)  Chasles,  Sur  la  g^n^ration  des  focales,  extrait  d*ane  lettre  etc^ 
Quet.  Corr.,  Bd.  6,  1880,  S.  207—208. 

**)  M.  Chasles,  correspondant  de  rAcadämie,  dans  une  lettre  adress^ 
ä  M.  Quetelet,  fait  part  de  diff^rens  r^sultats  g^metriques  etc.,  BulL 
de  TAc.  de  Bruxelles,  öd.  2,  1836,  S.  86—40. 

***)  Den  Specialfall  concentrischer  Kreise  giebt  van  Bees  am  Schlosse 
seiner  Abhandlung.  Man  vergleiche  noch  die  Abhandlung:  A.  Q.,  Sur 
quelques  probl^mes  relatifs  aux  points  brillans  dans  les  courbes  r^fl^his- 
santes,  Quet.  Corr.,  Bd.  8,  1827,  S.  221—228. 
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mechanisclie  Erzeugung  an,  bei  welcher  sich  Curven  C^  ergeben. 
Von  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  gehe  der  eine  beständig 
durch  einen  festen  Punkt  P  der  Ebene,  während  ein  Punkt  B  des 
anderen  eine  Grerade  beschreibt.  Gelangt  nun  bei  dieser  Bewegung 
der  Scheitel  des  rechten  Winkels  nur  einmal  in  den  Punkt  P,  so 
beschreiben  mit  dem  rechten  Winkel  fest  verbundene  Punkte  rationale 
Curven  C,,  speciell  die  Punkte  des  P  enthaltenden  Schenkels  Focalen. 
3.  Ein  Briefwechsel  zwischen  Ghasles  und  Quetelet  zeigt,  wie 
langsam  sich  manche  uns  jetzt  so  geläufige  Anschauungsweisen  ent- 
wickelten- Ein  Cartesisches  Oval,  ein  in  bipolaren  Coordinaten  durch 
die  Gleichung 

a^Ti  +  cfjr,  =  2  a 

dargestelltes  Gebilde,  hat,  wie  an  früherer  Stelle  erläutert  wurde, 
die  Eigenschaft,  die  von  dem  einen  Pol  ausgehenden  Strahlen  bei 
einem  bestimmten  Brechungsexponenten  in  Strahlen  zu  brechen,  die 
durch  den  anderen  Pol  hindurchgehen.  Sie  besitzt  aber  noch  eine 
zweite  sehr  merkwürdige  optische  Eigenschaft,  wie  Quetelet  ent- 
wickelt.*) Werden  die  von  einem  Punkte  F  ausgehenden  Strahlen 
an  einem  Kreise  gebrochen,  so  ist  ein  Cartesisches  Oval  die  zugehörige 
„caostique  secondaire",  d.  h.  eine  ganz  bestimmte  Evolvente  der 
CJurve,  welche  die  gebrochenen  Strahlen  umhüllen.**)  Hieraus  kann 
nun  (S.  115)  eine  sehr  anschauliche  räumliche  Entstehungsweise  der 
Ovale  abgeleitet  werden,  welche  bei  einem  festen  Brechungsverhältnis 
—  «1  und  «2  sind  alsdann  constant  —  zu  zwei  festen  Brennpunkten 
gehören.  Beschreibt  man  über  dem  in  der  Mannigfaltigkeit  vor- 
kommenden Kreise  eine  Kugel  und  bildet  dieselbe  stereographisch  auf 
die  Ebene  ab,  so  entstehen  die  betrachteten  Curven  aus  den  Durch- 
dringungscurven  der  Kugel  mit  Kegeln,  die  einen  Kreis  mit  einander 
gemein  haben.  Die  Spitzen  dieser  Kegel  gehören  einer  Geraden  an, 
deren  Schnittpunkte  mit  der  Kugel  in  die  gemeinschaftlichen  Brenn- 
punkte projicirt  werden.  Die  Curve  ist  femer  die  orthogonale  Pro- 
tection der  Durchdringungscurve  zweier  Rotationskegel  mit  zur  Pro- 
jectionsebene  senkrechten  Axen  (S.  111).  In  einem  Brief  an  Chasles 
giebt  Quetelet***)  noch  andere  Beispiele  ebener  Curven  C4,  die  sich 
aus  der  Durchdringungscurve  zweier  Oberflächen  F^  durch  Projection 
ableiten  lassen,  bei  allen  Curven  Cg  wird  diese  Art  der  Entstehimg  als 
möglich  nachgewiesen.  Im  Anschlufs  hieran  stellt  Quetelet  (S.  195) 
den  Satz  auf,  dafs  jede  ebene  Curve  C^  oder  O4  als  Central-Projection 
der  Durchdringungscurve  l?^  zweier  Oberflächen  F^  und  Fi  angesehen 

•)  Quetelet,   Sor   les   lignes   dirimantes  k  deux  foyers  conjugu^s, 
Quet.  Corr.,  Bd.  6,  1829,  S.  109—116. 
♦*)  Vergl.  XIV,  6. 

**♦)  Quetelet,  Snr  les  lignes  aplan^tiques.  —  Sur  les  lignes  color^es 
que  prodoit  etc.,  et  en  g^n^ral  sur  les  lignes  du  troisi^me  degr^,  Quet. 
Corr ,  Bd.  6,  1829,  S.  190—196. 
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werden  kann.  Chasles  äufsert  sich  zu  dieser  Frage  in  zwei  Briefen,  die 
im  April  und  Mai  1829  abgefafet  sind.*)  Ursprünglich  sei  er  ebenfalls, 
erklärt  er  in  dem  et^teren,  der  Meinung  Quetelet's  gewfesen.  Eine 
genauere  UnteWuchung  habe  ihm  jedoch  gezeigt,  dafS  die  Projectaon 
der  Raumcurve  E^  htJchstens  acht  Tafagehten  aus  einem  Punkt  erhalte, 
wahrend  doch  bei  Läcroit  das  Öeiöpiel  einer  Curte  C^  vorkomme, 
wolbhe  aus  einem  Punkte  tehti  Tangenten  ^mpfShgt.  Li  dem  zt^eiten 
Brifefe  glaubt  er  jtedoch  seiheli  tlinwurf  zurücknbhm^u  zu  müssen; 
er  bekennt,  zu  der  Meinung  zurückgekehrt  zu  dein,  dafs  die  Klasse 
einer  ebenen  Curvfe  C4,  die  aus  der  ßchnittcurve  zweier  Ober- 
flächen F2  durch  Projection  entsteht,  zwischen  den  Grenzen  3  tmd  1^ 
schwanken  kann.  Es  folgen  dann  einigt  Auslassimgen  über  ebene 
Curven  dritter  Ordnung;  man  kann  drei  grofse  Gattungen  TonOnrven  C, 
uuterscheiden,  die  der  Reihe  nach  aus  Gurven  von  der  sechsten,  -vierten 
und  dritten  Klasse  bestehen.  Jede  Curve  (7j  besitzt  entweder  drei  Wende- 
punkte in  gerader  Linie  oder  einen  Wendepimkt.  Im  Apercu  historiqoe 
stellt  jedoch  Chasles**),  freilich  immer  noch  in  nicht  ganz  bestimmter 
Form,  den  Satz  auf,  die  Projection  einer  Raumcurve  B^  sei  eine  Curve 
von  specieller  Art,  nämlich  eine  Curve  C^  mit  zwei  Doppelpunkten. 
Man  könne  hieraus  schliefsen,  dafs  die  Curve  C^  von  der  achten 
Klasse  sei,  so  dafs  also  die  Raumcurve  H^  acht  Tangentialebenen 
aus  einer  beliebigen  Geraden  erhalte,  die  zugehörige  abwickelbare 
Fläche  vom  achten  Grade  sei.  Ganz  ähnlich  können  nur  spedelle 
Curven  C3,  solche  mit  Doppelpunkt,  als  Projectionen  räumlicher 
Curven  B^  aufgefafst  werden.  Ln  ersteren  Falle  können  die  Doppelt 
punkte  imaginär  werden,  als  Beispiel  führt  Chasles  hier  das 
Cartesische  Oval  und  die  Fuispunktcurve  eines  Kreises  an,  die  zwei 
im  Unendlichen  liegende  conjugirt- imaginäre  Doppelpunkte  besitzen. 
4.  Der  Punkt  P,  von  dem  aus  man  die  Durchdringungscurve  zweier 
Oberflächen  Fi  und  Fi'  projicirt,  kann*mit  derselben  durch  eine 
dritte  Oberfläche  F^  verbunden  werden,  welche  zwei  von  P  ausgehende 
reelle  oder  nicht  reelle  Gerade  besitzt.  Beide  Geraden  sind  Sehnen 
der  Curve  und  schneiden  eben  deshalb  die  f)eiden  Doraelpunkte  aus. 
Diese  so  sehr  einfache  und  uns  jetzt  so  geläufige  Überlegung  ist 
ziemlich  gleichzeitig  von  Hesse***)  und  Salmonf)  gegeben  worden. 

*)  Chasles.    Sur  les  courbes  da  t^isi^me  et  da  qua  trimme  degrä, 
Quet.  Corr.,  Bd.  5,  1829,  S.  231--233,  234—236. 

**)  Chaeles.  Aper9u  historique,  Paris  1837,  S.  249. 
•••)  Hesse,  über  die  Wendepuncte  der  algebraischen  ebenen  Carrefl 
und  die  Schmiegungs-Ebenen  der  Curven  von  doppelter  Krümmung,  welcbe 
durch  den  Schnitt  zweier  algebraischen  Oberflächen  entsteben,  Crelle's 
Joum.,  Bd.  41,  1861,  S.  272—284  (Ludwig  Otto  Hessens  Gesammelte 
Werke.  Heraasgegeben  von  Dyck,  Gundelfinger,  Lüroth,  Noether, 
München  1897,  S.  263—278  (S.  278)). 

t)  Salmon,    On   the   Classification  of  Curtes  of  donble  Curvatare, 
Camb.  Dabl.  Joum.,  Bd.  6  (9),  1860,  S.  28—46  (S.  42). 
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Der  letztere  hatte  bereits  in  einer  früheren  Abhandlung*)  den  Satz 
in  folgender  Weise  bewiesen.  Die  Schnittlinie  l  der  Polarebenen  des 
Punktes  P  nach  F^  und  F^  ist  die  Polare  ron  P  für  die  beiden 
Kegelschnitte  derselben,  wölche  in  der  durch  P  und  l  festgelegten 
Ebene  liegen.  Deshalb  zerfeilen  die  vier  Schnittpunkte  dieser  Kegel- 
sehjkitte  in  zwei  Paare,  welche  durch  P  von  l  harmonisch  getrennt 
und  daher  in  Doppelpunkte  projicirt  werden. 

5.  Bei  der  Besprechung  des  bärjcentrischen  Calcüls  wurde  mit 
Nachdruck  auf  Möbius'  schöne  Entwickelung  über  die  Raximcurven  B^ 
hingewiesen  [XXill,  9].  Das  erste  Auftreten  der  Gurve  bei  Chasles 
liegt  um  zwei  Jahre  später  und  findet  sich  in  dem  ersten  der  beiden 
oben  genannten  Briefe.  £s  handelt  sich  hier  lediglich  um  den  Satz,  dals 
jeder  über  der  Curve  stehende  Kegel,  dessen  Spitze  ihr  angehört, 
vom  zweiten  Grade  ist.  Chasles  giebt  demselben  allerdings  (S.  2  3  3)  die 
irrige  Form:  „Die  Eaumcurve  B^  ist  der  Ort  der  Spitzen  aller  Kegel 
zweiten  Grtides,  welche  durch  sechs  Pimkte  hindurchgehen";  derselbe 
Satz  findet  sich  noch  in  der  ausfOhrlichereti  Behandlung  im  Aper9u 
Mst^mqne.**)  Weddle***)  hat  hieran  die  Bemerkung  geknüpft, 
dafe  der  fri^liche  Ort  in  Wirklichkeit  eine  Plftche  vierter  Ordnimg 
ist.  An  früherer  Stelle  [XHI,  4]  habe  ich  bereits  erörtert,  dafe  bei 
der  Beta^äclitting  der  allgemeiiisten  congruenten  Transformation  des 
Baumes  die  Kaumcurve  B^  als  auch  die  zugehörige  abwickelbare 
Flftche  F^  (dritter  Klasse)  sich  Chasles  darbot;  die  enge  Zusammen- 
gehörigkeit beider  Gebilde  tntt  in  der  Notiz  von  1829  in  dem  zu 
weit  gegriffenen  Satze  hervor:  „Die  Ebenen  der  Kegelschnitte,  die 
sechs  Ebenen  berühren,  umhüllen  die  aus  den  Schmiegungsebenen 
einer  Raumcurve  B^  bestehende  abwickelbare  Fläche  P^." 

6.  Ich  wiU  hier  noch  zwei  Abhandixmgen  erwähnen,  in  denen  die 
Schnittcurve  einer  Kugel  mit  einem  Rotationskegel  rmtersucht  wird^ 
dessen  Spitze  S  ihr  angehört.  Als  Durchmesser  (AB)  der  Curve  be- 
zeichnet Beifsf)  jede  Sehne  der  Curve^  welche  die  Axe  des  Kegels 
trifft,  ihr  Mittelpunkt  beschreibt  einen  Kreis,  dessen  Ebene  zur  Axe 
senkrecht  steht.  Von  anderen  Eigenschaften  mag  erwähnt  wei-den^ 
daJfe  AB*  -^  ^^1    constant  ist,  wenn  die  Ebenen  SAB  und  SA^B^ 


^  Salmon,  On  the  degree  of  a  surfaee  reciprocal  to  a  given  one^ 
Camb.  Dubl.  J^ura.,  Bd.  a  (6),  1847,  S.  66—73  (S.  68). 

^  ChasleSj  Belations  entre  sept  points  d'une  courbe  ä  double 
courbure,  du  troisiöme  degrd.  —  Diverses  questions  oü  ces  courbes  se 
pr^aentent,  Aper9u  historique,  Note  33,  S.  403— 407  (S.  403).  Chasles  hat 
den  Fehler  1861  verbessert  (Comptes  rendus,  Bd.  62,  S.  1169). 

•^  Weddle,  On  the  theorems  in  spare  analogous  to  those  of  Pascal 
and  Brianehonina  plaoe.  —  Part  n,  Camb.  Dubl.  Joum.,  Bd.  6  (9),  1860^ 
8.  68— 6&  (Fnfenöte  zu  S.  69). 

t)  Reifs,  Propri^t^s  de  rintersection  d'un  c6iie  de  r^volation  et  d*une 
stth^re,  le  sommet  du  cdhe  se  ^ouvant  sur  la  surfaee  de  la  sph^re,  Quet. 
Corr.,  Bd.  4,  1828,  S.  366—362. 
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aufeinander  senkrecht  stehen,  daijs  femer  SA  -\-  SB  constant  ist 
Ohasles*^)  hat  die  Beweise  von  Reifs,  der  vorzugsweise  rechnend 
vorgeht,  wesentlich  vereinfacht.  In  Verbindung  mit  seinen  Unter- 
suchungen über  Kegel  zweiten  Grades  war  Chasles,  wie  oben  [XXI,  10] 
näher  ausgeführt  wurde,  zu  einigen  Resultaten  über  den  sphärischen 
Kegelschnitt  gelangt,  in  einem  früheren  Capitel  [X]  wurden  mehrere 
ältere  Arbeiten  erwähnt,  welche  die  Durchdringungscurve  zweier 
Oberflächen  zweiter  Ordnxmg  behandelten. 


XXYI.    Bflschel  und  Bflndel  algebraischer  Curveii  und 
Flächen.    Schnittpnnktsätze.    Polareigenschaften. 

1.  Die  Arbeiten,  welche  auf  den  nächsten  Seiten  geschildert 
werden,  bedienen  sich  zwar  ausschlieüslich  rechnender  Methoden;  aof 
den  in  ihnen  geschaffenen  Begriffen  beruht  indes  in  so  hohem  Maise 
nicht  bloDs  die  Entwickelung  der  analytischen,  sondern  auch  die  der 
synthetischen  Geometrie,  dais  ihre  Schilderung  in  diesem  Referat 
keiner  besonderen  Rechtfertigung  bedarf.  Sie  alle  gehen  auf  die 
analytische  Darstellung  des  Büschels  zurück.  Nachdem  Lame**) 
für  Geraden  und  Kegelschnitte  einerseits,  für  Ebenen  und  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  andererseits  auf  die  einfache  geometrische 
Deutung  eines  Ausdrucks  von  der  Form 

hingewiesen  hatte,  müfste,  so  sollte  man  meinen,  die  so  nahe  liegende 
Verallgemeinerung  auf  Curven  und  Flächen  beliebig  hoher  Ordnxmg 
ohne  weiteres  erfolgen.  Thatsächlich  ist  dieser  so  leichte  Schritt 
erst  von  Gergonne***)  gemacht  worden.  Die  Anzahl  der  Punkte, 
welche  eine  Curve  Cm  festlegen,  ist,  sobald  m  den  Wert  2  übersteigt, 
nicht  gröfser  (m  =  3)  oder  kleiner  (m  >  3)  als  die  Anzahl  der  Schnitt- 
punkte, m\  zweier  Curven  Cm  und  Cm]  einzelne  der  letzteren  sind 
deshalb  von  den  übrigen  abhängig;  jedenfalls  ergeben  die  drei  Curven 
w*®'  Ordnimg 

Jlf=0,       M'  =  0,       M+lM'  =  0 

paarweise  die  gleichen  Schnittpxmkte,  und  die  letzte  Gleichung  liefert 
sämtliche  durch  die  Schnittpunkte  der  beiden  ersten  hindurchgehenden 
Curven  m**'  Ordnung.   Nimmt  mm  für  irgend  einen  Wert  von  l  die 
letztere  Gleichung  die  Form 
PQ  =  0 

*)  Chasles,  Dümonstration  gdom^trique  des  propri^täs  de  la  courbe 
d'intersection  d'mie  sphfere  etc.,  Quet.  Corr.,  Bd.  6,  1829,  S.  44^7. 
•♦)  a.  a.  0.  S.  35*.    [Vergl.:  IV,  3  u.  X,  1]. 
•**)  a.  a.  0.  S.  162***.     Erste  Spuren  dieser  Anschauung  finden  sich 
allerdings  schon  bei  Waring.    Vergl.  S.  200*. 
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an,  wo  P  und  Q  Formen  vom  |>**°  und  q^^  Grade  in  x  und  y  sind, 
so  enthalten  die  beiden  Curven  P  =  0,  ö  =  ö>  zusammen  genommen, 
die  «•*  Schnittpunkte  der  Curven  3f=0,  Jtf '  =  0.  Enthält  um- 
gekehrt eine  Curve  Cp  (P  =  0)  2)t»  Schnittpunkte  von  Jlf  =  0 
und  M'  =0,  so  mufs  bei  geeigneter  Wahl  des  Goefficienten  il 
der  Ausdruck  M  -\-  IM'  den  Factor  P  enthalten.  Der  zweite 
Factor  Q,  gleich  Null  gesetzt,  stellt  dann  eine  Curve  5*®'  Ord- 
nung dar,  welche  die  übrigen  qm  Schnittpunkte  enthält.  Mit  diesen 
Wendungen  etwa  begründet  Gergonne  das  .Theorem:  „Wenn* 
p(p  -\-  q)  von  den  (p  +  ^)*  Schnittpunkten  zweier  Curven  Cp^q  und 
Cp_|_^  sich  auf  einer  Curve  Cp  befinden,  so  gehören  die  q{p  -^  q) 
übrigen  einer  Curve  Cg  an"  (S.  220).  Die  gegebenen  Curven  können 
ebenfalls  zerfjEillen.  Die  weiteren  Schnittpunkte  einer  Curve  Cm  mit 
den  Tangenten,  deren  Berührungspunkte  einer  Transversale  angehören, 
liegen  z.  B.  auf  einer  Curve  (m  —  2)**'  Ordnung  (S.  225).  Liefs 
sich  Gergonne  hier  den  interessantesten  Specialfall  des  Satzes,  den 
Satz  von  der  Satellite  bei  Curven  Cj,  und  den  in  ihm  enthaltenen 
Wendepunktsatz  entgehen,  so  entnahm  er  andererseits  aus  der  Be- 
obachtung, dafs  jede  der  beiden  Curven  Cp^g  und  Cp^g  aus  p  -}-  q 
Strahlen  bestehen  kann,  den  eleganten  Satz:  „Ist  ein  2tn-£ck  einem 
Kegelschnitt  eingeschrieben,  so  trifft  das  eine  System  nicht  an- 
einander stofsender  Seiten  das  andere  auTserhalb  des  Kegelschnittes 
selbst  nur  in  Punkten  einer  Curve  CU— 2"  und  gewann  so,  wie 
oben  [n,  14]  erörtert  wurde,  insbesondere  einen  äufeerst  einfachen 
Beweis  des  Pascal'schen  Satzes  (wi  =  3). 

Wenn  jetzt  drei  Curven  M  =  0,  Jf'  =  0,  3f "  =  0  (p  +  g)*«' 
Ordnung  einer  Curve  p**'  Ordnimg,  /*  =  0,  in  denselben  p{p  -{-  q) 
Punkten  begegnen,  die  Curven q^^ Ordnung ^  =  0;  <?'  =  0;  C=Odie 
übrigen  Schnittpunkte  von  3f' ,3f";  M'\M\  M^M'  enthalten,  so  ist 

kM+M''  =  PQ\       VM'  +  M"  =  PQ. 
Hieraus  folgt: 

XM—VM'  =  P{Q'  —  Q). 

Die  Curven  Q'  —  Q  =  0  und  §"  ==  0  sind  also  mit  einander  iden- 
tisch; man  hat  das  Theorem:  „Treffen  drei  Curven  Cp^g^  ^'p-\-qt  ^p-\-9 
eine  Curve  Cp  in  denselben  p{p  -{-  q)  Punkten,  so  haben  die  drei 
Curven  Cg,  Cj,  Cg\  von  denen  eine  jede  q{p  -\-  q)  aufserhalb  Cp 
gelegene  Schnittpunkte  zweier  der  genannten  Curven  enthält,  dieselben 
q^  Punkte  mit  einander  gemein"  (S.  227;.  Ein  Beispiel  dieses  Theorems 
bietet  die  projectivische  Verallgemeinerung  des  Satzes  von  den  Radical- 
axen  dreier  Kreise. 

Wichtig  ist,  dafs  das  obige  Theorem  auch  dann  noch  eine  Be- 
deutung besitzt,  wenn  p  verschwindet.  Eine  ganz  analoge  Betrachtung 
beweist  nämlich  den  folgenden  Satz:  „Den  drei  Büscheln  Cm,  Cm; 
Cm,  Cmj    Cm,  Cm,    die    sich  mit  Hülfe    dreier  Curven    C^;  C^;  Cm 

Jabreabericht  d.  Dentichen  Matbem.-Vereinigong.    V,  2.  16 
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bilden  lassen,  kann  man  auf  unendlich  viele  Weisen  drei  Curven  —  die 
beiden  ersten  sind  ganz  willkürlich  —  entnehmen,  die  sich  in  den- 
selben m*  Punkten  begegnen."  Der  Beweis  dieses  von  6  er  gönne 
aufgestellten  Satzes*)  ist  nach  seiner  obigen  Entwickelung  evident 
und  in  der  That  in  dieser  Form  sogleich  von  Bobillier**)  erbradit 
worden.  Es  wäre  mit  diesem  Theorem  offenbar  der  Begriff  des 
Netzes  zweiter  Stufe  gegeben.  Sind  U^  F,  W  beliebige  Curven 
n**'  Ordnung,  so  begegnen  sich  beliebig  den  Büscheln  ü",  V  und 
•D',  W  entnonunene  Curven  in  einer  Grundpunktgruppe  des  Netzes, 
und  zwei  beliebige  Gruppen  dieser  Art  können  nach  dem  Satze 
durch  eine  Curve  des  Netzes  verbunden  werden.  Die  Gleichung  d« 
linearen  Systems  zweiter  Stufe 

IM  +  l'M'  +  M"  =  0 

wird  bei  Gergonne  nur  im  Baume,  zur  Darstellung  eines  Bündels 
von  Flächen  Fm  mit  iw'  gemeinsamen  Schnittpunkten,  benutzt  Dafe 
die  obige  Gleichung  eine  geometrische  Bedeutung  auch  dann  besitzt, 
wenn  Jlf  =  0,  Jtf'  =  0,  Jtf"  =  0  ebene  Curven  gleicher  Ordnung 
sind,  ist  von  Gergonne  nicht  bemerkt  worden.  Als  einen  ersten 
Ansatz  zu  hierher  gehörigen  Entwickelungen  kann  aber  der  erwähnte 
Hinweis  Bobillier 's  gelten,  nach  welchem  die  einem  trimetrisehen 
Coordinatensjstem  angepafsten  Entwickelungen  statt  auf  die  Ge- 
raden einer  Ebene  auch  auf  Curven  n*®'  Ordnung  Anwendung  finden 
können  [XXIII,  2]. 

2.  Zu  räumlichen  Betrachtungen  übergehend,  stellt  Gergonne 
zunächst  den  auf  Curvenbüschel  bezüglichen  Theoremen  entsprechende 
über  Flächenbüschel  an  die  Seite.  Zwei  Flächen  Fp^q  und  i^^-j-ji 
welche  eine  Fläche  Fp  in  derselben  Curve  Fp(p^q)  schneiden,  treffen 
sich  überdies  in  einer  Curve  Eg^p^q)^  die  einer  Fläche  Fq  angehört. 
Hiemach  schneiden  sich  z.  B.  zwei  Flächen  F^^  die  einen  Kegelschnitt 
mit  einander  gemein  haben,  noch  in  einem  zweiten  Kegelschnitt  (S.  239). 
Ein  weiterer  Specialfall  ist  (S.  238)  der  Satz:  „Begegnen  sich  zw« 
Tripel  von  Ebenen  in  sechs  Geraden  einer  Fläche  F^^  so  haben 
sie  überdies  drei  in  einer  Ebene  liegende  Gerade  mit  einander  ge- 
mein";  man  erkennt  in  ihm  Dandelin's  Hülfssatz  zum  Beweise  des 
Pascal'schen  Satzes  [H,  10].  Weniger  glücklich  ist  nun  Ger- 
gonne bei  der  Behandlxmg  des  Flächenbündels.  Treffen  alle  Flächen 
Fp^q  eines  Bündels  eine  Fläche  Fp  in  den  gleichen  p{p-\-  qY  Pimkten, 
so    liegen    die    übrigen   q{p  -\-  qf    Grundpunkte    des    Bündels    auf 

•)  Th^or^mes  de  g^omötrie,  Gerg.  Ann.,  Bd.  17, 1826  u.  1827,8  256—256. 
Dieser  imd  der  entsprechende  Satz  für  vier  Flächen  m^'  Ordnung  werden 
.  auch  dual  umgeformt. 

**)  Bobillier,  Demonstration  des  quatre  th^or^mes  de  g^om^trie 
propos^s  ä,  la  page  255  du  präc^dent  volume,  Gerg.  Ann.,  Bd.  18,  1827 
u.  1828,  S.  25-28. 
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einer  Flfiche  JP^  Diesem  Satz  giebt  nun  Gergonne  eine  offen- 
bar unricbtige  Verallgemeinerung.  Treffen  die  Flächen  P«,  eines 
Bfindels  die  Schnittlinie  zweier  Flächen  Fp  und  F,  in  denselben 
p  '  8  -  m  Punkten,  so  glaubt  Gergonne  (S.  250)  in  dem  Bündel 
xwei  Flachen  nachweisen  zu  können,  von  denen  die  eine  JPp,  die 
andere  F,  vollständig  enthält.  Demgemäfs  würden  sich  die  m*  Grund- 
pnnkte  des  Bündels  auf  vier  verschiedene  Raumcurven  verteilen. 

3.  Ein  letzter  Schritt  führt  von  den  Entwickelungen  Gergonne 's 
zur  endlichen  Lösung  jenes  wohlbekannten,  bereits  bei  Maclaurin*) 
auftretenden  Paradoxons,  das  gewöhnlich  nach  Gramer  bezeichnet 
wird.  Maclau rin  war  durch  Induction  zu  dem  Ergebnis  gelangt, 
dals  zwei  Curven  Cm  und  Cn  mn  Punkte  mit  einander  gemein  haben, 
und  dafs  folglich  die  Anzahl  der  zur  Bestimmung  einer  Curve  Cn 
hinreichenden  Punkte  (n  ^  3)  gröfser  oder  nicht  kleiner  als  die 
ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  zweiten  Curve  C»  ist.  Bereits 
Eni  er**)  fand  die  richtige  Erklärung  dieser  Erscheinung  darin,  dafs 
V  lineare  Gleichungen  nicht  immer  zur  Bestimmung  von  v  Unbekannten 
hinreichen,  dafs  nämlich  einige  von  ihnen  die  Folge  der  anderen  sein 
könpen.  Insbesondere  können  neun  Punkte,  durch  die  man  eine 
Curve  Cj  eindeutig  festlegen  will,  in  der  Ebene  völlig  willkürlich 
gewählt  werden.  Hingegen  ist  der  neunte  Schnittpunkt  zweier 
Curven  C,,  die  acht  gegebene  mit  einander  gemein  haben,  durch  die 
letzteren  fixirt.  Die  neun  gemeinsamen  Punkte  zweier  Curven  C$ 
und  C%  sind  noch  in  unendlich  vielen  Curven  Cj  enthalten.  Cr  am  er***) 
übertrug  dies  auf  Curven  im  allgemeinen.  Eine  Curve  C„  ist  durch 
^#«  (n  -|-  3)  Punkte  beliebiger  Lage  bestimmt;  hingegen  sind  ^«(n  +  3) 
Schnittpunkte  zweier  Curven  Cn  imd  Cn  in  unendlich  vielen  anderen 
Curven  Cn  enthalten;  C ramer  schliefst  jedoch  (S.  79)  seine  Darlegung 
mit  den  Worten:  „ce  qui  est  un  v^ritable  paradoxe^S 

Das  Paradoxe  der  Erscheinung  schwand  in  der  That  erst  völlig, 
nachdem  man  in  Verallgemeinerung  des  Lame'schen  Gedankens  zu 
einer  einfachen  Darstellung  des  Curvenbüschels  gelangt  war.  Man 
pflegt  nach  dem  Vorgänge  von  Plückerf)  folgende  Betrachtungen 
anzustellen.  Sind  \n{n  +  3)  —  1  Punkte  der  Ebene  zunächst  in 
zwei  Curven  Ci,  und  Cn  (F^  =  0  und  F^  =  0)  enthalten,  so  be- 
stinunt  die  Gleichung 
^1-^1  +  e,F,  =  0 

•)  VergL  I,  8. 

**)  Euler,   Sur  uue   contradiction   a^arente   dans   la  doctrine  des 
lignes  conrbes,  Bist,  de  Fac,  Ann^e  17iB,  Berlin  1750,  S.  219—233. 

•**)  Cramer^  Introduction  k  Taiialyse  des  lignes  courbes  alg^riques, 
Genf  1750,  S.  78. 

t)  Plücker,  Becherches  sur  les  courbps  alg^briques  de  tous  les 
degr^,  Gerg.  Ann.,  Bd.  19,  1828  und  1829,  S.  97—106  (Abb.,  Bd.  1, 
S.  76--82). 

16* 
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Curven  (7„,  welche  die  Schnittpunkte  von  C«  und  Cn  enthalten,  und 
von  denen  eine  durch  einen  beliebigen  P\inkt  der  Ebene  hindurchgeht, 
also  mit  der  „im  allgemeinen"  einzigen  Curve  zusammenfällt^  welche 
die  jetzt  gegebenen  ^n(n  +  3)  Punkte  enthalt.  ,^lle  jn{n'i-  3)  —  1 
feste  Pimkte  enthaltenden  Curven  C«  schneiden  sich  ,4m  allgemeinen" 
noch  in  j{n —  l)(w  —  2)  weiteren  festen  Pimkten  der  Ebene."  Eine 
Curve  Cn  ist  in  der  obigen  Form  aber  auch  dann  dargestellt,  wenn 
allgemeiner  |w(w-|-  3) —  1  lineare  homogene  Gleichungen  unter  den 
Coefficienten  ihrer  Gleichung  obwalten.  Bei  einem  Kegelschnitt  fahrt 
z.  B.  die  Forderung,  dafe  die  Polare  eines  Punktes  P  durch  einen 
Punkt  Q  hindurchgeht,  auf  eine  lineare  Beziehimg  unter  den  Coeffi- 
cienten seiner  Gleichung.  Sind  also  von  einem  Kegelschnitt  4 — k 
Pimkte  und  k  Paare  conjugirter  Punkte  gegeben,  so  geht  er  nodi 
durch  k  feste  Pimkte  hindurch  (S.  82).  Ein  specieller  Fall  dieses 
Satzes  tritt  ein,  wenn  die  Richtimgen  zweier  conjugirten  Durchmesser 
gegeben  sind.  Mit  ihm  in  Verbindimg  steht  der  Brianchon-  Pon- 
celet'sche  Satz  [m,  11],  den  Plücker  als  einfachste  Anwendung 
seines  Princips*)  voranstellt:  „Alle  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche 
drei  Punkte  enthalten,  begegnen  sich  in  einem  bestimmten  vierten 
Punkte."  In  einer  zweiten  Abhandlimg  entwickelt  Plücker**)  die 
räumlichen  Gegenstücke  zu  diesen  Sätzen:  „Alle  Oberflächen  Fn, 
welche  |^(n  +  1)  (w  -f-  2)(n  +  3)  —  3  feste  Punkte  mit  einander 
gemein  haben,  begegnen  sich  in  n*  —  |^(w  +  1)  (w  +  2)  (n  +  3)  +  3 
weiteren  festen  Pimkten;  alle  Flächen,  die  ^{n-\- l)(n-\-2){n -^-3) 
—  2  Punkte  mit  einander  gemein  haben,  begegnen  sich  in  sämt- 
lichen Punkten  einer  Curve  der  Ordnung  n^."  In  erster  Linie  ergeben 
sich  die  Sätze:  „Sämtliche  Oberflächen  F^y  welche  sieben  Punkte 
mit  einander  gemein  haben,  begegnen  sich  noch  in  einem  bestimmten 
achten  Punkte.  Die  Oberflächen  Pg,  welche  acht  Punkte  mit  ein- 
ander gemein  haben,  treffen  sich  in  einer  Curve  vierter  Ordnung." 
Anstatt  gegebener  Punkte  können  Paare  conjugirter  Punkte  ein- 
treten.***) Sind  z.  B.  zu  vier  Pimkten  ihnen  conjugirte  Geraden 
gegeben,  so  beschreibt  die  Fläche  F^  einen  Büschel.  In  beiden 
Arbeiten  sind  auf  Grund  des  Dualitätsgesetzes  entsprechende  Sätze 
über  Gebilde  «*®'  Klasse  beigefügt. 

Es  ist  noch  auf  eine  von  Gergonne  herrührende  Fuisnote  der 


*)  Die  beiden  unendlich  fernen  Kreispunkte  sind  für  alle  gleichseitigeD 
Hyperbeln  conjugirt.  Bezieht  man  eine  gleichseitige  Hyperbel  auf  ein 
rechtwinkliges  Axenkreux,  so  verschwindet  die  Summe  der  Coefficienten 
von  aj*  und  y*.    Von  diesem  Umstand  geht  Plücker  aus  (S.  80). 

**)  Plücker,  Recherches  sur  les  surfaces  alg^briques  de  tous  Ics 
degr^s,  Gerg.  Ann.,  Bd.  19,  1828  u.  1829,  S.  129—137  (Abb.,  Bd.  1, 
S.  83—88). 

***)  Aus  der  Umkehrung  dieser  Anschauung  entstehen  (S.  88)  Sätse, 
die  Bobillier  ziemlich  primitiv  etwas  früher  entwickelt  hatte  [XXVI,  5]. 
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Arbeit  (S.  133)  hinzuweisen.  Von  einem  Ungenannten*)  war  der 
Satz  entwickelt  worden:  ,yÄJle  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche 
sieben  Ecken  eines  Hexaeders  allgemeinster  Art  enthalten,  gehen  auch 
durch  die  achte  Ecke  hindurch  und  sind  folglich  dem  Hexaeder 
umschrieben."  Der  duale  Satz  war  von  Steiner**)  hinzugefügt 
worden.  Derselbe  bemerkt  mit  Bezug  hierauf,  dafs  „nach  einer 
gewissen  Regel,  welche  die  französischen  Geometer  „theorie  des 
polaires  reciproques"  nennen,  und  nach  welcher  die  Dualität  solcher 
Sätze  erschlossen  wird",  der  eine  Satz  aus  dem  anderen  folge,  er 
giebt  aber  dann  noch  eine  besondere  Herleitung  des  zweiten  Satzes, 
wobei  er  sich  des  Polarsystems  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  be- 
dient, die  sieben  Ebenen  eines  allgemeinsten  Octaeders  berührt. 
Gergonne  macht  im  Anschluls  daran  darauf  aufrierksam,  dafs  die 
drei  Paare  gegenüberliegender  Ebenen  eines  Hexaeders  als  Flächen 
zweiter  Ordnung 

M  =  0,     M'=0,     M''=0 

au^efafst  werden  können;  die  durch  sieben  Ecken  des  Hexaeders 
bestimmten  Flächen  F^  seien  dann  sämtlich  durch  Gleichungen  von 
der  Form 

dargestellt  und  hätten  folglich  auch  die  letzte  Ecke  mit  einander  ge- 
mein. Übrigens  ist,  wie  Gergonne  noch  hinzufügt,  das  Theorem 
auch  in  seinem  Satze  enthalten:  „Liegen  vier  von  den  acht  Schnitt- 
punkten dreier  Flächen  F^  in  einer  Ebene,  so  ist  dasselbe  mit  den 
vier  anderen  der  Fall." 

4.  Einige  Jahre  später  kommt  Plücker***)  nochmals  auf  diese 
Theoreme  zurück.  Er  entwickelt  zunächst  die  oben  angegebenen  Sätze 
über  Corven  Cn  und  Sn  und  ihre  allgemeinere  Fassung  bei  Zulassung 
linearer  Beziehungen  unter  den  Coefficienten  ihrer  Gleichungen.  Zu 
den  speciellen  Sätzen  über  Büschel  imd  Scharen  von  Kegelschnitten 
tritt  (S.  250)  z.  B.  folgender  hinzu:  „Die  Kegelschnitte,  welche  drei  feste 
Tangenten  berühren  xmd  von  irgend  einem  Punkte  aus  Paare  auf- 
einander senkrechter  Tangenten  enq|u^en,  berühren  noch  eine  vierte 
Tangente."  In  der  Folge  werden  Beiläufig  Curven  Cs  behandelt, 
welche  acht  aufeinanderfolgende  Punkte  und  noch  einen  weiteren 
Punkt  mit  einander  gemein  haben;  der  neimte  Schnittpunkt  gehört 
z.  B.  der  Tangente  des  Osculationspunktes  an,  wenn  sechs  der  acht 
aufeinander  folgenden  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt  liegen.     Nur 

•)  Bemerkung  über  ein  Polyöder.  (Von  einem  ungenannten.)  (Auf- 
satz 18),  Crelle's  Jonm.,  Bd.  8,  1828,  S.  199—200. 

♦*)  Steiner,  Anmerkungen  zu  dem  Aufsatze  No.  18,   Crelle's  Joum., 
Bd.  3,  1828,  S.  206—206  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  169—172). 

*^  Flacker,  Analytisch -(j^ometrische  Entwicklungen,  Bd.  2,  Essen 
1831,  S.  242  ff. 
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in  einzelnen  singolären  Punkten,  unter  denen  ihre  Wendepunkte 
auftreten,  kann  eine  Oorve  C^  eine  neunpunktige  Osculation  mit 
anderen  Curven  C^  eingehen  (S.  245).  Noch  1828  stellt  Plücker*) 
ohne  Bedenken  den  Satz  auf:  „|n(n  +  3)  —  1  beliebige  Punkte  einer 
Curve  Cm  sind  in  unendlich  vielen  Curven  C«  (n  >  m)  enthalten, 
welche  dieselben  mn  Punkte  mit  C,«  gemein  haben,  sobald  y  w  (»  -f"  3) 
—  1  <  mn  ist."  Erst  1837  gewann  er  durch  Einordnung  zerfallender 
Curven  in  einen  Büschel  von  Curven  Cn  aus  dem  Satze  von  den 
notwendigen  Punkten  einen  seitdem  typisch  gewordenen  Beweis  f&r 
den  Satz:  „|  (m  —  1)  (»»  —  2)  von  den  Schnittpunkten  zweier  Curven  C. 
und  Cm  sind  {n>  m)  im  allgemeinen  durch  die  übrigen  bestimmt", 
dessen  elegante  rechnende  Herleitung  durch  Jacobi  ein  Jahr  vorher 
erfolgt  war.  An  späterer  Stelle  wird  auf  diese  und  die  entsprechenden 
räunüichen  Sätze  näher  eingegangen  werden.  Für  jetzt  sei  nur  daran 
erinnert,  dafs  Poncelet  von  dem  Jacobi'schen  Satze  den  Fall  erörtert 
hat,  in  dem  die  Curve  Cm  aus  m  Geraden  besteht,  und  bei  einer  aus 
drei  Geraden  bestehenden  Curve  C^  eine  höchst  elegante  Construction 
für  den  Zusanunenhang  ihrer  3n  Schnittpunkte  mit  einer  Curve  C« 
gegeben  hat.  Auch  von  dem  Satze:  „Liegen ^m  Schnittpunkte  zweier 
Curven  Cp^q  und  Cm  &^  einer  Curve  (7p,  so  gehören  die  qm  übrigen 
einer  Curve  Cq  an",  trat  bei  Poncelet  der  specielle  Fall  auf,  in 
dem  Cm  in  m  Gerade  zerfiel  [XXI V,  9]. 

5.  Oben  [XXIV,  2,  4,  6,  9,  12]  hatten  sich  mehrere  Ansätze  lur 
Erörterung  der  Polarentheorie  bei  Curven  C»  erkennen  lassen.  Es 
müssen  hier  mehrere  Abhandlungen  von  Bobillier  erwähnt  werden, 
in  denen  auf  rechnendem  Wege  eine  erste  Gruppe  von  Polareigen- 
Schäften  abgeleitet  wird.  Nach  modernen  Begriffen  gestaltet  sich  die 
Entwickelung  ziemlich  umständlich,  da  Bobillier  von  einer  nicht 
homogenen  Gleichungsfonn  ausgeht. 

Die  früheste  dieser  Abhandlungen ♦♦),  auf  welche  Steiner  in 
der  oben  genannten  Notiz  rühmend  Bezug  nimmt,  bezieht  sich  auf 
Flächen  zweiter  Ordnung.     Soll  eine  Fläche  F^ 

Aix?+  By^+  Ci^+  2  Dye±2  Ezx  -}-  2  Fxp  +  2Gx  +  2Hy 
+  2Kz^r^=0 

durch  sieben  Punkte  hindurchgehen,  so  kann  man  G,  JJ,  K  beliebig 
annehmen;  die  übrigen  CoefQcienten  sind  dann  lineare  homogene 
Functionen  dieser  Gröfsen;  da  beispielsweise 


•)  Flacker,  Analytisch-Geometrische  Entwicklungen,  Bd.  1,  Essea 
1828  (S.  230,  Fufsnote). 

**)  Bobillier,  Demonstration  des  deux  th^r^mes  de  g^m^trie 
änoncäs  k  la  page  200  du  präsent  volume,  Gerg.  Ann.,  Bd.  17,  1826  u.  1827, 
S.  360—866. 
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ist,  so  enth&lt  die  Polarebene  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten 

ö(«  4-  «)  4-  H{x  +  ft  +  K{x  +  y)  -  0, 

welche  Werte  ö,  J3,  K  annehmen  mögen,  den  Punkt  —  a,  —  |S,  —  y. 
Man  hat  also  den  Satz:  „Die  Polarebenen  sämtlicher  sieben  Punkte 
enthaltenden  Flächen  jP,  hinsichtlich  eines  beliebigen  Punktes  —  das 
ist  der  An&ngspunkt  der  Coordinaten  —  haben  einen  Punkt  mit 
einander  gemein.'^  Für  Flächen  jP^  mit  acht  gemeinsamen  Punkten 
ergiebt  sich,  indem  erst  einer,  dann  ein  anderer  derselben  aufser 
Betracht  bleibt,  der  Satz:  „Geht  eine  Fläche  F^  durch  acht  Punkte 
hindurch,  so  beschreibt  ihre  Polarebene  hinsichtlich  eines  beliebigen 
Poles  einen  Ebenenbüschel.''  Die  dual  gegenüberstehenden  Sätze  ent- 
halten als  Specialfölle  die  Theoreme:  „Sind  von  einer  Oberfläche  F^ 
sieben  bezw.  acht  Tangentialebenen  gegeben,  so  ist  eine  Ebene  bezw. 
eine  Gerade  der  Ort  des  Mittelpunktes/'  Dieselben  waren  in  der 
Aa%abe,  welche  Bobillier  in  der  Überschrift  seiner  Abhandlung 
erwähnt,  zum  Beweise  vorgelegt.  Ungefllhr  gleichzeitig  hatte  auch 
Poncelet*)  die  auf  Büschel  und  Scharen  von  Flächen  F^  bezüglichen 
Sätze  entwickelt.  Poncelet  stieg  zu  den  räumlichen  Sätzen  unter 
Benutzung  seines  Hülfssatzes  auf:  „Die  Polaren  eines  Punktes  be- 
züglich der  Kegelschnitte  eines  Büschels  haben  einen  (reciproken) 
Punkt  mit  einander  gemein."**) 

6.  In  einer  zweiten  Arbeit  entwickelt  Bobillier***)  zunächst  in 
ziemlich  umständlicher  Weise  den  beinahe  in  Vergessenheit  geratenen 
-—  obwohl  von  Poncelet  in  Erinnerung  gebrachten  —  Monge 'sehen 
Satz,  dals  eine  Curve  (n  —  1)^'  Ordnung  die  Berührungspunkte  der 
Tangenten  enthält,  die  sich  von  einem  Punkte  aus  an  eine  Curve 
C,  legen  lassen  [V,  4,  10].  Die  Gleichung  /"(rr,  y)  =  0  einer  Curve 
Ca  möge,  indem  man  die  Glieder  gleicher  Dimension  zusammenfafst, 
die  Form  annehmen 

fn{x, y)  +  fn-i{x, y)  H h  A(«, y)-if-U'- 0, 

alsdann  liegen  (S.  91)  die  Berührungspxmkte  der  Tangenten,  die 
Tom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ausgehen,   auf  der  Curve  Cn—x 

/;-.i(x,  y)  +  2U^t{x,  y)  +  3/;_s(a:,  y) -\ h  «/b  —  0, 

was  unter  Zuziehung  von  Polarcoordinaten  erwiesen  wird.  Anderer- 
seits liegen  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  einer  bestimmten 
Richtung  auf  einer  Curve  (n  —  1)**'  Ordnung 

a-ö h  A—  =  ü. 

ex    '    cy 

^  Vergl.  XXI,  2  und  die  zugehörige  Berichtigong. 
**)  Der  Satz  TOm  Mittelpunkt- Ort  der  Schar  &det  sich  schon  a.  a.  0. 
8.  161**  (S.  268). 

^^  Bobillier,  Dämonstration  de  quelques  thäor^mes  sur  les  lignes  et 
snrfaces  alg^riques  de  toua  les  ordres,  Gerg.  Ann.,  Bd.  18,  1827  und  1828, 
8.  89—98. 
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Diese  Curve  enthält,  wenn  die  Richtung  und  mithin  die  Gröfse  a 
sich  ändert,  stets  dieselben  (w  —  1)*  Punkte.  Die  entsprechenden 
Resultate  werden  bei  Oberflächen  dargethan.  Unter  Benutzung  der 
„methode  des  projections"  gelangt  Bobillier  (S.  97)  zu  dem  Ergebnis: 
„Die  Polaren  sämtlicher  Punkte  einer  Geraden  bezw.  einer  Ebene  hinsicht- 
lich einer  Curve  0«  bezw.  einer  Fläche  F^  enthalten  dieselben  (»  —  1)* 
bezw.  (n  —  1)'  Punkte."  Diese  Eigenschaften  lassen  sich  nun  auf 
Curven  und  Flächen  n*®'  Klasse  übertragen.  Hierauf  gelangt 
Bobillier*)  zu  der  ganzen  Reihe  der  successiven  Polaren  C«_i, 
C«— 2i  •  •  •;  Ci  öiner  Curve  Cn  hinsichtlich  eines  Punktes.  Diejenigen 
des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  besitzen  bei  der  oben  benutzten 
Darstellung  von  Cn  die  Gleichungen: 

fn^iix,  y)  +  2fn-.,(x,y)  H h  (n  -  l)A(^,  J/)  +  nfo  =  0, 

2'lfn^,(x.y)  +  3.2/;_3(ar,f/)  H [- n(n  —  l)/b  =  0, 

(w  —  l)(n  —  2)  . . .  2  'lfi{x,y)  +  n(n  — 1)  •  •  •  2  •  1  •  /i  =  0. 

Unter  Benutzung  einer  Coordinatentransformation  entwickelt 
Bobillier  in  ziemlich  complicirter  Weise  den  Satz:  „Die  ersten 
Polaren  von  Punkten  der  Polargeraden  C^  eines  Punktes  enthalten 
diesen  Punkt  selbst."  Auch  dieser  Satz  wird  auf  Flächen  ausgedehnt 
und  alsdann  in  dualistischer  Weise  umgebildet. 

7.  In  einer  neuen  Arbeit  gelangt  Bobillier**)  zu  dem  Re- 
sultate: „Die  Polarflächen  eines  Punktes  P  hinsichtlich  der  einem 
Bündel  angehörigen  Flächen  F^  haben  (n — 1)'  Punkte  mit  einander 
gemein,  welche,  wenn  der  Pol  auf  eine  Ebene  n  beschränkt  wird,  einer 
Fläche  2^8(n— 1)***)  angehören;  dieselbe  enthält  die  Pole  von  it  nach 
den  einzelnen  Flächen  des  Bündels.  Beschränkt  man  den  Punkt  auf 
eine  Gerade  l  von  tc,  so  durchlaufen  die  Grundpunkte  des  Bündels 
erster  Polaren  eine  bestimmte  i^8(«_i)  angehörige  Curve,  die  Schnitt- 
linie zweier  F%(n  —  iy  Greift  man  einen  Büschel  des  Bündels  heraus, 
so  erfüllen  die  Grundcurven  seiner  zu  Punkten  von  l  gehörigen  Büschel 
erster    Polaren    eine    jener    Flächen    1^2(«— i)"    (S.  267).      Zur    Er- 


*)  Bobillier,   Recherches  sur  les  lignes  et  snrfaces  alg^riquea  de 
tous  les  ordres,  ibidem,  S.  157 — 166. 

**)  Bobillier,  Recherches  sur  les  lois  g^n^ralcs  qui  r^gis^ent  les 
lignes  et  surfaces  alg^briques,  ibidem,  S.  253 — 269. 

***)  Bobillier  giebt  die •  Gleichung  dieser  Fläche,  wenn  die  Ebene 
ins  Unendliche  hinausrückt,  ikf  ■=  0,  M'  =  0,  M"  =s  0  drei  bestimmende 
Flächen  des  Bündels  sind,  in  der  Form  (8.  266): 

^  -^  dx  '   dy    '    dz    "^    ' 

Die  Mittelpunkte   der  Flächen  F^  eines  Bdndels   gehören  einer  solchen 
Fläche  (einer  F,)  an  (Fufsnote  zu  S.  269). 
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läutemng  zieht  Bobillier  den  Fall  «  =  2  heran.  Der  Ort  der 
Pole  einer  Ebene  n  nach  den  Flächen  F^  eines  Bündels  ist  eine 
Fl&cbe  Ij,  die  zugleich  jeden  der  Punkte  Q  enthält,  der  ftlr  alle  F^ 
des  Bündels  zu  einem  Punkte  P  von  n  conjugirt  ist.  Wird  P  auf  eine 
Gerade  l  beschrankt,  so  durchläuft  Q  eine  F^  angehörige  Curve,  die 
Sdinittlinie  zweier  Flächen  G^.  Die  Polarebenen  der  Punkte  von  l 
nach  den  Flächen  eines  im  Bflndel  enthaltenen  Büschels  bilden 
Ebenenbüschel;  die  Aien  derselben  erfüllen  eine  Fläche  G^.  Die 
Polargeraden  von  l  nach  den  Flächen  des  Bündels  treffen  sämtlich 
die  obige  Curve  zweimal  (S.  268). 

Bobillier  stellt  femer  folgenden  Satz  auf:  „Ist  ein  Büschel 
von  Fl&chen  F^  gegeben  und  eine  Gerade  i,  so  wird  eine  und  die- 
selbe Fläche  1^2  («—1)  ausgefüllt  von  den  Grundcurven  der  Büschel, 
welche  die  Polarfläche  eines  Punktes  von  l  nach  einer  Fläche  J^„ 
des  Büschels  beschreibt,  wenn  man  entweder  den  Punkt  von  l 
oder  die  Fläche  F„  festhält.  Wird  l  in  einer  Ebene  n  bewegt,  so 
haben  alle  diese  1^2 («  —  i)  ©ine  Curve*)  mit  einander  gemein,  welche 
die  Pole  der  Flächen  Fn  nach  der  Ebene  enthält"  (S.  262).  Auch 
hier  zieht  Bobillier  die  Oberflächen  zweiter  Ordnung  zur  Er- 
läuterang  heran  und  bemerkt,  dafs,  sobald  es  sich  um  die  unendlich 
ferne  Ebene  handelt,  die  Curve  der  Ort  der  Mittelpunkte  wird.  Bei 
einem  Büschel  ebener  Curven  C„  macht  Bobillier  auf  die  doppelte 
Entstehungsweise  gewisser  Curven  C^^n—i)  aufinerksam,  die  einerseits 
die  Pole  der  einzelnen  Curven  nach  einer  Geraden  l  enthält,  anderer- 
seits die  Punktgruppen,  in  deren  jeder  sich  die  Polarcurven  eines 
Punktes  von  l  nach  allen  Curven  des  Büschels  begegnen.  Den  auf 
Kegelschnitte  bezüglichen  Fall  hebt  er  hervor,  ohne  Poncelet's  zu 
gedenken.  Bobillier  rückt  die  Gerade  l  bezw.  die  Ebene  tc  zunächst 
ins  Unendliche  hinaus  und  gelangt  zu  den  bezeichneten  Sätzen  erst 
durch  die  „methode  des  projections".  Auf  die  entwickelten  Eigen- 
schaften wird  das  Dualitätsprincip  angewendet. 

8.  In  zwei  letzten  Arbeiten  greift  Bobillier  endlich  behufs 
Vereinfiatchung  seiner  Beweise  auf  die  von  Monge  gegebene  Gleichung 

•)  Eb  bleibt  unklar,  ob  Bobillier  die  Ordnmig  der  Curve  8(n  —  1)* 
richtig^ erkannt  hat,  das  heifst  sich  davon  Rechenschaft  gegeben  hat,  dafs 
zwei  F^^^__ix  auch  in  einer  veränderlichen  Curve,  der  Grundcurve  eines 
bestimmten  Büschels  erster  Polaren,  sich  begej^nen.  Er  bezeichnet  (S.  261) 
fOr  den  Fall,  dafs  die  Ebene  im  Unendlichen  He^t,  Jf  =  0  und  ikf '  =  0 
zwei  beliebige  Flächen  des  vorliegenden  Büschels  sind,  das  Gebilde  als 
gemeinsame  Curve  der  Flächen 

c  y  d  z         d  z   d  y   ^    *       d  z    d  x        d  x  d  z    '^    '* 
dM  dM'  ___  dM^  dM/_  ^ 
d  X  d  y        d  y  d  X 
Diese  drei  Gleichxmgen  zählen,  wie  er  sich  ausdrückt^  nur  für  deren  zwei. 
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der  Polare,  bezw.  Polarfläche  eines  Punktes  zurück.  Bei  der  Cuire 
€n  oder  f{x,  y)  =  0  enthält  die  Curve  (w  —  !)*•'  Ordnung 

die  Berührungspunkte  der  von  P  oder  (a,  5)  ausgehenden  Tangenten.*) 
Eine  Gerade,  welche  der  Pol  P  durchläuft,  hat  bei  geeigneter  Wahl 
•des  Coordinatensystems  die  Gleichung  y  ^=^  a  -  x.  Aus  der  Gleichung 
der  Polare  von  P 

wird  alsdann  evident,  dals  die  Polarcurven  der  Punkte  einer  Geraden 
einem  Büschel  angehören.  Indem  man  den  Anfieingspunkt  der  Coor- 
dinaten  in  einen  beliebigen  Punkt  verlegt,  kann  man  seine  Polar- 
curven nach  den  Curven  Cn  eines  Büschels 

in  der  Form  darstellen: 

Diese  Polaren  bilden  also  ebenfalls  einen  Büschel.  Ist  g{x^y)  eine 
homogene  Function  n^"  Grades,  so  verschwindet  der  mit  ^k  multipli- 
cirte  Ausdruck  identisch;  man  gewinnt  den  Satz:  „Liegen  die  Schnitt- 
punkte zweier  Curven  Cn  und  C'n  auf  n  Geraden,  die  von  einem 
Punkte  P  ausgehen,  so  haben  sie  hinsichtlich  P  die  gleiche  erete 
Polare.^^  Die  moderne  Greometrie  kennt  den  Satz:  „Liegen  mii 
Schnittpunkte  zweier  Curven  0«  und  Cn  auf  m  von  einem  Punkte  P 
ausgehenden  Geraden,  so  fallen  ihre  (n  —  m  +  1)****  Polaren  und 
damit  alle  folgenden  Polaren  hinsichtlich  P  zusammen.''  Der  eine 
bei  Kegelschnitten  wohlbekannte  Anfang  dieses  Theorems  (m  ^=  n) 
wird  hier  bei  Bobillier  für  Curven  Cn  entwickelt,  den  anderen 
Ausläufer  (m  =  2)  desselben  fanden  wir  bei  Poncelet  in  einem 
Zusatz  zum  Theorem  von  Cot  es;  specielle  Fälle  desselben  lassen 
sich  in  Sätzen  von  Newton,  Maclaurin  und  Chasles  erkennen 
[XXIV,  1,  2,  5,  9]. 

Bobillier  überträgt  dies  nun  auf  den  Raum.**)  Die  ersten 
Polaren  der  Flächen  Fn  eines  Büschels  oder  Bündels  hinsichtlich  eines 
beliebigen  Punktes  bilden  einen  zweiten  Büschel  oder  BündeL  Kommt 
in  dem  Büschel  ein  Kegel  n*^'  Ordnung  vor,  so  haben  für  seine 
Spitze    alle   Flächen   Fn   dieselbe    erste   Polarfläche.     Liegen   die  v? 

*)  Bobillier,  Recherches  sur  les  lois  g^n^rales  qui  r^gissent  les 
courbes  alge^bri^ues ,  Gerg.  Ann.,  Bd.  19,  1828  u.  1829,  S.  106—114. 

**)  Bobillier,  Recherches  sur  les  lois  g^n^rales  qui  r^gissent  les 
surfaces  alg^briques,  ibidem,  S.  138—150. 
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Grandpunkte  des  Bündels  auf  n*  Geraden  verteilt,  die  von  einem 
Pimkte  F  ausgehen,  so  besitzen  alle  seine  Flächen  J"«  für  P  die 
gleiche  Polarfläche. 

9.  Sehr  viel  einfacher  ergeben  sich  die  Polareigenschafben,  wenn 
man  von  einer  homogenen  Form  der  Curvengleichung  Gebrauch 
macht  Mit  Anwendung  derselben  entwickelte  Plücker*)  den 
wichtigen  Satz  von  der  gemischten  Polare.  Bei  der  Darstellung 
einer  Curve  U"  «=  0  im  trimetrischen  Coordinatensjstem  hat  die 
Polare  des  Punktes  p\  q\  r'  die  Gleichung 

Die  Gleichung  stellt  nämbch,  wenn  man  m   «-,  ^,    ö—  die 

Coordinaten  j)©,  tfo,  U  eines  Punktes  Po  der  Curve   IT  =  0  einsetzt, 
p\  q\  T    zu  laufenden  Coordinaten  macht,  die  Tangente  von  P^  d&i*- 
Die  Polare  dieser  Curve  nach  einem  zweiten  Punkte  p\  q\  r" 
hat  also  die  Gleichung 

„dir    ,      ,,dü'    ,      ,.dü'        ^ 

^  w^^  -w^'  -w-^' 

Man  sieht  sofort,  dafs  die  neue  Gleic&ung  bei  Yertauschung  der 
beiden  Punkte  P',  P"  sich  nicht  ändert.  Nimmt  man  also  nach 
zwei  Punkten  F\  P"  die  ersten  Polaren,  so  fällt  die  Polare  der 
ersten  Curve  nach  P"  mit  derjenigen  der  zweiten  Curve  nach  P' 
zusammen.  Dieser  Satz  kann  auf  Gruppen  von  3,  4,  .  . .,  n  —  1 
Punkten  ausgedehnt  werden,  auch  gilt  er  für  algebraische  Flächen 
nnd  ist  der  dualen  Übertragung  fähig. 

•)  a.  a.  0.  S.  200.^*    (Nr.  46). 
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Dritter  Teil. 
Von  Steiner  bis  auf  Staudt  (1832—1847). 

Erster  Abschnitt. 
Kegelschnitte  und  einschalige  Hyperboloide. 

XXVII.  Steiner's  Systematische  Entwickelnng  und  daran 
sich  anschliefsende  Arbeiten. 

1.  Bereits  an  verschiedenen  Stellen  ist  auf  das  Epoche  machende 
Werk  Steiner's*)  hingewiesen  worden,  mit  dem  ich  mich  auf 
den  folgenden  Seiten  beschäftige.  Aus  der  Einleitung  ist  zu  er- 
sehen, mit  welchen  umfassenden  Plänen  sich  der  Verfasser  ting, 
als  das  Werk  die  Presse  verliefs.  Hiemach  enthält  es  die  grund- 
legenden Entwickelungen  eines  Lehrgebäudes,  dessen  vollständiger 
Ausbau  in  vier  weiteren  Bänden  erfolgen  sollte.  Es  unterliegt 
keinem  Zweifel,  dafs  der  letzte  dieser  Bände,  der  fOnfte  der  ganzen 
Reihe,  am  weitesten  der  Ausführung  entgegengebracht  war.  Der-, 
selbe  sollte  eine  ausführliche  Behandlung  der  Curven  und  Flächen 
zweiten  Grades,  gestützt  auf  projectivische  Eigenschaften,  bieten.  In- 
dessen kann  man  auch  für  die  Entwickelungen  des  zweiten  und  dritten 
Bandes,  welche  über  die  projectivische  —  collineare  oder  reciproke  — 
Zuordnung  von  Gebilden  zweiter  und  dritter  Stufe  handeln  sollten, 
die  Ausgangspimkte  deutlich  erkennen.  Hingegen  sind  wir  für  den 
vierten  Band,  welcher  sich,  wie  es  scheint,  mit  dem  Aufbau  der 
Polarsysteme  in  der  Ebene  und  im  Räume  beschäftigen  sollte, 
auf  eine  ganz  flüchtige  Andeutung  angewiesen,  in  der  von  einer 
eigentümlichen  Beziehung  zwischen  projectivischen  Gebilden  die 
Rede  ist,  durch  welche  auch  die  Involution  ihre  Erklärung  finde. 
Endlich   sollten  sich   hieran   noch   zwei   weitere  Werke  anschlieisen, 


*)  Steiner,  Systematische  Entwickelang  der  Abhängigkeit  geo- 
metrischer Gestalten  von  einander,  Erster  Theil,  Berlin  1882  (Ges.  W.^  Bd.  1, 
S.  229 — 460).  Meine  Hinweise  beziehen  sich  auf  die  Seiten  der  neuen  Ausgabe. 
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deren  eines  der  Trans versalentheorie  gewidmet  war,  während  das 
andere  eine  zusammenfassende  Darstellung  der  Steiner' sehen  Ent- 
Wickelungen  über  das  Schneiden  und  Berühren  der  Kreise  und  Kugeln, 
eine  weitere  Ausführung  der  oben  mehrfach  [z.  B.  XV,  7,  10]  er- 
wähnten Abhandlung  bieten  sollte.  Einen  Teil  der  für  den  foinften 
Band  bestimmten  Entwickelungen  pflegte  Steiner  in  seinen  Vor- 
lesungen an  der  Berliner  Universität  zu  bringen.  Schröter  hat  die- 
selben mit  Resultaten  der  Schüler  Steiner's,  besonders  solchen  von 
Sejdewitz  und  mit  eigenen  Entwickelungen  verknüpft  und  so  ein 
vielgelesenes,  jüngst  in  dritter  Auflage  erschienenes  Lehrbuch  der 
synthetischen  Geometrie  der  Kegelschnitte  geschaffen.*) 

Es  wurde  schon  [XX,  4]  eine  Stelle  der  Einleitung  an- 
geführt, in  welcher  Steiner  hervorhebt,  dafs  das  Gesetz  der  Dua- 
lität an  Ursprünglichkeit  die  „theorie  des  polaires  reciproques"  über- 
trifft. Um  das  Gesetz  von  Anfang  an  hervortreten  zu  lassen,  nimmt  er 
Gergonne's  Schreibweise  in  zwei  Colonnen  an  und  fügt  auch  häufig 
die  beiden  parallel  laufenden  Beweise  für  zwei  duale  Sätze  an. 

2.  Die  Grundlage  für  Steiner 's  Entwickelungen  bildet  jener  auf 
Poncelet  zurückgehende  Schlufssatz  des  barjcentrischen  Calcüls 
[XXm,  16].  Eine  Gerade  $  werde  von  zwei  beliebigen  Strahlen 
a  und  d  eines  Strahlenbüschels  mit  dem  Centrum  S  in  den  Punkten 
Ä  und  J>,  von  dem  von  S  auf  s  gefällten  Lote  in  P  getroffen,  so 
besteht  die  Gleichung 

AD     ^SASD 
Bin  ad  SP     ' 

welche  man,  „wie  der  Gegensatz  erfordert",  auch  auf  die  Form 

AD    ^         SP 

sin  ad        sin  assin  ds 

bringen  kann.  Ordnet  man  jetzt  jedem  Strahle  des  Büschels  S  den 
Punkt  zu,  welchen  er  auf  s  ausschneidet,  verschiebt  beide  Gebilde 
beliebig  in  der  Ebene,  so  besteht  auch  für  beide  „in  schiefer  Lage" 
handliche  projectivische  Gebilde  zwischen  zusammengehörigen 
Quadrupeln  AB  CD  und  ab  cd  die  Beziehung 

AD    AC sin ac2  ^  sin ac 

5Z>  '  BC        Imhd  '  sin 6c' 

Obgleich  nun  Steiner  auf  das  Vorzeichen  der  auftretenden  Strecken 
und  Winkel  keine  Rücksicht  nimmt,  so  kann  er  (246)  aus  der  Gleichung 
doch  die  wichtige  Folgerung  ziehen,  daJjs  „das  ganze  System  der 
einander  entsprechenden  Elementenpaare  zweier  projectivischen  Ge- 
bilde —  SyS  —  bestimmt  ist,  sobald  irgend  drei  Paare  gegeben  sind". 


•)  Vergl.  S.  ISf.    Die  dritte  Auflage  des  Buches  ist  1898  von  Sturm 
herausgegeben  worden. 
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An  und  för  sich  werden  für  zwei  Lagen  des  Punktes  D  die 
Doppelverhältnisse  einander  gleich,  wenn  Ä^  B,  C  und  a,  by  c^  d 
gegeben  sind.  Der  eine  dieser  Ponkte  wird  von  C  durch  Ä  und  B 
getrennt,  der  andere  nicht.  Je  nachdem  c,  d  demselben  der  von  a 
nnd  b  begrenzten  Strahlenwinkel  angehören  oder  nicht,  kommt  in 
unzweideutiger  Weise  der  zweite  oder  der  erste  der  beiden  möglichen 
Punkte  in  Betracht.  In  einer  FuDsnote  (247)  hebt  Steiner  hervor,  d&Is, 
wenn  die  gegenseitige  Lage  der  Elemente  durch  das  Vorzeichen  unter- 

AD 
schieden  würde,   durch  das  Vorzeichen  von   ^-^  der  Punkt  D  ein- 
deutig bestimmt  sein  würde. 

Wird  ein  Strahlenbüschel  so  verschoben,  dafs  die  drei  Strahlen 
«t,  5,  c  drei  Punkte  A,  By  C  einer  Geraden  s  projiciren,  so  gelangt 
der  Scheitel  in  einen  von  zwei  hinsichtlich  s  symmetrischen  Punkten; 
es  folgt  (248)  also  die  Umkehrung  des  vorigen  Satzes*):  „Sind  die 
Elemente  a,  &,  c,  (f , .  .  .  und  a,  b,  c,  b, . .  .  zweier  Gebilde  B  und  A 
der  Reihe  nach  solcher  Gestalt  gepaart,  dafs  je  vier  Elementenpa&re 
dem  obigen  Gesetze"  —  der  Doppelverhältnisgleichheit  —  „genügen, 
wobei  nothwendiger  Weise  die  jedesmaligen  vier  Elemente  des  einen 
Gebildes  mit  denen  des  anderen  Gebildes  übereinstimmende  gegen- 
seitige Lage  haben  müssen,  so  sind  die  Gebilde,  in  Beziehung  auf 
alle  jene  Elementenpaare ,  projectivisch." 

3.  Steiner  betrachtet  jetzt  den  Fall  der  harmonischen  Gruppe, 
bei  der  das  Doppelverhältnis  den  Wert  1  annimmt  und  die  Punkte- 
paare A  B  und  C  />,  wie  andererseits  die  Geradenpaare  a  b  und 
c  d  einander  trennen.  Er  erweist  nochmals,  daüs  eine  harmonische 
Strahlengruppe  von  allen  Geraden  in  harmonischen  Punktgruppen 
geschnitten,  eine  harmonische  Punktgruppe  von  beliebigen  Punkten 
aus  durch  harmonische  Strahlengruppen  projicirt  wird.  Zwei  Gerade 
werden  insbesondere  dui'ch  die  aufeinander  senkrechten  Halbirungs- 
strahlen  der  durch  sie  bestimmten  Strahlenwinkel,  die  Endpunkte 
einer  Strecke  durch  ihren  Halbiruugspunkt  und  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  sie  tragenden  Geraden  harmonisch  getrennt. 

Zwei  Strahlenbüschel  bezw.  zwei  Punktreihen  heifsen  projeeüvisch^ 
wenn  sie  zu  einer  Pimktreihe,  bezw.  zu  einem  Strahlenbüscbel  in 
perspectivische  Lage  gebracht  werden  können.  Auf  Grund  der  dann 
obwaltenden  Doppelverhältnisgleichungen  läfst  sich  nun  (266)  der  Lehr- 
satz aufstellen,  auf  dem  alles  Folgende  beruht.  „Ist  bei  irgend  einer 
Anzahl  [von]  n  Gebilden  —  Gerade  und  ebene  Strahlbüschel  —  in 
irgend  einer  bestimmten  Ordnung  genommen,  der  Reihe  nach  jedes 
Gebilde  mit  dem  darauf  folgenden  projectivisch,  so  ist  jedes  mit 
jedem,  also  namentlich  auch  das  erste  mit  dem  letzten  projectivisch.** 


♦)  Ich  bezeichne  abweichend  von  Steiner  Punkte  mit  grofeen,  Ge- 
raden mit  kleinen  Buchstaben,  Ebenen  mit  griechischen  Buchstaben. 
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Steiner  entwickelt  nun  (266)  aus  den  Doppelverhältnisgleichungen 
die  Beziehnng  projectiyischer  Punktreihen  ABC . ,  .  and  Ä^B^C^  ,  , . 

AQ  .  A,R^  =  BQ  .  B,E,  =  CQ-  C,B,  =  •  •  • 

gegen  die  Flnchtpnnkte  („Durchschnitte  der  Parallelstrahlen^)  Q  und 
B^,  wie  die  entsprechende  Beziehung 

tgaq  '  tga^ri  =  tgbq  •  igb^r^  =  tgcg  •  tgc^r^  =  •  •  • 

bei  projectivischen  Strahlenbüscheln  ahc. ..  und  (i^h^c^.. .  Die  homo- 
logen rechten  Winkel  qr  und  q^r^  werden  in  der  üblichen  Weise 
ermittelt,  nadidem  beide  Strahlenbüschel  zu  einer  Punktreihe  in  per- 
spectivische  Lage  gebracht  sind.  Die  Aufsuchung  der  Doppelpunkte 
ineinander  liegender  Punktreihen  läfst  sich  mit  Hülfe  der  Flucht- 
punkte auf  eine  bekannte  elementare  Aufgabe  zurückführen.  Indem 
Steiner  die  beiden  Fälle  gleichlaufender  und  ungleichlaufender  Punkt- 
reihen unterscheidet,  gelangt  er  (281)  zu  Regeln  für  die  Realität  der 
Doppelpunkte,  die  man  jetzt  in  die  eine  Bedingung 

AQ  .  A^R^  >  -  T  Ö«! 

zusammenzuziehen  pflegt.  Die  Aufgabe  wird  aber  bei  weitem  ein- 
facher mit  Hülfe  eines  festen  Kreises  und  des  Lineals  allein  gelöst, 
indem  man  von  irgend  einem  Punkt  des  Kreises  aus  die  Punktreihen 
projicirt  und  die  Aie  der  so  auf  dem  Kreise  entstehenden  projecti- 
Tischen  Beziehung  aufsucht.  Die  uns  jetzt  so  geläufige.  Begründung 
der  Construction  liefert  Steiner  an  späterer  Stelle  (356).  Die 
Aufsuchung  der  Doppelstrahlen  zweier  concentrischen  projectivischen 
Strahlenbüs<!hel  kann  entweder  auf  genau  duale  Weise  mittels  der 
Tangentenreihe  des  Kreises  bewirkt  werden,  oder,  was  praktisch  ein- 
facher ist,  unter  Benutzung  einer  Sehnittgeraden  auf  die  vorige 
An^gabe  zurückgeführt  werden. 

4.  Zum  Abschlufs  des  Capitels  giebt  nun  Steiner  einige  An- 
wendungen seiner  Theorie.  Nach  Einführung  des  vollständigen  n-Ecks 
und  n-Seits  wird  auf  das  Auftreten  harmonischer  Gruppen  beim  voll- 
ständigen Viereck  und  Vierseit  hingewiesen.  Das  Lineal  allein  genügt 
nach  diesen  Sätzen,  um  zu  drei  Elementen  eines  einf()rmigen  Gebildes 
ein  viertes  harmonisches  zu  finden.  Bei  der  Betrachtung  von  zuerst 
drei,  dann  nperspecti vischen  Punktreihen,  die  einen  Punkt  entsprechend 
gemein  haben,  ergiebt  sich  aufs  natürlichste  der  in  Form  eines  Be- 
wegxmgsgesetzes  gebrachte  Dreieckssatz  Desargues'  und  das  all- 
gemeinere Porisma  des  Pappus  [I,  7].  Treten  drei  Gerade  a,  &,  c 
oder  BC,  CA,  AB  paarweise  in  perspectivische  Beziehung,  so  geht 
von  jedem  der  Punkte  A,  J5,  C  eine  bestimmte  Gerade  a^,  Z/^,  q  aus, 
welche  drei  homologe  Punkte  der  Reihen  enthält  Die  gegenseitigen 
Schnittpunkte  A^,  B^,  C^  dieser  Geraden  sind  deshalb  die  perspecti- 
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vischen  Centren  für  h  und  r,  c  und  a,  a  und  5;  man  erhält  (297) 
den  Satz:  „Ist  ein  Dreieck  ABC  einem  anderen  ÄiB^C^^  eingeschrie- 
ben, so  giebt  es  unendlich  viele  dem  zweiten  umschriebene,  dem 
ersten  eingeschriebene  Dreiecke  ^ÄgC^."  Die  aus  drei  solchen  Drei- 
ecken ABC^  A^B^C^^  A^B^C^  gebildete  Configuratioh  kommt,  wie 
auch  Steiner  hervorhebt,  schon  bei  Pappus  vor.*)  Die  Aufgabe, 
ein  fi-Eck  zu  construiren,  das  einem  gegebenen  n-Eck  eingeschrieben, 
einem  anderen  umschrieben  ist,  bietet  (303)  Gelegenheit,  die  Regel 
zur  Aufsuchung  der  Doppelpunkte  ineinander  liegender  projectivischen 
Punktreihen  an  einem  Beispiel  anzuwenden.**) 

Im  Zusammenhange  hiermit  löst  Steiner  alsdann  die  Auf- 
gabe, zwei  unter  sich  projectivische  Gerade,  die  sich  in  schiefer 
Lage  befinden,  auf  eine  dritte  Gerade  perspectivisch  zu  beziehen  und 
beweist,  nach  gehöriger  Specialisirung,  auf  die  oben  [II,  6]  an- 
gedeutete Weise,  dafs  die  Träger  zweier  projectivischen  Punktreihen 
und  irgend  vier  Strahlen,  von  denen  jeder  zwei  homologe  Punkte 
verbindet,  ein  Brianchon'sches  Sechsseit  bilden,  dalJs  andererseits  die 
Mittelpunkte  zweier  projectivischen  Strahlenbüschel  und  vier  Punkte, 
in  deren  jedem  sich  zwei  homologe  Strahlen  schneiden,  ein  PascaT- 
sches  Sechseck  ergeben. 

5.  Nunmehr  wird  im  zweiten  Capitel  der  Ebenenbüschel  ein- 
geführt.    Das  Doppelverhältnis  von  vier  Ebenen  a,  |5,  y,  J,   die  von 

einer  Axe   ausirehen ,   der  Ausdruck  - — 5  ^  :  -. — ~ ,  ist  offenbar  das 

Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen,  welche  eine  zur  Axe  senkrechte 
Ebene  aus  den  Ebenen  herausschneidet.  Da  ein  Ebenenbüschel  zwei 
beliebige  Ebenen  in  Strahlenbüscheln  schneidet,  die  zur.  Schnittlinie 
ihrer  Ebenen  perspectivisch  liegen,  so  ist  das  Doppelverhältnis  der 
vier  Ebenen  zugleich  das  der  Strahlen-  und  Punktgruppen,  welche  sie 
auf  beliebigen  Geraden  und  Ebenen  ausschneiden.  Hiemach  kann 
der  Ebenenbüschel  zunächst  auf  diese  zu  ihm  perspecti vischen  Gebilde, 
dann  auf  beliebige  Punktreihen  und  Strahlenbüschel  projectivisch 
bezogen  werden. 

6.  Das  dritte  Capitel  giebt  zunächst  die  projectivische  Erzeugung 
des  Kegelschnitts.  Da  bei  einem  Kreise  die  Peripheriewinkel  über 
einem  Bogen   einander  gleich   sind,    so   ist   er  (330)  das  Erzeugnis 


*)  £3  handelt  sich  hier  um  die  bekannte  oben  [II,  1]  erwähnte  Con- 
figuration  des  Pappus,  welche  ausdrückt,  dafs  unter  sechs  zu  drei  and 
drei  auf  zwei  Geraden  verteilten  Punkten  der  PascaTsche  Satz  besteht 
**)  Sollen  unendlich  viele  n-Ecke  PiP^  -  --^n  ^^öglich  sein,  die  einem 
^-Eck  A^A^  .  .  .  A^  eingeschrieben,  einem  anderen  JBjB,  .  .  .  B^  um- 
schrieben sind,  so  kann  man5i,JB,, . . .,  B^_^  beliebig  wählen;  B^_^  B^ 
können  daun  beliebige  entsprechende  Punkte  zweier  projectivischen  Pünkt- 
reihen  sein  (447,  Aufg.  42).    Die  Bestätigimg  dieses  Satzes  ist  leicht. 
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congrnenter  nnd  zwar  gleichliegender  Strahlenbüschel,  deren  Centren 
zwei  beliebige  Punkte  des  Kreises  sind.  Das  Wort  ^gleichliegend^'  ist, 
wie  Steiner  in  einer  Fnlsnote  ausfährt,  in  diesem  Satze  wesentlich, 
üngleiddiegende  congmente  Strahlenbüschel  erzeugen  eine  gleich- 
zeitige Hyperbel,  „wie  man  zu  seiner  Zeit  sehen  wird".  Bei  der  pro- 
jectiTischen  Erzeugung  des  Kreises  entspricht  der  Verbindungslinie 
der  beiden  Scheitel,  wenn  man  sie  zu  dem  einen  der  beiden  Büschel 
rechnet,  die  Tangente  in  dem  Scheitel  des  anderen.  Ist  von  einem 
Tangentendreieck  eines  Kreises  nur  eine  Seite  ÄÄ^  beweglich,  so 
erscheint  sie  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  aus  stets  unter  demselben 
Winkel,  um  hieraus  die  Erzeugbarkeit  des  Kreises  durch  projec- 
tivische  Punktreihen  abzuleiten,  benutzt  Steiner  merkwürdigerweise 
die  Fluchtpunktbeziehung,  welche  die  specielle  Form 

QÄ  ■  B,A^  =.  QB  ■  B,B^^  QCB,C^== \Q^^ 

annimmt.  Die  Berührungspunkte  der  beiden  festen  Tangenten  ge- 
hören dem  Schnittpunkte  derselben  zu. 

Steiner  überträgt  dies  nun  durch  Projection  zunächst  auf  den 
Kegel,  alsdann  auf  den  Kegelschnitt,  der  nach  antiker  Art  als 
Schnitt  eineQ  schiefen  oder  geraden  Kegels  mit  kreisförmiger  Grund- 
fläche definirt  wird.  „Jede  zwei  Punkte  B^  B^  eines  Kegelschnitts  sind 
die  Mittelpunkte  zweier  projectivischen  ebenen  Strahlbüschel,  deren  ent- 
sprechende Strahlen  sich  in  den  übrigen  Punkten  desselben  schneiden, 
und  zwar  entsprechen  den  vereinigten  Strahlen  (d,  e^)  die  Tangenten 
((ij,  «)  in  den  gegenseitigen  Mittelpunkten  (Ä^,  -B)."  Andererseits: 
tfJede  zwei  Tangenten  A^  A^  eines  Kegelschnitts  sind  in  Ansehung  der 
Ponktenpaare,  in  welchen  sie  von  den  übrigen  Tangenten  geschnitten 
Verden,  projectivisch,  und  zwar  entsprechen  den  in  ihrem  Durch- 
schnitte vereinigten  Punkten  (b,  e^)  ihre  wechselseitigen  Berührungs- 
punkte (bj,  e)."  (332).  Umgekehrt  behauptet  Steiner,  dals  ein 
projectivisches  Erzeugnis  der  einen  oder  anderen  Art  stets  ein  Kegel- 
schnitt ist.  Er  selbst  hat  es  in  einem  oben  [II,  7]  erwähnten  Schrift- 
stück als  die  schwache  Stelle  seines  Systems  gekennzeichnet,  dafs  diese 
Umkehrungen  ohne  hinlänglichen  Grund  gegeben  werden.  Alle  früheren 
Entwickelungen  über  schiefliegende  projectivische  Gebilde  werden  jetzt 
auf  den  Kegelschnitt  anwendbar,  es  ergeben  sich  z.  B.  ohne  weiteres 
die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon.  Der  Satz  vom  umschriebenen 
Vierseit  und  eingeschriebenen  Viereck  wird  ohne  Grenzübergang  aus 
dem  Theorem  abgeleitet:  „Bei  zwei  projectivischen  Punktreihen  ABC, 
nnd  A^BiCi  ....  liegen  die  Punkte  (AB^,  A^B);  (AC^y  A^C)]  ...; 
{ßOi^  B^C)\  . .  .  auf  einer  Geraden,  welche  notwendig  auch  die  dem 
gemeinschaftlichen  Punkte  der  Träger  entsprechenden  Punkte  ent- 
hält" Steiner  hebt  hervor,  dals  der  Satz  gewöhnlich  durch  einen 
Grenzübergang  aus  dem  Satz  von  Brianchon  oder  Pascal  abgeleitet 
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würde  vnä  «rlBntert  diese  Methode  «i  MaeUurin^s  Satz,  naeh  dem 
beiiii  Kegeliohiiitt  ein  TangSAtendnie^  vnd  dae  der  BerühniBgepinikte 
IMnqteetmsek  Eegen.  Der  Satz  vcn  der  projeetmedten  'Entngfmg  der 
Eegelsckiiitte  team  (d44)  m  folfpender  Weue  mageformt  weidea:  ^er 
Punkt,  an  dem  ^«ier  feste  Panikte  «ine  Ora|ipe  tob  conatantem  Do^i^ 
'v^arb&Ume  bestimmen,  kesdnaibt  einen  diese  Punkte  enthaltenden  K^P^ 
flohmtt;  jtnderezaeits  nmfattUt  eine  Oexade,  wenn  eie  ywr  feste  Gende 
anter  eonstantem  Dop|»elTerlitfltnis  triift,  einen  Kegeisohmtt,  weleker 
anch  diese  Geraden  berllhrt^^  Dieaer  letztere  Satz,  Mgt  Steiner 
fainzn,  ist  unter  anderer  Form  bekannt.  Dasselbe  gilt  aber,  wie  4>bea 
[X3Q,  IB]  herrorgdiobea  winde,  andi  von  dm  ersten  Satz.  Die 
speoiellen  Ftile,  wo  das  IDoppelverliftltBis  den  Wert  -«- 1  anmnBBt, 
fahren,  da  man  <ner  Gerade  oder  QPsaikte  auf  drei  Artea  in  zwei 
Paare  zerlegen  kann,  zu  je  drei  harmonischen  Kegelschnitten,  welche 
vier  gegebene  Punkte  enthalten,  vier  gegebene  Oemden  berfihiea.  Diese 
spedellen  Kegelschnitte  traten  uns  bei  Chasles  [XXI,  13]  und  bei 
Btandt  [XXÖ,  2],  der  sie  im  Sinne  Ponceiet's  »achv^es,  eotgeges. 

Steiner  giebt  nxmmehr  einige  AmptsItsB  tlber  die  Polarea- 
thaoiie  des  Kegelsebmltes  xind  Über  das  DnaJitItsprincip  der  £bene. 
Sr  ▼erweist  kierbei  anf  eine  «pfttere  genauere  Behandlung  der 
PolareigeMflhaflbmn ,  bei  der,  nach  seinen  ijidentangen  an  schtiebeo, 
der  Aufhan  des  Pülaisfstems  unakkttngig  von  «einer  Oidnnageenrve  aas 
einer  riehtigen  Au&ssnng  der  InFolntkm  heraus  erfolgea  aoUte  (t52).^) 

7.  Der  Ahsdinitt:  ,|Znsaaunengesetztere  Stttu  und  Porismeif 
(3S4C)  m«A  als  einer  der  wichtigsten  des  Werkes  gelten,  obgldch 
die  in  ihm  aufgefiOtften  Sfttze  an  und  fibr  sieh  alle  bdannt  wann. 
Bisher  wanen  sie  jedock  aas  ganz  hetesegenen  fiesioktqninkten  erwiesen 
woiden.  Eben  darin,  liegt  das  aene,  dafs  sie  alle  als  leiekteste  Ak- 
wandelizngem  des  Gmndgeseizes  zn  erkennen  nnd:  „EinfÖnnige  Oefailde 
snkd  dann  unter  sieh  pcojeetxTifleh,  wenn  sie  zn  einem  «md  denoeUMD 
dritten  Gebilde  projediirisok  «md:^  Die  einfache  Bemerkung,  dals  cos- 
gmente  dtraklenbüsckei  oder  Pnnktreäien  selbsivetatftndlidi  «ach  pio- 
jectivisck  sind,  l&fst  (359)  angenbüeldidL  Hb  wto  n'sBesoriptio  oigamea 
[I,  7 ;  m,  i]  evident  werden,  wie  aaek  die  zu  ihr  gewisseraiallMn  daale 
Ezzeagungsweise,  die  Gkafile«  1831  [XXI,  10]  ma£  betrftohüieken 
Umwegen  entwi<^lt  hatte.  Ebenso  evident  ist,  dafs  eine  Stncke, 
deren  Endponlde  über  zwei  Gerade  b^Rregt  werden,  und  die  yen  einesi 
fiwten  Punitbe  «as  beständig  unter  einem  und  demselben  Winkel 
etbliokt  wird,  einen  Kegelsdmitt  tnahfillt.  Freilidi,  dals  ^der  Brenn- 
punkt des  Kegelsdmittes  ist,  wie  Poaeelet  {XVm,  2]  gezeigt  hatte, 
verspricht  Steiner  erst  an  eptttecar  SteiOe  zu  erweisen.  Aach  die 
beiden  Qeraden  sind  Taagenten  des  Kegelschnittes.    Indem  Steiser 


*)  Brachsttlcke  hiemuf  bezü^cher  fintwidEelungen   ans  8t  einer 's 
Pflineeen  emd  von  6  ehr«  ter  verwertet  weiden.  YeigL  a.  a.  0. 13.  tSf  [B.  ¥111]. 
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«ine  dieser  Geraden  ins  Unendlidne  entfernt,  ;gelangt  er  ein&oher,  .alls 
4ie6  PoiM^elet  ^felnngen  -wmr,  sn  JLaanberrt'e  Aatnc  .,,Besdhieibt  der 
BAqitel  dmee  dertm  Winfaek  eine  iQerade  und  .geht  der  »eine  Schenkel 
L  Iwstitaidig^iurch  jeinen  Punkt,  «bo  oimhülit'der  jhndere  rßoheidcel 

PttEabel,  «elehe  aodi  den  (Ort  ides  iScheikels  ^erOhrt.^  Als  eine 
■adir  einB&che  f^plge  der  dUgemeinen  Brineipien  etgiebt  sich  der 
iSats:  ,^Dwrdilaiifen  eftmt^he  lEcÜLen  leimee  ein&dien  «t-Eoln  Gerade, 
'Wfthnüd  «Ue  leiten  hie  Anf  die  letzte  «eich  mn^aete  iE^nnkte  drehen,  fso 
■w»J*ft^^*  dkfie  einen  Segdflchnitt,  fwelohertdie'GeBBadenbeiEflflirt,  auf  denen 
Sure  begienz«kden  fieken  aforkechseiten/^  Eür  jede  der  juidexen  Gerad^i 
kaim  man,  ^hne  dals  .<ler  Säte  laafii&rt  jxl  hesteiien,  eisien  iKegelschnitt 
.eintretai  iaesen,  avelcker  die  ihr  heoiadhhecfaQn  Bi^ehpunkte  entbäJi. 
Für  «e  =  3  ergiebt  sich,  wie  Srtestietr  iwriodbc^t,  Aßön  .aus  ^eoieller 
iUtl  (366)  dar  Satz:  .Jbogend  mxii  lemem  fijBgdJfiohnxtt  eingeechrie- 
bene  Dreiecke  eind  eonem  2w»iten  Eegelefiknitt  nmadu&eheo.^*) 

6.  Dde  tum  (ä&dff.)  mok  AnschlieCseBde  ficAiaodking  des  ein- 
•ehdigen,  oder^  nadi  Siei&er's  Beoaicbinmg,  «dn^Bbohen  HjqMii)dbids 
kvt  als  eine  der  iMsten  Bartieen  .dee  Werices  in  a&e  LciirbüQher  ihnen 
EiBgang  gefimden.  Das  eäniocke  Anp^<^^  beeMiiBnß  den  BiaBhlen 
«,  6,  iC,  d, . .  ^  welohe  homdoge  Pivikte  amBiesr  prc^eotivisidicai  Pwki- 
Tätern  AB€D  . . .  imd  A^B^GyP^  .  .  .  aof  jnmi  windsc^efen  Ge- 
nden  l  und  2j  Tserbinden,.  Prq^cort  ooan  .die  erste  Pnx^treihe  tqo 
2i,  4ie  zweite  Ton  l  a«s,  ae  aohneiden  sich  flddeoerseits  je  :zinei 
iMmeloge  Bbenen  der  «o  eaitetehenden  ftrojectiimchen  ffliuenenbificibel 
In  .eiifter  Geraden  des  eiaiaehen  Hyperboloide.  Die  Gesaden  a,  ^,  c,  i^,... . 
vekke  .drei  onier  «Mab  imdschiefe  Emwigende  2,  Z|,  ^  £^^t^ 
inffen,  hslden  aber  notTifeiidig  ein  deraDtigee  einfaclies  H7periM>loil. 
Denn  jede,  der  iQeradeA  liegt  mit  i^  in  einer  Ebesie,  TerbiBdet  ftfao 
zatti  koDtolege  Pnnkie  der  prejeetiarisolien  Baken,  wnkke  der  Sbenen- 
hAadiei  süt  der  Ase  ^  anf  l  und  l^  amsaekaeidet  Ebenso  ivard  die 
Gcradeoacihar  dunch  iS^neobfisckd  mit  den  Axen  i  und  l^  erseegt, 
melobe  zu  .der  Punktareihe  anf  l^  perspeeiivisdbi,  mi&in  «ster  eidi 
projectivisch  sind.  Projiectmsche  PunktBeiheii  anf  i  nnd  2^  eiod 
duck  drei  Patt*e  homologer  i^ukiie,  deren  YerhindungaUnien  n,  6,  c 
MB  mdgen,  bestimmt.  Yensteht  Bian  unter  ^  eine  bdi^ige  o,  &,  c 
zBgleii^  tieffBnde  Gerade,  so  echBeidet  ^r  Ebenenbüaekel  mit  (der 
▲xe  2|  eben  die  gegebenen  pnojeetiTieohen  PnokineikeB  a«e^,  es  ifard 
alao  Jede  einaeine  Gerade  der  Sehar  n,hcd . . .  ¥0b  l^  getroffen.  Db 
¥3aeke  mriii&lt  deshalb  zwei  Scharen  smter  ^ck  windschiefier  Geiadeo; 

^  Hiennit  in  Yerbindmig  steht  die  im  Anhange  des  Bnches  gestellte 
i^&al>e  41.  Verbindet  man  drei  feste  Punkte  der  Re^e  nach  mit  den 
PiidktqMaieni8j^,i8,.B,,...,B^Bi  dui»k£egelschnitte  JZ;,JE;,  ...,  JT^, 
ee  giebt  es  mienAidi  •viele  einft^ehe  fi-^ke,  deren  Ecken  JP^ ,  P,,  •  •  m  ^n 
den  Kegeleehnitten  aiigdiasen,  und  deren  Seilen  PiP,,  ^sPsi  •  •  •«  ^n^\ 
4m  PoaActe  JB„  B^^  . .  .,B^  enthalten. 
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die  Geraden  einer  jeden  Schar  werden  von  denen  der  anderen  in 
unter  sich  projectivischen  Punktreihen  geschnitten  und  werden  von 
ihnen  aus  durch  unter  sich  projectivische  Ebenenbüscbel  projicirt 
Je  nachdem  man  die  erste  oder  die  zweite  Erzeugung  benutzt,  er- 
giebt  sich,  dals  die  einen  Punkt  enthaltenden  Tangentialebenen  einen 
Kegel  zweiten  Grades  berühren,  dafs  femer  jede  Ebene  einen  Kegel- 
schnitt mit  der  Fläche  gemein  hat  Zu  jeder  Erzeugenden  der 
einen  ist  eine  bestimmte  Erzeugende  der  anderen  Schar  parallel,  die 
Ebenen,  welche  solche  parallele  Gerade  verbinden,  gehen  s&mtlieh 
—  Steiner  verweist  auf  eine  spätere  Entwickelung  —  durch  einen 
Punkt  hindurch.  Der  Asymptotenkegel  besteht  aus  den  Geraden, 
welche  man  durch  diesen  Punkt  parallel  zu  den  Erzeugenden  der 
einen  oder  anderen  Schar  legen  kann. 

Nach  verschiedenen  Variationen  seines  Hauptresultates  giebt 
Steiner  noch  andere  Erzeugungsweisen  des  einschaligen  Hyperboloids, 
von  denen  besonders  eine  (373)  hervorgehoben  zu  werden  verdient 
„Trifft  eine  Gerade  beständig  einen  Kegelschnitt  und  7wei  windschiefe 
ihn  schneidende  Gerade,  so  beschreibt  sie  ein  einschaliges  Hyper- 
boloid.^^ Er  geht  sodann  zu  dem  Falle  des  hyperbolischen  Paraboloids 
über  unter  Benutzung  zweier  projectivisch- ähnlichen  Punktreihen. 
Einer  der  Projectionsstrahlen  a,  &,  c,  .  . .  rückt  jetzt  ins  Unendliche 
hinaus.  Von  ihm  aus  wird  die  Leitschar  llj^l^  ,  .  ,  durch  einen  Büschel 
paralleler  Ebenen  projicirt.  Auf  irgend  zwei  der  Geraden  a,  6,  c, . . . 
schneidet  derselbe  projectivisch-ähnliche  Punktreihen  aus,  von  denen 
irgend  zwei  die  Leitschar  ll^l^  , ,  ,  erzeugen;  aus*  diesem  Grunde 
wird  auch  die  Regelschar  abc  ,  .  ,  durch  einen  Büschel  paralleler 
Ebenen  projicirt.  Das  Erzeugnis  zweier  projectivischen  Ebenenbüschel 
artet  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid  aus,  sobald  irgend  zwei 
homologe  Ebenen  zu  einander  parallel  sind.  Auf  einfache  Weise  läCst 
sich  auch  die  zweite  unendlich  ferne  Gerade  des  Erzeugnisses  nach- 
weisen; die  unendlich  ferne  Ebene  mufs,  wie  eine  beliebige  durch 
eine  Gerade  eines  einschaligen  Hyperboloids  gelegte  Ebene,  noch  eine 
zweite  ihm  angehörige  Gerade  ausschneiden. 

9.  Zwei  aufeinander  senkrechte  Ebenen,  welche  zwei  windschiefe 
Gerade  l  und  ij  projiciren,  werden  von  einer  Ebene,  die  zu  ein^ 
der  Geraden  l  oder  Z^  senkrecht  ist,  in  zwei  aufeinander  s^ik- 
rechten  Geraden  getroffen,  welche  die  Spuren  35  und  Sj  der  Ge- 
raden l  und  ^  projiciren.     Der  Scheitel  dieses  Winkels  beschreibt 


einen  Kreis  über  dem  Durchmesser  9333i,  wenn  der  Ebenenwinkel 
bewegt  wird.  Aus  diesem  Grunde  beschreiben  seine  Flächen  pro- 
jectivische Ebenenbüschel,  seine  Scheitelgerade  ein  einschalig^ 
Hyperboloid,  das  die  zu  l  bezw.  l^  senkrechten  Ebenen  in  Kreisen  trifil. 
Wenn  die  beiden  Axen  sich  schneiden,  geht  dieses  —  zuerst  von 
Bin  et  [IX,  7]  nachgewiesene  —  orthogonale  Hyperboloid  in  einen  von 
Hachette  betrachteten  Kegel  über,  wie  Chasles  [XXI,  10]  eben&üls 
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mit  Hälfe  der  Kreisschnitte  1830  gezeigt  hatte.*)  Die  Lote,  welcbe 
die  Flächen  des  Ebenen- Winkels  von  einem  Hülfsponkt  aus  erhalten, 
stehen  senkrecht  auf  einander  und  beschreiben  zwei  projectivische 
StrahlenbüscheL  Mit  Benutzung  zweier  zu  ihnen  perspectivischen  Punkt- 
reihen  gelangt  man  zu  der  Bobillier-Poncelet'schen  Erzeugung  des 
einschaiigen  Hyperboloids  [XXI,  5].  Die  Strahlenbüschel  selbst  erzeugen 
einen  spedellen  Kegel,  den  Chasles  [XXI,  10]  mit  Hülfe  der  Polar- 
eigenschaften der  Kugel  eingeführt  hatte.  Wichtig  ist  der  Zusatz,  dals 
bei  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln  der  Winkel,  den  zwei  homo- 
loge Ebenen  mit  einander  einschlielsen,  nur  zweimal  ein  rechter  wird, 
wenn  dies  nicht  beständig  der  Fall  ist.  Zwei  beliebige  projectivische 
Ebenenbüschel  können  (390)  stets  in  derartige  Lage  gebracht  werden, 
d&Is  sie  ein  orthogonales  Hyperboloid  erzeugen,  imd  zwar  muüs,  wenn 
der  eine  Büschel  fest  bleibt,  die  Axe  des  anderen  in  eine  von  zwei 
Richtungen  gebracht  werden.  Soll  dieselbe  einen  bestinmiten  Punkt  P 
enthalten,  so  mufe  der  zweite  Ebenenbüschel  «iftyi.  ...  in  perspec- 
tivische  Lage  zu  dem  Strahlenbüschel  o^Z^jq  .  .  .  aus  den  Loten  ge- 
bracht werden,  die  man  von  P  aus  auf  die  Ebenen  des  ersten  Büschels 
flülen  kann.  Entsprechen,  den  Strahlen  a^ ,  b^  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Ebenen  o^,  /3^  des  zweiten  Büschels,  so  gehört  die  gesuchte 
Axe  offenbar  dem  Hache tte 'sehen  Segel  über  a^  und  h^  an.  Die 
Spnrpunkte  von  o^  und  b^  in  einer  beliebigen  zu  o^  senkrechten 
Ebene  begrenzen  einen  Durchmesser  eines  dem  Kegel  angehörigen 
Kreises.  Für  5^,  ^,  die  beiden  aufeinander  senkrechten  Strahlen 
des  Büschels,  denen  zwei  aufeinander  senkrechte  Ebenen  (y^,  i^ 
entsprechen,  artet  der  Kegel  in  die  beiden  Ebenen  aus,  welche 
zur  Ebene  des  Strahlenbüschels  in  s^  imd  t^  senkrecht  stehen.  Eine 
Ton  diesen  beiden  Ebenen,  welche  offenbar  a^  und  b^  trennen,  wird 
Ton  dem  erwähnten  Hülfskreise  in  zwei  Punkten  getroffen,  deren 
jeder  eine  Axe  der  gesuchten  Art  festlegt.  Sollen  zwei  projecti- 
vische Strahlenbüschel  so  angeordnet  Verden,  dafs  homologe  Strahlen 
aufeinander  senkrecht  stehen,  so  mufs  man  die  beiden  homo- 
logen rechten  Winkel  mit  zwei  nicht  homologen  Schenkeln  anein- 
ander legen  und  die  Ebene  des  einen  Strahlenbüschels  so  lange  drehen, 
bis  irgend  ein  Strahl  desselben  in  die  zum  homologen  Strahle 
senkrechte  Ebene  gelangt.  Dies  ist  in  reeller  Weise  bei  einem  der 
beiden  in  Betracht  kommenden  Fälle  möglich.  Überdies  kann  näan, 
wie  Steiner  hervorhebt,  eine  Aufgabe  auf  die  andere  zurück- 
fahren. Ein  Binet'sches  Hyperboloid  ist  von  besonderer  Art.  Zu 
jedem  System  von  Kreisebenen  steht  eine  Gerade  einer  der  beiden 
Scharen     senkrecht.      Die    Poncelet-Bobillier'sche    Erzeugungs- 

^  Steiner  hat  indes  anf  dieses  Hyperboloid  und  die  Lage  seiner 
beiden  Ereisreihen  bereits  1827  hingewiesen.  Yergl.:  Steiner,  Aufgaben 
und  Lehrsätze,  erstere  aufzulösen,  letztere  zu  beweisen,  3.,  (Aufg.  64— 6öX 
Crelle's  Jonm.,  Bd.  2, 1827,  S.  287—292  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  156— 162,  Lehrs.  12). 
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umste-  liing^eiv  ktnn  im  aUf  emeinea  iMtf  jidck«^  Hl^pei^belbid*  ang)9W«bdei 
wevde«.  Sind  ABC]>...  uadi  A^B^C^Ik^  ...  beliebige  prerjectMBcbtf 
PuiJctapeihen,  und  schneide«  si^  die  fiogekr  über  den«  Dofei^iiieeBeni 
AÄi^^^  BB^i  €Cf  'm  Twei  i^eUen  Puaktea  8^,  S^^  eo  wevden  DOI»  8' 
oder  /S'  oae  irgend'  zwed'  homeloge  Pieikte>  dnreh  xwei  auleinMidev 
senkveohie^  8tvahlei»  pMrjicivt  (dfi^. 

HO.  Steim^er  giebt  nifir  tereklieditte  mechaniedie  Ibtten^fnegett 
de»  HyperboloidB  inr  AascMoIs*  fta  die  ftDelogen  Eatwlekekoigen  def 
Ebeoe.  Drebeifr  sich  z,  B:  die-  Ebeiteii'  eine!^  esnfiMheir  mt^isLch»  vtm 
fitste  Gerade  wmI  tveffeir  fv«-  1  Kanten  desselben  fortw&bMiid  feeie 
Gerade,  so  besdueibt  anefa  die  letete  Kante  eiiv  einsehaligee  Hyper- 
boloid ffieniaoh  ergbbenr  sich  awei  Löeimgen  der  Aii%abe^  ein 
ilUiBilichee  n^8eit  zoi  oonatwuje^,»  desse»  Ecken  a«f  n  gBgÄea&B 
Geraden  liegen,  wädarend  seinto  Seke»  n  a^Nletfe  Gerade  teeffen.  Mf 
^hr  ^ecieller  VaU  der  yedgen  eMdieiai  ^e*  neue  Angabe,  die* 
Geraden  za  constroSren,  wdiehe  yier'  gegeben»  Genide  ),  l^^  2,,  lg 
zvgleidi  t^effiMi.  Die  bisheiigen  LMMigetf  deHsdbcte  gingen  toa  der 
ErwttgttAg  »Q»,  daHer  die  g^eaditeni  Geraden  dem  dtuück  die  dm 
Geraden  l^^  2^,.  I^.  be^unmten  Hyperboloid  aiigehöven^  idüo  die  Schnitt^ 
piUücte  dieses  Byperbok)ide  mit  dSer  vierten  Geraden  eniUUee.  IHe 
Ptülkte  gehörte  dem  Kegelschi^te  aki,  den'  irgend  eine  I  eatittiteade 
Ebene  tfoe*  dem  Hyperboloid  henniss^neM^,.  von  dem  matai  nster 
Bemit2tiB|f  der  aWeiteni  Geradenaofaajr  dee  HjperboliMde  leieht  fttti 
Pnnkte  zusateaaeiibvBi^Nto  kaMttL-  JMß  dieser  Überlegnd^  beisfatefr 
Lösunges  yoü  Bobillier  und  Garbvnski*),  «ad  von  St^eiiMr^) 
seftet,  die  dnreb  eine  Ani%libe  Gergovn^'s  tter^or^Bnifen  imm^m. 
¥on  demselben  Principe  gingen  anch  &tiiere  LöMtagen  von  ]>«le»aiy 
7etit  und  Briandtom  aory  Huf  welche  oben*  hingtowiesei»  mide 
[IX,  7].  Bteiner  gSebt  der  Aufgabe  neuittehr  daie^  neue  Foim^ 
,^$9  sollen  die  von  I  und  l^  tersbhiedenen  gemeinsdlafUjdie»  Qenidea 
der  bekfeir  eialaelien  Hypetfbididide  am^ipesixcliit  irevden,.  welehe  dusd^ 
die  Geraden  l^  Z^,  ^  einerseits^  lil^yl^  anderevseill*  IMgdegjb  wnitmJ^ 
Legt  man  dnrdi  l  drei  b^iebige  Ebenes  op;  ^;  ^  weiche  ^.  1^  J^  ia 
jii,  -A,,  Ä^^  5j,  B^f  3^'y  C^f  Q,  Cf  trafen  mögen,  so»  get^mmAgA^ 
B{B^{  CfC^  welche  l  m  A*^  B\  0  sdaMideu^  demr  eineny  A^^A^ 
BiB^^f  CfC^f  welche  l  im  Ä\  B'"^  C'  sehneiden^  dem  sweiteit  n/pei 
boloid  ao.  Die  Dop^^eiipi&ikte  cfer  pvcgeetiidseieB  PcudLtieflieB 
ABO . . .  und  A'B'C ... .  smd  daim  offsnbar  m  den  gesncMen  Trau»' 
versaleu  entbahen  (402)b 


*>  Bebillier  und  6a«bintfki,  Skdtition  ^  problbae  det  _ 
descriptiye,  ^nonc^  ä  la  pag.  83  du  präsent  Tolmne,   G^g.  Ann,  B^  lg, 
les?  n.  t8Sd,  8.  li»^184.  [dtatt  „pi^mit**  mofs  ee  keüse»  „pr^eMent».] 
**)  »teiBFer,  AnflSeeeg  einef  Ao^albe  nm  den  ä^mXfm  der  Wi^m 
maeik  ton  Bernf  Gergonae^  ereile's  Joem.,,  Bd.  9,  I8S7,  S.  tMD     176 
(Sei.  W ,.  Bd.  1,  ».  146--IW). 
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Mobitifl  hatte  1828  [SSEEI,  17]  zwei  Teixaeder  ABCD, 
FQM8  eonstmiri,  toh  demm  ein  jedK  dsni  aadtren  in  ^r  Art 
unselinebM  wnr^  dafe  P^. (^f  J2;  iS'  d«n  Sbexmt  ^C2>^  CAD,  ABD^ 
ABC  und  iL,  JB,  0,  D  den  Bbeaen  QBS^  EF8,  P<iS,  PQB  anr 
gehören.  Steine^r  bewdat  (406)^  da&  die  beiden  Quadrnpä  AB^  CF^ 
B8j  BQ  imd  AC^  BD^  FB,  ^8  den  beiden  Oerftdenecharen  eines 
nad  deBsalbeoi  einschaligeB  Hyperboloid^  angdiören.  Wenn  AyB<y  ' 
C,  2>f  P,  B  gegeben  aind^  kann  i^S  m  der  einen  äeiBdenechttr  des 
ecken  tölUg  besfamnaien  Hypesboloide  yeischoben  weeden.  Indem 
■Ol  A,  Bf  Cy  D  in  anderer  Weise^,  als  Mtfbims  gethan  katte,  au£ 
die  Ebenen  QBSy  BFS^  FQß^  FQB  TertmU^  entetehon^  wie  Steiner 
kerforiwbi^  34  yereditedene  Fälle;  in  drei  anderen  gelange  man 
m  ganz  fthniidien  fieeoltateni,  wie  im  erste»  Falle  (405). 

11.  Die  Sigenseftaften  des  eineehaligen  Hyperboloide  äibren 
^407  £)  so  einer  sehr  anscbauliehen  Methode^  zwbchen  &wei  Ebenen 
^  dorcb  sogenannte  ^^hiefe  Pngection"  —  eine  quadratische 
Yerwandtsdiaft  eiszoleiten.  Ton  den.  ShrahleB,  welche  zwei  onter^ 
«aander  windsehiefo  Gerade  l  nnd  m  .treffen^  itisa  Strahlensystem 
H  oder  ({,  m)  angehören,  wird  jeder  dnrok  einen  einzigen  weiteren 
Pnnkt  ÜKtgelegt  Jedem;  Ptmkte  einer  Ebene  t  laain  ndthinj  der  ein« 
nge  ihn  prqjicbrendie  Strahl  des  StraUensystems  zagewiesen  werden. 
Z.wn  Teischiedene  Ebenen  e  und  S}  treten^  indem  man  sie  aof 
diese  Webe  mit  dem  Strahfensystem«  in  Znsammenhaiig  bringt, 
fribst  in  eindeutige  Beziehtmg.  in  dar  Ebeu»  t  bilden  die  Sporai 
der  ti  angehangen  Ckeraden  des  Systems  9t  nnd  der  Geraden  {  und 
et  sdbst  das  Hauptdreieck  B8T;  naig^lcehrt  werden  die  Hauptpunkte 
2^,  Yif  Z^  der  Ebene  e^  von  der  e  angehörigea  Geraden  des  Systeme 
und  dm  gegebenen  Geraden  l^  m  ansgescfanitten.  'Bb  entsprechen 
dam  sagenscheinlioh  den  Punkten  JR,  /9,  T  die  Geraden  T^Zy^  ^i^t 
J^y^,  den  Punkten  X^y  T^,  Z^  die  Gnaden  8Ty  TBy  B&  Die 
von  «ttqnseekenden  Haupt^nukten  ansgefaenden  Geraden  sind  paar' 
weise  auf  einander  bezogen  und  beeokreiben  projectivische  Strahlen^ 
bfieeh^  Eine  Gerade  a  von  t  bestimmt  mit  l  nnd  m  ein  einschaliges 
^perboloid,  wrfehes  Ton  den  a  treffenden  Strahlen  des  Systems  81 
aoigefIdH  wird.  Der  Cbraden  a  entspricht  deshalb  ein  Kegelsehnitt, 
der  die  Ecken  X^,  Y^^  Z^  des  Hanptdreiecks  enthält»  weil  a  die 
entspiedMnden  Seiten  des  Hauptdreiecks  B8T  in  drei  Funkten  Xy 
Yy  Z  trifft.  Umgekehrt  entspricki  einer  Geraden  a^  von  i^  ein  dem 
Hamiftdreieck  B8T  umsehriebener  K^eischnüt 

Di0  SU  €  paraUeüen  Strahlen^  welche  l  und  m  treffen,  fUlen 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  aus,  welches  von  i^  in  einem  dem 
Hai^tdreieek  X^Y^Z^  umschriebenen  Kegelsckiott  (^^  geschnitten 
wird.  Weil  nun  rttckw&rts  einem  derartigen  Kegelscktdtt  eine  Ge- 
tade  entqnicht^  so  sind  (413)  die  unendHch  fernen  Punkte  der  Ebene  t 
als  in  einer  Geraden  q  liegend  anzusehen.     Steiner  fügt  hier  die 
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Fufsnote  bei:  „Dieses  ist  in  der  Perspectivlehre  ein  bekannter  alter 
Satz;  iih  zweiten  Abschnitt  wird  er  einfacher  und  klarer  dargestellt 
werden."  Einer  Geraden  von  s^  entspricht,  je  nachdem  sie  (^^) 
schneidet,  berührt,  oder  nicht  ixifft,  eine  Hyperbel,  Parabel  oder 
Ellipse,  die  dem  Hauptdreieck  RST  umschrieben  ist 

Da  eine  beliebige  Curve  C»  der  Ebene  s  einen  dem  Haupt- 
dreieck RST  umschriebenen  Kegelschnitt  in  2n  Punkten  schneidet,  so 
trifft  die  zugehörige  Curve  (Cg«)  eine  Gerade  m  2n  Prmkten,  ist  von 
der  2n**"  Ordnung.  Da  C»  jede  Seite  des  Fundamentaldreiecks  B8T 
in  n  Punkten  trifft,  so  hat  (7g  n  die  Ecken  X^,  F^,  Z^  des  zweiten 
Fundamentaldreiecks  zu  n-fachen  Punkten,  die  Tangenten  in  X^  ent- 
sprechen den  von  R  ausgehenden  Strahlen,  welche  die  Schnittpunkte 
von  Cn  mit  ST  enthalten.  Liegen  r  (=  1,  2,  3)  Ecken  von  RST 
in  Cn,  so  entspricht  ihr  eine  Curve  Cfn—r-  Einem  Kegelschnitte  C^ 
entspricht  im  allgemeinen  eine  Curve  Ci  mit  drei  Doppelpunkten 
JCj,  Fj,  Zj.  Ist  Cg  dem  Dreieck  RST  eingeschrieben,  so  hat  Ci 
X^,  Fj,Z^  zu  Kückkehrpunkten ;  die  Bückkehrtangenten  haben,  weil 
RST  zu  dem  Dreieck  der  Berührungspunkte  von  C,  perspectivisdi 
liegt,  einen  Punkt  mit  einander  gemein.  Steiner  wirft  die  Frage 
auf,  ob  dies  eine  allgemeine  Eigenschaft  aller  Curven  Ci  mit  drei 
Rückkehrpunkten  sei,  ob,  anders  ausgedrückt,  jede  von  ihnen  einem 
Kegelschnitt  in  der  beschriebenen  Weise  entspricht.  Die  bejahende 
Antwort  auf  diese  Frage  hätte  in  dem  etwas  allgemeineren  Satz 
gelegen:  „Einer  Curve  Cm,  welche  die  drei  Ecken  Z^,  Yj,  Z^  des 
Hauptdreiecks  2)-fach,  g-fach,  r-fach  enthält,  entspricht  eine  Curve 
Csm— 1»— 9-r'S  dessen  Beweis  nach  dem  obigen  offenbar  ist.*) 
Kegelschnitten  von  e,  welche  einen  oder  zwei  Hauptpunkte  enthalten, 
entsprechen  Curven  C^  mit  einem  Doppelpunkt  und  Kegelschnitte, 
die  zwei  Ecken  des  Hauptdreiecks  von  b^  enthalten.  Das  letztere 
Resultat  kann  übrigens  aus  dem  Satze  direct  entnommen  werden, 
nach  dem  ein  Kegelschnitt  und  zwei  windschiefe  ihn  treffende  Grerade 
ein  einschaliges  Hyperboloid  eindeutig  festlegen. 

Steiner  stellt  nun  zunächst  eine  Anzahl  von  Tabellen  auf^ 
welche  das  Wesen  der  Beziehung  verdeutlichen.  Vier  harmonischen 
von  Ä  ausgehenden  Strahlen  entsprechen  zum  Beispiel  vier  har- 
monische Kegelschnitte,  welche  vier  Punkte  X^,  F^,  Z^,  Ä^  enthalten; 
dieselben  schneiden  auf  jedem  X^  Y^Z^  umschriebenen  Kegelschnitt  und 
auf  jeder  A^  enthaltenden  Geraden  harmonische  Punktgruppen  aus,  ein 
Satz,  dem  der  allgemeinere  hätte  an  die  Seite  gestellt  werden  können: 
„Die  Kegelschnitte  eines  Büschels  treffen  Geraden  und  Kegelschnitte, 

*)  Andererseits  kann  man  daran  anknüpfen,  dafs  eine  Curve  vierter 
Ordnung  mit  drei  Bückkehrpunkten  von  der  dritten  Klasse  ist,  nnd  als- 
dann etwa  nach  der  von  Chasles  gegebenen  Methode  |lCXiy,5]  beweisen^ 
dafs  der  Schnittpunkt  zweier  Rückkehrtangenten  in  einer  dritten  ent- 
halten ist. 
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die  einen  Grondpnnkt,  bezw.  deren  drei  enthalten,  in  projectivischen 
Pnnktreihen."  Den  Geraden,  welche  einen  —  B  und  S  enthaltenden  — 
Kegelschnitt  (RS)  berühren,  entsprechen  Kegelschnitte  (X^Y^Z^)^  die 
einen  Kegelschnitt  (X^  T^)  berühren,  zwei  dieser  Kegelsclmitte  gehen 
durch  einen  Punkt,  es  kommen  unter  ihnen  vier  Parabeln  vor  u.  s.  w. 

12.  .„Hiemach  sieht  man,'^  fiLhrt  Steiner  (420)  fort,  „dafs,  wie 
schon  erwähnt,  die  meisten  Resultate,  welche  bei  frühem  Betrach- 
tungen entwickelt  worden,  und  welche  sich  auf  Figuren  in  der  Ebene 
beziehen,  und  zwar  vorzugsweise  das  Netzgewebeartige  derselben  be- 
treffen, sich  nach  den  vorstehenden  Schemata  auf  mehr£eu;he  Weise 
travestiren  lassen...  Auch  lassen  sich  die  neuen  Resultate  wiederum 
auf  dieselbe  Weise  umwandeln,  u.  s.  w.  Wollte  man  jedoch  diese  Um- 
wandlungen weiter  wiederholen,  so  würden  sie  ins  Langweilige  führen, 
sie  würden  nichts  wesentliches  Neues  enthalten,  mithin  weniger  wichtig 
sein,  als  die  einfachen  Elementarsätze,  von  welchen  sie  hergeleitet, 
imd  von  welchen  sie  im  Grunde  nur  als  Carricaturen  erschienen."^ 

Diese  Ansicht  läuft  derjenigen  stracks  zuwider,  die  Chasles*) 
in  den  bekannten  SchluTsworten  seines  Aper9u  historique  ausge- 
sprochen hat:  „AtgourdTiui,  chacun  peut  se  präsenter,  prendre  une 
vente  quelconque  connue,  et  la  soumettre  aux  divers  principes  generaux 
de  transformation;  il  en  retirera  d'autres  verit^  differentes  ou  plus 
g^nerales;  et  celles-ci  seront  susceptibles  de  pareilles  Operations;  de 
Sorte  qu'on  pourra  multiplier,  presque  a  Tinfini,  le  nombre  des 
VOTit&  nonvelles  deduites  de  la  premifere:  toutes,  il  est  vrai,  ne 
meriteront  pas  de  voir  le  jour,  mais  un  certain  nombre  d'entre  elles 
ponrront  offiir  de  Tinteret  et  conduire  meme  a  quelque  chose  de  tres 
g^ieraL  Peut  donc  qui  voudra,  dans  T^tat  actuel  de  la  science, 
g&eraliser  et  cr^er  en  Geometrie;  le  genie  n'est  plus  indispensable 
pour  ajouter  une  pierre  a  T^difice."  Worte,  denen  Poncelet**)  den 
derben  Conunentar  beifügte:  „Ce  qui  est  de  toute  verite,  pourvu 
qn'on  ne  confonde  pas  trop  le  ma^on  avec  l'architecte  et  Taccumu- 
lation  Sans  ordre  des  mat^riaux,  je  veux  dire  des  theor^mes  et  des 
coroUaires,  avec  la  conception  premi^re  de  Tedifice."  Unzweifelhaft 
nehmen  Poncelet  und  Steiner  an  der  Thatsache,  dafs  eine  Trans- 
formation der  einen  oder  anderen  Art  besteht,  das  lebhafteste  Interesse. 
Ihre  Äulserungen  richten  sich  wohl  nur  gegen  die  kritiklose  An- 
h&nfang  von  Resultaten  durch  gleichsam  mechanisch  wiederholte 
Umformung  schon  bekannter  Gesetze. 

13.  Projicirt  man  das  System  ?R  der  Strahlen,  welche  zwei  wind- 
schiefe Gerade  l  und  m  treffen,  von  beliebigen  Hül&punkten  £  und 
^1  ans,  so  entsteht  zwischen  den  von  2)  und  ©^  ausgehenden  Ebenen- 
b^deln  eine  eindeutige  Beziehung.    Den  Ebenen  eines  Büschels  des 


*)  Chasles,  Aperen  historique,  S.  268.. 
•^  Poncelet,  Traitä,  Bd.  2,  S.  422. 
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«indxt  Bündek  entspreiüheit  im  anderen  die  TangentialebtneB  einet 
Kegek^  der  drei  feste  Ebenen  berükrt  Indem  man  die  beiden 
Sbenenbünd^  nui  Htlfeebenen  if  xmd  tf^  ackneidet^  enletalit  tiaM 
<}H«drati8che  Verwandtecbafk  zwiechen  den  in  iünen  gelegenen 
Strahlenfeldem.  Indem  man  encQicfa  da»  StraUensyetornj  mit  einer 
Sbene^  f,  schneidet  und  daesdbe  andererseits  Ton  einem  HtQ&- 
punkte  aus  auf  eine  zweite  Ebene,  %  prqjieirty  wecden  den  Ponktes 
Yon  f  die  Sirriilen  ton  i}  zugeordnet.  Bewegt  sich  drar  Fvnkt  yqb 
€  ftber  eine  Öerade,  so  gleitet  der  zMgritOrig»  Strahl  im  ihm  pro* 
}eetiyisch  an  einem  Eegiriflohnttt  mit  dm  festen  Tangenten^  dteiife 
sieh  die  Oerade  von  ij  um  einen  Pvnkt,  scr  durckUaft  der  est« 
sprechende  Punkt  von  s  zu  ihm  prejectivssek  einen  Kegelsehnitt^  der 
drei  feste  Pmdcte  enthttlt. 

Um  zu  einer  freieren  Auffassung  der  Terwandtsohaften  za  gB* 
langen,  betraditet  Steiner  zwei  feste  .zunichst  einer  JSbenb  i}  aa* 
gehteige  Punktreihen  und  bringt  sodaim  ikore  Tr&get  l  und  m  m 
windschiefe  Lage.  In  der  zweiten  Lage  biUen  die  TeibindimgGliniCT 
der  Punkte  Ton  l  und  m  ein  Stiahlaisystem  %  in  der  ersten  La^e 
«rfeülen  sie  die  gesamte  Ebene  %  und  zwar  ist  jeder  Gkraden  der 
Ebene  ein  bestimmter  Strahl  vün  91  zugewiesen«  Einem  SfauWe«* 
bfkschel  von  i|  entspricht,  da  er  {  und  m  in  peispectiiieehe  B#* 
ziehmtg  setzte  m  einsehaliges  Hjperboloidy  wekhes  die  Strakko  l 
und  m  in  der  rttumlidien  Lage  enthält^  sednrm  einen  StraH  c,  denen 
Stützpunkte  auf  l  und  m  bei  der  Überführung  in  di»  Ebene  i|  in 
den  Scbonttpunkt  der  beiden  Trttgor  gelangen.  Aber  in  der  riiiBK- 
lichen  Lage  sind  {  und  m  aiidi  Trttger  von  EbenenbÖsdtehx,  die  msK 
so  Terschieb«!  kann^  dais  ihre  Axen  von  einem  Punkt  S  at 
und  dafs  in  die  sie  nun  verbindende  Ebene  die  beiden  Sbeaen 
gehen,  welche  bei  der  räumlichen  Lage  aidi  im  Strahle  e  schpcidsM. 
Dann  ents^nieht  jedem  Strahle  von  91,  in  dem  sich  zwei  BbensB  der 
Bfteckdi  bei  allgemeiner  Lage  schneiden,  ein  bestimmter  von  2) 
gehender  StrahL  Indem  man  noch  den  Strahlenbündel  mit 
Hül&ebene  g  schneidet,  wird  offenbar  das  Stiahlensystem  aof 
Strahlenfeld  ij  und  auf  ein  Punktfeld  t  eindeutig  abgebildet,  ee  «oA- 
spricht  je^r  R^edschar,  wdeke  den  Strahl  e  «BÜittty  em  StraUen- 
büsch^  im  Strahlenfeld  und  eine  Puiictreike  im  Punktfeid.  I>ieM 
Entwiekeinng,  fügt  Steiner  (4^7)  bei^  „snthili  übrigens  die  iWda- 
mentalsätze,  auf  denen  die  sogeMosaie  „Throne  des  polairee  retiyo 
<|ues'^  beruht,  welche  Theorie  gewöhodieh  nattebt  eines  lECdfekegel- 
echnitts  dargestc^  wird,  wobei  natbwen«Kgerweise  beide  Ojsieme  t«b 
Piguren  [t  und  if]  in  einer  und  dersen»en  Ebene  liegen.^*) 

*)  Steiner  schaltet  hier  fol^nde  Worte  der  Anerkennung  ein:  ,4n- 
dessen  gebührt  das  Verdienst,  die  genannte  Theorie  zuerst  mier,  unab- 
h&nffig  Tom  Kegelschnitt,  aufg€fafst  za  kabea,  dem  gfündlichen  Forscher 
liöbius  (Barycentr.  Calcül)."    [Vargk  XX,  ö]. 
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OfMNHT  wl^rden  bdi  ißt  jcrtit  gdv^ottneueit  Bendlang  zndächsi 
-nm  PtnktniheB  von  17  aof  zwei  Strahlenblksehel  von  e  projeetiTiMb 
bfeofcn^  dem  geBMiHsamett  Ptudite  dei'  entevea  entspricht  dw  ge^ 
■üriiMienle  SisOihl  der  leteteTen.  EiAem  Strdile^  yon  1^  Ids  Yerbmdung^ 
£Däe  zweier  Pudste  dmr  beiden  Beiben,  gebort  mh  Ptiakt  von  ev  ^^ 
SdnHtfcpiuikt;  der  beidei.  eitlepreeheBden  Strablen^  zu.  Jeder  Pnidit' 
reibe  der  einen  Ebetie  cstlspriGiii  ein  pr(y}eetiTiB«sber  Btrahknblleebel 
dsf  anderen^  Pornoelet  batte  iMrze  Zeit  zuvor  [äXIV^  9]  eine  die 
PcrfftreigeAscIiaften  des  KegriedyuÜecr  nicht  bernttoende  Methode  mm- 
gugobeft^  swei  iimiMlikder  liegende  Ebmen  reciprok  edfeinander  zu 
beziehen;  sie  geht  «n»  ^teiner^s  Begel  hervor,  wenn  die^  beiden 
Strabienbüsdliel  za  den  zogeitörigeD  Pwdktreihien  perepecttykeh  sind, 
soäkSk  der  K^Isehnitt^  dessen  Poidtte  bei  «ner  beliebigMi  reeiproken 
BeficlMng  der  Ebene  in  siiib  in  den  zugteböcigen  Geraden  liegen, 
hier  in  tm  (Jeradenpaar  aaeartet^ 

Warn  man  bei  den  beaebriebeneii  A)^Mld»ngen  des  Strahlen^ 
870lem»  ft  gan2  beliebig  ^e  beiden  Pnnklreiben  auf  l  und  m  in  eine 
JSbene  1^  bringt,  die  EbeneabftidMl  mit  den  Axen  )  und  m  in  einen 
Stkahleobfadel  (S)  gekangM  19M^  so  wird  der  gemeinsebafiliche  Punkt 
4er  beiden  PVmktveihen  aus  eia^n  Stn^le  /*,  die  geawiieaane  Ebene 
^mr  beiden  EbenenblUchel  mm  einem  änderet  SmU  e  von  8)  eat« 
stehen.  Den  Strahlen  von  81  werden  aber  nach  wie  vor  die  Ge- 
Aden der  Ebene  i|  und  die  Punkte  einer  zu  (^)  perspeetitischen 
Bbene  8  zugewiesen.  Cta  Hjperbcdöiden  des  Sjstme  welche  l^  n^  f 
«lAbalten,  Mitsptediea  Strahlenbaechel  der  Ebene  if  und  Eegelschaitte 
4«*  Ebene  e,  welebe  drei  feste  Ptidtte  enthalten,  die  Spuren  der  Axett 
4er  Bbenonbüeehel  in  ihrer  zweiteif  specieUen  Lage  und  deerjenigeaf 
iFan  2>  awgehenden  Strahleiy  der  f  eaispriebt  Umgekekirt  gehören 
4ta  Pmktreülea  von  i  Hypeorb^oide,  t^elcdie  1,  m,  e  enthalten, 
imd  Ic^Iich  iM  if  Tangentenreihen  von  Kegeischnitten  mit  drei  ge* 
iMMamen  Tangenten  ttL  Mui  kann  nnn  das  VemidtMade  StraUeu' 
ü^eton  ausscAialten  and  direct  von  1^  zu  e  dadurch  übergehen,  de£s 
nian  zim  Puttktveäien  von  i^  pxt)jectiviec&  a«f  zwei  Sivahlenbasdtol 
Ton  i  beziehte  Bhiem  Ptudttepaar  <br  beiden  Beihen  und  ihrem  Vetf* 
bi^uugastrahl  gehart  ein  StiahlonpaMr  dar  beiden  Büsehel  und  ihr 
ffl<liillpmiiii(  zu.  Steiner  vereprieht  nxm  ia  einer  ebeehUeieendeii 
BeaeMPkOngy  diesen  Begeln  spMer  eine  Wendang  zu  geben,  bei  der  dia 
anfoetenden  Hanptelemeirte,  die  bei  dem  jetzigen  BeziehungssystMn 
knneer  reell  sein  mtt£iten,  imaginSr  werden  können^  Auch  sollen 
ILhidlche  BeziebnngssfBteine  im  Raiüne  behandelt  werden ;  es  sei  möglich, 
zwei  Baimie  so  aufeinander  zu  beziehen,  dafs  einer  Ebene  eine  Ober- 
iftche  zweiter  Ordnimg  entspricht  Aas  dkser  Beriehung  sollen  alsdann 
die  Eigenschaften  der  Oberflache  zweiter  Ordnung'  ermittelt  werden. 

14.  Steiner  hatte  in  früheren  Aufgaben  und  Lehis&tzen  bereits 
auf  quadratische  Transformationen  hingedeutet,  wie  «r  in  einer  Fuls- 
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note  hervorhebt.*)  Tritt  ein  Dreieck  ÄiBiCi,  welches  einem  festen 
Dreieck  ABC  eingeschrieben  ist,  zu  demselben  in  perspectiTisebe 
Beziehung,  so  entsprechen  Axe  und  Centrum  derselben  einander  m 
einer  quadratischen  Verwandtschaft.  Nach  einem  Zusätze  bilden  die 
Mittelpunkte  der  Seiten  -BiCi,  CiÄi^  ÄiBi  ebenfalls  ein  zu  ABC 
perspectivisches  Dreieck.  Steiner  deutet  hierbei  auf  eine  zweite 
quadratische  Verwandtschaft  hin.  Ist  ABC  ein  zu  ihm  perspecti- 
visches Dreieck  Aj^B^C^  eingeschrieben,  so  wird  ein  A^B^C^  ein- 
geschriebenes Dreieck  A^B^C^  gleichzeitig  zu  ABC  und  A^B^G^  per- 
spectivisch.  Die  beiden  Ceniä-en  dieser  perspectivischen  Beziehungen 
entsprechen  einander  in  einer  quadratischen  Verwandtschaft. 

Eine  andere  quadratische  Verwandtschaft  besteht  in  der  Ebene 
eines  vollständigen  Vierecks.  Je  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
desselben  trennen  zwei  homologe  Punkte  harmonisch.  Durchläuft 
der  eine  Punkt  eine  Gerade,  so  beschreibt  der  andere  einen  Kegel- 
schnitt. Derselbe  enthalt  die  Punkte,  in  deren  jedem  sich  zwei 
gegenüberliegende  Seiten  des  Vierecks  schneiden.  Auch  fEir  jeden 
dem  Viereck  umschriebenen  Kegelschnitt  sind  zwei  entsprechende 
Pimkte  conjugirt.  Diese  quadratische  Verwandtschaft,  welche  bis- 
weilen als- St  ein  er' sehe  Verwandtschaft  bezeichnet  wird,  ist,  wie 
hervorgehoben  wuräe,  bereits  von  Poncelet  [XVI,  4;  XVH,  10]  näher 
untersucht  worden.     Die  dualen  Verwandtschafben  treten  hinzu. 

Steiner 's  Anregungen  hat  Seydewitz  weiter  verfolgt;  eine  ent- 
sprechende Behandlung  der  coUinearen  Beziehung  im  Baume  war 
bereits  durch  einen  Satz  von  Möbius  vorbereitet  [XXTTT,  13].  In  dem 
Vorwort  zu  seinem  Werke  hebt  Steiner  hervor,  dafs  er  die  letzten 
Resultate  bereits  im  Jahre  1828  gefunden  habe,  besonders  weist  er 
hier  auf  die  soeben  geschilderte  Behandlung  der  quadratischen  Ver- 
wandtschaft (§  59)  hin.  Es  sei  leicht  erklärlich,  dafs  mittlerweile 
einiges  davon  ins  Publicum  gekommen  sei,  da  er  kein  Geheimnis 
daraus  machte.  Steiner,  „welcher  sich",  mit  Clebsch**)  zu  reden, 
„reich  genug  hätte  f&hlen  können,  um  dergleichen  doch  schlielslich 
müfsige  Kämpfe  um  Prioritäten  entbehren  zu  dürfen",  bezieht  sich 
hiermit  offenbar  auf  die  erste,  oben  [XXII,  8]  erwähnte  Abhandlung 
von  Magnus,  der  sich  wenigstens  mit  aller  Entschiedenheit  gegen 
Steiner's  Äufserung  auflehnte  *♦♦)  und  besonders  darauf  aufinerk^m 
machte,  dafs  bei  der  räumlichen  Erweiterung  der  Verwandtschaft  nur  in 
speciellen  Fällen  den  Ebenen  Oberflächen  zweiter  Ordnung  entsprechen. 

15.  Über  die  Art,  in  der  Steiner  sein  fundamentales  Werk  fort- 
zusetzen gedachte,  finden  sich  mancherlei  Andeutungen  in  einer  dem- 

*)  Steiner,  Aufgaben  und  Lehrsätze,  erstere  aufzulösen,  letztere  zu 
beweisen,  Crelle's  Joum.,  Bd.  3,  1828,  S.  207  —  212  (Ges.  W.,  Bd.  1, 
S.  178—180,  Lehrsätze  12—15). 

♦*)  a.  a.  0.  S.  208 1  (Abb.  v.  Plücker,  Bd.  1,  S.  XXI). 
•*•)  a.  a.  0.  S.  195*  (S.  VE). 
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selben  angehängten  Sammlung  Yon  85  Aufgaben.  Zwei  einfönnige 
Gebilde  können  auf  acht  Arten  projectivisch  so  bezogen  werden, 
dals  die  Elemente  zweier  gegebenen  harmonischen  Gruppen  einander 
entsprechen.  Steiner  fragt  nach  den  Beziehungen  unter  den  acht 
so  entstehenden  Erzeugnissen  oder  nach  den  bei  Herbeif&hmng  per- 
spectiTischer  Lagen  entstehenden  Configurationen.'")  Bemerkenswert 
ist,  daCs  Steiner  zwei  Punktgruppen  auf  einem  Kegelschnitt  ins  Auge 
Msi^  also  nach  dem  Erzeugnis  krummliniger  projectivischen  Gebilde 
fi:igt  (Au%.  5).  Aus  Steiner's  Frage  nach  dem  Erzeugnisse  dreier 
projectiyischen  Ebenenbüschel  bezw.  dreier  projectivischen  Punktreihen 
ersieht  man,  auf  welche  Weise  er  zur  Untersuchung  rftumlicher  ein- 
deutigen Transformationen  yorzuschreiten  gedachte  (Aufg.  8). 

Bei  einigen  Aufgaben  sollen  stets  zwei  projectivische  Gebilde  so 
gelegt  werden,  dals  sie  ein  besonderes  Gebilde  —  Kreis,  Rotations- 
hjperboloid,  orthogonales  Hyperboloid,  u.  s.  w.  —  erzeugen.  Yon 
einer  dieser  Aufgaben,  bei  der  mit  zwei  vorgelegten  projectivischen 
Ponktreihen  ein  Kreis"  erzeugt  werden  soll,  hat  Kr  am  er  die  nach  der 
oben  [XXVn,  6]  angegebenen  Stein  er 'sehen  Entwickelung  selbst- 
verständliche Lösung  gegeben.**)  Hierauf  folgt  eine  eigentümlich 
fiklsche  Frage  (Aufg.  15)  nach  der  Hüllfläche  der  Geraden,  die  vier 
Ebenen  unter  gleichem  Doppelverhältnis  schneiden.  Das  Auftreten 
eines  derartigen  Irrtums  zu  einer  Zeit,  wo  man  sich  noch  wenig  mit 
der  Vorstellung  des  Strahlencomplexes  vertraut  gemacht  hatte,  kann 
nicht  aufi^Ilig  gefunden  werden.  Bekanntlich  erfüllen  die  erwähnte  Be- 
dingung die  Strahlen  eines  tetraedralen  Complexes.  Die  Aufg.  17,  19, 
20,  21  beziehen  sich  auf  verschiedene  Erzeugungen  von  Hyperboloiden 
und  Kegeln,  welche  zum  Teil  den  Erzeugungen  des  Kreises  und  der 
gleidiseitigen  Hyperbel  durch  congruente  Strahlenbüschel,  der  Parabel 
dorch  ähnliche  Punktreihen  (Aufg.  18)  nachgebildet  sind  und  sämtlich 
tof  Grund  des  Projectivitätsprindps  evident  werden;  zum  Teil  waren 
sie  von  Chasles  auf  recht  complicirte  Weise  abgeleitet  worden. 
Ebenfalls  evident  richtig  sind  die  Lehrsätze  der  Aufg.  24 — 27,  29.***) 

16.  Steiner  fragt  inzwischen  nach  dem  Kegel,  welchen  der 
Sdieitelstrahl  eines  Ebenenwinkels  von  constanter  Gröfse  beschreibt, 
wenn  seine  Ebenen  beständig  zwei  sich  schneidende  Gerade  projiciren, 
nnd  nach  dem  anderen  Kegel,  der  ihm  im  Polarsystem  einer  unendlich 

*)  Die  erste  dieser  Angaben  hat  Schällibanm  gelöst;  derselbe 
b^andelt  auch  (Aufg.  44)  die  Constmction  eines  n-Ecks,  welches  einem 
gegebenen  f»-Eck  ximeich  ein-  mid  umgeschrieben  ist.  YergL:  Schälli- 
banm, Anflösnn^  der  Angabe  1.  (links)  im  Anhange  des  ersten  Ban- 
det etc.;  Ueber  die  44.  Aufgabe  im  Anhange  etc.,  Cielle's  Jonm.,  Bd.  18, 
1838,  8.  127—188,  184—141. 

**)  Kramer,  Aoflösong  der  10.  Aufgabe  im  Anhange  etc.,  ibidem, 
S.  185—188. 

***)  Das  der  Aufg.  28  genügende  hyperbolische  Paraboloid  brancht 
hingegen  nicht  notwendig  gleichseitig  zu  sein. 
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Ueinen  Kugel  sntspnM»  (Ati%.  29).  J^iese  Aufgabelt  eiii4  Bedfivfiiilß 
in  der  Stereometrie.  Wenn  auch  die  genuinteiL  Kegelflädum  ¥om  vieitea 
Grade  tind,  eo  sind  sie  yielleioht  tob  soJdier  beeonderen  Art,  dals  de 
deehaib  doch  bequem  bei  versehiedenen  Eonfliomctioiien  aagewandt 
WBvdßu  können.-^^  Es  wird  dann  (Au%.  28)  n^oh  den  Begalflftaben  ga- 
fragt,  wel<die  ein  zwei  windBe)iiB&  Gerade  -tosfiinder  Btrahi  bescfanäyt» 
wenn  er  mit  iboan  einen  Ebenanmnkal  von  gegebener  Griüiae  be- 
etimmt,  oder  die  daroh  seine  StAtaponkte  begrenzte  ßtnoke  von 
einem  festen  Punkte  aus  unter  einem  bestimmten  Winkel  eübliekt  wird. 

Bteiner  finagt  fiomer  (Aofg.  81)  naeh  dem  Hülikegel  sokbor 
Ebenen,  die  nnter  sich  llhnliche  Eegekehnitte  aus  einer  Obeififtebe  F^ 
herausschneiden  und  ebsten  Punkt  5E)  enthalten.  Im  Falle  der  Barabel 
handelt  es  sieh  um  einen  zum  Ajsjm.ptoteinkegel  eongruenten  KegeL 
Auch  Mr  gleiehseitige  Hyperbeln  wind  man,  wie  Steiner  Mr  dae  ein* 
sekalige  HTperboloid  anföhrt  (Anfg.  30)  und  wie  «ch  aus  eiaem  6at» 
von  iStaudt  [XXH,  1]  iuqgiebt,  auf  einen  Kegel  zweiten  Grades  gefUizt. 
In  der  That  sehneidet  ja  die  unendlich  Ceme  Gerade  einer  fibenc, 
die  mit  F^  eine  gleidiseitige  Hyperbel  gmaoeka  hat,  den  nnendlidi 
fernen  Kegelschnitt  der  Oberflttche  F^  um}  den  einer  Kugel  in  zwei 
sich  harmonisch  trennenden  Punkti^aaBen.''') 

In  der  Aufg.  32  stellt  Steiner  d«n  bekannten  Satz  auf:  „Die 
Kormalen  eines  dnschaiigen  Hyperboloids  längs  einer  Erzeugenden 
desselben  fallen  ein  hyperbolisches  Paraboloid  aus'^,  ein  Bäte,  der 
sich  sofort  auf  geradlköge  Fläehen  aberiiaupt  ausdehoen  lO&t  und 
von  .Chasles  in  diesem  ümfimge  anegesprechen  wnrde.^  Bei 
drei  anderen  Aufgaben  (^b-^-^37)  kommen  Polaxeigensefaaften  einer 
OberfllLche  F^  und  ihres  Asymptotenkeg^  in  Betraeht.  Haeh 
Au^.  85  besehreibt  z.  B.  der  eine  von  zwei  anfnua^ider  senknchton 
coi^ugirten  Durehmessem  von  F^  einen  Kegel  zweiten  Grades,  wenn  der 
andere  eine  Ebene  durdilftuft.  Aue  den  Pökureigesischaften  der  Kugd 
heraus   hat,   wie  ich  sdion  oben   andeutete   [Vm,  7],  meines   £r- 


*)  Nach  einer  UateteuehnBg  von  Bobillier  WL,^  gehUren  Ponkie  eines 
einsdtaligen  Hyperboloids,  deren  Braowypde  siehimtec  einem  hestimmtwi 
Winkel  achneioen,  epier  G0Meentii9fihen  0bei4Ache  vierte  Ordnung  an.  2ai 
den  Durchmesaer-Ebenen,  welche  unter  sich  ähnliche  Hyperbeln  aus  einem 
einschali^en  Hyperboloid  ausschneiden,  gehören  also  als  coigug^ite  Dorch- 
messer  die  Strahlen  einea  Eeffels  vierter  Ordnung.  Hiemach  ist  der  von 
Steiner  gesuchte  Kegel  von  der  viettm  Slasae.  Bobiiiier'a  Hechnuug 
zeigt  auch,  ^fa  man  fOr  gleJohseiitige  HyperbelB  zn  einem  Kegel  zweiter 
Klaaae  gelaagt.  Die  von  ihm  betraditote  Onrve  wird  jetit  von  der 
Monge 'sehen  Kugel  aosgeachnitten.  Yexwandte  Fragen  werden  rechnend 
in  der  Abhandlung  behandelt:  Townaend,  On  a  claae  of  emrea  on  the 
hyperboloid  of  one  aheet  connected  with  the  geneMtrieee  ef  the  anr&ee, 
Camb.  Dnbl.  Joum.,  Bd.  4  (6),  ia49,  8.  S6^8d. 

**)Chaale8,  Memoire  aur  lea  auHacea  engendr^ea  par  uneligne droits; 
particali^rement  aur  l'hyperbolo^ide,  le  paraboloXde  et  le  oöne  dw  second 
degr^,  Quet.  Corr.,  Bd.  11,  18S9,  8.  40«*'113  (8.  97). 
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aditaiis  6tein«r  den  Satz  estwiekelt,  dads  zwei  von  ein«ii  Punki 
ns^riieiide  pftkogonale  Tnader  euiem  iLegel  einfr^sehrisbea,  einem 
zweitaii  omBefaneben  sind  (Axf%.  M),  den  er  aosdriicklicii  als  %»eeiAl- 
&U  «kes  nmfMseiidareit  Satzes  bezeiebaet.  Steiner  meist  offei^Hur 
doi  eBispraofaenden  Batz  für  zwei  Tripel  cen^ngirter  Dwroiimeseer  eüier 
Obcrfittcbe  eweiter  Ordnimff,  ider  toq  Ofaasles^),  spttter  rechnend  yon 
ödpel^)  aa%eejbe]it  wvrde.  Wesentlick  mit  diesem  Satze  identiseh 
ist  dar  Satz  (An^.  46):  ^Zwaimal  äni  ^^Zfige(»dn0te  harmonische  Pole*^ 
in  Bezug  anf  eiaen  Segelscfasitt  liegen  allemal  in  irgend  einem  anderen 
Eegekchnitt.  Zweimal  drei  ^zugeordnete  Harmonisdie'  in  Bezug  asf 
eisen  Kegelschnitt  berühren  allemal  hrgend  einen  anderen  Kegelmdmitt^ 
[VergL:  XVHZ,  11].  Die  Oesetne  der  sehiefen  Projeetion  ergeben  »n- 
raittdbar,  dals  die  Geraden,  meUke  eine  d»ene  CwcYeCn  und  zwei  wind- 
sefaiefe  fieimde  treflfon,  von  denen  keine  in  der  £bene  von  Cn  liegt,  eiirar 
n&cfae  ^n*^  Qrdnnng  «ngeköieB;  die  Dbenen  eines  ^eciellen  Bfis<diels^ 
desBw  Axe  oiliBnhar  die  Spuren  der  gegebenen  Oeradrai  in  der  fibene 
von  Cn  ^eathftlt,  edmeiden  die  Flftche  jedodi  in  Ourren  «^  Ordnung^ 
(An%.ll8).  A«LB  der  Anwendnng  einer  quadratischen  Transfbnuation 
evtapringt  auch  <ler  Satzf  „Bie  einem  Dreieck  -umschriebenen  unter  sich 
Ifanlidien  Kegelschnitte  umhüllen  eine  Corve  yierter  Ordnung,  wdcbe 
die  Ecken  des  Dreieeks  zu  Doppelpunkten  hat;  für  die  Parabeha 
geht  die  Ounre  in  «tie  unendlich  lerne  Oezade  über,  fbr  die  gleich- 
«citigm  Hjpeibeln  redudrt  sie  fAtik  auf  einen  Punkt^^  (Aufg.  3^).  Man 
kann  die  eüizehien  Kegelsohnittreihen  aus  den  Tangentenreihen  unter 
sieb  coneentnscher  Kreide  mittels  einer  quadratischen  Verwandt8<^iaft 
kerstellen,  welche  die  unendlich  lerne  Gerade  einer  jeden  der  beiden 
£teen  in  einen  Kreis  der  anderen  verwandelt. 

17.  Steiner  wirft  die  Frage  nach  dem  Ort  des  Punktes  auf^ 
dessen  Harmonische  (Polaren)  nach  dre»  beliebig>en  Kegelschnitten  durch 
önen  Punkt  gehen^^  (Aufg.  4B),  und  überträgt  diese  Aufgabe  auf 
den  Baum  (Aufg.  51j.  Haben  die  drei  Kegelschnitte  zwei  Punkte 
mit  einander  gemein,  «o  ist  (Aufg.  4T)  der  Ort  ein  vierte  Kegdachnitt^ 
der  dieee  Punkte  enthttlt;  und  zwar  gehen  die  Tuigenten,  welche 
diesen  neuen  Kegelschnitt  und  einen  der  gegebenen  in  ihren  vier 


•)  Veygl.  a.  a,  0.  6. 164*  (S.  168).  Den  AuBgangspunkt  bildet  das 
Theorem  ron  den  'Polardreiecken  des  Kegdechnittes. 

*^  OOpel,  Drei  EigenschalteH  der  QhetWBuctien  «weiter  Ordnung  und 
üirer  conjn^^rten  HalbmeBser,  Gnmert'e  Arch.,  Bd.  4,  1844,  S.  202--^lO 
^.t06,'SOT,90e).  Der  Fall  zweier  orthogonalen  Tiieder  wird  in  der 'Notiz 
bshandelt:  Luckterhand,  Zw^  Eigenechaften  der  Kegelfläche  zweiten 
GiadeB,  ibidem,  8.  90—108.  DaÜB  zwei  orthogonale  Trieder  einem  Kegel 
«ireitea  Grades  aegehAron,  hatte  Ampere  eehon  gelegentlich  der  8e- 
trathtang  der  IVftgheiteasen  eines  KO^rs  bemeikt    [^,  6]. 

^  Die  Cuiwe  C,  der  Aufg.  4»  kommt  aaerst  bei  Heese  Tor.    Die  in 


der  syiil^etiMhen  Qeometne  «Lbliche  Ableitung  hat  znerst  A.  Jacobi  ge 
geben  [XXXVI,  28, 19]. 
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gemeinsamen  Punkten  berühren,  zu  je  vier  von  zwei  Punkten  aus. 
Entsprechendes  gilt  von  der  zu  vier  Oberflächen  F^  mit  gemeinsamem 
Kegelschnitt  gehörigen  Fläche.  Diese  Sätze  sind  in  ihrer  anschaulichsten 
Auf  Kreise  und  Kugeln  bezüglichen  Form  schon  von  Durrande^) 
gegeben  worden.  Je  zwei  in  Bezug  auf  einen  Kreis  conjugirte  Punkte 
begrenzen  einen  Durchmesser  eines  ihn  senkrecht  schneidenden  Kreises, 
wie  Poncelet  gezeigt  hatte  [XVI,  4],  Daher  wird  jeder  Durchmesser 
des  Kreises,  welcher  drei  gegebene  senkrecht  schneidet,  von  zwei  für 
alle  drei  Kreise  conjugirten  Punkten  begrenzt.  In  dem  Mittelpunkte 
des  neuen  Kreises  und  eines  jeden  der  gegebenen  laufen  augenscheinlidi 
vier  von  den  Tangenten  zusammen,  welche  die  beiden  Kreise  in  ihren 
Schnittpunkten  berühren.  Die  analoge  Entwickelung  gilt  für  Kugeln. 
18.  Steiner  stellt  nun  auf  das  Hexagranunum  mjsticum  be- 
zügliche Sätze  auf  (Aufg.  54):  Die  60  Pascarschen  Geraden,  die  lu 
secl^s  Punkten  eines  Kegelschnittes  gehören,  laufen  zu  drei  und  drei 
durch  20  Punkte;  diese  Punkte  liegen  zu  vier  und  vier  auf  15  Geraden 
verteilt  Es  wird  hervorgehoben,  dafs  bei  einer  früheren  Aufstellung 
dieses  Satzes  sich  eine  Unrichtigkeit  eingeschlichen  hatte.**)  Steiner 
unterliefs  einen  Hinweis  auf  eine  Arbeit  von  Plücker***),  in  der 
diese  richtige  Form  des  Satzes  entwickelt  und  in  allerdings  sehr 
scharfer  Art  auf  Steiner 's  Irrtum  hingewiesen  worden  war. 
Steiner  selbst  hat  über  die  Herleitung  dieser  Theoreme  meines 
Wissens  nichts  veröfltentlicht.  Die  Art,  in  der  man  jetzt  die 
Stein  er'schen  Punkte  und  die  Plück  er 'sehen  Geraden  nachzuweisen 
pflegt,  entspricht  genau  der  Methode  in  der  erstgenannten  Arbeit 
Plücker's.  Ich  konmie  auf  diese  Entwickelungen  in  einem  be- 
sonderen Capitel  des  zweiten  Bandes  zurück.  Erwähnt  mag  werden, 
da£s  der  Satz  von  den  Kirkm an n 'sehen  Punkten  in  etwas  anderer 
Form  bei  Steiner  vorkommt.  Steiner  benutzt,  dais  zwei  ein&n 
Kegelschnitt  eingeschriebene  Dreiecke  einem  anderen  Kegelschnitt 
umschrieben  sind,  und  wendet  auf  ihre  sechs  Seiten  den  Satz  von 
Brianchon  an.  Die  betreffenden  drei  Diagonalen  sind  als  Pascal- 
sehe   Gerade  der  ursprünglichen  sechs  Punkte  —  die  einen  Punkt 


*)  Darrande,  Solution  de  deux  des  quatre  probl^mes  de  göom^trie 
propos^s  k  la  page  68  du  XP.  volume  des  iümales,  et  de  denx  aatrei  pro- 
bl^mes  analogues,  Gerg.  Ann.,  Bd.  16,  1826  u.  1826,  S.  112—117. 

**)  Steiner,   Thäorämes   sur  lUexagramum   mysticum,   Gerg.  Ann., 
Bd.  18,  1827  u.  1828,  S.  339—340  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  224-226). 

***)  Plücker,  Über  ein  neues  Prineip  der  Geometrie  und  den  Gebraodi 
allgemeiner  Symbole  und  unbestimmter  Coefficienten,  Crelle*8  Joam. 
Bd.  6,  1830,  S.  268— 286  (Abb.,  Bd.  1,  S.  169— 177).  In  dem  Aufsatee:  Note 
sur  le  thöoröme  de  Pascal,  Crelle^s  Joum.,  Bd.  84,  1847,  S.  837—340 
(Abb.,  Bd.  1,  S.  413—416)  hebt  Plücker  noch  einmal  hervor,  dafs  Steiner 
ursprünglich  eine  irrige  Form  des  Satzes  mitgeteilt  und  sich  bewogen 
gerahlt  habe  ^a  bien  voulu),  in  einem  späteren  Werk  die  von  ihm  selbit 
herrührende  richtige  Fassung  anzunehmen. 
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mit  einander  gemein  haben  —  wenigstens  in  der  Figur  gekenn- 
keichnet,*) 

In  einer  Reihe  von  Aufgaben  handelt  es  sich  mn  die  Bestimmung 
einer  Oberfläche  oder  eines  Kegels  zweiten  Grades.  Auf  eine  Lösung 
weist  Steiner  nur  bei  der  Frage  nach  den  Kegeln  zweiten  Grades 
hin,  welche  die  Seiten  eines  räumlichen  Sechsecks  berühren;  der  Ort  ist 
(Aufg.  67)  ein  einschaliges  Hyperboloid,  das,  wie  Sejdewitz**)  aus 
d^n  Satze  von  Brianchon  in  einfachster  Weise  entwickelt  hat,  durch 
die  drei  Verbindungslinien  gegenüberliegender  Ecken  festgelegt  wird. 

19.  Aufg.  79  bietet  die  Wiederholung  eines  schon  früher  auf- 
gestellten Lehrsatzes.***)  „Treffen  die  Lote,  welche  man  von  den 
Punkten  P,  Q,  JB,  S  aus  auf  die  Ebenen  BCD,  CAD,  ABD,  ABC 
ftllen  kann,  in  einem  Punkte  H  zusammen,  so  haben  auch  die  Lote, 
weldie  die  Ebenen  QBS,  BPS,  PQS,  PQR  aus  den  Punkten  A,B,CyJ) 
fahaLktan,  einen  Punkt  T  mit  einander  gemein.  Ist  PiQiB^S^  hin- 
achiüch  E  zu  PQB8  perspectivisch,  und  tritt  dann  T^  an  die  Stelle 
Ton  T,  so  steht  die  Ebene  der  perspectivischen  Beziehung  senkrecht 
zu  der  Geraden  T7\."  Es  scheint  mir  unzweifelhaft,  dals  Steiner 
den  ersten  Teil  des  Satzes  aus  den  Polareigenschafben  der  Ober- 
flächen F^  entnommen  hat.  Legt  man  eine  Oberfläche  F^  durch  das 
Polartetraeder  PQB8  und  den  Mittelpunkt  E  fest,  so  besitzt  eine 
zweite,  G^,  das  Polartetraeder  AB  CD  und  einen  unendlich  fernen 
Kegelschnitt,  welcher  dem  von  F^  hinsichtlich  des  unendlich  fernen 
Kngelkreises  polar  gegenüber  steht.  Mit  ihrem  Mittelpunkte  fällt  der 
Punkt  T  zusanmien.  Beschreiben  jetzt  P,  Q,  JB,  S  auf  den  von  E 
ansehenden  Loten  perspectivische  Punktreihen,  QBS,  BP8,  PQS, 
PQB  also  perspectivische  Ebenenbüschel,  so  beschreiben  die  von  A, 
By  C^  D  ausgehenden  Lote  projectivische  Strahlenbüschel;  der  ge- 
meinsame Punkt  derselben  durchläuft  also  eine  Punktreihe.  Wenn 
QBS,  BPS,  PQS,  PQB  m  die  gemeinschaftliche  Ebene  der  von 
ihnen  beschriebenen  Ebenenbüschel  gelangen,  so  werden  alle  Lote 
parallel;  der  Ort  ihres  gemeinschaftlichen  Punktes  ist  also  zu  dieser 
Ebene,  hinsichtlich  welcher  irgend  zwei  der  Tetraeder  perspectivisch 
liegen,  senkrecht.  Die  letzten  Aufgaben  der  Sammlung  behandeln 
die  auf  Kreis-  und  Kugelreihen  bezüglichen  Schliefsungstheoreme 
Steiner's,  auf  welche  ich  in  einem  besonderen  Capitel  des  zweiten 
Bandes  dieses  Berichtes  zurückkomme. 


•)  a.  a.  0.  S.  268*  (Ges.  W.,  Bd.  1,  Lehrsatz  4).    Steiner  fügt  die 

Worte  hinzu:    „Dieser  Satz  ist  nur  ein  Teil  eines  umfassenderen  Satzes". 

**)  Seydewitz,    Über   den   geometrischen  Ort   des  Scheitels    eines 

Kegels  zweiten  Grades,  welcher  die  Seiten  eines  windschiefen  Sechsecks 

berührt,   Grunert's  Arch.,  Bd.  10,  1847,  S.  202—203. 

***)  a.  a.  0.  S.  261*  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  158,  Lehrs.  3.    Die  Lehrs.  1  u.  2 
beziehen  sich  auf  analoge  Sätze  in  der  Ebene  und  auf  der  Kugel). 


JahrMb«rioht  d.  Dentoehen  lUthem.'Vereinignog.    V,  8  18 
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XXVni.  Andere  Sohriften  Steiner's  cur  Lehre  Ten  des 
Kegelsclinitteii. 

1.  Ich  komme  sni  anderm  Arbeiten  6  t  einer 's,  welche  in 
die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  gehören.  Über  das  zweite  selb- 
ständige Druckwerk  8teiner's,  welches  er  18S3  d^  Systematischen 
Entwickelung  folgen  lieis,  habe  ich  bereits  oben  [XVU,  7]  aus- 
führlich gesprochen.  Einen  speciellen  Fall  des  Analogons  zu  dem 
Tetraedersats,  den  ich  soeben  [XAVil,  19]  aus  den  Polareigensehaften 
der  Oberfl&chen  zweiter  Ordnung  ableitete,  entwickelt  Steiner  ISM 
aus  Transrersalens&tzen'")  (Nr.  3).  Steiner  beschäftigt  sich  in  der 
betreffenden  Arbeit  mit  der  Schar  von  Kegelschnitten,  die  vier  gemein- 
same Tangenten  besitzen,  imd  ganz  besonders  mit  der  Sohar 
der  Parabeln  mit  drei  gemeinsamen  Tangenten.  Die  Arbeit  ]MhX 
in  keiner  Weise  die  neuen  Gesichtspunkte  erkennen,  die  in  der 
Systematischen  Entwickelung  zur  Herrschaft  gelangen.  Schritt  fSbr 
Schritt  geht  Steiner  von  einem  Theorem  zum  anderen  fort,  llngst 
Bekanntes  und  ohne  Beweis  Angenommenes  mit  neuen  meist  elementar 
entwickelten  Sätzen  verknüpfend.  Er  entwickelt  (Nr.  4)  zunäisltft 
elementar  den  Satz:  „Laufen  von  den  Loten,  die  man  auf  den  Geraden 
BC^  CÄ^  AB  in  ihren  Schnittpunkten  mit  einem  Kreise  errichten 
kann,  irgend  drei  in  einem  Punkte  P  zusammen,  so  laufen  die  drei 
anderen  in  einem  Punkte  P'  zusammen  und  die  drei  Winkel  PAP\ 
PBP\  PCP'  weisen  dieselben  Halbirungslinien  auf,  wie  die  Winkel 
des  Dreiecks,  sodafs  z.  B.  -^  AB^  AP^^-^  AP\  AC  ist."  Von  hier 
aus  gelangt  Steiner  zu  dem  Satze,  daCs  P  und  P^  die  Brennpunkte 
eines  ABC  eingeschriebenen  Kegelschnittes  sind,  dessen  grolse  Axe  ein 
Durchmesser  des  Kreises  ist.  Rückt  man  P'  ins  unendliche  hinaus, 
so  ergiebt  sich  als  Ort  von  P  der  ABC  umschriebene  Kreis.  Ein 
Punkt  als  Brennpunkt  aufgefaf^t  charakterisirt  eindeutig  einen 
dem  Dreieck  eingeschriebenen  Kegelschnitt.  Die  Gebiete,  innerhalb 
deren  P  liegen  muis,  um  Ellipsen  und  Hyperbeln  zu  bestinmicn, 
werden  durch  die  Seiten  des  Dreiecks  und  den  erwähnten  Kreis 
gegen  einander  abgegrenzt.  Nach  einem  von  SerTois  auf  Simson 
zurückgeführten  Satze**)  liegen  die  Pufspunkte  der  Lote,  die  man  auf 
die  Seiten  eines  Dreiecks  von  einem  Punkte  des  ihm  umschriebenen 
Kreises  aus  Mlen  kann,  auf  einer  Geraden.  Steiner  bringt  den 
Satz,   nach  dem  Vorgange  von   Poncelet,    mit  dem  umstände   in 


*)  Steiner,  D^veloppement  d'une  s^rie  de  th^r^mes  relatifs  anx 
sections  coniques,  Gerg.  Ann.,  Bd.  19,  1828  u.  1829,  S.  87—64  (Ges.  W.,  Bd.  1, 
S.  189—210). 

••)  Vergl.  S.  818*. 
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yerbindiuig,    da£s  die  Fnlüspiuiktoiirye  der  Parabel  fckr  den  Brenn- 
pudEi  derselben  mit  der  Sdieiteltangente  zusammenfallt. 

2.  Eine  Ergftnznng  bietet  Steiner  in  dem  Satze:  ^e  Direotrices 
sämtlicher  einem  Dreieck  eingeschriebenen  Parabeln  gehen  dorch  den 
Höhenpnnkt  dessdben  hindurch^  (Nr.  19).  Steiner's  ziemlich  com- 
plidrter  Beweis  läM  freilich  die  eigentliche  Quelle  des  Satzes  nicht 
erkennen.  An  dem  Höhenpimkt  des  Dreiecks  bestimmt  offenbar  das 
ans  den  Seiten  des  Dreiecks  und  der  unendlich  fernen  Öeraden  be- 
stehende Yieiseit  eine  circulare  LiTolution.  Jede  dem  Dreieck  ein- 
gei^äixiebene  Parabel  empfängt  ein  dieser  Inyoliridon  angehöriges  Tim- 
gentenpaar,  das  aus  zwei  aufeinander  senkrechten  Strahlen  besteht, 
aus  dem  Höhenpunkt.  Paare  senkrechter  Tangenten  einer  Parabel 
aber  gehen  von  Punkten  ihrer  Directrix  aus,  die  deshajb  den  Höhen- 
punkt  enthaltoL  mufs.  Die  einzige  Parabel  ^,  welche  yier  Gerade 
ber&hrt,  ist  jedem  einzelnen  der  vier  Dreiecke,  die  sich  aus  dreien 
▼cm  ihnen  bilden  lassen,  eingeschrieben.  Man  erh&lt  also  aus  dem 
Obigwi  folgende  tou  Steiner  an  anderer  Stelle^)  zusammengestellte 
S&tse,  deren  ersten  bereits  Poncelet**)  auf  diese  Weise  entwickelt 
hatte.  Die  yier  Kreise,  welche  den  I^reiecken  eines  Yierseits  um- 
schrieben sind,  gehen  durch  einen  Punkt  P,  den  Brennpunkt  der 
Parebet  ^,  hindurch;  die  Fulspankte  der  Lote,  die  yon  ihm  aus  auf 
die  vier  Seiten  sich  füMen  lassen,  liegen  in  einer  Gieraden  r,  der 
Sdteiteltangente  yon  ^.  Die  Hölftenpunkte  der  yier  Dreiecke  liegen 
auf  einer  in  r  parallelen  G^eraden  r\  der  Directrix  der  Parabel,  r 
enthsH  augrasckeinlieh  den  Mittelpunkt  des  Lotes,  das  man  yon  P  aus 
aaf  r'  fWen  kann.  Als  Mittelpunkt  yon  $,  ist  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  Geraden  anzuseh^  weldi«  die  Mittelpunkte  der  Diagonalen 
des  ▼ollstftndigen  Yierseits  enthftll  Diese  Gerade  steht  deshalb  zu  r 
und  r'  senkrecht.  Ein  anderer  in  der  Notiz  aufgestellter  Satz  läfst  sich 
durch  Liyersion,  wenn  man  den  Pol  nach  P  yerlegt,  leicht  ableiten. 
Aledann  eitstehen  aus  den  yier  ^ngeffihrten  Kreisen  und  den  Gieraden 
des  gegebenen  Yierseits  die  Seiten  eines  neuen  Yierseits  und  die 
Kreise,  die  den  einarinen  Dreiecken  desselben  umschrieben  sind;  sie 
sehneidMi  sich  in  P.  Die  Fuispunkte  der  Lote,  welche  die  Seiten 
des  neuen  Yierseits  aus  P  erhalten,  liegen  also  in  einer  Geraden, 
oder,  wenn  man  wieder  rückwärts  transformirt,  der  Punkt  P  Hegt 
mit  den  Punkten  auf  einem  Kreise,  welche  ihm  in  den  yier  urq>räng- 
lidien  Kreisen  diametral  gegenüber  Hegen.  Hieraus  entspringt  Steiner 's 
Satz:  ,JDie  IGttelpunkte  der  Kreise,  welche  den  yier  Dreiecken  eines 
Yiarseits  umsohriebMi  sind,  und  der  ihnen  gemeinsehaftHdie  Punkt 
liegen    auf    einem   Kreise.^^      Steiner 's   Sätze    über    zwei   andere 


•)  Steiner,  Thäorfeme  sur  le  quadrilat^re  complet,  Gerg.Ann.,  Bd.  18, 
1««7  u.  1828,  S.  502—308  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  228—224). 
•^  Yergl.  a.  a.  0.  S.  66*^  (8  9). 

18* 
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Gruppen  von  Kreisen,  auf  denen  die  Mittelpunkte  der  Kreise  yerteilt 
liegen,  die  drei  der  vier  Geraden  berühren,  scheinen  aus  ganz  anderer 
Quelle  zu  entstammen.  Der  Satz  von  den  Höhenpunkten  ist  übrigens 
von  Seydewitz  mit  dem  Umstände  in  Verbindung  gebracht  worden, 
dals  dem  Vierseit  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  eingeschrieben  werden 
können  [HI,  13]. 

Ich  kehre  zu  der  Arbeit  von  1828  zurück.  Für  jede  einem  gleich- 
seitigen Dreieck  eingeschriebene  Parabel  ist  (Nr.  10)  der  Brennpunkt 
zugleich  der  gemeinsame  Punkt  der  Geraden,  deren  jede  eine  E^cke 
des  Tangentendreiecks  mit  dem  Berührungspunkte  der  gegenüb^- 
liegenden  Seite  verbindet.  Durch  Parallelprojection  gewinnt  Steiner 
hieraus  das  Kriterium  von  Möbius  [XXIM,  15]  für  die  Natur  des 
Kegelschnittes,  den  bei  einem  beUebigen  Tangentendreieck  der 
Kreuzungspunkt  der  genannten  Transversalen  bestimmt.  Parabeln 
werden  hierbei  von  Punkten  der  Ellipse  dargestellt,  welche  dem 
Dreieck  umschrieben  ist  und  seinen  Schwerpunkt  zum  Mittelpunkt 
hat.  Steiner  verallgemeinert  den  Satz  durch  centrale  Projection 
und  gelangt  (Nr.  12)  auch  beiläufig  zu  Sätzen,  aus  denen  die  erste 
der  oben  [XXVII,  14]  gekennzeichneten  quadratischen  Verwandt- 
schafben entspringt. 

3.  Die  Polaren  des  Höhenpunktes  R  eines  Dreiecks  hinsichtlich 
der  ihm  eingeschriebenen  Parabeln  sind^  weil  er  den  Directrices  der- 
selben angehört,  und  die  Brennpunkte  den  umschriebenen  Kreis 
ausfüllen,  nach  de  la  Hire's  Satz  [VF,  3]  die  Lote,  welche  man 
in  den  einzelnen  Kreispunkten  auf  ihren  Verbindungslinien  mit  E 
errichten  kann.  Diese  Polaren  umhüllen  mithin  einen  Kegelschnitt, 
der  H  zum  einen  Brennpunkt,  den  H  enthaltenden  Durchmesser  des 
Kreises  zur  grofsen  Axe  hat,  und  insbesondere  die  Geraden  berührt, 
welche  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  parallel  zu  den  g^enüber- 
liegenden  Seiten  gezogen  sind  (Nr.  23).  Durch  ParaUelprojection 
kann  man  dies  auf  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  einer 
Parabelschar  übertragen  und  gewinnt  schlieMich  durch  Central- 
projection  den  Satz:  „Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  be- 
züglich der  Kegelschnitte  K%^  Ki,  K't  ^  .  .  .  einer  Schar  umhüUen 
einen  Kegelschnitt,  welcher  dem  JT^,  K^^  K^  ^  .  .  .  gemeinsamen 
Polardreieck  eingeschrieben  ist."  Mit  Hülfe  des  New  ton 'sehen 
Mittelpunktsatzes  wird  wenig  beMedigend  erwiesen,  dafs  der  Kegel- 
schnitt, wenn  der  entsprechende  Punkt  über  eine  Gerade  l  geführt 
wird,  stets  noch  eine  vierte  Gerade  ^  berührt,  den  Ort  der  Pole 
von  l  hinsichtlich  Zjj,  JTg,  JT^',  •  •  •.  Implicite  ist  hierin  die  zweite 
Deutung  des  Kegelschnittes  gegeben  als  HüUcurve  der  Geraden,  deren 
jede  einem  Strahle  eines  Büschels  bezüglich  aller  Kegelschnitte  einer 
Schar  conjugirt  ist,  und  hiermit  der  Keim  zu  dem  zweiten  Paar 
dualer  quadratischen  Verwandtscliaften,  auf  das  Steiner  an  der  oben 
[XXVn,  14]  erwähnten  Stelle  hingewiesen  hatte. 
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In  einer  anderen  kleinen  Arbeit*)  löst  Steiner  die  Aufgabe, 
ans  einem  Büschel  diejenige  Ellipse  aoszusondem,  welche  dem  Kreise 
am  nftchsten  kommt.  Die  Kegelschnitte  eines  Büschel»,  der  überhaupt 
Ellipsen  enthält,  haben  ein  reelles  Paar  unendlich  femer  conjugirter 
Punkte  mit  einander  gemein.  Diese  Punkte  werden  durch  die  Aien 
der  fraglichen  Ellipse  harmonisch  getrennt;  erscheinen  sie  yon  einem 
HOl&puhkte  aus  unter  dem  Winkel  ^y,  so  erfEÜlen  die  Halbaxen  der 
glückten  Ellipse  die  Beziehung  h  ^=^  atg\a.  Die  beiden  unendlich 
fernen  Punkte  können,  wie  Steiner  erwähnt,  auch  durch  die  Axen 
der  im  Büschel  vorkommenden  Parabeln  festgelegt  werden. 

4.  In  einer  wesentlich  später  liegenden  Arbeit  geht  Steiner**) 
noclunals  auf  die  Mannigfalügkeiten  der  Kegelschnitte  mit  drei  ge- 
meinsamen Punkten  oder  drei  gemeinsamen  Tangenten  ein.  Dieselbe 
besteht  allerdings,  wie  so  viele  der  späteren  Arbeiten  Steiner's, 
lediglich  aus  einer  Aufeinanderfolge  von  Behauptungen,  deren  Be- 
weis, soweit  mir  bekannt,  bis  jetzt  noch  nicht  völlig  erfolgt  ist. 
Der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts,  welcher  die  drei  Seiten  eines 
Dreiecks  ABC  berührt,  kann  noch  willkürlich  gewählt  werden, 
charakterisirt  ihn  aber  vollständig.  Die  Gebiete,  deren  Punkte  auf 
diese  Art  Ellipsen  und  Hyperbeln  bestimmen,  werden  durch  die 
Verbindungslinien  der  Mitten  Ä'^  B\  C  der  Seiten  BC^  CA^  AB 
abgegrenzt.  Ist  r  der  Radius  des  ABC  umschriebenen  Kreises,  und 
sind  l\  m',  n  die  auf  die  Seiten  von  A'B'C'  von  einem  Punkte  0 
aus  gefällten  Lote,  so  ist  der  Inhalt  des  ABC  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitts mit  dem  Mittelpunkte  0,  falls  derselbe  eine  Ellipse  ist, 

E=  2jr]/r  Vm'n, 

Hat  femer  0  von  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  die  Entfernungen 
2,  m,  tt,  so  ist  der  Inhalt  des  dem  Dreieck  umschriebenen  Kegel- 
schnitts mit  dem  Mittelpunkt  0,  falls  derselbe  eine  Ellipse  ist, 

F=  JT-iz:^--^»***) 


*)  Steiner,  Auflösung  einer  geometrischen  Aufgabe.  (Tom.  XVII. 
p.  284  der  AnnaJes  de  math^m.  von  Gergonne.),  Crelle's  Joum.,  Bd.  2, 
1827,  S.  64—66  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  121—124).  Eine  ausführlichere  Dar- 
stellung der  Stein  er 'sehen  Lösung  wird  in  der  Abhandlung  gegeben: 
Gergonne,  Demonstration  d'un  tb^or^me  relatif  aux  lignes  du  second 
ordre  etc.,  Gerg.  Ann.,  Bd.  18,  1827  u.  1828,  S.  100—110. 

**)  Steiner,  Teoremi  relativi  alle  coniche  inscritte  e  circoscritte 
(Estaratto  del  giomale  arcadico  di  Roma  tomo  XCIX.),  Crelle's  Joum., 
Bd,  30,  1846,  8.  97—106  (Ges.  W.,  Bd.  2,  Berlin  1882,  S.  327—387). 

***)  Hierhin  gehörige  Formeln  hat  Schröter  mit  grofser  Vollständig- 
k^t  zusammengestellt.  Die  Summe  und  das  Product  der  Halbaxenquadrate 
eines  Keffelschmttes  werden  gegeben,  wenn  aufser  dem  Mittelpunkt  0  ein 
Polardreieck,  ein  umschriebenes,  oder  ein  eingeschriebenes  Dreieck  yor- 
liegt.  Die  Formeln  für  die  Froducte  umfassen  cUe  St  einer 'sehen  Formeln 
mid  ein  unten  [S.  814^  erwähntes  Resultat  Ton  Seydewitz.     Die  For- 
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A\is  diesem  Theorem  flieHsen  für  den  Böschel  und  die  Scbar 
Ton  Kegelschnitten  mannigfache  Folgerangen,  aulserdem  yerknüpft  es 
8teiner  mitPoncelet's  Schlieftungstheorem  ftir  den  Fall  der  Dreiecke. 
Die  Ecken  Ton  Dreiecken,  welche  einem  Kegelschnitt  mnsdirieben, 
einem  zweiten  zu  ihm  concentrischen  Kegelschnitt  eingeschrieben 
sind,  halbiren  die  Seiten  Ton .  Dreiecken,  denen  inhaltsgleiche  mit 
den  beiden  ersten  concentrische  Kegelschnitte  eingeschrieben  werden 
können  (S.  330).  Tangentendreiecke  eines  gegebenen  Kegelschnittes 
können  dem  Kreise  eingeschrieben  werden,  welcher  einen  Breni]q[>imkt 
desselben  zum  Mittelpunkt,  seine  Hauptaxe  zum  Radius  hat  Die 
ein-  und  angeschriebenen  Kreise  dieser  Dreiecke,  deren  Höhenpunkte 
mit  dem  anderen  Brennpunkte  zusammenfallen,  berühren  s&mtlich  den 
Kreis,  welcher  die  Hauptaxe  des  Kegelschnittes  zum  Durchmesser  hat*) 

mein  far  die  Summe  der  Halbazenquadrate  knüpfen  an  den  F  aar  ersehen 
Satz  Yon  den  Polardreiecken  eines  Aegelschnittes  umschriebenen  Kieiaen 
an.    Ver^l.:  a.  a.  0.  S.  18  f  (S.  219,  Aufg.  14—16). 

*)  Diese  letzten  Sätze  ergeben  sich  ynmittelbar  aus  einem  Theorem, 
welches  Steiner  1828  ^a.  a.  0.  S.  274*,  Nr.  6)  aufgestellt  hatte:  „Der  Hdieii- 
punkt  F^  eines  DreiecKs  und  der  Mittelpunkt  F  des  ihm  umschriebenen 
Kreises  sind  Brennpunkte  eines  dem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kegel- 
schnittes, dessen  grofse  Axe  ein  Durchmesser  des  Feu  erb  ach 'sehen 
Kreises  des  Dreieckes  ist."  Der  letztere  Kreis  gehört  dem  Kegelschnitt 
nämlich  offenbar  als  Fufspunktcurve  von  F,  wie  von  F.  zu.  Hiennit 
verknüpfe  man  das  zweite  yon  Steiner  1883  aufgestellte  Theorem:  „Der 
einem  Dreieck  umschriebene  Kreis  und  sein  Feu  erb  ach *8cher  Kreis  haben 
den  Höhenpunkt  zum  Ähnlichkeitspunkt  und  stehen  im  Ähnlichkeits- 
verhältnis 2  : 1"  (a.  a.  0.  S.  184*  (Ges.  W.,  Bd.  1,  Fufsnote  zu  8.  489, 1)).  Man 
.erhalt  dann  den  Satz:  „Alle  Tangenten-Dreiecke  eines  Kegelschnittes,  deren 
Höhenpunkte  in  den  einen  Brennpunkt  F^  fallen,  haben  denselben  Feuer- 
bach'sehen  Kreis,  welcher  über  der  Hauptaxe  2a  als  Durchmesser  be- 
schrieben ist,  und  sind  einem  Kreise  vom  Radius  2a  eingeschrieben, 
welcher  den  anderen  Brennpunkt  F  zum  Mittelpunkt  hat."  Spricht  man 
den  Feuerbach'schen  Kreis  als  Mittelpunktort  eines  Bfischels  gleidi- 
seitiger  Hyperbeln  an,  so  folgt  sofort:  „Der  zweite  Endpunkt  des  Durch- 
messers einer  A,  B,  C  enthaltenden*  gleichseitigen  Hyperbel,  welcher  auf 
der  einen  Seite  durch  den  Höhenpunkt  des  Dreiecks  ABC  begrenzt  wird, 
beschreibt  den  ABC  umschriebenen  Kreis."  Da  vier  Punkte  A^  B,  C,  D 
eine  gleichseitige  Hyperbel  eindeutig  festlegen,  so  folfft:  „Ein  Kreisviereck 
AB  CD  und  das  zweite  ans  den  Höhenpnnkten  der  Dreiecke  BCD, 
CAD,  ABD,  ABC  gebildete  Viereck  A^  JB,  C^  D^  gehen  mittels  einer 
halben  Umdrehung  (durch  180^)  um  einen  bestinmiten  Punkt  O,  den 
Mittelpunkt  der  bezeichneten  Hyperbel,  auseinander  hervor."  Steiner 
stellt  diesen  Satz,  den  er  sich  jedenfalls  auf  diese  Weise  verschafft  hat,  in 
der  Abhandlung  auf:  Geometrische  Lehrsätze  und  Aufgaben,  Crelle's  Joam., 
Bd.  81,  1846,  S.  90—92  (Ges.W.,  Bd.  2,  S.  866—360,  Lehrsatz  8).  Bei  vier 
beliebigen  Punkten  einer  Ebene  scbneiden  sich  die  Feuerbac haschen  Kreise 
der  Dreiecke  BCD,  CAD,  ABD,  ABC  und  der  dem  Diagonaldreiecke 
des  Vierecks  AB  CD  umschriebene  Kreis  im  Mittelpunkte  der  einzigen 
A,  B,  C,  D  enthaltenden  gleichseitigen  Hyperbel  [Vergl. :  HI,  11].  Dertdbe 
gehört  in  analoger  Weise  zu  dem  Viereck  A^B^CiDi  der  HOhenponkte, 
und  man  kann  so  ohne  Ende  fortfahren.  Übngens  kommt  der  erste  Satz 
anch   schon   in  der  erwähnten  Fnfsnote  (IV)  und  auch  in  der  Abband- 
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5.  Wiederholt  hat  lieh  Steindr  mit  den  beiden  Reihen  von 
Kreisen  beschäftigt,  die  einen  Kegelschnitt  doppelt  berühren.  Ich 
hatte  an  froherer  Stelle  [VH,  6]  geaeeigt,  wie  leicht  sich  einige  dieser 
fiesnhate  ans  r&umlichen  Beinrachtangen  ableiten  lassen^  und  will  hier 
noch  einige  Bemwknngen  naohtragen.  Steiner  wurde  zun&chst  auf 
sehr  eigentümliche  Art  sur  Betrachtang  dieser  Kreisreihen  YeranlaIlBt>) 
Bei  einem  Dreieck  ABC  kann  man  nach  einem  Punkte  D  der 
Grandlinie  AJ?  fragen,  welcher  der  Eordenmg 

CD^  =  q'AD'  DB 

Genüge  leistet.  Aus  seinen  sehr  einfachen  Entwickelungen  schliefst 
nun  Steiner,  daJb  diese  Aufgabe  bei  gegebenem  positiven  oder 
negativen  Werte  von  q  für  alle  diejenigen  Punkte  lösbar  ist,  welche 
dem  Innern  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  Ä  und 
B  angehören.  Ein  Kreis,  welcher  um  einen  beliebigen  Punkt  D  der 
endlichen  bezw.  unendlich  grolsen  Strecke  AB  mit  dem  Badius 
Yq  •  AD  •  DB  beschrieben  ist,  enthalt  nun  nur  Punkte,  für  welche 
die  Aufgabe  lösbar  ist  Der  Kreis  liegt  daher  ganz  innerhalb  des 
beieichneten  Gebietes,  berührt  also  den  begrenzenden  Kegelschnitt  in 
jedem  Punkte,  in  dem  er  ihn  erreicht,  und  gehört  deshalb  in  die- 
jenige Beihe  doppelt  berührender  Kreise  des  Kegelschnittes,  deren 
Mittelpunkte  der  Hauptaze  angehören.  Denkt  man  nun  an  den 
Potenzsatz  des  ApoUonius,  so  entsteht  folgendes  Theorem  (S.  408): 
„Die  Kreise,  welche  über  einer  beliebigen  Beihe  paralleler  Sehnen 
eines  Kegelschnittes  jt  als  Durchmessern  beschrieben  sind,  werden 
Ton  einem  Kegelschnitte  K  eingehüllt,  von  dem  zwei  Brennpunkte  den 
zur  Bichtang  der  Sehnen  coi\jagirten  Durchmesser  von  R  begrenzen, 
die  zweite  Axe  von  K  ist  ein  Durchmesser  des  Kreises  der  Schar, 
dessen  Mittelpunkt  mit  dem  des  Kegelschnittes  &  zusammenfällt;  jeder 
Endpunkt  der  ersten  Axe  von  K  sendet  zwei  aufeinander  senkrechte 
Tangenten  von  ft  aus;  seine  Polare  nach][ft  enthalt  den  Mittelpunkt  des 

lang  TOD  1828  (a.  a.  0.  S.  274*,  Fafenote  sn  S.  195)  yor.  Dafs  eine  Ecke 
D  des  Kreisvierecks  AB  CD  und  der  Höhenpnnkt  jD^  des  Dreiecks  ABC 
ans  den  anderen  Ecken  einen  Durchmesser  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
begrenzen,  geht  übrigens  aus  den  Winkelyergleichungen 

<  CA.  BD^  =-  <  BD,  CD^<^  BA,  CA;  .  .  . 

tmmitUlbar  hervor.  Sie  zeigen,  dafs  die  entgegengesetzt  gerichteten  pro- 
JeciiTijchen  Strahlenbüschel  D{ABC ...)  und  D^{ABC ..)  congruent  smd. 
Haa  kann  auf  diese  Weise  den  zahlreichen  Beweisen,  welche  den  Feuer- 
bacb'schen  Kreis  eines  Dreiecks  als  Mittelpunktort  der  ihm  umschriebenen 
gleichseitigen  Hyperbeln  kennzeichnen,  noch  einen  weiteren  hinsuffesellen. 
*)  Steiner,  Elementare  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe,  und 
ober  einige  damit  in  Beziehung  stehende  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
(AnssQg  aus  einer  am  19ten  April  1847  der  Akademie  der  Wissenschaften 
vorgelegten  Abhandlung.),  Crelle's  Journal,  Bd.  37,  1848,  8.  161-^192 
(Ges.  W.,  Bd.  2,  S.  389—420). 
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zu  ihm  gehörigen  Krünunungskreises.  S  und  K  berühren  sich  in  zwei 
Punkten  H  und  ITj  und  zwar  längs  Tangenten,  die  zu  den  gegebenen 
Sehnen  senkrecht  stehen/^  Einen  speciellen  Fall,  in  dem  der  erste 
Kegelschnitt  in  einen  Kreis  übergeht,  hatte  Steiner  schon  bei  früherer 
Gelegenheit  angegeben.*)  Projicirt  man  auf  eine  Ebene  a  in  beliebiger 
Eichtung  einen  gröfsten  Kreis  einer  Kugel,  dessen  Ebene  zn  a  senkrecht 
steht,  und  die  Kreise  derselben,  deren  Ebenen  zu  a  parallel  sind,  so  ent- 
steht (S.  402)  eine  einfache  Begründung  dieses  Theorems.  Projectiona- 
strahlen,  welche  den  gröfsten  Kreis  treffen  oder  die  Kugel  berühren, 
schneiden  Punkte  von  Ä  oder  K^  welche  aber  Ellipsen  sind,  aus.  Auch 
die  sogenannte  plagiographische  Projection  Anger 's**)  führt  mit 
Leichtigkeit  zu  dem  Steiner 'sehen  Theorem.  Man  beschreibe  über 
einer  Sehne  des  Kegelschnitts  R  als  Durchmesser  zwei  Kreise,  den  ersten 
in  der  Ebene  von  R  selbst,  den  zweiten  in  einer  zu  ihr  senkrechten 
Ebene.  Der  zweite  Kreis  beschreibt,  wenn  die  Sehne  sich  selbst  parallel 
bewegt  wird,  eine  Oberfläche  F^,  der  erste  ihre  plagiographische  Pro- 
jection. Da  der  erste  Kreis  aus  dem  zweiten  diirch  Projection  in  einer 
ganz  bestimmten  Bichtung  hergestellt  werden  kann,  berührt  er  be- 
ständig den  zu  dieser  Bichtung  gehörigen  scheinbaren  ümrifs  der  Fläche  i^^ 
in  zwei  Punkten,  dasselbe  gilt  offenbar  von  dem  Kegelschnitt  Jt. 

6.  Indem  man  in  dem  geschilderten  Beweise  eine  Fläche  F^ 
mit  imaginären  Nabelpunkten  benutzt,  kann  man  den  Satz  auch  auf 
die  zweite  Beihe  einen  Kegelschnitt  K  doppelt  berührender  Kreise 
anwenden,  deren  Mittelpunkte  der  Nebenaxe  angehören;  Steiners 
.  Beweisverfahren  kann  verallgemeinert  werden,  indem  man  die  Kugel 
durch  eine  Botationsfläche  zweiten  Grades  ersetzt.  Steiner  giebt 
(S.  406)  für  die  zweite  Kreisreüie  folgende  höchst  anschauliehe 
Entstehung:  „Die  Endpunkte  der  Strecken,  welche  von  einem  Bremi- 
punkte  eines  Kegelschnittes  aus  unter  einem  bestimmten  Winkel  9 
nach  den  Tangenten  desselben  hin  gezogen  sind,  erfüllen  einen  Kreis, 
der  den  Kegelschnitt  doppelt  berührt,  und  dessen  Mittelpunkt  seiner 
Nebenaxe  angehört."  Man  kann  dieses  Besultat  mit  Hülfe  von 
Ähnlichkeitssätzen  leicht  aus  Apollonius'  Specialfall  [VI,  2]  ab- 
leiten, in  dem  (p  =  90*^  ist,  und  erkennt  auch  sofort,  daJfe  der 
Badius  des  Kreises  zur  Entfernung-  seines  Mittelpunktes  von  einem 
Brennpunkte  in  einem  bestimmten  Verhältnis  (a  :  e)  steht. 

Aus  der  Betrachtung  der  Kugeln,  die  einem  Botationskegel, 
bezw.  einem  einschaligen  Botationshyperboloid  eingeschrieben  sind, 
liefisen  sich  dieses  und  andere  Besultate  erklären,  die  Steiner  in 
einer  zweiten  hierhin  gehörigen  Arbeit***)  entwickelte  [VII,  6].  Ich 
trage  aus  dieser  Abhandlung  nur  noch  einige  Sätze  St  ein  er 's  über 

•)  a.  a.  0.  S.  268*  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  176,  Lehrsatz  2). 
**)  Anger,  Über  plagiographische  Projection,  Grunert's  Arch.,  Bd»S, 
1846,  S.  236—260. 

••♦)  Vergl.  a.  a.  0.  S.  68*. 
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die  durch  zwei  Kreise  bestimmte  Schar  von  Kegelschnitten  nach.*^ 
^ie  Tangenten  eines  Kegelschnittes  der  Schar  schneiden  (S.  467) 
auf  den  beiden  Kreisen  Sehnen  aus,  die  in  einem  bestimmten  Ver- 
hältnis stehen,  das  fOr  die  Parabel  der  Schar  gleich  1  wird.  Die 
Brennpunkte  der  Kegelschnitte  liegen  zum  Teil  auf  der  Centrale  der 
beiden  Kreise,  zum  Teil  auf  einem  Kreise  u.  s.  w/' 

7,  Steiner  geht  nun  in  einer  dritten  Arbeit ♦♦)  zunächst  auf  die 
Mannigfaltigkeit  der  Kegelschnitte  ein,  die  zwei  Kegelschnitte  doppelt 
berähren.  Er  entwickelt  den  yon  Chasles  yerallgemeinerten  Satz,  daä 
die  beiden  Berührungssehnen  zwei  gegenüberliegende  gemeinschaftliche 
Sebnen  der  beiden  Kegelschnitte  harmonisch  trennen  [XI,  2;  XXX,  2]. 
Nach  diesem  Theorem  sind  die  Kegelschnitte  auf  drei  Reihen  verteilt: 
.,Bei  zwei  Kegelschnitten  derselben  Mannigfaltigkeit  liegen  die  acht 
Berührongspunkte  allemal  auf  einem  Kegelschnitt^'  (S.  472).  Als 
specieller  Fall  tritt  das  schon  bei  Staudt  und  Chasles  [XXU,  1] 
yorkommende  Theorem  auf,  dafs  die  Berührungspunkte  zweier  Kegel- 
schnitte mit  ihren  gemeinsamen  Tangenten  einem  Kegelschnitt  an- 
gehören. Mit  Hülfe  yon  Transversalensätzen  hatte  Steiner  schon 
in  einer  früheren  Abhandlung ♦♦♦)  den  Satz  erwiesen:  „Die  sechs 
Punkte,  in  denen  die  Seiten  eines  Dreiecks  von  zwei  Kegelschnitten 
berührt  werden,  gehören  einem  dritten  Kegelschnitt  an."  Die  ent- 
wickelten und  die  zu  ihnen  dualen  Sätze  ergeben  Mittel,  einen  Kegel- 
schnitt zu  construiren,  der  zwei  gegebene  doppelt  berührt  und  einen 
Punkt  enthalt,  bezw.  eine  gegebene  Gerade  berührt. 

Steiner  betrachtet  vorzugsweise  noch  die  Bedingungen,  unter 
denen  drei  Kegelschnitte  von  einem  und  demselben  vierten  doppelt 
berührt  werden.  Steiner  entwickelt  zunächst  die  bei  Poncelet  auf- 
tretende [XIX,  3]  und  die  zu  ihr  duale  Form  der  Bedingung  und 
stellt  schliefslich  folgenden  Satzf)  auf:  „Es  giebt  27  Dreiecke,  die 
je  eme  Ecke  von  den  drei  Polardreiecken  enthalten,  welche  die 
drei  Kegelschnitte  paarweise  mit  einander  gemein  haben.  Jedem 
einzelnen  entspricht  ein  zweites  Dreieck,  das  aus  den  gegenüber- 
liegenden Seiten  der  Polardreiecke  gebildet  ist.  Sobald  alle  drei 
Kegelschnitte  von  einem  vierten  doppelt  berührt  werden,  wird  irgend 
eines  der  ersteren  Dreiecke  zu  dem   entsprechenden  perspectivisch.^' 

*)  Steiner  spricht  von  einem  „Büschel"  von  Kegelschnitten,  er 
braucht  die  Worte  Schar  nnd  Büschel  überhaupt  umgekehrt,  wie  dies 
jetzt  üblich  ist. 

**)  Steiner,  Allgemeine  Betrachtung  über  einander  doppelt  berührende 
Kegelschnitte,  Crelle^s  Joum.,  Bd.  46,  1853,  S.  212—224  (Gea.  W.,  Bd.  2, 
S.  469—483). 

••*)  Steiner,  Demonstration  de  quelques  th^or^mes,  Gerg.  Ann.,  Bd.  19, 
1828  u.  1829,  S.  1—8  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  181—188).  Weiter  unten  [XXXIV,  11] 
werden  die  entsprechenden  Sätze  über  Flächen  F^  in  Betracht  konunen. 

t)  Derselbe  findet  sich  bereits  a.  a.  0.  S.  279*  (S.  415). 
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XXIX.  Die  projectiviscbe  Bedebniig  Bei  Chasles. 
Historisclie  Übersiclit 

1.  Ehe  Ghasles'  Arbeiten  zur  projectivischen  Erzeugung  der 
Kegelschnitte  und  einschaligen  Hyperboloide  zur  Schilderung  kommen, 
ist  es  wohl  angezeigt,  eine  Übersicht  über  die  Entwickelung  des 
Gedankens  zu  geben,  das  Doppelverhältnis  bei  Untersuchung  dieser 
Gebilde  zu  verwenden.  Ohasles'  Name  wird  hier  mehrfach  zu  nennen 
sein.  Die  Beziehung  zwischen  zwei  projectivischen  Punktreihen  nimait 
ihre  einfachste  Form  bei  Einführung  der  Fluchtpunkte  F  und  G^  an; 
sind  -4-4j,  -B-Bi,  C6\, ...  Paare  homologer  Punkte,  so  ist 

ÄF'Ä^G,  =  BF'B^a^  =  CF'  c^a^  =  . ... 

Die  Beziehung  zwischen  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln  l&Ist  sidi 
mit  Hülfe  der  Fluohtpunktrelation  zweier  zu  ihnen  perspectivischen 
Punktreihen  darstellen.  Ein  hierauf  bezüglicher  Satz  findet  sich, 
wie  oben  erwähnt*),  bereits  bei  ApoUonius.  Man  ziehe  in  den 
Punkten  F  und  G^  eines  Kegelschnittes  Parallelen  f  und  g^  zu  seinen 
Tangenten  in  G^  und  F\  die  Schnittpunkte  A  und  Ä^  von  f  und 
g^  mit  zwei  Strahlen  G^P  und  JPP,  die  sich  in  einem  Punkte  P 
des  Kegelschnittes  schneiden,  bestimmen,  wie  ApoUonius  zeigt,  ein 
constantes  Product  FA  •  G^A^,  In  der  That  schneiden  die  beiden 
den  Kegelschnitt  erzeugenden  Strahlenbüschel  mit  den  Scheiteln  Q^ 
und  F^  da  der  Verbindungslinie  FG^  einmal  eine  Parallele  zu  /*, 
hernach  eine  solche  zu  g^  entspricht,  auf  f  und  g^  Punktreihen  mit 
den  Fluchtpunkten  F  und  6r,  aus. 

Andererseits  schneiden  zwei  beliebige  den  Kegelschnitt  erzeugende 
Strahlenbüschel  mit  den  Mittelpunkten  S  und  S^  auf  zwei  beliebigeo 
parallelen  Sehnen  SF  und  S^G^  desselben  projectivische  Punktreihtt 
ABC  •  •  •  und  A^B^C^  «  .  .  mit  den  Fluchtpunkten  J^  und  G^  ans. 
Diese  Form  des  Fluchtpunktsatzes  kommt  in  etwas  anderer  F<tfin 
bei  Simson**)  vor.  Besteht  nämlich  für  zwei  Punkte  T  und  Jj 
von  SF  und  S^G^  die  Proportion 

G,A,  _S,T, 
ST ' ~  FA' 

so  schneiden  sich  auch  G^  Tund  F7\  in  einem  Punkte  des  Kegelschnittes. 
Aus  der  Proportion  schlofs  Simson  den  PascaPschen  Satz  für  ein 
Sechseck,  von  dem  zwei  gegenüberliegende  Seiten  parallel  sind.  Wenn 
man  endlich  projectivische  Strahlenbüschel  mit  Geraden  schneidet,  die  zu 
zwei  homologen  Strahlen  parallel  sind,  so  entstehen  projectivisch-ähnliche 
Punktreihen.     Specielle  FäUe  dieses  Satzes  von  Cavalerius  gaben 

•)  Vergl.  I.  9. 
^  Vergl.  11,  4. 
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L'Hospital  und  Mydorgins/)  L'Hospital  verlegte  die  beiden 
Scbeitel  in  die  beiden  Endpunkte  der  Hauptaze  und  schnitt  die  Strablen- 
bflschel  mit  G^raden^  die  parallel  und  senkrecht  znr  Hanptaxe  sind. 
Mydorgins  gab  eine  hftnfig  angewendete  Constmction  der  Parabel. 
Vielfältiger,  als  die  projectivische  Erzeugung  durch  Strahlen- 
büschel, findet  sich  die  durch  projectivische  Punktreihen  in  der 
liieren  Idtteratur  vor.  Ich  erwähnte  schon  [I,  9],  dafs  die  Erzeugung 
der  Parabel  durch  ähnliche  Punktreihen  in  einem  Theorem  von 
ApoUonius  sich  ausspricht.  Für  die  projectivischen  Punktreihen, 
ABC  '  * '  imd  -ii-B^Ci  •  •  •,  welche  eine  bewegliche  Tangente  auf 
zwei  festen  unter  sich  parallelen  Tangenten  ausschneidet,  sind  die  Be- 
rührungspunkte P  und  $  die  Fluchtpunkte;  die  so  entstehende  Relation 

FA  .  ^A^  —  PB  .  %B^  ^PC'^C^'^*" 

bildet  [VI,  2flf.]  bei  ApoUonius  und  Späteren  den  Ausgangspunkt 
znr  Untersuchung  der  Brennpunkteigenschaften,  wobei  P^  mit  der 
Hauptaxe  zusammenfällt  ApoUonius  folgert  die  Belation  aus 
seiner  oben  [V,  1]  gegebenen  Definition  der  Tangente.  Bei  den 
Punktreihen  auf  zwei  beliebigen  Tangenten  besteht  eine  ganz  ähn- 
Mcke  Belation,  nur  sind  die  Fluchtpunkte  P  und  $  die  Schnittpunkte 
der  zu  den  gegebenen  parallelen  Tangenten.  Es  wurde  dargethan, 
auf  welche  Weise  Newton  diesen  allgemeineren  Satz  entwickelte 
[m,  6].  Die  auf  die  Asymptoten  einer  Hyperbel  bezügliche  Belation 
kotnmt  ebenfalls  schon  bei  ApoUonius  vor. 

2.  Alle  diese  Anfänge  waren  völlig  in  Vergessenheit  geraten,  als 
man  sich  im  Anfange  des  19*^  Jahrhunderts  von  Neuem  mit  der- 
artigen Untersuchungen  zu  beschäftigen  begann.  Zunächst  mag 
eine  Arbeit  von  Raymond**)  Erwähnung  finden.  Er  hebt  hervor, 
dals  Strahlenbüschel,  welche  einen  Kegelschnitt  erzeugen,  in  ein- 
deutiger Beziehung  stehen,  und  dals  folglich  eine  einfache  Beziehung 
zwischen  den  Neigungswinkeln  q>  und  if;  zusammengehöriger  Strahlen 
gegen  die  x-Axe  bestehen  müsse.  Jedoch  nur  in  dem  Specialfall,  in 
welchem  die  Scheitel  der  Büschel  die  Hauptaxe  des  Kegelschnittes 
begrenzen,  wird  die  Belation  entwickelt  rmd  auf  die  Form 

tg  9  •  tg  i(;  =  oonst. 

gebradit.  Die  Fluchtpunktrelation  für  zwei  parallele  Tangenten 
brachte  Oergonne  in  einer  Aufgabe  in  Erinnerung,  die  von  Bärard 
und    Brianchon    gelöst    wurde.***)      Brianchon's    Lösung    ent- 

•)  Vergl.  a.  a.  0.  S.  9t,  13  •♦  (u.  10***). 
**)  Raymond,   De  la  gdnäration  des   H^es   du  second  ordre,   par 
llntereection  de  denx  lignes  droitCB,   Gcrg.  Ann.,   Bd.  2,    1811  u.  1812, 
8.  560—368. 

*♦•)  B^rard,  Brianchon,  Dämonstrations  du  demier  des  deux  thöo- 
nämes  änonc^  k  la  page  296  du  quatri^me  volnme  de  ce  recueil,  Gerg. 
Ann.,  Bd.  6,  1814  u.  1815,  S.  62—64. 
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behrt  nicht  eines  gewissen  Interesses.  Berühren  die  parallelen  Seit^i 
AB  und  Ä^B^  eines  dem  Kegelschnitte  umschriebenen  Trapezes 
ÄBB^A^  in  den  Punkten  P  und  $,  so  schneiden  sich  B^Ä  und 
.^^^  in  einem  Punkte  Q  von  P$.  Aus  Ähnlichkeitssätzen  folgt  also 
unmittelbar,  daüs 

ist.  Eine  andere  Entwickelung  von  Brianchon*)  sei  hier  angeführt 
Werden  zwei  parallele  Tangenten  eines  Kreises,  die  in  P  und  ^ 
berühren,  von  einer  dritten,  welche  im  Punkte  21  berührt,  in  den 
Punkten  Ä  und  Ä^  geschnitten,  so  ist 

du  ÄÄ^  am  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  der  Normale  von  9 
angehört,  einen  rechten  Winkel  bestimmt,  so  ergiebt  sich 

PA  .  ^A^  =  A%  .  A^%  =  r«, 

wobei  r  der  Radius  des  Kreises  ist.  Durch  a£Qne  Transformation 
entsteht  eine  entsprechende  Relation  bei  der  Ellipse. 

3.  Kann  man  diesen  letzteren  Bestrebungen  nur  einen  relativen 
Wert  beimessen,  so  sind  um  so  wichtiger  die  Resultate  von  Poncelet, 
Chasles  und  Bobillier,  die  ich  an  verschiedenen  SteUen  erwähnt 
habe  und  des  besseren  Zusanmienhangs  wegen  hier  noch  einmal  kurz 
anführe.  Im  Jahre  1813  verallgemeinerte  Chasles^)  eine  bekannte 
Eigenschaft  des  „quadnlat^re  gauche^^  und  gelangte  in  sehr  einfadier 
Weise  zu  einem  Theorem,  welches  die  Erzeugung  des  einschaligen 
Hyperboloids  durch  projectivische  Punktreihen  zur  Folge  hatte. 
Sclmeiden  drei  Erzeugende  a,  h^  c  der  einen  Schar  drei  Erzeugende 
l]  l^;  fg  der  anderen  Schar  in  den  Punkten  -4,  B^  C;  A^^  J?i,  C^; 
^2)  B^^  C2,  so  ist 

AC A^C^         AA^  BB^ 

BC~  "  B^C^'      A^A,  ~  "  B^B,' 

Httlt  man  die  Gerade  udgJ^s  fest  und  bewegt  CC^  in  ihrer  Schar,  so 
bleibt  a  constant.  Die  Relation  drückt  aus,  da&  l  und  l^  von  vier 
Geraden  der  anderen  Schar  in  Gruppen  von  gleichem  Doppelverh&lt- 
nis  getroflfen  werden.  Projicirt  man  die  sechs  Geraden  in  einer  be- 
liebigen Richtung  auf  eine  Hülfsebene,  so  gehen  sie  in  Tangenten 
eines  Kegelschnittes  über;  unter  ihren  Schnittpunkten  gelten  also, 
wie  Chasles  1828  [XXI,  13]  entwickelte,  ebenfalls  die  obigen 
Gleichungen.  Durch  Elimination  von  er  entsteht  ein  dem  Brianchon'- 
sehen  Satz  gleichwertiges  Theorem,  das  von  Poncelet  in  der  That 
aus  demselben  abgeleitet  wurde  [XVIL,  2].  Poncelet  hat  aus  seinem 
Resultate  die  Folgerung  gezogen,  dafs  bei  einer  Parabel  die  Relation 

•)  Brianchon,  Gäom^trie,  Corr.  de  IMc  pol,  Bd. 8,  Nr.  1, 1814,  S.  1 — L 
••)  Vergl.  IX,  8. 
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besteht,  dieselbe  also  durch  projectivisch-ähnlicbe  Pnnktreihen  auf  zwei 
beliebigen  Tangenten  erzeugt  werden  kann.  Im  Jahre  1829  brachte 
Chasles  [XXI,  13]  ein  Theorem,  das  die  Erzeugung  des  Kegel- 
schnittes durch  projectivische  Strahlenbüschel  zur  unmittelbaren  Folge 
hat  Schneiden  die  Strahlen,  welche  zwei  feste  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts von  einem  beliebigen  Punkte  des  Kegelschnittes  aus  pro- 
jidren,  eine  feste  Sehne  aß  desselben  in  den.  Punkten  fi  und  v,  so 
besteht  die  Beziehung 

au    vcc  . 

^  :  -^  =  const. 
I^ß    vß 

£s  gilt  also  der  Satz:  „Vier  Punkte  eines  Kegelschnittes  werden 
Ton  aUen  Punkten  desselben  aus  durch  Gruppen  von  demselben 
Doppelverfaftltnis  projicirt.^  Chasles  hat  freilich  aus  dieser  Ent- 
Wickelung  nur  den  Schlufs  gezogen:  „Einem  Kegelschnitt  gehören  die 
Punkte  an,  von  denen  aus  vier  Punkte  durch  eine  harmonische 
Strahlengruppe  projidrt  werden",  und  hat  diesem  Resultat  das  duale 
beigesellt;  beide  Theoreme  hat  Staudt  in  Poncelet's  Sinne  1831 
[XXII,  2]  abgeleitet  Die  Darstellung  der  Erzeugung  von  Kegel- 
schnitten und  einschaligen  Hyperboloiden  durch  projectivische  Strahlen- 
btlschel  und  Ebenenbüschel  im  Sinne  der  analytischen  Geometrie  ist 
1828  von  Bobillier  gegeben  worden  [XXIM,  2;  IX,  5;  S.  27f]. 
4.  Chasles  liefe  noch  mehrere  Jahre  verstreichen,  bis  er  aus 
den  oben  gegebenen  Anföngen  heraus  zu  dem  Doppelverhältnisbegriff 
überging  und  die  Wichtigkeit  der  obigen  Theoreme  für  die  Kegel- 
schnittlehre entwickelte.  Während  dieser  langen  Pause  erfolgte  die 
Dmcklegung  des  Apercu  historique.  Der  zweite  Teil  dieses  Werkes 
ist  eine  von  der  Brüsseler  Akademie  im  Jahre  1830  mit  einem  Preise 
ausgezeichnete  Abhandlung.  In  derselben  benutzt.  Chasles  in  aus- 
giebiger Weise  die  Erhaltung  des  Doppel  Verhältnisses  bei  der  coUinearen 
und  redproken  Transformation.  Mit  dem  Umstände,  dafs  diese  Schrift 
das  ofBcielle  Datum  1830  trage,  hat  es  Chasles  später  zu  rechtfertigen 
gesucht,  dafs  er  die  unzweifelhafte  Priorität  der  Deutschen  mit 
keinem  Worte   hervorhebt.*)     Ob   derselbe  Anspruch   für  die  Noten 


*)  Zu  einer  solchen  Äufserunf^  wurde  Chasles  durch  die  Bemerkang 
Poncelet*8  veranlafet,  dafs  sich  Chasles  ebenso,  wie  vor  ihm  Steiner,  des 
Doppelverhältnisses  bediene.  Dieselbe  findet  sich  in  dem  Werke:  Pon- 
celet, Applications  d'analyse  et  de  gäom^trie  etc.,  Bd.  1,  Paris  1862 
(S.  492  ff.).  Als  Poncelet  diese  Schrift  der  Pariser  Akademie  überreichte, 
Ahne  übrigens  auf  jene  Äufserung  zurückzugreifen,  hob  Chasles  hervor, 
dals  das  ofBcielle  Datum  seiner  Abhandlung  das  des  Tages  der  Preis- 
erteüung  (1830)  sei,  dafs  er  in  demselben  kemesfalls  von  Stein  er 's  Syst. 
Entwickelnng  hätte  Nutzen  ziehen  können.  Vergl.:  Apräs  cette  lecture, 
M.  Chasles  demande  la  parole  et  s'exprime  ainsi  etc.,  Comptes  rendus, 
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des  ersten  Teils  gestellt  werden  kann,  in  denen  die  Wichtigkeit  der 
projectivischen  Erzeugung  der  Kegelschnitte  und  einschaligen  Hyper- 
boloide hervorgehoben  wird,  bleibt  zweifelhaft.  Auf  ihre  Besprediung 
muDs  ich  zunächst  eingehen. 

Der  aus  vier  Punkten  Ä^  B^  C,  D  einer  Geraden  gebildete 
Ausdruck  j^q    jßQ 

AD' BD 

nimmt  den  Wert  1  an,  wenn  Ä  und  B  durch  C  und  D  harmonisch 
getrennt  werden;  aus  diesem  Grunde  wählt  Chasles  für  den  Ausdm^ 
den  Namen  „fonction  (oder  rapport)  anharmonique**.*)  Vier  Punkte 
einer  Geraden  zeigen  das  gleiche  Doppelverhältnis,  wie  vier  Strahlen 
oder  Ebenen,  welche  dieselben  von  einem  Punkte  oder  von  einer 
Geraden  aus  projiciren.  Man  kann  das  Doppelverhäitnis  auoh  am 
den  sinus  der  Neigungswinkel  berechnen,  welche  die  Strahlen  oder 
Ebenen  der  eingeführten  Quadrupel  bestimmen.^)    Aus  der  Bdatioo 

ÄD'BC+CD'ÄB  —  BD'  ÄC, 

die  auf  Euler***)  und  Ponceletf)  zurückgeführt  wird,  folgt  so- 
dann die  Gleichung 

Bd.  64  1862,  S.  1146—1148.  Selbst  weun  man  als  Datum  för  die 
Abhandlung  1830  zngiebt,  so  bleibt  fQr  das  Auftreten  dee  Doppel- 
Verhältnisses  bei  reciproken  Verwandtschaften  in  der  Ebene,  bei  coUine- 
aren  im  Räume  die  Priorität  von  Möbius  unbestreitbar.  Die  Er- 
zeugung der  Kegelschnitte  und  einechaligen  Hyperboloide  durch  projecti- 
vische  Gebilde  war  wohl,  wie  man  zugeben  kann,  durch  die  oben  erwähnten 
Arbeiten  Chasles*  beinahe  vollständig  vorbereitet.  Aber  erst  die  Er- 
kenntnis, dafs  projectivische  Gebilde  durch  drei  Paare  homologer  Elemente 
festgelegt  sind,  macht  diese  Erzeugung,  wie  ich  an  früherer  Stelle  [XVII,2J 
hervorhob,  fruchtbar.  Es  ist  das  unbestreitbare  Verdienst  Steiner^s, 
diesen  Gedanken  in  methodischer  Weise  zuerst  ans^nntzt  zu  haben, 
während  er  bei  Chasles  erst  im  Aper9n  historique  zur  AnwenduBg  kommt 
Dafs  Chasles  bei  der  ersten  Herausgabe  seines  Buches  (1887}  auf  die 
Schriften  der  Deutschen  nicht  hinwies,  kann  erklärlich  gefunden  wenka, 
verwunderlich  aber  bleibt  es,  dafs  er  auch  1876  bei  Herausgabe  der 
zweiten  Auflage,  die  allerdings  ein  unveränderter  Abdruck  der  ersten  ist, 
mit  keinem  Worte  auf  diese  Verhältnisse  eiogehl 

•)  Ai>er9U  historique,  S.  86. 

**)  Cnasles,  Sur  la  fonction  anharmonique  de  quatre  points,  on  de 
quatre  droites,  Aper9u  historique,  Note  9,  S.  802—808. 

•♦*)  Euler,  Variae  demonstrationes  geometricae,  Novi  Comm.  ac.  sc. 
imp.  Petropolitanae  f.  1747  u.  1748,  Bd.  1,  1760,  8. 49—66  (S.  49). 

t)  Poncelet,  Memoire  sur  les  centret  de  moyennes  harmoniqnes 
etc.,  Crelle's  Joum.,  Bd.  8,  1828,  8.  218—278  (Trait^,  Bd.  2,  8.  64). 
Poncelet  beobachtet,  dafs  die  Relation 

ÄC    PS  =  AB  '  PC  +  B€  '  PA 

projectivischer  Natur  ist  und  deshalb,  wexm  man  den  Punkt  P  in  die  Dn 
endlichkeit  hinaus  projicirt^  aus  der  evident  richtigen  Beziehung 

A'C  ^A'B'  +  B'C 
hervorgeht. 
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Sl)'  BC  '^  BD'  BA~* 

mit  iwei  anderen  gleicher  Art.  Stimmen  nun  bei  zwei  Gruppen 
AB  CD  und  A'B'C'D'  von  Punkten,  die  zwei  Geraden  angehören^ 
zwei  entsprechend  gebildete  Doppelverhältnisse  überein,  so  ist  das- 
selbe mit  irgend  zwei  anderen  der  FaU,  und  man  kann  auch  in  den 
Belationen  der  zuletzt  gegebenen  Art  ein  Doppelverhttltnis  durch 
das  entsprechend  gebildete  der  anderen  Gruppe  ersetzen.  Mit  Be- 
nutzung des  Doppelverhältnisses  von  vier  Ebenen  zeigt  Chaslea 
genau  so  wie  Steiner,  dafs  vier  Erzeugende,  welche  drei  Gerade 
treffen,  zugleich  noch  unendlich  viele  andere  Gerade  treffen;  im  An- 
sdiluls  hieran  wird  die  Erzefugbarkeit  der  beiden  Geradenscharen 
eines  Hyperboloids  durch  projeotivische  Punktreihen  und  projectivische 
Eben^ibQsdiel  entwickelt  und  gefolgert,  dafs  die  Fläche  mit  einer 
bdiebigen  Ebene  einen  Kegelschnitt  gemein  hat 

5.  Ghasles  wendet  sich  sodann*)  zu  der  Erzeugung  der  Kegel- 
schnitte durch  projectivische  Strahlenbüsdiel.  Wie  bereits  an  ftüherer 
8teUe  [n,  7]  hervorgehoben  wurde,  wird  der  Satz  vom  Doppel- 
verhftltnis  von  vier  Punkten  eines  Kegelschnittes  zunächst  aus  dem 
Invohitionssatze  von  Desargues  abgeleitet.  In  der  That,  projidrt 
man  die  Pnnktgruppe  AB  CD  von  zwei  Punkten  S  und  8^  aus  auf 
die  Gerade  AB,  wobei  die  Gruppen  AB(&%  und  AB(§^^^  entstehen 
mögen,  und  sind  dann  AB^  6^19  6^^  drei  Pimktepaare  einer  In- 
volution, so  drückt  dies  einmal  aus,  dafs  A^  B,  C,  D,  S^  Si  einem 
Kegelschnitt  angehören,  und  dann,  nach  Entwickelungen  einer  anderen 
^äter  zu  besprechenden  Note  des  Aper9U,  dals 

AB(S.^,     P^SJjGi,    u4jB6i®i 

von  gleichen  Doppelverhältnis  sind.  Bei  der  Schwierigkeit  jedochy 
den  Desargues 'sehen  Involutionssatz  zweckentsprechend  zu  erweisen, 
möchte  Chasles  den  Zusammenhang  lieber  umkehren  und  geht  von 
der  Eneugung  des  Kreises  durch  congruente  Strahlenbüschel  au$> 
welche  sofort  die  Erzeugung  des  Kegelschnittes  durch  projectivische 
Strahlenbüschel  zur  Folge  hat.  Chasles  zeigt  nun  zunächst,  dafs  das 
Braikenridge-Maclaurin'sche  Bewegungsgesetz  [I,  7]  auf  einen 
Kegelschnitt  fahrt,  und  macht  darauf  aufinerksam,  dais  es  den  Pascal- 
schen  Satz  zip:  unmittelbaren  Folge  hat;  er  geht  alsdann  zu  Newton's 
organischer  Erzeugung  der  Kegelschnitte  über,  die  insofern  verall- 
gemsin«rt  wird,  als  die  unfireien  Schenkel  der  bewegten  Winkel  sich 
anstatt  auf  einer  Geraden  beständig  auf  einem  durch  die  Scheitel 
gekgtm  Kegelschnitte  schneiden.     Das  Haupttheorem  kann  auch  in 


*)  Chasles,  Sor  la  propri^tä  anharmonique  des  points  d'une  conique. 
—  D^onstration  des  propriät^  les  plus  g^^ales  de  ces  courbes,  Aperyu 
hiatoriqae,  Kote  16,  S.  384—341. 
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der  Form  ausgesprochen  werden:  „Eine  Gruppe  von  vier  Strahlen 
eines  Büschels  behält' dasselbe  Doppelverhältnis,  wenn  die  Strahlen 
sich  um  feste  Punkte  drehen,  und  der  Scheitel  einen  diese  vier  Punkte 
enthaltenden  Kegelschnitt  durchläuft."  Auch  das  „theorema  ad  quatuor 
lineas"  und  eine  von  Pascal  aufgestellte  metrische  Beziehung  werden 
mit  dem  Theorem  in  Verbindung  gebracht.  Chasles  schliefist  seine 
Note  mit  der  Bemerkung,  dais  zwei  Punkte  X  und  X'  projectiTische 
Punktreihen  beschreiben,  wenn  sie  auf  feste  Punkte  0  und  E^  0' 
und  E'  der  Träger  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

OX   ,     ,  O'X'  _ 

^EX"^^  WT~^^ 

bezogen  sind.  Endlich  macht  er  noch  darauf  aufinerksam,  dais 
„homographische"  Strahlenbüschel,  welche  in  zwei  coUinearen,  einer 
Ebene  angehörigen  Feldern  einander  entsprechen,  einen  Kegelschnitt 
erzeugen.  In  einer  anderen  Note  geht  Chasles  zu  der  Erzeugong 
der  Kegelschnitte  durch  projectivische  Punktreihen  über.*)  Chasles 
giebt  an,  dais  die  verschiedenen  auf  die  Tangentenreihe  des  Kegel- 
schnittes bezüglichen  Sätze,  der  Brian chon 'sehe  Satz,  ein  Gegen- 
stück zur  organischen  Erzeugung  New  ton 's,  endlich  das  Gegenstück 
zum  Involutionssatz  von  Desargues,  sämtlich  in  leichtester  Weise 
aus  dem  Theorem  abfliefsen,  dafs  vier  feste  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes eine  bewegliche  in  einer  Gruppe  von  constantem  Doppel- 
verhältnis schneiden.  Wegen  der  Herleitung  dieses  Satzes  beruft 
er  sich  auf  die  oben  [XXIX,  3]  nochmals  angeführte  Abhandlung 
von   1828. 

6.  Als  eine  erste  Frucht  seiner  Principien  hat  Chasles**)  den 
Satz  entwickelt,  dais  zwei  Polardreiecke  ABC  und  A' B' C  eines 
Kegelschnittes  einem  Kegelschnitte  eingeschrieben,  einem  anderen  um- 
schrieben sind.  Bezeichnet  man  mit  93  und  31  die  Schnittpunkte 
von  BC  und  AC  mit  A' B\  so  sind  A\  B\  21,  93  die  Pole  von  C'B\ 
C' A\  C'B^  CA,  Nach  einem  an  anderer  Stelle  des  Aper9u  [VergL 
XXXn,  15,  16]  entwickelten  Satze  besteht  also  die  Doppel  Verhältnis- 
gleichung 

C\A'B'AB)  =  {B'A'^%)  =  (^'^'3193); 

indem  man  die  Gruppe  A'B'%SQ  von  C  aus  projicirt,  erhält  man 
die  Doppelverhältsnisgleichung 

C\A'B'AB)  =  C{A'B'AB), 

welche  den  einen  Teil  des  Satzes  beweist.  Den  zweiten  Teil  kann 
man,  wie  Chasles  ausführt,  direct  aus  dem  ersten  ableiten;  es 
besteht,  wenn  die  Schnittpunkte  von  AB  mit  CA'  und  €' B*  mit 
21'  und  93'  bezeichnet  werden,  die  Doppelverhältnisgleichung 

*)  Chasles,    Sur  la  propriät^  anharmoniqne  des  tangentes   d'one 
conique,  Aper9u  historique,  Note  16,  S.  841—344. 
**)  Vergl.  a.  a.  0.  S.  164*. 
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(A'Ä'«9)-=(«'»'AB). 

Ohasles  folgert  hieraus  noch,  daOs  zwei  von  einem  Punkte  ausgehende 
Tripel  conji^rirter  Strahlen  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  einem 
Kegel  zweiten  Grades  angehören,  zwei  Tripel  conjugirter  Ebenen, 
£e  von  einem  Punkte  ausgehen,  einem  Kegel  zweiten  Grades  um- 
schrieben sind,  heraus  ergeben  sich  die  oben  [XXVJLt,  16]  er- 
wähnten, auf  die  Tripel  conjugirter  Durchmesser  der  Oberfläche  be- 
zttglichen  Specialfälle. 

7.  Ich  gehe  nunmehr  zu  einigen  Abhandlungen  über,  in  welchen 
Chasles  sich  eingehend  mit  dem  einschaligen  H3rperboloid  be- 
schäftigt, und  zwar  beginne  ich  mit  der  um^Eingreichsten,  schon  ge- 
legentlich genannten  Arbeit.*)  Die  Ebenen,  welche  vier  in  dieselbe 
Schar  gehörige  Erzeugende  eines  Hyperboloids  von  einer  Geraden  l 
der  anderen  Schar  aus  projieiren,  besitzen  dasselbe  Doppelverhältnis, 
wie  ihre  Berflhrungspunkte,  in  welchen  l  von  jenen  Erzeugenden 
getroffen  wird.  LäM  man  speciell  eine  der  vier  Ebenen  im  ünend- 
fichen  berühren,  und  nennt  Centralpunkt  den  Berührungspunkt  0 
der  zu  ihr  senkrechten  Ebene,  so  erhält  man  f&r  irgend  zwei 
Funkte  A  und  A'  der  Geraden  I,  in  denen  sie  von  zwei  auf- 
einander senkrechten  Tangentialebenen  berührt  wird,  nach  dar  all- 
meinen Regel  die  Beziehung 

OA  •  OA'  =  consi; 

diese  Punktepaare  bilden  also  eine  Involution.  Genau  dasselbe  findet 
bei  einer  beliebigen  Begelfläche  statt,  denn  für  diese  Verhält- 
nisse kann  man  statt  ihrer  sin  einschaliges  Hyperboloid  einsetzen, 
welches  durch  zwei  aufeinanderfolgende  Gerade  hindurchgeht  Der 
Centralpunkt  ist  der  Fuispunkt  der  Geraden,  welche  zu  der  aus- 
gewählten und  der  ihr  unendlich  nahen  Geraden  der  Begelfläche 
sogleich  senkrecht  steht;  er  ist  überdies  der  Scheitel  des  gleich- 
seitigen hyperbolischen  Paraboloids,  welches  die  Normalen  der  Begel- 
fläche längs  der  Erzeugenden  ausfüllen.  Chasles  weist  auf  eine 
frühere  Behandlung  dieses  Theorems  hin^)  und  macht  bei  dieser 
Gelegenheit  auf  Beweise  des  Satzes  von  Bin  et  und  Olivier  aufinerk- 
sajn,  welche  durch  diese  erste  YeröflentHchung  hervorgerufen  wurden. 

8.  Der  §  11  der  Schrift  zeigt  nahe  Verwandtschaft  mit  den  ent- 
sprechenden Entwickelungen  Steiner's.  Nachdem  zunächst  die  Er- 
zeugung des  einschaligen  Hyperboloids  durch  projectivische  Punkt- 
reihen und  Ebenenbüschel  in  sehr  ausführlicher  Weise  dargethan  ist, 
wird  gezeigt,  wie  leicht  bekannte  specielle  Hyperboloide  sich  hier  ein- 

*)  Chasles,  Sor  les  surfaces  engendrc^s  par  nne  ligne  droite;  particn- 
li^rement  sur  rhvperbololde,  le  paraboloXde  et  le  cöne  du  second  degr^, 
Qoet  Corr.,  Bd.  11,  1839,  S.  49—118. 

**)  Chasles,  Sor  quelques  Propri^t^s  g^n^rales  des  Surfaces  gauches, 
Liouv.  Jouni.,  Bd.  2,  1837,  S.  413—417. 

JUmabtrielit  d.  Deuttehtn  Matbem.- Vereinigung.    V,  1  19 
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f&gen  lassen.  Chasles  erörtert  (S.  81  fif.)  das  orthogonale  Hyperboloid, 
die  Bobillier-Poncelet'sche  Erzeugungsweise  des  Hyperboloids, 
bildet  ein  Analogon  zu  Newton's  organischer  Erzeugung  der  Kegel- 
schnitte, hebt  hervor,  daijs  homologe  Ebenen  congruenter  Ebenen- 
büschel  sich  in  Erzeugenden  eines  Hyperboloids  schneiden  (S.  83),  und 
erörtert  zum  Schluljs,  daDs  eine  Gerade  ein  Hyperboloid  beschreibt,  wenn 
sie  zwei  windschiefe  Gerade  in  coi\jugirten  Punkten  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  trifft  oder  mit  ihnen  conjugirte  Ebenen  von  F, 
bestinmit.  Chasles  hatte  fOr  das  orthogonale  Hyperboloid  noch 
eine  andere  Definitionsweise  gefunden.*)  Der  geometrische  Ort  eines 
Punktes,  für  dessen  Entfernungen  FQ  und  PQ^  von  zwei  windschiefen 
Geraden  a  und  a^  die  Beziehung  besteht 

PQ 

-pQ-  =  const., 

ist  ein  solches  Hyperboloid.  Die  Gleichung  definire  n&mlich,  fährt 
Chasles  aus,  sicherlich  eine  Oberfläche  F^'^  auf  derselben  weist  er 
recht  umständlich  einen  Kreis  und  eine  zur  Ebene  desselben  senk- 
rechte Gerade  nach,  und  dies  ist,  wie  vorher  entwickelt  war,  die 
charakteristische  Eigenschaft  des  orthogonalen  Hyperboloids.  Jedes 
orthogonale  Hyperboloid  besitzt  unendlich  viele  Geradenpaare  aa^y 
66^,  cCj,  . . .  der  genannten  Art.  Ein  orthogonaler  Kegel  kann  natür- 
lich ebenfalls  auf  diese  Art  dargestellt  werden,  und  zwar  trennen  die 
Strahlenpaare  aa^,  &&i,  cq, .  .  .  diejenigen  beiden  anderen  haimonisclit 
welche  an  den  MantelÜnien  des  Kegels  rechte  Ebenenwinkel  bestinunen. 
9.  Die  Schnittlinie  der  Polarebenen  eines  Punktes  P  nach  zwei 
Oberflächen  F^  und  G^  beschreibt  ein  einschaliges  Hyperboloid,  wenn 
P  eine  Gerade  p  durchläuft.  Bringt  man  p  ins  unendliche  hinaus 
und  macht  die  zweite  Oberfläche  zu  einer  Kugel,  so  folgt:  y,Zu  einen 
Durchmesser  einer  Oberfläche  F^^  welcher  einen  Strahlenbüschd 
beschreibt,  suche  man  einmal  die  coi\jugirte  Ebene  hinsichtlich  P| 
und  zweitens  die  zu  ihm  senkrechte  Ebene,  welche  irgend  einen  Punkt 
L  enthält  und  sich  um  eine  zur  Ebene  des  Strahlenbüschels  senk- 
rechte Gerade  l  dreht.  Das  einschalige  Hyperboloid,  welches  die 
Schnittlinie  dieser  Ebenen  beschreibt,  schneidet  die  FuDspunkte  der 
Lote  aus,  welche  sich  von  Punkten  der  Geraden  l  aus  auf  die  Flädie 


*)  ChasleSf  G^om^trie.   Analogie  entre  des  propositions  de  G^om^trie 

glane  et  de  Gäomätrie  ä  trois  dimensions.  —  G^omltrie  de  la  Sphäre.  — 
[yperbololde  ä  une  nappe,  Liouv.  Joom.,  Bd.  1,  1886,  S.  824 — 884.  Be- 
kanntlich kann  das  orthogonale  (oder  Binet'sche)  Hyperboloid  auch  auf 
imendlich  viele  Weisen  durch  congmente  Ebenenbüsdiel  erzeu£;t  werden. 
Die  drei  verschiedenen  Entstehungsweisen  erschliefsen  sich  am  leichtesten 
aus  dem  Umstände,  dafs  der  unendlich  ferne  Kegelschnitt  des  Hyperboloids 
unendlich  viele  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise  umschriebene  Vierecke 
enthält. 
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Fj  fällen  lassen^  (S.  88).  Von  den  acht  Nonnalen  von  JPj,  welche  hier- 
nach zwei  Gerade  l^  und  ^  treffen,  gehören  zwei,  wenn  /^  und  1^  sich 
schneiden,  mit  ihnen  in  dieselbe  Ebene  er,  während  die  sechs  übrigen 
Yon  ihrem  Schnittpunkte  P  ausgehen  (S.  90).  Da  die  Hyperboloide 
mit  der  Ebene  a  eine  und  dieselbe  Gerade  gemein  haben,  so  liegt  der 
Punkt  P  mit  den  Fuispunkten  der  von  ihm  aus  geföllten  Lote  auf 
mner  Raumcorve  1^,  die  Lote  selbst  gehören  einem  Kegel  K^  an, 
dem  Orte  der  Lote,  welche  man  auf  alle  zu  F^  ähnlichen,  ähnlich 
gelegenen  und  concentrischen  Flächen  oder  auf  die  mit  der  gegebenen 
confocalen  Flächen  von  P  aus  föllen  kann.  Hiemach  enthält 
JT,  ParaUelen  zu  den  Axen  der  Fläche  F^  und  die  Hauptaxen  des 
ihr  umschriebenen  Kegels  mit  der  Spitze  P.  Für  die  letzteren  Eigen- 
schaften ciürt  Chasles  die  später  zu  besprechende  Note  31  seines 
Apercu;  zum  Teil  hätten  sich  dieselben  aus  den  oben  [X,  5, 6]  erwähnten 
Entwickelungen  Binet's  und  Amp^re's  über  die  Trägheitsaxen 
eines  Körpers  schlieijsen  lassen.  Den  in  Anwendung  gekommenen 
Hülfssatz,  nach  dem  einer  Ebene  er  zwei  Normalen  einer  Oberfläche 
Pj  angehören,  beweist  Chasles  auf  zwei  Arten.  Einmal  hat  das 
einer  beliebigen  Geraden  l  von  a  zugehörige  Hyperboloid  mit  F^ 
und  tf  zwei  Punkte  von  l  und  die  Fufspunkte  der  a  angehörigen 
Nonnalen  gemein.  Andererseits  hebt  Chasles  hervor,  daüs  die 
zu  einer  Ebene  a  senkrechten  Tangenten  einer  Oberfläche  F^  die- 
selbe in  Punkten  eines  Kegelschnittes  berühren,  dessen  beide  Schnitt- 
punkte mit  a  die  Fuispunkte  der  gesuchten  Normalen  sind.  Ich  merke 
noch  folgendes  Resultat  an:  Fällt  man  von  einem  über  die  Gerade  l 
bewegten  Punkte  0  aus  Lote  OPj^^  OP^j  OPj  auf  drei  windschiefe 
Gerade  Z^,  /,,  /j,  so  beschreibt  jede  der  Geraden  P2P8,  P^^i^  ^1^2 
ein  Hyperboloid  und  folglich  die  Ebene  P^P^P^  eine  abwickelbare 
Fläche  vierten  Grades  (dritter  Klasse),  welche  jedem  dieser  Hyper- 
boloide umschrieben  ist.  Chasles  bemerkt,  dafs  irgend  zwei  der 
Hyperboloide  die  Ebenen  berühren,  die  eine  der  drei  Axen  ?i,  ^,  1^ 
enthalten  (S.  92). 

10.  Lidem  jetzt  Chasles  (§  3)  zwei  entsprechende  Punkte  der 
Reihen,  welche  ein  Hyperboloid  erzeugen,  ins  unendliche  hinausrückt, 
gelangt  er  zu  dem  hyperbolischen  Paraboloid.  Von  seinen  hierher 
gehörigen  Resultaten  sei  das  folgende  erwähnt:  „Die  Fufspunkte  der 
Lote,  welche  man  von  einem  Punkte  P  aus  auf  die  Geraden  der 
einen  Schar  eines  hyperbolischen  Paraboloids  fällen  kann,  gehören 
einer  Baumcurve  B^  an."  Errichtet  man  in  den  Fuispunkten  auf 
den  Erzeugenden  Lote,  welche  mit  ihnen  in  derselben  Beihe 
paralleler  Ebenen  liegen,  so  treffen  dieselben  die  Senkrechte,  welche 
man  von  P  aus  auf  diese  Ebenen  föllen  kann.  Diese  Lote  f£Ülen 
also  ein  zweites  hyperbolisches  Paraboloid  aus,  das  mit  dem  ersten 
aulser  einer  unendlich  fernen  Geraden  die  gesuchte  Curve  gemein 
bat  (S.  99).     Gehört  der  Punkt   dem  Paraboloid  und  mithin    der 
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Ciirve  7?s  an,  so  füllen  die  Lote  emen-  Kegel  zweiten  Grades  ans. 
Einem  hyperboliscken  Poraboloid  g^^ren  die  Lote  an,  w^die  man  tqh 
den  Punkten  einer  Gperaden  l  was  auf  die  zugehörigen  Polureben» 
nach  einer  Fläche  F^  fSJlen  kann.  Die  FuGqKmkte  derselben  Hegai 
nach  dem  eben  erwähnten  Sa^ize  auf  einer  Bannncmre  i^.  Das  hyper- 
bolische Paraboloid  wird  Ton  den  Tangentialebenen  der  Oberfläche 
F^  berührt,  deren  Normalen  die  Gerade  l  treffen.  Die  gemeinsdiaft- 
liehen  Tangentialebenen  der  \  und  l^  zagehörigen  Paraboloide  und 
der  Fläche  F^  berühren  letztere  in  den  Fnfspnskten  der  l^  and  2, 
treffenden  Normalen.  Im  letzten  Abschnitt  (§  IV)  seiner  Abhandhmg 
bringt  Chasles  mit  der  projecüvischen  Erzeugong  des  Kegels  einen 
groDsen  Teil  der  Resultate  in  Verbindung,  die  er  in  seiner  früher» 
Abhandlang  über  den  Kegel  zweiten  Grades  entwickelt  hatte  [XXI,  10]. 

11.  Die  Lote,  welche  auf  die  Erzeugenden  a,  &,  r,  <2,  . . .  der 
einen  Schar  eines  hyperbolischen  Paraboloids  von  einem  Punkte  P 
desselben  aus  gefiLllt  sind,  treffen  auch  die  Parallelen^  welche  dnrdi 
einen  Punkt  0  der  zweiten  P  enthaltenden  Geraden  l  des  Para- 
boloids gelegt  sind,  und  zwar  in  Punkten  eines  Kreises,  welchen  eine 
Kugel  über  dem  Durchmesser  OP  aus  der  Ebene  n  herausschneidet, 
der  die  erwähnten  Parallelen  angehören.  Die  Lote  selbst  hegeaa,  also 
in  einem  Kegel  zweiter  Ordnung,  welcher  auDser  der  Geraden  /  den  Ort 
2?s  ihrer  FuCspunkte  aus  dem  Paraboloid  herausschneidet;  eine  zweite 
Fufspunkt-Curve  gehört  zu  der  zweiten  Schar  von  Erzeugenden.  Eine 
Curve  der  einen  Art  hat  mit  einer  Curve  der  anderen  Art  die  FoGs- 
punkte  der  fünf  Lote  gemein,  die  sich  von  einem  dem  hyperi>olischen 
Paraboloid  nicht  angehörigen  Punkte  aus  auf  dasselbe  fäUen  lassen. 
Diese  Art  der  Auffindung  der  Fufspunkt-Curve,  welche  Chasles 
an  anderer  Stelle  giebt,*)  liefse  sich  ohne  weiteres  auf  das  ein- 
schalige Hyperboloid  übertragen.  Die  oben  eingeführten  Parallelen 
erfüllen  einen  Kegel  zweiten  Grades,  der,  weil  eine  Erzeugende  der 
ausgewählten  Schar  zu  OP  parallel  ist,  auch  diese  Gerade  selbst 
enthält.  Er  schneidet  die  Kugel  in  einer  Curve  vierter  Ordnungi 
die  0  doppelt,  P  einfach  enthält;  die  Lote,  welche  die  Geraden  der 
ersten  Schar  aus  P  erhalten,  gehören  mithin  einem  rationalen  Kegel 
dritten  Grades  mit  dem  Doppelstrahl  OP  an,  die  Fulspunkte  einer 
rationalen  Curve  vierter  Ordnung,  t^elche  die  Erzeugenden  der  anderen 
Schar  des  Hyperboloids  in  je  drei  Punkten  schneidet. 

Chasles  vollzieht  den  Übergang  zum  einschaligen  Hyperboloid 
in  anderer  Weise.  Zieht  man  bei  dem  Paraboloide  durch  den  Pnnkt 
P  eine  Senkrechte  PP^  zu  der  Hülfsebene  :r,  so  treffen  von  P 
und  P^  aus  gefällte  Lote  jede  der  Erzeugenden  o,  &,  e,  ef ,  .  . .  in 
dem  gleichen  Punkte;  ein  rationaler  Kegel  dritten  Grades  wird  also 


•)  Chasles,   Thiorfemes  sur  le  paraboloide  hyperbolique  et  Thyper- 
boloYde  k  one  nappe,  Qnet.  Corr.,  Bd.  11,  1889,  S.  228 — 231. 
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Ton  den  Loten  aiz^efallt,  welehe  man  von  einem  beliebigen  Punkte 
Pj  ans  auf  die  eu  einer  Schar  gehörigen  Geraden  eines  hyperbolisdien 
Paiak)loids  ^Lllea  kann.  Durch  Traju^ormation  in  dem  Polarsjstem 
einer  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  P^  g^t  das  hyperbolische  Para- 
boloid  in  ein  einschaliges  Hyperbc^d  über,  welches  P^  enthält;  zwei 
entsprechende  Gerade  der  beiden  Flächen  stehen  auf  einem  von  P^ 
ausgehenden  Strahle  senkrecht.  Aus  diesem  Grunde  besteht  der  Kegel 
Zugleich  aus  den  Loten,  die  man  von  einem  Punkte  P^  eines  ein- 
schaligen Hyperboloids  aus  auf  die  eine  Schar  seiner  Erzeugenden 
fallen  kann.  Die  Eufi^unkteurve  wäre  nach  Chasles'  weiterer  Ent- 
Wickelung  von  der  sechsten  Ordnung.  Nach  dem  Obigen  ist  sie  in 
Wirklichkeit  nur  Ton  der  vierten  Ordnung.  Bei  seiner  Überlegung 
übersieht  Chasles,  dais  die  Curve  der  FuGspunkte  beim  hyperbolischen 
Paraboloid  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  zweimal  trifft. 

12.  Jb.  einer  kleinen  Arbeit^)  setzt  Chasles  auseinander,  dafs 
die  einschaligen  Hyperboloide,  welche  ein  unebenes  Yierseit  ent- 
halten, sowohl  einen  Büschel  als  auch  eine  Schar  von  Oberflächen 
F^  bilden,  insofern  jede  durdi  eine  Seite  des  Yierseits  gehende 
Ebene  als  allen  Oberflächen  gemeinsame  Tangentialebene  anzusehen 
sei  Eine  andere  Abhandlung**)  Chasles'  ist  vorzugsweise  fUr 
die  Theorie  das  Nullsystems  von  Bedeutung.  Jeder  Strahl  eines 
gegebenen  Strahlenbüschels  trifft  zwei  Gerade  aus  der  einen  Schar 
von  Erzeugenden  eines  einschaligen  Hyperboloids,  einer  Begel- 
schar.  Zwei  solche  Strahlen  nennt  Chasles  conjugirt  und  stellt 
den  Satz  auf:  „Die  Paare  conjugirter  Strahlen  schneiden  auf  einer 
beliebigen  Ebene  Punktepaare  aus,  die  auf  den  Strahlen  eines 
Büschels  liegen^;  sein  Centrum  ist  zu  seiner  Ebene  conjugirt. 
Zu  den  Ebenen  eines  Bündels  sind  Punkte  der  Ebene  coi\jugirt, 
welche  dem  Centrom  des  Bündels  oot^richt.  Durchläuft  der  Pol 
eine  Gerade  i,  bo  drekt  sich  die  zugehörige  Ebene  um  eine  zu  ihr 
eoDJugirie  Gerade  l^.  Irgend  zwei  Paare  conjugirter  Geraden  liegen 
auf  einem  einschaligen  Hyperboloid.  Sie  können  bei  der  Bestimmung 
des  einer  beliebigen  Ebene  conjugirten  Punktes  zwei  der  ursprünglichen 
Paare  conjugirter  Strahlen  ersetzen  Die  Geraden,  welche  auf  zwei 
coQJsgirten  Geraden  zugleich  senkrecht  stehen,  treffen  sämtlich  eine 
Axe  u.  s.w.  Man  sollte  meinen,  daijs  Chasles  sich  zur  Herleitung 
dieser  Sätze  den  Begriff  der  Involution  aus  Geradenpaaren  einer 
Regelschar  geschaffen  und  mit  demselben  den  Satz  vom  Centrum 
der  Involution  auf  dem  Kegelschnitt  combinirt  hätte.  Indessen  ent- 
itammen  die  Sätze  naeh  Chasles'  späterer  Bemerkung  [XXX III,  7]  der 


*)  Chasles,  Sur  rhyperholoi'de  k  une  nappe^  et  le  parabol(^de  hyper- 
boliqne,  Quet.  Corr.,  Bd.  8,  1885,  S.  128—184. 

**)  Chasles,  Propri^täs  nowelleB  de  TflyperboloTde  ä  une   nappe, 
LiouT.  Joum.,  Bd.  4,  1889,  S.  848--a60. 
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Geometrie  der  Bewegong.  Der  Vollständigkeit  halber  sei  nodi  auf  eine 
andere  Arbeit  Chasles',  die  sich  auf  Begelfiächen  bezieht,  hingewiesen.*) 
Eine  Behandlung  der  Begelfiächen  zweiten  Grades  vom  Stand- 
punkt der  modernen  analytischen  Geometrie  aus  gab  Plücker.^) 
Er  geht  hierbei  von  der  Gleichung 

xy  =  UV 

aus,  überträgt  Bobillier's  Darstellung  [IX,  5]  der  beiden  Geraden- 
scharen auf  Tetraedercoordinaten  in  der  Form 

X  —  iltt  =  0,    Xy  —  v  =  0;         x  —  f*t;  =  0,  f*y  —  ti  =  0, 

wobei  aber  x,  ^,  z^  u  sowohl  Punktcoordinaten  als  auch  Ebenen- 
coordinaten  sein  können,  das  Coordinatentetraeder  aus  den  Ecken  eines 
beliebigen  Yierseits  auf  der  Fläche  besteht;  er  erörtert  die  gegenseitige 
Lage  der  beiden  Geradenscharen  und  wendet  sich  schlielslich  zu  dem 
Sechsseit  auf  dem  Hyperboloide,  bei  dem  er  ähnlich  wie  Hesse 
[n,  10]  Sätze  aufstellte,  die  sofort  auf  die  Paare  Steiner'scher 
Punkte  beim  Hexagrammum  mysticum  fähren.  In  einer  anderen 
hierher  gehörigen  Abhandlung  hebt  Plücker  etwas  sehr  verspätet 
die  Erzeugung  des  einschaligen  Hyperboloids  durch  projectivische 
Punktreihen  hervor.***)  Er  beschreibt  ein  Fadenmodell,  an  dem 
der  allmähliche  Übergang  der  Geradenschar  eines  Hyperboloids  in 
einen  Strahlenbüschel  oder  die  Tangentenreihe  eines  Kegelschnittes 
erläutert  werden  kann. 


XXX.  Die  Involntion  zweiter  Ordnung.    Bflscbel  und  Sckar 
von  Kegelscbnitten. 

1.  Von  grofoer  Bedeutung  für  die  Theorie  der  Involution  sind 
Entwickelungen  von  Chasles.f)  Die  bisher  bekannten  metrischen  Re- 
lationen für  eine  Involution  aus  sechs  Punkten  [IV,  5]  werden  in 
einheitlicher  Weise  aus  dem  Lehrsatze  entwickelt:  „Das  Doppel- 
verhältnis aus  vier  beliebigen  von  sechs  Punkten  in  Involution  ist 
gleich  dem  Doppelverhältnis  aus  den  vier  zugehörigen  Punkten." 
Sind  -ä-äi,  BB^^  CC^  drei  Ptmktepaare  in  Involution,  so  folgen 
z.  B.  aus  der  einen  Gleichung 

*)  Ghasles,  PropoBition  de  g^omätrie  et  Solution  d'one  questioD  pro- 
posäe  ä  la  fin  de  la  2^  livraison  du  tome  VH,  de  la  Corresp.  Math.,  Quet. 
Corr.,  Bd.  8,  1836,  8.  56—58. 

**)  Plücker,  System  der  Geometrie  des  Raumes,  Düsseldorf  1846, 
S.  99—185. 

***)  Plücker,  Über  eine  neue  mechanische  Erzeugung  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  und  Classe,  Crelle's  Joum.,  Bd.  84,  1847,  8.  857—369 
(Abb.,  Bd.  1,  8.  434—436). 

t)  Chasles,  Theorie  de  Finvolution  de  six  points,  Aper9U  historiqne, 
Note  10,  8.  308—327. 
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AB  '  AB^  _  A^B  •  A^  B^ 
AC  '  AC^         A^G  '  A^C^ 
sofort  die  Doppelverhältnis  -  Gleichungen 

{AA^BC)  =  {A^AB^C^),      (AA^BC^)  =  (Aj,AB,C), 
(AA^B^C)  =  (Aj^ABC^),      (AA^B^C^)  =  (A^ABC), 

Jede  dieser  Gleichungen  liefert,  indem  man  auf  beiden  Seiten  gleiche 
Permutationen  vornimmt,  andere  der  bekannten  Beziehungen,  aus 
denen  dann  zuletzt  die  beiden  Gleichungen  folgen,  in  denen  B 
und  jBj  oder  C  und  C^  so  bevorzugt  sind,  wie  A  und  Aj^  in  der 
Ausgangsgleichung  (S.  318).  Nach  Poncelet's  Methode  [XXTV,  7] 
beweist  nun  Chasles,  dafs  zwei  Punktepaare  CC^  und  DD^^  die  mit 
zwei  gegebenen  AAj^  und  BB^  Involutionen  aus  sechs  Punkten  bilden, 
anch  zusammen  mit  einem  der  Punktepaare  AA^  oder  BB^  eine 
Involution  aus  sechs  Punkten  bilden,  und  schliefst  daran  (S.  311)  den 
Satz:  „Das  Boppelverhältnis  von  irgend  vier  der  acht  Punkte  ist 
gleich  demjenigen  der  vier  zugehörigen  Punkte."  Von  den  mannig- 
fachen Relationen,  die  Chasles  noch  anführt,  hebe  ich  als  Beispiel 
nnr  die  eine  (S.  322)  hervor 
MA  •  MA^  .  J?,Cjj  +  MB  .  MB^  •  C^A^  +  MC  •  MC^  -  A^B^  =  0, 

in  welcher  ÄA^^  ^^u  CC^  drei  Punktepaare  einer  Involution,  A^^ 
^2)  Cg  die  Mitten  der  Strecken  ÄA^^  BB^^  CC^  sind,  und  M  ein 
beliebiger  Punkt  des  Trägers  der  Involution  ist.  Die  Gleichung  ist  für 
den  Mittelpunkt  der  Involution  evident  und  deshalb  allgemein  richtig. 
2.  Hieran  schliefst  Chasles  noch  eine  Reihe  wichtiger 
Folgerungen.  Ich  erwähnte  schon  [XXIX,  5],  wie  einfach  Chasles 
Desargues'  Involutionssatz  entwickelt.  Ohne  Beweis  werden 
(S.  326)  mehrere  Sätze  angegeben:  „Die  Paare  conjugirter  Durch- 
messer eines  Kegelschnittes  bilden  eine  Strahleninvolution."  Die 
weiter  oben  (S.  316)  gegebene  Definition:  „Sind  aa^^  56^,  cc^  drei 
Strahlenpaare  einer  Involution,  so  ist  das  Doppelverhältnis  von  irgend 
vier  der  sechs  Strahlen  gleich  dem  der  zugehörigen  Strahlen"  be- 
deutet einen  wesentlichen  Fortschritt.  Früher  gelangte  man  zur 
Strahleninvolution  gleichsam  indirect,  indem  man  eine  Punktinvolution 
Ton  einem  Hülfspunkt  aus  projicirte.  Durch  einen  beliebigen  Punkt 
lassen  sich  zwei  aufeinander  senkrechte  Strahlen  legen,  die  hinsichtlich 
eines  Kegelschnittes  Cj  zu  einander  conjugirt  sind.  Ein  derartiges  Strahlen- 
paar schneidet  (S.  326)  auf  jeder  der  beiden  Axen  von  Cj  ein  Punkte- 
paar einer  bestinunten  Involution  aus.  Die  eine  Involution  hat  die 
Brennpunkte  von  C^  zu  Doppelpunkten.*)    Ferner:  „Drei  Punktepaare 

*)  Bekamitlich  bietet  der  Lehrsatz  die  Grandlage  für  die  in  der 
synthetischen  Geometrie  jetzt  allgemein  übliche  Behandlmig  der  Brennpunkt- 
lehre. Man  erzielt  gegen  das  gewöhnlich  eingeschlagene  BeweisTezfahren 
noch  eine  kleine  Vereinfachung  mit  Hülfe  eines  speciellen  Falles  eines 
Ständischen   Satzes  [XXII,  3]  —   der  ja  nur  eine  leichte  Umformung 
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eines  Eegelschnitts  C^,  deren  Verbindangslinien  dnrch  einen  Punkt 
gehen,  werden  von  einem  beliebigen  Punkte  desselben  aus  durch  eine 
Involution  von  sechs  Strahlesi  projicirt."  .,,Qaben  drei  Kegelscfaiutte 
für  einen  Pol  0  dieselbe  Polare,  so  liegen  die  Schnittpvnkte,  welche 
sie  paarweise  ergeben,  auf  Strahlenpaaren  einer  Involution  mit  dem 
Centrum  0." 

3.  An  dieser  Stelle  wird  am  besten  die  Besprechung  einer  um- 
fangreichen, schon  oben  erwähnten  Schrift  Chasles'  eingeschaltet, 
welche  aus  dem  Jahre  1838  stammt.*)  Terqnem**)  hatte  die 
Oeradenpaare  betrachtet,  welche  die  Schnittpunkte  eines  Kreises  mit 
einem  Kegelschnitte  enthalten,  und,  um  von  der  Realität  der  Schnitt- 
punkte unabhängig  zu  sein,  solche  ,Aignes  conjointes'^  als  Axen 
eines  Coordinatensystems  defimrt,  bei  welchem  in  der  Gleichung  des 
Kegelschnittes  gleiche  CoefGcienten  von  x*  und  y*  auftreten.  Er 
hatte  die  von  Poncelet  [XVII,  8]  bereits  benutzte  Eigenschaft  ent- 
wickelt, nach  der  conjugirte  Sehnen***)  gegen  die  Axen  des  Kegel- 
schnittes gleich  geneigt  sind,  und  hatte  femer  dargethan,  daüs  der 
Mittelpunkt  des  Kreises   dem  Lote   angehört,    welches  vom  Schnitt- 

des  InvoliutionsaatBes  vom  voUatändigen  Viereck  ist  — ,  nach  dem  auch 
das  diitte  Seitenpaar  eines  vollständigen  Vierecks  ans  zwei  aufeinander 
senkrechten  conjuffirten  Strahlen  eines  Kegelschnittes  C^  besteht,  weim 
dies  von  den  beideii  anderen  Seitanpaaren  gilt.  Fallen  z.  B.  zwei  der 
Höhenfufspunkte  eines  Dreiecks  mit  den  Brennpunkten  von  C^  zusammen, 
80  ist  die  dritte  Höhe  des  Dreiecks  zur  ^genfiberliegenden  S^te  eon- 
jugirt.  Zwei  aufeinander  senkrechte  conjugirte  Stn£len  werden  aJso 
durch  die  Brennpunkte  von  <I  hannonisdh  getrennt  und  achneiden  auch 
auf  der  Nebenaze  des  Kegelschnitts  ein  Punktepaar  einer  Inyolotion 
aus,  die  von  jedem  der  Brennpunkte  aus  durch  eine  circulare  Involution 
projicirt  wird .  Übrigens  folgt  schon  aus  Sätzen  von  Apollonius,  dafs  man 
eine  Tangente  «ines  Kegelschnitts  C,  nnd  die  zugehörige  Normale  als  eine 
Seite  und  die  z«igdiörige  Höhe  eines  Dreiecks  betraci]ien  kann,  von  dem 
zwei  Höhenfufspunkte  mit  den  Brennpunkten  F  und  J\  zusammenfallen 
[VI,  2].  Für  jeden  zu  C^  confocalen  Kegelschnitt  C^  ist  aber  die  Tan- 
geitte  zur  Normale  coigugirt;  dieselben  halbiren  nach  einem  Satze  Ton 
Poncelet  (Trait^,  Bd.  1,  Nr.  478)  die  Winkel,  weldie  die  von  ihien 
Kreuzuagspunkt  auegehenden  Tangenten  von  C^  miteinander  einschlialiBen. 
Das  Chasles'sche  "Hieorem  ist  also  die  Zusammenfassung  der  soeben  an- 
geführten Sätze  von  Apollonius  und  von  Poncelet.  Aus  dem  an- 
gegebenen Viereckssatze  folgt  auch  sehr  leieht  die  Existenz  der  Bienn- 
pvnkte  eines  vorgelegten  Kegdschnittes.  Man  benutzt  Vierecke,  in  deau 
einer  Aze  eine  Parallele  zur  anderen  gegenüber  liegt,  um  aus  einem  Paaie 
senkrechter  eonjngirten  Strahlen  alle  übrigen  abzuleiten  und  die  beiden 
Involutionen  auf  den  Axen  nachzuweisen. 

*)  Chasles,  Memoire  sur  les  lignes  conjointes  dans  les  ooniqnei, 
Liouv.  Journ.,  Bd.  d,  1888,  6.  885—484  (Meine  Hinweise  beziehen  sich 
auf  die  Artikelnummem  dieser  Arbeit). 

**)  Terqnem,  Sur  les  lignes  coigointes  dans  les  ooniqnes,  ibidem, 
S.  17-^1». 

***)  Ich  habe  „lignes  coigointes**  mit  „conjugirte  Seinen*'  übersetit) 
um  Verwechselungen  mit  der  Bezeichnung  ^yCon^ugirte  Gerade  eines  Kegel- 
Bcfanittet"  zu  vermeiden. 
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punkte  der  conjugirten  Sehnen  auf  s^ne  Polare  nach  dem  Kegel- 
schnitte gefWt  ist.  Chasles  bedient  sich  nur  der  geometrischen 
Definitiim  der  conjugirten  Sehnen,  benutzt  aber  in  sehr  ausgiebiger 
Wdse  das  Continuitätsprincip,  um  auch  den  Fall  imaginärer  Schnitt- 
punkte is  Betracht  ziehen  zu  können.*)  Der  Poncele tische  Satz  folgt 
unmittelbar  aus  dem  Potenzsatz  des  Apollonius;  coi\jugirte  Sehnen 
Bind  zu  Halbmessern  Ton  gleicher  Lftnge  parallel.  Chasles  construirt 
zunSchst  mit  seiner  Hülfe  nach  der  von  Poncelet  gelehrten  Methode 
die  Erümmungskreise  eines  Kegelschnittes.  Für  den  Schnittpunkt  S 
zweier  conjugirten  Sehnen  Ä^A^^  -^i-^s  ^^isen  der  Kegelschnitt  und 
der  zugehörige  Kreis  dieselbe  durch  die  Punkte  Ä^B^  -^^i  ^^<^  ^i^n 
A^B^  festgelegte  Polare  auf.  Werden  ^so  zwei  Sehnen  eines  Kegel- 
seimittes  so  um  ihren  Schnitl^mnkt  8  gedreht,  dals  ihre  Endpunkte 
stets  einem  Kreise  angehören,  so  beschreibt,  im  Einklang  mit  dem 
zweiten  Terqaem' sehen  Satze,  der  Mittelpunkt  desselben  eine  von  8 
ausgehende  Gerade,  welche  zur  Polare  dieses  Punktes  nach  dem  Kegel- 
fidmitt  senkredit  st^t  (9).  Bei  der  Parabel  haben  speciell  (13)  vier 
auf  einem  Kreise  liegende  Ptmkte  Abstände  von  der  Aze,  deren 
algebraische  Summe  verschwindet.**)  Nach  einer  Umformung  der 
Poncelet' sehen  Begel  schneiden  sich  zwei  Kegelschnitte  in  vier 
einem  Kreise  angehörigen  Punkten  dann  und  nur  dann,  wenn  die 
Axen  des  einen  zu  denen  des  anderen  parallel  sind  (16).  Für 
zwei  Parabeln  tritt  der  Fall  z.  B.  ein,  wenn  ihre  Axen  aufeinander 
senkrecht  stehen  (17).  Legt  man  femer  durch  die  Punktgruppen, 
welche  ein  Kegelschnitt  W  mit  zwei  Kreisen  F,  ü  gemein  hat,  beliebige 
Kegelschnitte  rT^,  F^,  so  gehören  (19)  die  Schnittpunkte  derselben 
einem  dritten  &eise  an.  Chasles  gelangt  von  hier  aus  auf  eigen- 
artige Weise  zu  dem  Kegelschnittnetz.  In  der  That  eriiftlt  man  durch 
Projection    auf  eine   neue    Ebene   zunächst   folgenden    Satz:    „Sind 


*)  Statt  des  von  Poncelet  eingeführten  Wortes  „l^i  de  continuit^** 
lieht  sich  Chasles  veranlaTst,  die  Bezeichnung  ,,prineipe  des  relations 
continfentes"  einzufahren.  Das  Continnitätsgesetz  beruhe,  wenigsten» 
nach  der  Definition  von  Leibniz,  auf  dem  Be^ffe  des  Infinitesimalen^ 
drücke  aus,  dafs  die  Dinge  in  der  Natur  sich  m  stetiger  Weise  ändern 
(natura  abhorret  a  saltu).  Das  zur  Verwendung  kommende  Princi^,  nach 
welchem  ein  Resultat  nnabhän^g  von  der  Realist  der  blofe  beim  Be- 
weise auftretenden  Elemente  sei,  enthalte  keinen  Qrenzübergang.  Vergl.t 
Aperen  historiqae,  S.  199  ff.  und  die  zugehörige  Note  24:  Sur  la  loi  de 
coDtinnit^,  et  le  principe  des  relations  contingentes,  S.  867 — 359.  Auch 
sonst  hat  es  Chasles  mr  nötig  befunden,  die  von  Poncelet  eingeführten 
Bezeichnungen  zu  verändern.  Wie  bereits  erwähnt  [vergl.  S.  188*],  hat 
Poncelet  die  Berechtigung  solcher  Namensänderungen  mit  aller  £nt> 
ichiedenheit  bestritten;  gröfstenteils  haben  sich  auch  die  älteren  Pon^ 
celet' sehen  Bezeichnungen  eingebürgert. 

*^  Chasles  führt  den  Satz  auf  Gregory  zurück  und  fügt  folgenden 
Hinweis  hinzu:  Qregorj,  Oeometriae  pars  universalis,  Patavii  1668, 
8.  130. 
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U,  7,  W  drei  gegebene  und  ü^;  7^  den  Büscheln  7,  W\  W,  ü 
beliebig  entnommene  Kegelschnitte,  so  enthält  ein  Kegelschnitt  TT^, 
der  die  Schnittpunkte  von  ü\  und  7^  mit  einem  der  Schnittpunkte 
von  ü  und  7  verbindet,  von  selbst  noch  einen  zweiten  Schnittpunkt 
dieser  Curven";  da  die  vier  U  und  7  gemeinsamen  Punkte  gans 
gleichwertig  sind,  gehört  W^  mit  ü  und  7  zu  einem  Büschd.*) 
Die  drei  Kreise  des  ursprünglichen  Theorems  gehören  somit  einem 
Büschel  an.  Verschiedene  SpecialfUUe  dieses  Theorems  werden 
angeführt. 

4.  Wendet  man  auf  einen  Kegelschnitt,  einen  Kreis  und  eines 
der  zugehörigen  Paare  conjugirter  Sehnen  den  Involutionssatz  an,  so 
kann  man,  wie  Chasles  an  anderer  Stelle  [XXTV,  6]  ausgeführt  hatte, 
erweisen:  „Das  Quadrat  der  Tangente,  welches  ein  Kreis  aus  dem 
laufenden  Punkte  eines  Kegelschnittes  empfangt,  ist  proportional  zu 
dem  Product  der  Abstände  des  Punktes  von  zwei  zugehörigen  cwi- 
jugirten  Sehnen."  Für  diesen  Satz  giebt  Chasles  hier  eine  höchst 
interessante  Herleitung.  Zwei  conjugirte  Sehnen  eines  Kegelschnittes 
werden  von  zwei  nicht  parallelen  Ebenen  ausgeschnitten,  welche 
mit  einem  den  Kegelschnitt  projicirenden  Kegel  —  mit  der  Spitze  S 
—  Kreise  K^  und  K^  gemein  haben.  Der  zu  den  conjugirten 
Sehnen  gehörige  Kreis  K  liegt  mit  K^  und  K^  auf  einer  Kugel  5t 
Für  jeden  Punkt  P  des  Kegelschnittes  ergeben  sich  nun  (25)  aus  den 
Potenzeigenschaften  der  Kugel  die  beiden  Gleichungen 

-Pft    -Pft  ^sin«,  -sin«,       PQ^  ■  Pft  ^  SR,  -  SR^ 

PT*  sin  ft  .  sin  (J,  '  PT*  SÜ*  'Smß^  •  sin  ft ' 

Hierin  bedeuten  PQ^,  P^j,  PT,  SU  die  Abstände  des  Punktes  Pvon 

den  conjugirten  Sehnen  und  die  Tangenten,  welche  K  und  H  aus  P 

und  S  erhalten,  a^  und  cc^  sind  die  Neigungswinkel  des  Strahles  SP, 

ßj^  und  ß^  diejenigen  der  Ebene  des  Kegelschnittes  gegen  die  Ebenen 

der  Kreise   JT^,  Z^;   endlich  sind  SR^,  SR^    die   Entfernungen  d& 

Spitze  S  von  diesen   Ebenen.     Nach   der  zweiten  Gleichung   bdi&lt 

PQ  '  PQ 

— ^%fi       einen  und  denselben  Wert,  wenn  P  über  den  Kegelschnitt 

geführt  wird.  Indem  man  einen  bestimmten  Strahl  des  Kegels  in 
Betracht  zieht,  kann  man  aus  der  ersten  Gleichung  folgern,  dals 
dieser  Wert  nur  von  den  Richtungen  der  beiden  conjugirten  Sehnen 
abhängt.  Freilich,  diese  Ergänzung  des  Satzes  könnte  bei  der  Hyperbel 
auch  gefunden  werden,  indem  man  P  ins  Unendliche  entfernt.  Als- 
dann nähert  sich  sowohl  das  Verhältnis  seiner  Entfernungen  von  zwei 
parallelen  Geraden,  als  auch  dasjenige  der  Tangenten,  welche  zwei 
Kreise  von  ihm    aus   erhalten,    der  Einheit.     Wenn  man   also  zwei 


*^  Chasles  giebt  indes  in  einer  Fufsnote  auch  den  oben  angedentetoi 
Beweis  dieses  Gergonne-Bobillier'schen  Theorems  [XXVI,  1]. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


XXX,  4.  Metr.  Belat.,BobiUier*8  Focalkr.,6rennp.f .spec.Schn.  e.  Eegels.S.0. 299 
conjugirte  Sehnen  dmrch  zwei  andere  zu  ihnen  parallele  ersetzt,  so 

pQ    .  pQ 

bleibt  der  Wert  Ton        py»       constant.    Derselbe  Schlufs  gilt  auch 

bei  der  Parabel;  der  bewiesene  Satz  kann  mit  Hülfe  des  Continuitäts- 
prindps  auf  die  Ellipse  übertragen  werden.  Gelangt  der  Mittelpunkt 
des  Kreises  auf  die  eine  Axe,  so  besteht  eines  der  Paare  conjugirter 
Sehnen  aus  zwei  zur  anderen  Axe  parallelen  Geraden.  Dieselben 
bewegen  sich,  wenn  bei  festem  Mittelpunkte  der  Radius  des  Kreises 
sich  verändert,  mit  entgegengesetzt  gleichen  Geschwindigkeiten  und 
£edlen,  wenn  der  Kreis  eine  doppelte  Berührung  mit  dem  Kegelschnitt 
eingeht,  mit  der  Berühmngssehne  zusammen.  Die  übrigen  Paare 
conjugirter  Sehnen,  welche  die  concentrischen  Kreise  mit  dem  Kegel- 
schnitt bestimmen,  umhüllen  (36)  eine  Parabel.  Chasles  gelangt  hier 
(29  ff.)  zu  Bobillier's  Sätzen  über  die  Focalkreise  [VII,  5].  Wenn 
der  Focalkreis  in  einen  Nullkreis  übergeht,  so  wird  sein  Mittelpunkt 
zum  Brennpunkt.  Die  oben  angedeutete  räumliche  Betrachtung  kann 
deshalb  zu  der  anschaulichen  Bestimmung  der  Brennpunkte  gewisser 
Schnitte  eines  Kegels  dienen.  Der  Kegelschnitt,  den  eine  Tangential- 
ebene einer  Kugel  aus  einem  Kegel  zweiten  Grades  herausschneidet, 
hat  den  Berührungspunkt  zum  Brennpunkt,  wenn  die  Kugel  zwei 
Kreise  mit  dem  Kegel  gemein  hat,  deren  Schnittpunkte  der  Tangential- 
ebene angehören  (27).  Chasles  verweist  hier  auf  Oonstructionen, 
die  er  für  die  Brennpunkte  der  Schnitte  eines  schiefen  Kreiskegels 
bei  früheren  Gelegenheiten  gegeben  hatte.*) 


*)  Die  eine  Constniction  giebt  Chasles  in  der  Notiz:  Sur  la  mani^re 
de  coostroire  les  foyers  dans  le  cöne  obliqne,  et  d^y  d^montrer  leurs 
propri^t^,  Apercu  historiqne,  Note  4,  S.  286 — 288.  Wird  eine  Gerade  l 
Ton  zwei  Kreisen  mit  den  Mittelpunkten  M.  und  M^  in  demselben  Punkte 
P,  eine  durch  l  gelegte  Ebene  ron  zwei  M. ,  M^  euthaltenden  Kreisen 
der  Ebene  PM^  Jtf,  in  den  Punkten  F, ,  F^  oerührt,  so  gehört  der  durch 
die  Brennpimkte  2^|,  F^  und  den  Scheitel  P  emdeutig  bestimmte  Kegelschnitt 
dem  einzigen  Kegel  an,  welcher  die  beiden  ersten  Kreise  enthält.  Diese 
Constmction,  weiche  mit  der  oben  angeführten  Kegel  Chasles'  in  Ein- 
klang gebracht  werden  kann,  hän^  auch  mit  einem  bereits  angeführten 
Satz  von  Chasles  über  die  allgemeine  Focale  —  eine  circulare  Curve  C,  — , 
zusammen,  welche  oben  gerade  als  Ort  der  bezeichneten  Brennpunkt- 
paare  F^F^  definirt  wurde  [XXV,  1].  Als  zweiter  Brennpunktort  rar  die 
Schnitte  des  Kegels,  welche  in  P  die  beiden  Kreise  berühren,  ergiebt  sich 
übrigens  ein  Kreis  über  dem  Durchmesser  itf}  M^  in  einer  zu  Pitf|  itf,  senk- 
rechten Ebene.  Die  zweite  Regel  Chasles'  beruht  auf  folgender  Über- 
legung: Die  Gerade  2,  welche  die  Mittelpunkte  der  einen  Schar  7on  Kreisen 
eines  Kegels  enthält  ^  ist  der  Ort  des  emen  Brennpunktes  für  eine  zweite 
Schar  ähnlicher  Schmtte  des  Kegels.  Die  Ebenen  der  Kreise  lieffen  zu  denen 
der  Kegelschnitte  symmetrisch  hinsichtlich  einer  zu  I  senkrechten  Ebene. 
Diese  Kegel  beruht  auf  der  Ermittelung  der  homologen  Punkte,  welche 
znsammei^allen,  wenn  man  zwei  perspectivisch-collinear  bezogene  Ebenen 
durch  Drehung  um  ihre  Schnittlinie  zur  Deckung  brin^.  Diese  Her- 
leitong  findet  sich  in  der  Abhandlung:   Chasles,  Memoire  sur  diverses 
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5.  Die  Eegelsclinitte  C%j  Ci-,  Ci\  .  .  .  eines  Bflschels  treffen  eine 
Gerade  in  Punktepaaren  einer  Involution,  deren  Doppelpunkte  E 
und  E'  far  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  conjugirt  sind.  Die 
Polaren  aller  einem  Büschel  angehörenden  Kegelschnitte  nach  eineni 
beliebigen  Punkte  E  haben  also  (38)  einen  zweiten  Punkt  E' 
mit  einander  gemein.  Bewegt  nuin  E  über  eine  Gerade  e,  so  be* 
schreiben  seine  Polaren  nach  C$  und  Ci  projectiyische  Strahlenbnsdielf 
deren  Scheitel  die  Pole  Ton  e  nach  C«  und  Ög  sind.  Sie  erzeugen  einen 
Kegelschnitt^  von  dem  jeder  Punkt  zu  einem  von  e  £Qt  alle  Keg^* 
sdmitte  des  Büschels  conjugirt  ist,  der  aber  zagleidi  die  Pole 
Ton  e  hinsichtlich  der  Kegelschnitte  des  Büschels  enthiüt.*)  Hier- 
nach ist  z.  B.  der  Mittelpunktkegelschnitt  H^  einos  Büschels,  den  ein 
Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  O  und  ein  Kegelschnitt  C^  bestimmen,  eine 
gldehseitige  Hyperbel,  deren  Asymptoten  zu  den  Axen  von  C^  parallel 
sind.  In  jedem  Punkte  desselben  schneidet  sich  ein  Durchmesser 
Ton  Cj  mit  dem  Lote,  das  die  Tangenten  in  seinen  Endpunkten  au 
0  emp&mgen  (46).  H^  enthält  deshalb  (47)  die  FuJGspunkte  der 
Normalen,  die  sich  von  0  aus  auf  Cj  flüliea  lassen.*^)  Ohne  d&ü 
die  gleichseitige  Hyperbel  ihre  Bedeutung  ändert,  kann  man  dea 
gegebenen  Kreis  durch  einen  concentrifichen,  C^  durch  einen  homo- 
thetischen  —  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  —  Kegelschsitt 
mit  demselben  Mittelpunkt  ersetzen,  endlich  kann  für  C^  ein  belid)iger 
Kegelschnitt  des  Büschels  eintreten^  den  er  mit  einem  der  Ereise 
bestimmt.  H^  enthält  deshalb  die  Schnittpunkte  der  Geradenpaare  aller 
dieser  Büschel  und  die  Mitten  der  Sehnen,  welche  irgend  zwei  der 
eingeführten  Kegelschnitte  miteinander  bestimmen,  H^  kann  z.  B.  audi 
als  der  Ort  der  Fufspunkte  der  Noimalen  definirt  werden,  welche 
man  auf  homothetische  concentrische  Kegelschnitte  von  einem  Piukt 
aus  fällen  kann. 

6.  Ein  Büschel  von  Kegelschnitten,  welcher  einen  Kreis  enthält, 
geht  bei  der  Transformation  mittels  des  Polarsystems  des  genannten 
oder  eines  concentrischen  Kreises  in  eine  Schar  über,  welche  einen 
Kreis  enthält.     Die  gleichseitige  Hyperbel  verwandelt  sich  hierbei  ii 

mani^res  de  gänäralisM  . . .  Maci^re  de  dämontrer  dans  le  cöne  oblique 
les  propri^tds  des  foyers  des  sections  coniques,  Liouy.  Joum.,  Bd.  2, 1837, 
S.  8ft8-^0ö  (8.  S97).  Auch  im  Apei^u  historique  (8.  VA2)  ist  dieee  Est- 
Wickelung  angedeutet. 

*)  Man  erwartet  hier  eigentlich  den  Namen  Poncelet's  dtirt  n 
finden  ff  VII,  10].  Chasles  begnügt  sich  aber  (43)  mit  den  Worten: 
Diese  Eigenschaften  des  Eegelschnittes  seien  bekannt,  aber  man  habe  sie 
bisher   auf  yerschiedene  Weisen  gezeigt.    Die  gegebenen  Beweise  seiea 

finz  einheitlich  nnd  berohen  nnr  auf  den  bekanntesten  Eigensch^ten  der 
egelechnitte. 

**)  Steiner  hat  diesen  Gedanken  auf  algebraische  Cnrven  imd 
Flächen  übertragen  in  der  Abhandlung:  Steiner,  Über  algebisiicbe 
Curven  und  Flächen,  Crelle's  Journal,  Bd.  49,  1866,  8.  833—848  (Ges.  W^ 
Bd.  2,  S.  62l^eS7). 
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eine  PanM  F^  d«ren  Directrix  O  enthalten  muDs,  da  sie  aus  diesem 
Punkte  zwei  aufeinander  senkredite  Tangenten  empfängt.  Ans  den 
yerschiedenen  Eigenschaften,  die  oben  angefahrt  wurden,  ergiebt  sidb 
mithin  (70ff.):  „Die  Kegelschnitte  einer  Schar,  welcher  ein  Kreis  an- 
gehört, empfangen  ans  dem  Mittelpunkte  0  desselben  Tangentenpaare 
mit  gemeinsamen  Winkelhalbirenden.  Die  Polaren  des  Punktes  0 
nach  den  Kegelschnitten  der  Schar  umhüllen  eine  Parabel,  deren 
Bireetrix  0  angehört.'^  Die  Fulspunkte  der  Normalen,  welche  man 
rem  0  aus  auf  die  Kegelschnitte  der  Schar  fällen  kann^  erfüllen  die 
Fnlspnnktcurve  der  Parabel  nach  0,  also  eine  Curve  C^  mit  dem 
Boppelpxmkt  0*);  sie  fällt  nach  Dandelin's  Entwickelung  mit  der 
,^ocale  a  noeod^^  [^^i  4]  zusammen.  Sie  wird  auch  von  den  Ecken 
derVierseite  erfüllt,  welche  einem  beliebigen  Kegelschnitte  C^  der  Schar 
und  Kreisen  mit  dem  Mittelpunkte  0  zugleich  umschrieben  sind  [80]. 
An  der  älteren  Figur  umhüllen  deshalb  die  Sehnen,  welche  ein 
Kegelschnitt  mit  concentrischen  Kreisen  gemein  hat,  eine  Gurre 
Tierter  Ordnung  mit  unendlich  femer  Doppeltangente. 

Die  Gurye  C,  kann  allgemeiner  als  Ort  der  Punkte  definirt 
werden,  an  denen  die  Schar  eine  Tangenten -Involution  mit  auf- 
ein&ndo'  senkrechten  Doppelstrahlen  bestimmt.  Einer  dieser  Doppel- 
straUen  projicirt  0;  die  Curve  C,  enthält  also  auch  die  Berührungs- 
pnnkte  der  Tangenten,  welche  die  Kegelschnitte  der  Schar  aus  0 
eriialten.  Sie  besteht  femer  nach  dieser  neuen  Definition,  was 
Ch&sles  später  zu  entwickeln  verspricht,  aus  den  Brennpunkten  der 
Kegelschnitte  der  Schar.  Wie  leicht  zu  ersehen,  kann  man  jetzt 
statt  der  gegebenen  zu  ihnen  confocale  Kegelschnitte  einsetzen.  Die 
Cmre  enthält  die  FuLspunkte  der  Normalen,  welche  man  auf  alle  so 
entstandenen  Kegelschnitte,  z.  B.  auf  die  Axen  der  Kegelschnitte  der 
ursprünglichen  Schar,  fällen  kann  (78).  In  diesen  Entwickelungs- 
gang  fogen  sich  auch  frühere  Sätze  Chasles'  über  die  Foeale  mit 
Doppelpunkt  ein,  z.  B.  der  Satz:  ^Confocale  Kegelschnitte  empfangen 
ans  einem  beliebigen  Punkte  Tangenten  (Normalen),  deren  Be- 
rährangspunkte  (Fufspunkte)  einer  Foeale  mit  Doppelpunkt  angehören.^^ 
Yerschaffl;  man  sich  den  Satz,  dafs  die  Brennpunktcurve  einer  Kegel- 
schnitt-Schar eine  allgemeine  van  Re  es 'sehe  Foeale  ist,  so  werden 
die  beiden  oben  [XXV,  1]  angeführten  Sätze  über  Glanzpunkte 
eyident    Offenbar  bereitet  sich  in  diesen  Entwickelungen  die  Definition 


*)  Chasles  macht  hier  folgende  Überlegung:  Nach  einem  Satze  von 
Lambert  umhüllen  die  Geraden,  welche  auf  den  von  0  ausgehenden 
Strahlen  in  ihren  Schnittpunkten  niit  einer  Transversale  l  senkrecht  stehen, 
eine  Parabel,  welche  mit  einem  gegebenen  Kegelschnitt  vier  Tangenten 
gemein  hat.  Deshalb  hat  die  Fufspunktcurve  des  Kegelschnittes  nach  0 
vier  Schnittpunkte  mit  l  gemeinsam,  ist  eine  Curve  C^,  Ist  der  vorgelegte 
Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  reducirt  sich  die  Ordnung  der  Curve  augen- 
scheinlich auf  drei  (Fufanote  zu  77). 
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der  allgemeinen  Curve  Cg  als  der  Ort  der  Punkte  vor,  aus  denen  sämt- 
liche Kegelschnitte  einer  Schar-Schar  Tangentenpaare  erhalten,  die 
einer  Involution  angehören.  Die  angeführten  Sätze  werden  sämtlich 
für  die  aus  den  Punktepaaren  einer  Schar-Schar  gebildete  Curve  C, 
evident,  wenn  die  beiden  unendlich  fernen  Kreispunkte  ein  Punkte- 
paar der  Schar-Schar  bilden,  oder  wenn  dieselbe  noch  speciellar  eine 
Mannigfaltigkeit  concentrischer  Kreise  enthält. 

7.  Chasles  behandelt  nunmehr  einige  auf  conjugirte  Sehnen 
bezügliche  Aufgaben.  Bei  der  Aufsuchung  der  zu  einem  Kegelschnitte 
und  einem  Kreise  gehörenden  conjugirten  Sehnen  handelt  es  sich  haupt- 
sächlich um  die  Ermittelung  der  reellen  Elemente  des  beiden  Kegel- 
schnitten  gemeinsamen  Polardreiecks.  Die  so  entstehende  Lösung  der 
Aufgabe  entspricht  genau  der  Entwickelung  Poncelet's  [XVII,  10], 
dessen  Name  aber  nicht  genannt  wird.  Auch  das,  was  Chasles  hier 
(85)  über  die  Construction  der  Aren  eines  Kegels  zweiten  Grades 
anführt,  ist  nur  eine  Variante  der  schönen  Entwickelung  Poncelet's 
[AIX,  5];  es  handelt  sich  darum,  das  Polardreiflach  zu  finden^  welches 
das  Polarsystem  eines  gegebenen  Kegels  mit  der  Spitze  S  mit  einem 
zweiten  gemein  hat,  für  das  je  zwei  von  S  ausgehende  aufeinand^ 
senkrechte  Strahlen  conjugirt  sind.  Auf  einer  beliebigen  Hül£sebene 
bestimmen  deshalb  die  Axen  ein  gemeinsames  Polardreieck  eines  ima- 
ginären Kreises,  und  des  Kegelschnittes,  den  die  Hülfsebene  mit 
dem  Kegel  gemein  hat.  Die  Lösungen,  die  Chasles  bei  einer 
früheren  Gelegenheit*)  von  dieser  Aufgabe  gegeben  hatte,  beruhen 
auf  der  Ermittelung  eines  zweiten  mit  dem  gegebenen  coaxialen 
Kegels.  Je  zwei  gegenüberliegende  Ebenen  des  aus  den  Schnitt- 
geraden bestehenden  Vierkants  schneiden  sich  in  einer  der  gesuchten 
Axen.  Ein  solcher  Kegel  wird  z.  B.  von  denjenigen  Ebenen  umhüllt, 
die  auf  den  Strahlen  des  gegebenen  in  der  Spitze  senkrecht  stehen. 
Andererseits  kann  man  davon  Gebrauch  machen,  dafs  zwei  Focal- 
kegelschnitte  an  einem  beliebigen  Baumpunkte  confocale,  mithin 
eoaxiale  Kegel  bestimmen.  Liegt  der  eine  Kegelschnitt  auf  dem  ge- 
gebenen Kegel,  so  bestimmt  sein  ohne  weiteres  gegebener  Focal- 
kegelschnitt  ebenfalls  einen  Hülfskegel  von  der  betraditeten  Art 

Nach  dem  gleichen  Principe  löst  Chasles  an  anderer  Stelle^) 
aus  dem  Continuitätsprincip  heraus  die  Aufgabe,  die  Axen  eines 
EUipsoids  zu  finden,  von  dem  drei  conjugirte  Halbmesser  OA,  OB^ 
OC  gegeben  sind.  Der  Cylinder,  welchen  die  zu  OA  parallelen 
Tangenten  des  EUipsoids  erfüllen,  und  sein  imaginärer  Asjmptoten- 
kegel    treffen  die    Tangentialebene    von   A   in    zwei    Kegelschnitten, 

•)  Chasles,  Aperyu  historiquCj  S.  82  (Fursnote). 
^  Chasles,  Application  du  pnncipe  des  relations  contingentes  k  la 
question  de  d^terminer,  en  grandeur  et  en  direction,  les  trois  diam^tres 
principanx   d^un   ellipsotde   dont  trois  diam^tres  coigugu^s  sont  donn^ 
Aper9U  historique,  Note  25,  S.  S69 — 868. 
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die  den  Älinlichkeitspmikt  Ä  xmä  das  Ähnlichkeitsverhältnis  1  :  i  auf- 
weisen. Die  letztere  imaginäre  Ellipse  bestimmt  als  Grenzkegelschnitt 
nnzweidentig  eine  Schar  confocaler  flächen  F^^  die  von  0  aus  unter  sich 
und  mit  dem  Asymptotenkegel  confocale  Tangentialkegel  erhalten.  Das 
gemeinsame  Polartripel  irgend  zweier  dieser  Kegel  besteht  aus  den 
Axen  der  Fläche.  Insbesondere  kann  man  die  beiden  Kegel  benutzen, 
welche  die  reellen  Grenzkegelschnitte  der  Schar  projiciren.  Jeder  der- 
selben hat  zwei  Scheitel  der  imaginären  Ellipse  zu  Brennpunkten,  die 
zugehörigen  Brennpunkte  derselben  zu  Scheiteln,  ihre  Ebenen  enthalten 
die  Normale  des  Ellipsoids  in  Ä,  Bestinunt  man  also  Ton  der  Ellipse, 
welche  die  mit  OB  und  0  (7  parallelen  und  gleichen  Strecken  ÄB^  und 
ÄC^za  conjugirten  Durchmessern  hat  und  also  von  dem  oben  erwähnten 
TangentialcyUnder  ausgeschnitten  wird,  die  Halbazen  ÄL  =  l  und 
AM  =  w  (J  >  m),  so  hat  man  es  mit  einer  Hyperbel  und  einer  Ellipse 
zu  thun,  deren  in  ÄL  und  AM  hineinfallende  Nebenazen  die  Gröfse 
yp  —  m*  aufweisen,  deren  reelle  Brennpunkte  sich  auf  der  Normale 
des  Ellipsoids  in  ^1  in  den  Abständen  +  ^  +  *^  finden.  Die  drei 
Axen  des  Ellipsoids  sind  übrigens  zugleich  die  Normalen  der  drei 
confocalen  Flächen  des  Systems,  die  0  enthalten;  die  drei  Strecken, 
welche  diese  Flächen  auf  der  Normale  des  Ellipsoids  in  Ä  abschneiden, 
sind  —  wie  Chasles  ohne  Beweis  anfOhrt  —  die  drei  correspon- 
direnden  Axen-Längen.  Nach  dem  Rest  der  Note  wtbrden  die  Mittel- 
punkte der  Ellipsoide,  von  denen  die  Endpunkte  Ä^  B,  C  dreier 
conjugirten  Halbmesser  und  die  Länge  der  einen  Axe  gegeben  sind, 
eine  Oberfläche  F^  erfüllen,  deren  reelle  Focalkegelschnitte  auf  die 
eben  erläuterte  Art  aus  der  Ellipse  entstehen,  welche  in  den  Punkten 
Ä^  B^  C  za  BC^  C-4,  AB  parallele  Geraden  bertlhrt.  Diese  Ent- 
wickelung  enthält  aber,  wie  mir  scheint,  einen  Fehler. 

Auf  andere  Weise  hat  übrigens  Hesse*)  die  Axen  einer  Ober- 
fläche F^  bestimmt.  Sind  drei  Sehnen  PA^,  -P-^n  P^t  einer  Ober- 
fläche F^  zu  drei  conjugirten  Durchmessern  derselben  parallel, 
so  haben,  wenn  P  fes^ehalten  wird,  alle  Ebenen  A^B^C^  nach 
Fregier's  Theorem  [IV,  8]  einen  Punkt  Q  miteinander  gemein.  Zu 
je  einem  analogen  Punkte,  B  und  S^  führen  einmal  die  orthogonalen 
Trieder,  welche  von  P  ausgehen,  femer  die  Tripel  von  Strahlen, 
welche  auf  drei  conjugirten  Durchmesserebenen  von  F^  senkrecht 
stehen.  Die  Ebene  QBS  hat  mit  F^  einen  Kegelschnitt  C^,  mit 
einer  zu  F^  concentrischen  und  P  enthaltenden  Kugel  den  Kreis  L^  ge- 

*)  Hesse,  Über  Oberflächen  zweiter  Ordnmig,  Crelle's  Joum., 
Bd.  18,  1838,  S.  101---118  (Abb.,  S.  1—20).  Auf  ganz  analoge  Art  wird  die 
AnfisQchmiff  des  zwei  Oberflächen  F^  und  O^  ffemeinpamen  Tripels  conju- 
girter  Durdmiesser  in  einer  aus  HeBse's  Nachlasse  veröfientlichten  Arbeit 
behandelt.  Vergl.:  Hesse,  Constmction  der  zweien  gegebenen  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  gemeinschaftlichen  conjugirten  Linien.  (Auszug  aus  einem 
Manuscripte  vom  Jahre  1887.)   (Abb.,  S.  619 — 686). 
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meinsanL  Die  beiden  Kegel,  welche  C^  und  X,  von  P  ans  projicirea, 
haben  drei  zu  den  Hauptaxen  parallele  Strahlen  and  einen  Nebenstrahl 
miteinander  gemein,  dessen  Constroction  Hesse  angiebt  (S.  16). 

8.  Der  noch  zu  besprechende  Best  (§  9)  Ton  Ch&sles'  Abhand- 
lung ist  der  Theorie  der  eonjugirten  Kegel  („cones  coirjomts")  einer 
Oberfläche  F^  gewidmet.  Ich  erledige  diesen  Teil  der  Abhandhug 
sogleich  hier,  weil  die  Ton  Ghasles  fortgelassenen  Begründungoi  aeb 
ohne  weiteres  aus  der  Analogie  zur  Ebene  ergeben«  Sehnen  Ä^A^^ 
^i^%i  C^C^, . . .  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  eisen 
Punkt  S  enthalten  und  die  Relation 

«rfQllen,  sind  nach  dem  zum  Potenzsatz  des  Apollonius  analogen 
Theorem  zu  Halbmessern  d^  Fläche  JF^  yon  gleicher  Länge  parallel. 
Die  Sehnen  —  diesen  Satz  hatte  bereits  Terquem*)  ausgesprochen  — 
gehören  deshalb  einem  Kegel  zweiten  Grades  an;  jeder  in  einer  Tan- 
gentialebene desselben  enthaltene  Kegelschnitt  der  Fläche  F^  hat  eine  zor 
Berührungslinie  parallele  Axe.  Wie  Ghasles  weiter  entwickelt,  sind 
die  Axen  des  Kegels  zu  denen  der  Fläche  P^  P^uullel;  seine  cyklisdien 
Ebenen  enthalten  zwei  Kreise  derselben.  Die  Ber&hrungsstrahlen 
einer  gemeinsamen  Tangentialebene  zweier  eonjugirten  Kegel  mit 
gleicher  Spitze,  die  zu  den  Axen  eines  Kegelschnitte  parallel  sind, 
stehen  (91)  aufeinander  senkrecht. 

Die  Mittelpunkte  eines  Büschels  von  Flächen  F^^  der  eine 
Kugel  enthält,  erfüllen  eine  Baumcurve  B^  (101).  In  jedem  ihrer 
Punkte  tre£fen  sich  ein  Durchmessser  einer  Fläche  des  Böjscheb  und 
das  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  auf  die  zugehörigen  Tangentialebenen 
gefällte  Lot.  Bei  ihrer  Erzeugung  kann  man  die  Kugel  durch  eine 
concentrische  ersetzen,  oder  F^  nach  irgend  einem  ÄhnlichkeitsTerhSlt- 
nis  von  ihrem  Mittelpunkt  aus  umformen,  oder  endlich  sie  durch  eine 
beliebige  Oberfläche  des  Büschels  ersetzen,  den  eine  der  Kugeb  mit 
einer  der  bisher  eingeführten  Flächen  F^  bestimmt  Auf  jeder  diföer 
Oberflächen  schneidet  die  Curve  B^  die  sechs  Fufspunkte  der  Normalen 
aus,  die  sie  aus  dem  Mittelpunkt  M  der  Kugel  erhält.  Die  Ko^ 
malen  selbst  gehören  einem  Kegel  zweiten  Grades  an.  In  jedm 
Büschel,  den  eine  der  Kugeln  mit  einer  der  eingeführten  F^  bildet, 
kommen  vier  Kegel  vor,  deren  Spitzen  auf  B^  liegen.  Bedudrt  sich 
die  Kugel  auf  den  Punkt  M^  so  fällt  eine  der  yier  Spitzen  nach  M^ 
die  drei  anderen  gelangen  in  die  Polarebene  von  F^  hinein  und 
werden  daselbst  von  den  Hauptaxen  des  F^  umschriebenen  Kegels 
mit  der  Spitze  M  ausgeschnitten.  Diese  Hauptaxen  beschreiben  (97) 
den  Normalenkegel,   wenn  F^  zu  sich  selbst  ähnlich  verändert  wird 

*)  Terquem.  Notes  historiques,  ...  Et  observationfl  snr  quelques 
th^orämes  de  M.  Chaales,  Liouv.  Joum.,  Bd.  8,  18Ä8,  S.  »7—101  (S.  100). 
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oder  einen  der  oben  erwähnten  Büschel  beschreibt.  Die  allen  Ober- 
flächen gemeinschaftlichen  Axen-Bichtungen  bestimmen  die  nnendlich 
fernen  Punkte  von  72^.  Chasles  erwähnt  femer  (100)  das  erst  später 
[YergL:  XXIX,  9]  begründete  Resultat,  daOs  die  Fulspankte  der 
Normalen  homothetischer  concentrischen  Oberflächen  F^y  welche  eine 
Gerade  treffen,  einem  einschaligen  Hjrperboloid  angehören. 

9.  Ich  konmie  jetzt  zur  Schilderung  der  sehr  ausführlichen 
Untersuchungen  von  Seydewitz*)  zur  Theorie  der  Involution. 
Seine  Darlegungen  schlie&en  sich  ajds  engste  denen  Steiner 's  an, 
dessen  er  wiederholt  mit  Wärme  gedenkt.  Zunächst  wird  der  Satz 
vom  Doppelverhältnis  bei  perspectivischen  Geraden  entwickelt,  aus 
dem  die  Beziehung 

ÄF '  ÄiG^  =  BF '  B.Gi  -=»  CF '  C^a^  =  '    ' 

entsprechender  Punktepaare  gegen  die  Fluchtpunkte  F  und  G^  ab- 
geleitet wird,  welche  erhalten  bleibt,  wenn  die  Punktreihen  in  schiefe 
Lage  gebracht  werden.  Legt  man  die  Punktreihen  so  aufeinander, 
dals  F  und  G^  an  eine  Stelle  M  kommen,  so  entspricht  nach  der 
Don  obwaltenden  Beziehung 

MÄ  •  MA^  =  MB  .  MB^  =  MC  •  MC^  =    •  • 

jedem  Punkte  des  Trägers,  mag  man  ihn  zur  einen  oder  anderen 
Beihe  rechnen,  derselbe  zweite  Punkt  desselben.  Wenn  in  zwei  pro- 
jectivischen  Punktreihen,  welche  der  Greraden  l  angehören,  irgend 
zwei  Punkte  Ä  und  Ä^  einander  wechselseitig  entsprechen,  so  gilt 
(S.  254)  das  Gleiche  bei  jedem  anderen  Paare  homologer  Punkte. 
Dreht  man  den  Träger  der  zweiten  Punktreihe  um  den  Mittelpunkt  von 
ÄÄ^,  bis  er  wieder  in  die  Gerade  l  hineingelangt,  so  entspricht  nun 
jeder  der  Punkte  Ä  und  J.^  sich  selbst;  daher  liegen  die  Flucht- 
punkte der  Punktreihen  nunmehr  symmetrisch  zum  Mittelpunkt  von 
^^ ;  sie  gelangen,  wenn  man  den  zweiten  Träger  in  seine  erste  Lage 
wieder  zurückdreht,  zur  Deckung.  Gemäfe  der  Fluchtpunktgleichung 
entsprechen  nun  auch  je  zwei  homologe  Punkte  einander  wechselseitig. 
Sind  andererseits  bei  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln  pq^  und 
p^q^  die  homologen  rechten  Winkel,  und  legt  man  die  Strahlen- 
büschel so  übereinander,  dais  p  und  q^  in  denselben  Strahl  m  ge- 
langen, so  entsprechen  wegen  der  Relation 

tg  am  •  tg  OjWi  =  tg  hm  •  ig  b^m  =  tg  om  •  tg  Cjm  =  •  •  • 

nunmehr  je  zwei  Strahlen  einander  wechselseitig.  Aus  Symmetrie- 
verhaltmssen  läfst  sich  wiederum  schliefsen,  dafis  concentrische 
projectivische  Strahlenbüschel  involutorisch  liegen,  sobald  irgend  zwei 
Strahlen    einander    wechselseitig    entsprechen.      Seydewitz    unter- 


*)  Seydewitz,    Theorie    der    involutorischen    Gebilde    nebst    An- 
wendongen  auf  die  Kegelsdmitte,  Grunert's  Arch.,  Bd.  4, 1844,  S.  246  —880. 

Jalmabericbt  d.  Dentsohen  MatheiiL-VeretnigTUig.    V,  8.  20 
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scheidet  nun  gleichliegende  involutorische  Gebilde  ohne  „Hanpt- 
elemente'^  und  ungleichliegende  mit  zwei  reellen  Hauptelementen, 
welche  jedes  Paar  entsprechender  Elemente  harmonisch  trennen, 
und  wendet  sich  sodann  zu  besonderen  Involutionen.  Hier  wird  zu- 
nächst die  (circulare)  ,Jnyolution  der  rechten  Winkel"  hervorgehoben. 
Seydewitz  bemerkt  femer,  dafs  zwei  ungleichlaufende  congniente 
Punktreihen,  wenn  sie  einer  Geraden  angehören,  zwei  ungleichlaufende 
congruente  Strahlenbüschel,  wenn  sie  von  einem  Punkte  ausgehen, 
involutorisch  liegen. 

10.  Ist  nun  auch  der  fundamentale  Satz,  daTs  die  involutorische 
Lage  projectivischer  Gebilde  durch  ein  einziges  Paar  wechselseitig 
entsprechender  Elemente  hervorgerufen  wird,  bei  Seydewitz  nicht 
aus  ganz  reiner  Quelle  geflossen,  so  hat  er  sich  desselben  doch  mit 
grolser  Geschicklichkeit  bedient,  um  eine  ganze  Reihe  bekannter  and 
neuer  Entwickelungen  in  naturgemäJÖBer  Weise   zu  verknüpfen. 

Es  werde  beispielsweise  die  Verknüpfung  eines  oben  [XXX,  2]  ed- 
gegebenen  Satzes  von  Chasles  mit  den  Polareigenschaften  des  Kegel- 
schnittes geschildert  (S.  262).  Sind  auf  einem  Kegelschnitt  K^  die 
Pxmktepaare  Ä^Ä^  imd  B^B^  gegeben,  so  legen  die  Schnittpunkte 
8j  «=  Ä^B^^  ^-^9  ^^^  ®2  *=  A^«»  -^^1  ®^®  Gerade  p  fest;  auf 
derselben  schneiden  die  Strahlenbüschel  mit  den  Scheiteln  ^,  J^, 
welche  den  Kegelschnitt  K^  erzeugen,  zwei  projeetivische  Punkt- 
reihen aus,  in  denen  83^  und  93^  einander  entsprechen,  mag  man  nun 
93i  in  die  eine  oder  andere  Reihe  rechnen.  Man  hat  es  also  mit  einer 
Involution  SB^  S^,  S^  S^,  2)i  S)} , . . .  zu  thun.  Die  projectivischen  Strahlen- 
büschel*) 

A(»i»2<£iS,2)iS)9  •  •  •)  =  ^(»2»iC««i2),3)i . . .) 

erzeugen  eine  Reihe  B^^B^  ^i  C^  -^i^j  •  .  •  von  Punkten,  welche 
dem  Kegelschnitte  angehört.  Die  Geraden  B^B^^  ^1^21  1\D^^... 
laufen,  da  jede  von  ihnen  mit  p  zusammen  die  Punkte  A^^  A^  har- 
monisch trennt,  in  einem  Punkte  P  von  Ä^^A^  zusammen.  Dies 
giebt  den  Satz:  „Die  Punktepaare  Ä^^A^^  B^B^^  C'jCg,  .  .  .,  welche 
die  Strahlen  eines  Büschels  mit  dem  Centrum  P  mit  einem  Kegel- 
schnitt K^  gemein  haben,  werden  von  einem  beliebigen  Punkte  des- 
selben  aus    durch    Strahlenpaare    einer  Involution   projicirt,  welche 


*)  Seydewitz  bedient  sich  des  Gleichheitszeichens,  mn  die  projee- 
tivische Beziehung  zwischen  einförmigen  Gebilden  zu  kennzeichnen.  Die 
Gleichung 

5(abcb.  ..)  =  B'  (a'b'c'b'  •  •  ) 

drückt  z.  B.  aus,  dafs  die  projectivischen  Punktreihen  abcb  •  •  •  und 
a'b'c'b'  •  •  •  den  Geraden  B  und  B'  angehören.  Auch  bei  Seydewitz, 
wie  schon  vorher  bei  Steiner,  habe  ich  durchgehends  für  Punkte  ffrofse, 
für  Geraden  kleine  Buchstaben  gen^hlt,  griechische  Buchstaben  für  £benen 
reservirt.  Auch  sonst  habe  icl^  wo  dies  der  Übersichtli(^eit  halber  ge- 
boten schien,  die  Bezeichnungsweise  von  Seydewitz  gehindert. 
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die  Polare  p  von  P  in  den  ihr  angehörigen  Paaren  conjngirter 
Punkte  treffen;  diese  Punktepaare  gehören  deshalb  ebenfalls  einer  In- 
Tolntion  an.  Besonders  brauchbar  ist  (S.  266)  dieser  Satz  in  seiner 
specielleren  Form:  „Zwei  Seiten  eines  beliebigen,  einem  Kegelschnitt 
eingeschriebenen  Dreiecks  treffen  eine  zu  der  dritten  Seite  conjugirte 
Gerade  in  conjngirten  Punkten."  Der  entsprechende  Satz  wird  för 
die  Paare  conjngirter  Strahlen  („zugeordneter  harmonischen  Polaren") 
ausgesprochen,  die  durch  einen  Punkt  hindurchgehen. 

Ein  Punkt  P  ist  im  allgemeinen  nur  auf  einer  ihn  enthaltenden 
Geraden  der  Mittelpunkt  der  ihr  angehörigen  Involution  conjugirter 
Punkte  eines  Kegelschnittes  C,;  diese  Gerade  ist  zu  der  Polare 
Ton  P  parallel.  Ein  einziger  Punkt  der  Ebene,  der  —  bei  der 
Parabel  unendlich  ferne  —  Mittelpunkt  M  des  Kegelschnitts,  be- 
sitzt diese  Eigenschaft  fi&r  alle  ihn  enthaltenden  Geraden,  die  Durch- 
messer. Die  Potenz  einer  Durchmesser-Involution  ist  gleich  dem 
Quadrat  des  zugehörigen  reellen  oder  rein  imaginären  Halbmessers. 
Werden  zwei  conjugirte  Durchmesser  von  der  Tangente  in  einem 
Scheitel  8  der  Hauptaxe  in  8^^  8^,  von  Parallelen,  die  man  durch 
S  zu  M8^  und  M8^  gelögt  hat,  in  T^,  Tj  getroffen,  so  ist  2\  zu 
^,  T^  zu  iS^  conjugirt;  somit  sind  die  Quadrate  der  MSj^  und  MS^ 
angehörigen  Halbmesser,  M8i  •  MTj^  und  M8^  -  MT^^  festgelegt.  Da 
SS^  •  88^  gleich  dem  Quadrat  der  Nebenaxe  ist,  kann  Seydewitz 
(S.  269 ff.)  den  Satz  ableiten:  „Bei  jedem  Kegelschnitte  ist  die  Summe 
der  Quadrate  conjugirter  Halbmesser  constani"  In  ähnlicher  Weise  ent- 
wickelt Seydewitz  die  andere  bekannte  Relation  zwischen  zwei  con- 
jugirten  Halbmessern  und  gelangt  (S.  274)  bei  der  Frage  nach  den 
Punkten,  deren  conjugirte  Strahlen  ungleichlaufende  congruente 
Strahlenbüschel  beschreiben,  die  also,  anders  ausgedrückt,  Paare  senk- 
rechter Tangenten  aussenden,  zu  dem  de  laHire 'sehen  Kreise  [S.7***]. 

11.  Seydewitz  fragt  nun  (S.  275)  nach  den  Pimkten,  deren 
conjugirte  Strahlen  eine  Involution  der  rechten  Winkel  bilden. 
Ein  derartiger  Punkt  F  kann  nur  einer  Axe  l  des  Kegelschnitts  an- 
gehören, denn  auch  der  Durchmesser  MF  muTs  mit  der  Parallelen 
zu  dem  zu  MF  coi\jugirten  Durchmesser  nach  der  Voraussetzung  einen 
rechten  Winkel  einschliefsen.  Da  F  innerhalb  des  Kegelschnittes  liegt, 
trifft  l  denselben  in  zwei  reellen  Punkten,  deren  Tangenten  Oj»  ^ 
eine  beliebige  Tangente  h  in  den  Pimkten  J^j,  B^  schneiden  mögen. 
Zu  der  unendlich  fernen  Ecke  des  aus  o^,  a^  und  h  gebildeten 
Dreiecks  ist  jeder  Punkt  P  von  l  conjugirt,  deshalb  sind  PB^  und 
PB^  conjugirte  Strahlen.  Ein  reeller  Schnittpunkt  F  der  Aze  l 
mit  einem  Kreise  über  dem  Durchmesser  ^x-^8  ^^i^^^^  &1^  zwei 
Paare  aufeinander  senkrechter  conjugirten  Strahlen  aus,  deren  eines 
aus  den  Strahlen  FB^^  xmd'  FB^,  deren  anderes  aus  der  Axe  und 
dem  in  F  errichteten  Lote  besteht.  F  trägt  somit  eine  circulare 
Involution  zum  Polarsystem  des  Kegelschnittes  bei  und  ist  deshalb  ein 

20* 
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Brennpunkt  desselben.*^)  Ganz  nacb  dem  Vorgange  Poncelet's  ent- 
wickelt nun  Sejdewitz  aus  diesem  fundamentalen  Theorem  de  U 
Hire's  [VI,  3]  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Brennpunkte.  Er 
hebt  femer  ebenso  wie  Poncelet  ausdrücklich  hervor,  d&fs  zu  den 
reellen  Brennpunkten  auf  der  Hauptaxe  des  Kegelschnitts  sich  noch 
zwei    imaginäre  gesellen,  welche  der  Nebenaxe  angehören. 

Hier  werde  die  Besprechung  einer  Arbeit  aus  dem  Ji^ire  1846 
eingeschaltet,  in  welcher  Chasles**)  den  Begriff  „Brennpunkt"  in 
folgender  Weise  erweitert:  Ein  gegebener  Kegelschnitt  K^  hat  bezüg- 
lich eines  beliebigen  HtQfskegelschnittes  2^  zwei  Brennpunkte  8 
und  S\  Die  Involutionen  conjugirter  Strahlen,  welche  8  und  S' 
aussenden,  entstehen  durch  Parallelverschiebung  aus  der  Involution 
conjugirter  Durchmesser  von  2^;  einem  Kreise  gehören  die  eigent- 
lichen Brennpunkte  zu.  Auf  diese  Art  lassen  sich  die  Brennpunkt- 
eigenschaffcen  auf  beliebige  Punkte  der  Ebene  übertragen.  Beispiels- 
weise unterscheidet  sich  für  jeden  Punkt  P  von  K^  das  Verhältnis  seiner 
Entfernungen  von  einem  2^  zugehörigen  Brennpunkte  S  und  von 
dessen  Polare  nach  K^  um  einen  constanten  Factor  von  dem  zu  SP 
parallelen  Durchmesser  von  £^.  Damit  übrigens  K^  zwei  reeUc 
Brennpunkte  hinsichtlich  Xj  zugehören,  mufs  man  stillschweigend  2^ 
als  Ellipse  voraussetzen.  Hinsichtlich  einer  Hyperbel  Z^  kann  i^, 
wie  auch  Chasles  hervorhebt,  vier  oder  überhaupt  keine  reellen 
Brennpunkte  aufweisen. 

12.  In  der  Fortsetzung  der  oben  besprochenen  Arbeit '^♦•)  ver- 
folgt Seydewitz  zunächst  das  Ziel,  die  Entwickelungen  Poncelet's 
über  die  gemeinsamen  Elemente  zweier  Kegelschnitte  [XVll,  10] 
im  Sinne  der  projectivischen  Erzeugung  darzustellen.  Seine  Dar- 
legungen, die  sich  ziun  Teil  auch  schon  in  einer  oben  geschilderten 
Abhandlung  Chasles'  vorfinden  [XXX,  5],  sind  für  die  synthetische 
Geometrie  gleichsam  typisch  geworden,  f)  Die  von  ihm  eingeführten 
Namen  sind  jedoch  nicht  eben  glücklich  und  deshalb  auch  nicht 
zur  Geltung  gelangt  Den  Punkt  T,  in  welchem  sich  die  Polaren 
eines  gegebenen  Punktes  S  nach  zwei  Kegelschnitten  H,,  95,  treffen, 
bezeichnet  Seydewitz  —  Übersetzimg  der  Poncelet'schen  Be- 
zeichnung „points  reciproques"  —  als  den  „Wechselpunkt"  von  S; 


*)  In  natnrgemäfser  Begründung  gelangt  Seydewitz  also  m  einem 
bereits  von  Apollonius  rVI,  2]  beobachteten  Zusammenhang  zurück. 

**)  Chasles,  G^n^ralisation  de  la  th^rie  des  foyers  des  sections 
couiques.  Application  k  des  points  quelconques,  de  toutes  les  propri^t^ 
auxquelles  donuent  Heu  ces  points  particuliers ,  Comptes  rendus,  &L  22, 
1846,  S.  894—900. 

***)  Seydewitz,  Theorie  der  etc.,  Grün.  Arch.,  Bd.  6,  1844,  8.  225—268. 

t)  Bei  Seydewitz  haben  wir  es  mit  4er  wirklichen  Auffindung  der 
Schnittpunkte  zu  thun,  während  bei  Poncelet  von  vornherein  die 
Existenz  der  Schnittpunkte  gesichert  sein  mufste,  und  nur  zu  ihrer  Fest- 
legung eine  Regel  gegeben  wurde. 
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Tungekehrt  ist  S  der  Wechselptinkt  von  T.  Wird  der  eine  von  zwei 
Wechselponkten,  S^  über  eine  Gerade  l  geführt,  so  beschreibt  der 
andere,  T,  den  „Wechselpunktkegelschnitt^^  L^  von  l.  Die  PoUiren  von 
5  nach  ^  tind  S^  beschreiben  nämlich  zwei  projectivische  Strahlen- 
bnschel,  welche  den  genannten  Ort  erzeugen.  Die  Wechselpunkt- 
kegelschnitte zweier  Geraden  {  und  m  schneiden  sich  zunächst  in 
dem  Wechselpunkte  des  Schnittpunktes  von  l  und  m  und  haben 
folgUch  entweder  noch  einen  reellen  Punkt  P  miteinander  gemein, 
welcher  bezüglich  St,  und  Sj  ^^^  gleiche  Polare  p  aufweist,  oder 
drei  reelle  Punkte  P,  Q,  B^  die  Ecken  des  St^  und  89^  gemeinsamen 
Polardreiecks.  Von  jeder  Ecke  desselben,  etwa  von  P,  gehen  unendlich 
yicle  Paare  von  „Wechselpunktstrahlen^^  etwa  aa^,  a'al,  a'ai\  ..., 
ans.  Jeder  Strahl  eines  Paares  bildet  mit  einer  Seite  des  Polar- 
dreiecks zusammen  den  Wechselpunktkegelschnitt  des  anderen.  Eine 
Gerade  {  und  ihr  zugehöriger  Wechselpunktkegelschnitt  X^,  welcher 
P  enthält,  sind  in  Hinsicht  ihrer  Wechselpunkte,  in  denen  sie  von 
den  Strahlenpaaren  aa^^  aai^  a"ai\,,,  getroffen  werden,  projectivisch. 
Deshalb  beschreiben  a  und  a^  projectivische  und,  weil  sie  einander 
fertauschbar  entsprechen,  involutorisch  bezogene  Strahlenbüschel. 
Ein  Doppelstrahl  dieser  Involution,  ein  „Hauptwechselpunktstrahl^^, 
ist  Träger  einer  beiden  Kegelschnitten  gemeinsamen  Involution  con- 
jugirter  Punkte.  Die  dualen  Fragen  führen  auf  „Wechselstrahlen", 
die  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  conjugirt  sind;  jede  Seite  des 
Polardreiecks  enthält  Paare  von  „Wechselstrahlenpunkten",  die  unend- 
lich viele  Paare  entsprechender  Wechselstrahlen  aussenden,  endlich 
sind  die  „Hauptwechselstrahlenpunkte"  Doppelpunkte  der  Involutionen, 
welche  diese  Punktepaare  bilden.  Jeder  Hauptwechselstrahlenpunkt 
sendet  eine  ^  und  9^  gemeinsame  Involution  conjugirter  Strahlen 
aas.  Je  zwei  Seiten  des  Polardreiecks  sind  Wechselpunktstrahlen. 
Haben  also  zwei  Kegelschnitte  ^  und  99,  ®^°  reelles  Polardreieck 
miteinander  gemein,  .so  sind  die  drei  Involutionen  von  Wechsel- 
punktstrahlen durch  ein  einziges  Paar  von  Wechselpunkten  fest- 
gelegt. Sejdewitz  gelangt  nun,  wiederum  genau  den  Spuren 
Poncelet's  folgend,  zu  drei  Paaren  reeller  gemeinsamen  Secanten 
oder  zu  einem  einzigen,  je  nachdem  die  beiden  Wechselpunkte 
in  demselben  der  vier  Gebiete  liegen,  welche  die  Seiten  des  ge- 
meinsamen Polardreiecks  abgrenzen,  oder  nicht.  Sind  zwei  Wechsel- 
strahlen bekannt,  so  kann  man  in  dualer  Weise  sofort  entscheiden, 
ob  sechs  oder  nur  zwei  reelle  Hauptwechselstrahlenpunkte  vor- 
liegen. Auch  wenn  nur  eine  Ecke  und  die  gegenüberliegende 
Seite  des  gemeinsamen  Polardreiecks  reell  sind,  werden  zwei  reelle 
gemeinsame  Secanten  s  und  5^  und  zwei  Punkte  ü  und  CT^,  von  denen 
Paare  gemeinsamer  Tangenten  ausgehen,  für  St^  und  Sg  nachgewiesen. 
Die  Kegelschnitte  schneiden  die  eine  der  beiden  Secanten  in  zwei 
reellen,  die  andere  in  zwei  imaginären  Punkten;   ebenso  sendet  von 
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den  Punkten  U  und  U^  der  eine  zwei  reelle,  der  andere  zwei  ima- 
ginäre gemeinsame  Tangenten  aus. 

13.  Seydewitz  geht  jetzt  (S.  238)  zu  dem  Satze  über:  Zwei  be- 
liebige Kegelschnitte  ^,  S^  ^^^  ^^^^  gegenüberliegende  gemeinschaft- 
liche Secanten  s,  s^  derselben  werden  von  einer  beliebigen  Geraden  l 
in  drei  Punktepaaren  einer  Involution  geschnitten.  Trennen  die  EHmkte- 
paare,  welche  ^  und  S,  auf  l  ausschneiden,  sich  nicht,  so  bestimmen 
sie  eine  Involution,  deren  reelle  Doppelpunkte  S  und  T  Wechsel- 
punkte von  9(2  und  93g  sind,  und  deshalb  nach  dem  obigen  andi 
durch  die  Secanten  5,  s^  harmonisch  getrennt  werden.  Aus  diesen 
Grunde  ist  der  Satz  fär  die  Greraden  erwiesen,  die  ein  reelles  Paar  tob 
Wechselpunkten  enthalten,  also  für  alle  Geraden  bei  einem  Büschel  mit 
vier  imaginären  Grundpunkten.  Schneiden  sich  jedoch  tCg  und  8| 
in  zwei  reellen  Punkten  8^  und  S^^  so  mag  sie  ein  beliebig  durch 
S^  gezogener  Strahl  o^  nochmals  in  L^  und  Jtf^,  ein  zweiter  S^ 
enthaltender  Strahl  Og  in  X^  und  M^  treffen.  Alsdann  muls  eine 
beliebige  Tranversale  l  nach  Desargues'  Involutionssatz*)  einmal  die 
Geradenpaare  S^S^^  A-^av  '^lA)  ^%^t  ^^^  ^^^  Kegelschnitt  9,, 
andererseits  die  Geradenpaare  S^S^^  M^M^\  S^M^y  S^M^  und  döi 
Kegelschnitt  Sg  ^  <^^  Punktepaaren  je  einer  Involution  b-effen.  Dreht 
man  jetzt  a^  um  5,,  so  beschreiben  L^L^  und  M^M^  perspectivische 
Strahlenbüschel  und  erzeugen  demnach  eine  gerade  Linie  $\  Giebt  man 
Oj  diejenige  Lage  a  j,  bei  welcher  L^M^  und  L^M^  sich  in  dem 
Schnittpunkte  von  s'  und  l  treffen,  so  sieht  man,  da£s 

von  der  Geraden  l  in  vier  Punktepaaren  einer  Involution  getroffen 
werden.  Zu  der  reellen  Secante  s  oder  S^S^  gehört  also  eine  Hül6- 
gerade  s'  von  der  Art,  da£s  ein  beliebiger  Strahl  5,  5';  %,;  S^  in 
Punktepaaren  einer  Involution  trifft.  Da  unter  den  Geraden  der 
Ebene  unzählig  viele  mit  reellen  Wechselpunkten  S  und  T  bezüglich 
S(g  und  fß^  Auftreten,  welche  durch  s  und  s'  harmonisch  getrennt 
werden,  so  fallt  s'  mit  der  zweiten  gemeinsamen  Secante  5|  von  9^ 
und  932  zusammen.  Selbstverständlich  treffen  jetzt  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  eine  Gerade  in  Punktepaaren  einer  Involution.**)    Hierauf 


*)  Seydewitz  beweist  denselben  in  der  Fnfsnote  zo  S.  239.  Nach 
der  neuen  Auffassung  der  Involution  ist  es  nun  selbstverständlich,  dafs 
drei  Kegelschnitte,  welche  vier  reelle  Punkte  miteinander  gemein  haben, 
eine  Gerade  in  drei  Punktepaaren  einer  Involution  treffen. 

**^  Ich  kann  dieses  Beweisverfahren,  obwohl  dasselbe  vollkommen 
streng  ist,  nicht  als  sehr  befriedigend  bezeichnen.  Es  sei  mir  gestattet, 
eine,  wie  mir  scheint,  sehr  leichie  Begründung  des  Satzes  anzudeuten. 
Ein  Büschel  von  Kegelschnitten  sei  durch  die  Involutionen  PP, ,  MM^^ 
JV^i,  •  •  •  und  PP,,  QQfy  -ff-ffji  •  •  •  conjugirter  Punkte  auf  den  Geraden 
«2  und  5,  gegeben.     Ist  fär  einen  Kegelscmiitt  des  Büschela  etwa  M^Q 
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grändfli  waoBL  Sejdewitz  (S.  243)  den  Beweis  für  den  Satz,  dafs  die 
Polaren  eines  Punktes  nach  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  einen 
Punkt  miteinander  gemein  haben.  Dieser  Teil  der  Schrift  ist  nicht  sehr 
befriedigend.  Besser  benutzt  man,  da£s  der  Wechselpunkt  T  von  S 
bezüglich  9^  und  S^  ^^  ^^^  beiden  Polaren  nach  S  liegt,  aber  auch 
mit  S  zusammen  die  gemeinsamen  Secanten  «,  s^  harmonisch  trennt, 
demnach  durch  ^^  s^  s^  allein  gegeben  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  nun 
die  zweite  Bedeutung  des  Wechselpunktkegelschnittes  einer  Geraden 
als  Ort  ihrer  Pole  nach  den  Kegelschnitten  des  durch  St^  und  S^ 
festgelegten  Büschels  und  es  tritt  der  Wechselpunktkegelschnitt  der 
unendlich  fernen  Geraden  als  Mittelpunktort  des  Büschels  hervor 
(S.  244).  Die  Wechselpunktkegelschnitte  haben  stets  die  Polare  p  des 
Schnittpunktes  P  von  s  und  s^  zur  gemeinsamen  Secante.  Die  Pole 
Ton  s  und  s^  bezüglich  irgend  eines  Kegelschnittes  des  Büschels  sind 
nämlich  für  alle  Wechselpunktkegelschnitte  conjugirt.  Dafs  diese 
Ponktepaare  von  Kegelschnitten  des  Büschels  ausgeschnitten  werden, 
bebt  Sejdewitz  nicht  ausdrücklich  hervor. 

14.  Sejdewitz  fragt  nun  (S.  246)  nach  der  Curve,  welche  die 
Paare  von  Wechselpunkten  erfüllen,  deren  Verbindungslinien  einen 
Ponkt^  enthalten,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Berührungspunkte  der 
Tangenten,  welche  sich  an  die  Kegelschnitte  des  Büschels  von  diesem 
Punkte  Ä  aus  legen  lassen?     Die  Untersuchung   wird    auf  Punkte 

die  Polare  von  M,  so  ist  zugleich  MQ.  diejenige  von  0.  Jedes  der  Geraden- 
paare Ma,  Qitfj;  MQ,  QfM^;  ME^,  RM^;  . . .  schneidet  also  die  Pole 
eines  KegelBcnnittB  des  Büschels  nach  s^ ,  8,  auf  Pj  P,  aus.  Diese  Paare 
von  Polen  ^,$,;  ?/?P,';  ^i"?^";  ...  bilden  mithin  eine  Involution,  der 
auch  das  Paar  i\P,  angehört  Sind  nun  für  die  Kegelschnitte  d^;  (S«; 
IL'; ...  des  Büschels  die  Involutionen  coi^'ugirter  Punkte  auf  MO  durcn 
die  Punktepaare  M^,  QQ,;  MW,  00.';  Mm'\  QO,";  . . .  festgelegt,  so 
«chneiden  oflFenbar  M^^,  Q^ü.-,  Mjit\  Q.O';  -flfjSW",  Q^C"]...  Paare 
der  Involution  PiP^;  Vißti  ?i'Pt';  *i  *i";  ••.  a«»;  man  schliefst 
hieraus  leicht,  dafs  die  Paare  MQ,  SRO,,  Sfe'D',  SW'O",  ...  einer  In- 
volution angehören.  Die  Punkte  JS,  F,  welche  ein  Kegelschnitt  des 
Büschels  mit  MQ  gemein  hat,  seien  etwa  die  Doppelpunkte  der  In- 
volution MWt^%  ©O^*^;  80  besteht  die  Beziehung 
M^^^EF  A  QO^^'^FE, 

da  E  und  F  sowohl  durch  M  und  aJl^*\  als  durch  Q  und  O^*)  harmo- 
nisch getrennt  werden;  E  und  F  bilden  also  ein  Paar  der  Involution  MQ^ 
SRO,  9R'0',  .  .  ..  Besitzt  die  Involution  reelle  Doppelpunkte  G  und  ö«,, 
«0  besteht  die  Beziehung 

MQGGoTk  3ft^*'^O.^^GoG, 

da  M  und  Q,  wie  2St^*^  und  O^'^  durch  G  und  Go  harmonisch  getrennt 
werden;  G  und  Go  sind  deshalb  für  jeden  Kegelschnitt  des  Büschels,  auch 
venn  er  Üf  ^  nicht  in  reellen  Punkten  trifiPt,  coinugirt  Aus  der  obigen 
Betrachtung  folgt  augenblicklich  der  bekannte,  aber  sonst  wohl  nicht  so 
einfach  erwiesene  Satz:  „Anf  MQ  schneiden  der  gegebene  Kegelschnitt- 
büschel und  derjenige  mit  den  urundpunkten  Üf^,  O,,  P^,  P,  dieselbe 
Involution  ans.'^    Vergl.:  Stein  er- Schröter,  Vorl.,  Leipzig  1876,  S.  256. 
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einer  gemeinsamen  Secante  s  der  Kegelschnitte  des  Büschels  (Sl^i  ^) 
beschränkt  Erhält  etwa  Sl^  die  Tangenten  AB  und  AB^  ans  Ä^ 
sind  femer  LL^  MM^^  NN^^  ...  die  zu  der  gegenüberliegenden 
gemeinsamen  Secante  s^  conjugirten  Sehnen  von  Sj,  so  handelt  es 
sich   um   den  Kegelschnitt,    den   die  projectivischen  Strahlenbüschel 

B  (LMN-  .  .  L^M^N^  ^  ")  7\  B^  (A-^i-^i  • ' '  LMN  -  •  ) 

erzeugen.  Alle  diese  Kegelschnitte  bilden  einen  zweiten  Büschd, 
welcher  mit  dem  ersten  die  Involution  conjugirter  Punkte  auf  s^  ge- 
mein hat.  Eine  zweite  Involution  conjugirter  Punkte  haben  die 
Kegelschnitte  des  neuen  Büschels  mit  den  Wechselpunktkegelschnitten 
des  ersten  Büschels  gemein.  Ihr  Träger  ^2  ist  die  dem  Schnittpunkte 
5,  8^  gegenüberliegende  Seite  des  gemeinsamen  Polardreiecks  der  Kegel- 
schnitte des  ersten  Büschels.  In  der  genau  umgekehrten  Beziehung 
stehen  die  beiden  Büschel  zu  s.  In  diesen  Sätzen  sind  die  Be- 
ziehungen orthogonaler  Kreisbüschel  zu  einander  projectivisch  ver- 
allgemeinert. Die  Figur  wird  übrigens  erst  vollständig,  wenn  man 
auch  für  s^  auf  analoge  Art  aus  dem  ersten  Büschel  ein  drittes  ableitet 
16.  Seydewitz  untersucht  nun  die  Kegelschnitte,  von  denen 
eine  Involution  conjugirter  Strahlen  und  eine  Involution  con- 
jugirter Punkte  gegeben  sind.  Er  beweist  zunächst  den  Poncelet'- 
schen  Satz  [m,  12],  dafs  diese  Kegelschnitte  auf  zwei  völlig  ge- 
trennte Beihen  verteilt  sind,  dafs  nämlich  ihre  Pole  nach  einer  be- 
liebigen Geraden,  sowie  ihre  Polaren  nach  einem  beliebigen  Punkte 
zwei  verschiedene  Kegelschnitte  erfüllen,  bezw.  umhüllen  (S.  255). 
In  einer  anderen  Abhandlung  macht  Seydewitz"')  Zusätze  zu  dieser 
Untersuchung  und  beschäftigt  sich  femer  mit  der  Aufgabe,  einen  Kegel- 
schnitt zu  construiren,  von  dem  zwei  Involutionen  conjugirter  Punkte 
und  ein  reeller  Punkt  gegeben  sind.  Bereits  in  der  früher  genannten 
Abhandlung  beschäftigt  sich  Seydewitz  (S.  241)  mit  der  Aufgabe, 
durch  einen  reellen  Punkt  S  einen  Kegelschnitt  zu  legen,  welcher  die 
Schnittpunkte  eines  gegebenen  Kegelschnittes  mit  zwei  in  P  sidi 
schneidenden  Geraden  s^  und  s^  enthält.  Eine  beliebige  S  enthaltende 
Gerade  mufs  den  gegebenen  und  den  gesuchten  Kegelschnitt,  endlich  das 
Geradenpaar  s^s^  in  drei  Punktepaaren  einer  Involution  schneiden.  Die 
so  sich  ergebende  Construction  ist,  was  Seydewitz  aber  nicht  bemerkt, 
nur  scheinbar  vom  zweiten  Grade,  da  man  sich  leicht  zwei  Paare 
der  erwähnten  Involution  mit  Hülfe  des  Lineals  verschaffen  kann. 
Auch  war,  weil  beide  Kegelschnitte  bezüglich  P  die  gleiche  Polare 
zeigen,  mit  S  noch  ein  weiterer  Punkt  S'  linear  gegeben;  es  konnten 
auch  sofort  die  Tangenten  dieser  Punkte,  welche  die  Wechselpunkte 
von  S  imd  8'  enthalten,  construirt  werden.    Wie  schon  erwähnt,  ninmit 


*)  Seydewitz,  Nachtr^  zu   der  Abhandlung  Thl.  Y.   No.  XYDI, 
Grunert*s  Arch.,  Bd.  5,  1844,  S.  881—884. 
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jetzt  Seydewitz  zwei  den  Geraden  s^  nnd  s^  angehörende  Involutionen 
eonjngirter  Punkte  neben  einem  reellen  Punkte  S  als  gegeben  an.  Da 
66  zwecklos  wäre,  beide  Involutionen  hyperbolisch  anzunehmen,  so 
ist  das  von  8  ausgehende  Btrahlenpaar,  welches  sowohl  ein  Paar  der 
einen  als  auch  der  anderen  Involution  projicirt,  sicher  reell;  es  möge 
die  Verbindungslinie  der  Punkte  P^,  Pj,  welche  in  den  beiden  ge- 
gebenen Involutionen  dem  Schnittpunkte  P  ihrer  Träger  entsprechen,  in 
dem  Punktepaar  B^B^  treffen.  Der  Kegelschnitt,  welcher  in  den 
Punkten  B^  und  B^  cQe  Geraden  B^P^  B^P  berührt  und  S  enthält, 
ist  der  gesuchte.  Denn  PiP^  ist  sowohl  zu  s^  als  auch  zu  s^  con- 
jngirt  Deshalb  schneiden,  wenn  B  ein  beliebiger  Punkt  des  Kegel- 
schnittes ist,  BB^  und  BB^  sowohl  auf  5^,  als  auch  auf  s^  ein  Paar 
der  zugehörigen  Involution  conjugirter  Punkte  aus;  die  beiden  In- 
volutionen ÜEillen  aber  nach  Art  der  Construction  mit  den  gegebenen 
znsaDmien. 

16.  Die  soeben  angefahrte  Construction  hat  in  die  Lehrbücher  als 
Lösung  der  Aufgabe  Eingang  gefanden,  einen  Kegelschnitt  zu  con- 
stmiren,  welcher  zwei  Paare  conjugirt-imaginärer  Punkte  imd  einen 
reellen  Punkt  enthält.  Diese  Bedeutung  istSejdewitz  keineswegs  ent- 
gangen. Er  hatte  die  Absicht,  auf  derartige  Fragen  in  dem  zweiten  Teile 
einer  Schrift  ausführlich  einzugehen,  von  der  meines  Wissens  nur  der 
erste  Teil  erschienen  ist.*)  In  der  Vorrede  dieses  Buches  hebt  Seyde- 
witz  hervor,  wie  sehr  die  geometrische  Einsicht  durch  Einführung 
des  Involutionsbegriffes  in  den  verschiedensten  Fällen  gefordert  werde, 
nnd  filhrt  dann  (S.  VI)  in  folgender  Weise  fort:  „Von  imaginären 
Punkten  und  Linien  ist  nun  keine  Rede  mehr  . . .  Eine  Involution 
von  Punkten  z.  B.  ist  durch  ihre  zwei  Hauptpunkte  sowohl,  als  auch 
durch  zwei  Paar  zugeordnete  Punkte  bestimmt;  findet  es  sich  nun, 
daDs  in  einer  Figur  die  Punktenpaare  einer  Geraden,  in  einem  ge- 
wissen Sinne  gewählt,  eine  Involution  bilden,  so  erhalten  auch  die 
Hauptpunkte  der  letzteren  einen  bestimmten  besonderen  Sinn  in 
Bezug  auf  jene  Figur;  es  sind  aber  diese  nicht  immer,  sondern  nur 
bei  einer  gewissen  Lage  der  zugeordneten  Punktenpaare  vorhanden; 
offenbar  ist  es  also  unstatthaft,  die  Definition  jener  Geraden  von 
diesem  besonderen  Sinne  der  Hauptpunkte,  statt  von  dem  allgemeineren 
der  stets  vorhandenen  zugeordneten  Punkte  zu  entnehmen  und  unter 
Berufung  auf  das  Gresetz  der  Continuität  Alles  für  den  einen  Fall 
bewiesene  auch  für  den  anderen  gelten  zu  lassen  . . .  Während  man 
sich  sonst  zwei  imaginäre  Punkte  nicht  anders  zu  geben  weifs,  als 
dorch  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade,  welche  sich  in  denselben 
im  Allgemeinen  schneiden  würden,  in  der  That  aber  sich  nicht 


^  Seydewitz,  Das  Wesen  der  in volu torischen  Gebilde  in  der  Eben» 
all  gemeinschaftliches  Princip  individueller  Eigenschafben  der  Figuren. 
Erster  Theil,  Heiligenstadt  1846. 
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schneiden,  gibt  man  «ich  iiiar  die  Involution  zugeordneter  Pole  in 
Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt,  deren  Hauptfnudobe  jene  «ntfiDiii  äem 
würden,  oder  yielmehr,  den  Hülfskegelschnitt  ganz  beseitigend,  gibt 
man  sich  eine  beliebige  Involution  von  Punkten,  mit  der  Forderang, 
-dsSs  dieselbe  eine  Involution  zugeordneter  Pole  für  den  gesuchten 
Kegelschnitt  werde  .  .  ."  Auf  die  Schrift  selbst  brauche  ich  nicht 
näher  einzugehen.  Seydewitz  stellt  zunächst  die  nötigsten  Hülfs- 
Sätze  aus  Steiner's  Sjstemat.  Entwickelung  zusammen,  geht  dann 
im  ersten  Capitel  auf  die  involutorische  Beziehung  als  spedellen 
Fall  der  projectivischen  Beziehung  näher  ein  und  zeigt  im  zweiten 
Capitel  im  engsten  AnschluTs  an  die  besprochenen  Abhandlungen,  in 
welcher  Weise  metrische  Beziehungen  unter  conjugirten  Halbmessern, 
die  Brennpunkteigenschaften  u.  s.  w.  mit  dem  Involutionsbegriff  zu- 
sammenhängen. "*) 

*)  Der  Vollständigkeit  halber  fähre  ich  noch  zwei  kleinere  Arbeiten 
an,  in  denen  Seydewitz  sich,  weni^tens  zum  Teil,  ebenfalls  projectiyischer 
Gebilde  bedient:  Seydewitz,  Auflösung  der  Aufgabe:  In  ein  gegebenes 
Viereck  ein  Quadrat  zu  beschreiben;  nebst  einigen  Sätzen,  welcne  zu  be- 
weisen sind,  Grunert's  Arch.,  Bd.  6,  1845,  S.  178 — 186.  Seydewitx,  De 
ellipsi  minima  dato  quadrangulo  circumscripta,  GrunerVs  Arch.,  Bd.  13, 
1849,  S.  54—68.  Seydewitz  geht  in  der  letzteren  Arbeit  von  dem  Satse 
aus:  „Das  Quadrat  des  Inhalts  einer  Ellipse  wird  erhalten,  wenn  man  die 
Abstände  ihres  Mittelpunktes  von  den  Seiten  eines  Polardreiecks  PQB  mit 
der  Zahl  n*  und  einer  constanten  Strecke 

QB  BP  PQ 

sin  QPB  ""  sin  BQP  sin  PBQ' 
multiplicirt,**  welche,  wie  leicht  zu  sehen,  doppelt  so  grofs  ist,  als  der  Badiai 
des  PQB  umschriebenen  Kreises,  Für  die  einem  Viereck  AB  CD  um- 
schriebenen Kegelschnitte  bilden  die  drei  Schnittpunkte  gegenüberliegender 
Seiten  ein  gemeinsames  Polardreieck  PQB.  ihre  Mittelpunkte  erfOUea 
einen  PQB  umschriebenen  Kegelschnitt.  Unter  Anwendung  tzimetrischer 
Coordinaten  gelangt  nun  Seydewitz  von  hier  aus  zu  dem  Theorem: 
„Man  ziehe  durch  den  Schwerpunkt  S  des  Dreiecks  PQB  Parallelen  zu 
den  Seiten  desselben.  Jedem  so  entstandenen  Parallelogramm  kann  eine 
Hyperbel  umschrieben  werden,  deren  Asymptoten  zu  zwei  gegenüber- 
liegenden Seiten  des  Vierecks  parallel  sind.  Der  Mittelpunkt  der  ge- 
suchten Ellipse  ist  der  innerhalb  des  Vierecks  gelegene  der  drei  Punkte, 
welche  die  drei  Hyperbeln  aufser  S  miteinander  gemein  haben.** 
Selbstverständlich  ist  von  vornherein  anzimehmen,  dafs  keiner  der  vier 
Punkte  A^  B,  C,  D  innerhalb  des  Dreiecks  aus  den  drei  anderen  li^ 
Bereits  Euler  hat  übrigens  die  Aufgabe  auf  eine  Gleichung  drittea 
Grades  zurückgeführt,  vergl.:  Euler,  Problema  ffeometricum,  quo  inter 
omnes  ellipses,  quae  per  data  quatuor  puncta  traduci  possunt,  ea  quae- 
ritur,  quae  habet  aream  minimam  (Conv.  ezhib.  d.  4.  Sept.  1777),  Nova 
acta  ac.  sc.  imp.  Petropolitanae  f  1791,  Bd.  9,  1796,  S.  132—146.  Eine 
geometrische  Bedeutung  gewann  er  seiner  Lösung  indes  nicht  ab.  Hin- 
gegen ermittelte  er,  dafs  unter  allen  einem  Dreieck  umschriebenen 
Elupsen  diejenige  den  kleinsten  Inhalt  besitzt,  deren  Mittelpunkt  mit 
dem  Schwerpunkt  des  Dreiecks  zusammenfällt  Vergl.:  Eni  er,  Solutio  pro- 
blematis  maxime  curiosi,  quo  inter  onmes  ellipses,  quae  circa  datum  tii- 
angulum  circumscribi  possimt  ea  quaeritur,  cujus  area  sit  onmium  mininA 
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Nach  Constmction  eines  Kegelschnittes,  von  dem  drei  reelle 
Pnnkte  nnd  eine  Involution  conjngirter  Punkte  vorliegen,  giebt  Stau  dt 
eine  zu  dem  angefahrten  Ausspruch  analoge  aber  knapper  ge- 
haltene Äu£»erung  über  imaginäre  Elemente.*")  „Wenn  in  einem  Satze 
zwei  Elemente  als  Ordnungselemente  eines  involutorischen  Gebildes 
erscheinen,  so  kann  derselbe  in  der  Regel  dadurch  allgemeiner  auf- 
gefafst  werden,  dafs  man  von  der  Voraussetzung,  das  involutorische 
Gebilde  habe  zwei  Ordnungselemente,  abstrahirt.  um  hieran  zu 
erinnem,  sagt  man  von  einem  involutorischen  einförmigen  Gebilde,  in 
welchem  kein  (reelles)  Element  sich  selbst  zugeordnet  ist,  dais  seine 
Ordnnngselemente  imaginär  seien.^^  Nachdem  er  noch  hervorgehoben, 
dals  ein  Paar  imaginärer  Punkte  oder  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
dim^h  eine  Involution  co^jugirter  Punkte  oder  StraJüen  gegeben  ist, 
oonstroirt  Staudt  zur  Erläuterung  einen  Kegelschnitt,  von  dem  drei 
reelle  Tangenten  und  ein  Paar  imaginärer  Punkte  vorliegen. 

17.  Die  Paare  conjugirt-imaginärer  Punkte  eines  Kegelschnittes 
hatte  bereits  Poncelet  durch  Einführung  der  zu  ihm  conjugirten 
Kegelschnitte  fixirt  [XVI,  3].     Aus  der  grundlegenden  Gleichung 

OM^=P'ÄO'OB 

erhielt  man,  wenn  bloüs  der  absolute  Wert  der  rechten  Seite  in  Betracht 
gezogen  wurde,  und  die  einem  Punkte  0  von  AB  zugehörige  Strecke  OM 
nach  beiden  Seiten  in  einer  bestinunten  Richtung  aufgetragen  wurde, 
eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  die  sich  in  den  Punkten  Ä  und  B  be- 
rühren und  für  diese  Richtung  conjugirt  sind.  Jede  Sehne  der  Hyperbel 
in  der  betreffenden  Richtung  versinnbildlicht  die  imaginären  Punkte, 
welche  die  Gerade  mit  der  Ellipse  gemein  hat,  und  umgekehrt.  Es 
ist  klar,  dafs  hier  ein  specieller  Fall  des  allgemeineren  Gedankens 
von  Seydewitz  vorliegt.  In  der  That  ist  die  Involution  conjugirter 
Pnnkte,  welche  die  Ellipse  oder  die  Hyperbel  auf  einer  der  be- 
trachteten ideellen  Sehnen  hervorruft,  durch  zwei  specielle  Paare 
eindeutig  fixirt.  Das  eine  derselben  besteht  aus  dem  Punkte  0  und 
dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Sehne,  das  zweite  Paar  wird 
durch  das  erste  harmonisch  getrennt.  Eine  nähere  Behandlung  der 
ideellen  Sehnen  von  diesem  allgemeineren  Gesichtspunkt  aus  hat 
Panlus**)   in  Angriff  genommen.     Freilich  muTs   die   Art,    in  der 

(Conv.  exhib.  d.  4.  Sept.  1777),  ibidem,  S.  146—163.  Seydewitz  weist 
(ohne  nähere  Angaben^  auf  eine  von  Anger  herrfihrende  Behandlung 
seiner  Aufgabe  hin  nna  giebt  am  Schlüsse  unter  Hinweis  auf  die  oben 
[IV,  1]  genannte  Schrift  von  Gaufs  auch  eine  einfache  Lösung  fOr  die 
analoge  Aufgabe  bei  der  Eeffelschnittschar. 

*)  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847,  S.  186,  Nr.  315. 

••)  Paulus,  Ordnungselemente  der  einförmigen  involutorischen  Grund- 
gehilde,  Grunert's  Arch.,  Bd.  21,  1863,  S.  176—189;  Paulus,  Über 
oneigentliche  Punkte  und  Tangenten  der  Kegelschnitte,  Grunert's  Arch., 
Bd.  22,  1864,  S.  121—139. 
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Paulus  neben  die  eigentlichen  Elemente  des  Kegelschnittes  die  an- 
eigentlichen stellt,  als  sehr  willkürlich  und  anfechtbar  entschieden 
verworfen  werden.  Durch  Einfahrung  der  Ordnungselemente  erzwingt 
nämlich  Paulus  eine  scheinbare  Analogie  bei  der  elliptischen  und  der 
hyperbolischen  Involution.  Zuerst  wird  (S.  177).als  „Ordnungspunkt^ 
einer  Punktinvolution  ein  solches  Element  ihres  Trägers  bezeichnet» 
dessen  Abstand  von  dem  homologen  Element  ein  Minimum  wird. 
Die  beiden  Ordnungspunkte  werden  zwar  stets  durch  den  Mittelpunkt 
der  Involution  von  dem  unendlich  fernen  Punkt  harmonisch  getrennt, 
sie  fallen  aber  bei  der  hyperbolischen  Involution  mit  den  Doppel- 
punkten zusanmien,  bilden  hingegen  bei  der  elliptischen  Involution 
ein  Paar.  Ganz  ähnlich  wird  (S.  181)  ein  „Ordnungsstrahl"  einer 
Strahleninvolution  durch  die  Forderung  eingeführt,  dals  er  mit  seinem 
homologen  Strahl  einen  möglichst  kleinen  spitzen  Winkel  einschlielsen 
soll.  Bei  der  hyperbolischen  Involution  reducirt  sich  dieser  Winkel 
auf  0,  da  jeder  der  beiden  Ordnungsstrahlen  mit  dem  homologen  Strahle 
zusammenfällt.  Dagegen  entsprechen  die  beiden  Ordnungsstrahlen 
zweier  gleichliegenden  involutorischen  Strahlenbüschel  einander  wechsel- 
seitig, werden  aber,  wie  die  Ordnungsstrahlen  der  hyperbolischen  In- 
volution, durch  die  Axen  der  Involution  harmonisch  getrennt  Die 
Involutionen  conjugirter  Punkte  und  Strahlen  eines  Kegelschnittes 
liefern  nun  mit  ihren  Ordnungselementen  die  wirklichen  Punkte  und 
Tangenten  desselben,  wie  auch  Paare  uneigentlicher  Punkte  und 
Tangenten:  „Die  Endpunkte  der  uneigentlichen  zu  zwei  coiyugirten 
Durchmessern  einer  Ellipse  parallelen  Sehnen  erfallen  zwei  Hyperbeln 
mit  gemeinsamen  Asymptoten.  Dieselben  bilden  ein  zweites,  das  erste 
harmonisch  trennendes  Paar  conjugirter  Durchmesser  der  Ellipse.  Die 
reellen  Durchmesser  der  einen  Hyperbel  sind  imeigentliche  Durch- 
messer der  anderen"  (S.  127,  131).  Zu  den  so  gewonnenen  Kegel- 
schnitten tritt  noch  ein  vierter,  ganz  imaginärer,  von  Paulus  nicht 
betrachteter  hinzu.  Die  Durchmesser  der  Ellipse  sind  uneigentliche 
Durchmesser  desselben.  Die  vier  Kegelschnitte  bilden  eine  bekannte 
in  sich  geschlossene  Gruppe;  sie  gehen  durch  polarreciproke  Umformung 
an  irgend  einem  der  vier  Kegelschnitte  in  sich  über. 

Die  beiden  aufeinander  senkrechten  conjugirten  Strahlen  eines 
Kegelschnittes,  welche  von  P  ausgehen  und  denselben  in  den  Punkte- 
paaren AB  und  CD  treffen  mögen,  halbiren  die  Winkel,  welche  die 
Verbindungslinien  des  Punktes  P  mit  den  Brennpunkten  einschließen. 
Die  von  P  ausgehenden  uneigentlichen  Tangenten  projiciren  dann 
die  Schnittpunkte  ÄC,  BD  und  AD,  BC.  Von  jedem  Brennpunkte 
gehen  unendlich  viele  Paare  uneigentlicher  Tangenten  aus.  Wird 
P  über  eine  der  beiden  Axen  des  Kegelschnittes  gef&hrt,  so  um- 
hüllen die  uneigentlichen  Tangenten  den  conjugirten  Kegelschnitt 
des  gegebenen,  welcher  in  den  Endpunkten  der  Axe  berührt;  bei 
der  Hyperbel  konunt  natürlich  nur  die  Hauptaxe  in  Betracht.     Im 
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tJbngen  erweist  sich  die  von  Paulas  beliebte  Darstellung  der  ima- 
ginftren  Tangenten  nicht  eben  als  fruchtbar.  Unverkennbar  erblickt 
Paulus  in  der  eben  geschilderten  Darstellung  einen  Fortschritt 
gegen  die  Sejdewitz-Staudt'schen  Anschanongen,  die  er  ganz 
kurze  Zeit  zuvor  zur  Darstellung  gebracht  hatte.*")  Er  hatte  sich 
hier  allerdings  fast  auf  die  Definition  eines  Paares  imaginärer 
Elemente  durch  eine  Involution  conjugirter  Punkte  oder  Strahlen 
beschränkt  nnd  zunächst  Constructionen  des  Kegelschnittes  gegeben, 
wenn  drei  reelle  und  zwei  conjugirt- imaginäre  Punkte  oder  zwei 
Paare  imaginärer  Punkte  und  ein  reeller  Punkt  vorliegen.  Auch 
gelangt  er  auf  dem  Boden  der  projectivischen  Geometrie  zu  dem  Satze, 
dals  zwei  Kegelschnitte  in  perspectivisch-collinearer  Beziehung  hin- 
sichtlich eines  Punktes  stehen,  von  dem  ein  gemeinsames  Tangenten- 
paar ausgeht,  sei  es  reell  oder  imaginär. 

18.  Ich  habe  schliefslich  eine  Arbeit  von  A.  Jacobi**)  zu 
erwähnen.  Nach  Ableitung  einiger  Relationen  zwischen  Punkten 
einer  Geraden  mit  Hülfe  der  Doppelverhältnis -Function  wendet 
Jacobi  sich  in  einem  zweiten  Abschnitt  zur  Definition  der  in- 
Tolutorischen  Beziehung,  welche  bei  zwei  projectivischen  Punktreihen 
oder  Strahlenbüscheln  durch  das  Aufeinanderlegen  der  Fluchtpunkte 
bezw.  der  homologen  rechten  Winkel  genau  wie  bei  Sejdewitz 
herbeigeführt  wird.  Er  geht  sodann  auf  metrische  Beziehungen 
genauer  ein  und  entwickelt  (S.  54)  zunächst  aus  Transversalen- 
sStzen,  dals  die  drei  Paare  ÄÄ^^  ^ ^ii  CC^  gegenüberliegender 
Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  von  einem  beliebigen  Punkte  P 
aus  durch  Paare  einer  Strahleninvolution  projicirt  werden.  Die 
Involution,  welche  dieselbe  auf  einem  beliebigen  Ä^  B^  C,  P  um- 
schriebenen Kegelschnitt  ausschneidet  —  -4^,  B^^  C^  mögen  einer 
Seite  des  Vierseits  angehören  — ,  wird  von  einem  anderen  Punkte 
des  Kegelschnittes  aus  wieder  durch  eine  Strahleninvolution  projicirt. 
Man  hat  also  den  Hülfssatz:  „Grehören  die  Dreiecke  ABC  und 
X^Ox^  einem  Kegelschnitte  an,  so  liegen  entweder  für  jeden  oder 
für  keinen  Punkt  P  desselben  die  drei  Punkte  A^^  B^^  C^,  in  denen 
BC^  CA^  AB  von  PÄi,  P83i,  Pffii  getroffen  werden,  in  einer  Geraden." 
Parallelen,  die  zu  J9C,  C'-4,  AB  durch  irgend  einen  Punkt  Pq 
gelegt  sind,  schneiden  z.  B.  die  Ecken  eines  Dreiecks  SliSSiEi  erster 
Art  auf  einem  J,  By  C,  Pq  enthaltenden  Kegelschnitt  aus.  Ist  derselbe 
ein  Kreis,  und  verlegt  man  P  in  den  anderen  Endpunkt  des  durch 
Pq  bestinmiten  Durchmessers,  so  folgt  (S.  55):  „Die  Fufspunkte  der 
Lote,   welche  die    Seiten    eines  Dreiecks  ABC   aus   einem  Punkte 

*)  Paulus,  Grundlinien  der  neueren  ebenen  (Geometrie,  Stuttgart, 
1853  (Achtes  Buch,  Symbolische  Geometrie,  S.  199—213}. 

^)  A  Jacobi,  Auflösungen  und  Beweise  einer  Reihe  Ton  Aufgaben 
und  Lehrsätzen  der  ebenen  Geometrie,  Crelle's  Joum.,  Bd.  31,  1846, 
S.  40—84,  93—110. 
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des  ihm  umschriebenen  Kreises  empfangen,  liegen  stets  auf  einer 
Geraden."*)  Indem  P  und  Fq  beliebige  Punkte  des  Kreises  werden, 
kann  man  den  Satz  auch  auf  Transversalen  übertragen,  die  nach 
Gröfse  und  Bichtungssinn  gleiche  Winkel  mit  den  Seiten  des  Dreiecks 
bilden.  Dieser  allgemeinere  Satz  ergiebt  sich  auch  sehr  einfach  kos 
der  Combination  zweier  von  Lambert  herrührenden  Parabelsatze 
[VI,  6,  7],  wie  Poncelet  ausgeführt  hat.**) 


Zweiter  Abschnitt. 

Eindentige  Beziehungen  zwischen  (:itrmi(igebilden 
zweiter  nnd  dritter  Stufe. 

XXXI.  Ornndgelilde  «weiter  Stufe. 

1.  In  einem  früheren  Capitel  [XXVII,  11 — 13]  war  ausföhriicb 
geschildert  worden,  aufweiche  Weise  Steiner  vermöge  der  sogenann- 
ten schiefen  Projection  eine  quadratische  Verwandtschaft  zwischen 
zwei  Grundgebilden  zweiter  Stufe  einleiten  konnte.  Von  der  anschau- 
lichen räumlichen  Erzeugung  verblieb  zuletzt  nur  ein  leichter  Überrest; 
die  völlige  Ausschliefsung  desselben,  die  Begründung  der  Verwandt- 
schaften lediglich  mit  Hülfe  projectivischer  Beziehungen  unter  Be- 
nutzung einer  von  Möbius  vorbereiteten  Methode,  ist  das  Verdienst 
von  Seydewitz.***)  Ein  Punkt  in  einer  Ebene  kann  als  Schnitt- 
punkt zweier  Strahlen  aufgefaM  werden,  die  von  zwei  Centren  5,  8' 
ausgehen,  ebenso  kann  eine  Gerade  als  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  angesehen  werden,  die  sie  mit  zwei  Geraden  /,  t'  gemein  hat 
Nimmt  man  jetzt  in  zwei  Ebenen  a  und  «j  feste  Punktepaare  SS'  und 
SiSi^  in  zwei  anderen,   ß  und  |3^,  feste  Geradenpaare  tt'  und  f^fj 


•)  Servois  führt  diesen  Lehrsatz  auf  Sims on  zurück.  Vergl.:  Ser- 
vois,  Prolonger  une  droite  accessible  au-delä  d'un  obstacle  qui  bome 
la  vue,  en  n*employant  que  T^querre  d'arpenteur,  et  sans  faire  aocnn 
chainage,  Gerg.  Ann.,  Bd.  4,  1818  u.  1814,  S.  250— 268.  Gergonne  giebl 
in  einer  Fufsnote  dieser  Arbeit  (S.  261)  einen  elementaren  Beweis  des 
Satzes.  Einen  anderen  elementaren  Beweis  des  Simson^schen  Satses  ent- 
hält die  Arbeit:  Durrande,  Obseryations  sur  les  denx  th^or^mes  de  g^ 
m^trie  ^noncäs  aux  pages  250  et  820  du  IV®  volume  des  Annales,  tog. 
Ann.,  Bd.  7,  1816  u.  1817,  S.  258—265. 
**)  Vergl.  a.  a.  0.  S.  66***  (S.  10). 

***)  Seydewitz,  Darstellung  der  geometrischen  Verwandtschaftai 
mittels  projektivischer  Gebilde,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Theorie 
der  höheren  Curven,  Grunert's  Arch.,  Bd.  7,  1846,  S.  118—148. 
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willkürlich  an,  leitet  man  alsdann  projectivische  Zuordnungen  ein 
zwischen  den  Strahlenbüscheln  mit  den  Centren  8^  8^  von  a  und  a^ 
nnd  den  Punktreihen  auf  den  Trägem  /,  t^: 

5(abc. . .)  A  S,{a,biC^ . . .)  A  <(«»£  . .  0  A  ^(«iSA  -  •), 

nnd  fügt  man  eine  zweite  Gruppe  von  Projectivitftten  analoger  Art 
hinzu: 

s'(o'b'c'. . .)  A  5,(o;b;c; . . .)  a  <'(«'»'«' . . .)  a  <;(«;»;<£; . . .), 

so  werden  zwischen  allen  yier  Ebenen  „geometrische  Verwandt- 
schaften" eingeleitet,  wobei  die  Punkte  der  beiden  ersten  Ebenen  auf- 
einander und  auf  die  Strahlen  der  dritten  und  yierten  Ebene  bezogen 
werden.  In  der  That  gehören  z.  B.  einander  zu  die  Schnittpunkte 
a,  c'  und  Oj,  c^  sowie  die  Verbindungslinien  8®'  und  ^^[^ 
Führt  man  den  Ereuzungspunkt  zweier  von  S  und  S'  ausgehenden 
Geraden  über  eine  Gerade  /,  so  treten  die  Strahlenbüschel  mit 
den  Scheiteln  8  und  8'  in  perspectivische  Beziehung,  die  zu- 
gehörigen einförmigen  Gebilde  in  einer  der  übrigen  Ebenen  in 
projectivische  Beziehung;  einer  Punktreihe  von  a  entspricht  also 
in  a^  eine  projectivische,  auf  einem  Kegelschnitt  liegende  Punkt- 
reihe, in  den  Ebenen  ß  und  ^^  je  eine  projectivische  Reihe  von 
Tangenten  eines  Kegelschnittes,  ein  projectivischer  Strahlenbüschel 
zwater  Ordnung  (nach  Staudt's  Bezeichnung).  Jedes  dieser  drei 
Gebilde  zweiter  Ordnung  enthält  drei  feste  Elemente.  Beschränkt 
man  sich  auf  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Punktfeldem 
—  die  ganz  analogen  Betrachtungen  gelten  für  irgend  eine 
andere  der  drei  Beziehungen  — ,  so  werden  in  den  beiden  l  er- 
zeugenden Strahlenbüscheln  die  Geraden  88'  und  8' 8  aufeinander 
bezogen,  denen  die  Strahlen  8^8^  und  8^8 ^  entsprechen  mögen. 
Den  Geraden  der  Ebene  a  ent^rechen  also  Kegelschnitte  von  a^, 
welche  einem  Hauptdreieck  8i8^8^'  umschrieben  sind;  umgekehrt 
enthält  der  einer  beliebigen  Geraden  ?i  von  a^  entsprechende  Kegel- 
schnitt von  a  auTser  8  und  8'  noch  einen  dritten  Punkt  8'\  in 
welchem  sich  die  beiden  zu  8^8^  und  8^8^^  homologen  Strahlen 
schneiden.  In  dex  Verwandtschaft  entsprechen  einander  zwei  pro- 
jectivische  Strahlenbüschel  mit  den  Scheiteln  /S"  und  8'^,  8"8^  ist 
daher  ein  drittes  mit  88^  und  8'8'^  voUkonunen  gleichwertiges  Paar 
Ton  Hauptpunkten.  Einem  Kegelschnitt  der  ersten  Ebene  entspricht, 
sobald  er  zwei  Hauptpunkte,  etwa  8  und  8\  derselben  enthält,  ein 
Kegelschnitt  der  zweiten,  dem  die  entsprechenden  Hauptpunkte  an- 
gehören. Von  hier  aus  giebt  nun  Seydewitz  (S.  121  ff.)  eine  An- 
zahl von  Sätzen  über  Kegelschnitte.  Ineinander  übergeführt  werden 
z.  B.  die  beiden  Sätze:  „ein  Kegelschnittbüschel  schneidet  eine  Ge- 
rade, ein  Strahlenbüschel  einen  Kegelschnitt  in  einer  Involution'^ 
Aus  dem  umstände,    dais  zwei  Punkte  eines  Kegelschnittes  durch 
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zwei  auf  ihrer  Verbindungslinie  liegende  conjugirte  Punkte  harmonisch 
getrennt  werden,  ergiebt  sich  der  auch  sonst  leicht  ersichtliche  Satz: 
,,Durchläuft  einer  von  zwei  für  einen  Kegelschnitt  conjugirten  Punkte 
•eine  Gerade,  und  enthält  ihre  Verbindungslinie  beständig  einen  festen 
Punkf,  so  beschreibt  der  zweite  Punkt  einen  Kegelschnitt" 

2.  Eine  Curve  Cn  gelit,  wenn  sie  die  Hauptpunkte  5,  Ä',  S" 
bezw.  i)-fach,  g-fach,  r-fach  enthält,  in  eine  Curve  C^  über,  welche 
Su  S'u  Si  bezw.  (n  —  g  —  r)-fach,  («  —  r  —  ^)-fach,  (n  — p  —  g)-fach 
enthält.  Die  Ordnungszahl  m  ist  gleich  der  Anzahl  der  Punkte,  die 
ein  S  S'  S"  umschriebener  Kegelschnitt  aulser  S,  S\  5"  mit  Cn  gomem 
hat.  Seydewitz  legt  nun  die  Hypothese  zu  Grunde,  dafs  die  Zahl 
m  von  der  Form  F  {n)  — p  —  q  —  r  sei;  aus  dem  Umstände,  dals 
die  Bückkehr  von  Cm  zu  d,  nach  denselben  Gesetzen  erfolgt,  mit 
deren  Hülfe  man  Cm  aus  Cn  abgeleitet  hatte,  glaubt  er  (S.  124ffl)  non 
beweisen  zu  können,  dafs  F(n)  gleich  2n  ist,  daHs  idso  ein  K^- 
schnitt  2n  Punkte  mit  einer  Curve  Cn  gemein  hat;  es  entspricht  ihr 
dann  eine  Curve  dn  —  p  —  g  —  r.  In  ähnlicher  Weise  glaubt  er  be- 
weisen zu  können,  dafs  zwei  Curven  Cm  und  C»  mn  Schnittpunkte  mit 
einander  gemein  haben,  dals  n(«  —  1)  die  Klassenzahl  einer  Curve  C, 
sei,  die  sich  infolge  eines  2? -fachen  Punktes  um  p(p  —  1)  Einheiten 
vermindere,  u.  s.  w.  Für  die  synthetische  Geometrie  stehen  diese 
Betrachtungen,  auf  die  Seydewitz  offenbar  grofsen  Wert  legt,  an 
Bedeutung  erheblich  gegen  die  bereits  geschilderten  Entwickelnngen 
zurück.  Dieselben  sind,  wie  bekannt,  in  den  festen  Bestand  des 
Lehrgebietes  der  synthetischen  Geometrie  aufgenonunen  worden. 

Zu  speciellen  Curven  übergehend,  construirt  Seydewitz  (S.  136) 
zuerst  eine  Curve  dritter  Ordnung,  von  welcher  ein  Doppelpunkt 
und  sechs  andere  Punkte  vorliegen.  Sie  tritt  in  geometrische  Ver- 
wandtschaft zu  einem  Kegelschnitt,  wenn  man  den  Doppelpunkt 
und  zwei  der  sechs  anderen  gegebenen  Punkte  zu  Hauptpunkten 
ihrer  Ebene  macht.  Der  auf  diese  Weise  entstehende  Kegelschnitt 
ist  alsdann  durch  fünf  Punkte  eindeutig  gegeben.  Ein  ähnlicher 
Gedankengang  ergab  sich  [I,  8]  bei  der  organischen  Erzeugung 
der  Curve,  mit  der  sich  Newton  und  Maclaurin  befaüst  hatten. 
Die  Methode  kann,  wie  das  auch  schon  Maclaurin.  gelehrt  hatte,  anf 
die  Curve  0«  mit  (n  —  1)  -fachem  Punkte  ausgedehnt  werden.  Hervor- 
hebung verdient  (S.  138)  der  Satz,  von  dem  Le  Fran9ois  [XXV,  1] 
einen  Specialfall  gab:  „Punktepaare  einer  rationalen  Curve  Cj,  derwi 
Verbindungslinien  einen  festen  ihr  angehörigen  Punkt  enthalten,  werdöi 
vom  Doppelpunkte  aus  durch  Strahlenpaare  einer  Involution  projidrt; 
auch  die  Tangenten  im  Doppelpunkte  bilden  ein  Paar  derselben."  Es 
folgen  kurze  Bemerkungen  über  die  Curve  C^  mit  drei  Doppelpunkten, 
die  Curve  Cg  mit  einem  dreifachen  und  drei  zweifachen  Punkten  u.  s.  w. 

3.  Liegen  die  beiden  Punktfelder  in  einer  Ebene,  so  erzeugen  die 
beiden  Paare  projectivischer  Strahlenbüschel  um  S  und  Ä^,  bezw.  5' 
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und  Si'  zwei  Eegelsdmitte  K%  nnd  JTa,  deren  Schnittpunkte  sich 
selbst  entsprechen,  so  dais  die  beiden  geometrisch  verwandten 
Ebenen  vier  Doppelpunkte  aufweisen.  Femer  giebt  es  im  allge- 
meinen  ein  einziges  Paar  sich  wechselseitig  entsprechender  Punkte. 
Diese  Punkte,  deren  Verbindungslinie  die  Pole  Yon  E^  und  K^  nach  SS^ 
und  S'Si  enthält,  sind  sowohl  f&r  K^  als  auch  für  Ei  conjugirt. 
Wenn  die  beiden  Pole  zusanmienfallen,  so  erf&llen  die  Paare  sich 
wechselseitig  entsprechender  Punkte  eine  Gurve  höherer  Ordnung, 
welche  [XXX,  14]  in  einen  Kegelschnitt  übergeht,  wenn  der  fragliche 
Punkt  einer  beiden  Kegelschnitten  gemeinsamen  Sehne  angehört. 
Ln  allgemeinen  Falle  hat  man  es  nach  einem  angeftLhrten  Satze  von 
Ghasles  [XXV,  1]  mit  einer  Curye  dritter  Ordnung,  einer  projec- 
tirischen  Verallgemeinerung  der  allgemeinen  Focale  zu  thun.  Fällt 
Kf  mit  Ei  zusammen,  so  entsprechen  irgend  zwei  conjugirte  Punkte 
der  Polare  des  Schnittpunktes  von  88^  und  S'S^'  einander  wechsel- 
seitig. Wenn  endlich  8  mit  /S|,  8'  mit  8^'  zusanmienföUt,  und 
ein  einziges  Paar  wechselseitig  entsprechender  Punkte  nachgewiesen 
wird,  so  sind  die  beiden  Ebenen  involutorisch  verwandt,  je  zwei  zu- 
sammengehörige Punkte  entsprechen  einander  wechselseitig.  Hierhin 
gehört  die  Poncelet'sche  Verwandtschaft  [XVI,  4;  XVII,  10],  bei 
der  die  zwei  Kegelschnitten  gemeinsamen  Paare  conjugirter  Punkte 
in  Frage  kommen,  sowie  die  andere  Verwandtschaft,  bei  welcher  die 
Brennpunkte  jedes  drei  feste  Tangenten  berührenden  Kegelschnittes 
einander  entsprechen.  Es  werden  noch  die  quadratischen  Verwandt- 
schaften zwischen  einem  Punktfeld  und  einem  Strahlenfeld  und 
zwischen  zwei  Strahlenfeldem  kurz  besprochen.  Indem  sodann  bei  der 
Verwandtschaft  zwischen  zwei  Punktfeldem  SS'  und  S^S^  homologe 
Strahlen  der  beiden  projectivischen  Büschel  mit  den  Scheiteln  S  und 
Si  werden,  gelangt  Sejdewitz  zu  dem  Falle,  in  dem  die  Haupt- 
punkte 8\  8"  der  ersten  und  diejenigen  Ä^',  8^'  der  zweiten  Ebene 
zQsammenfallen  (S.  147).  Eine  andere  geometrische  Verwandt- 
schaft besonderer  Art  kommt  (S.  140)  zustande,  wenn  sowohl  die 
homologen  Strahlenbüschel  mit  den  Scheiteln  8  und  \^  wie  auch 
diejenigen  mit  den  Scheiteln  8'  und  S^'  congruent  sind.  Den 
Kreisen,  welche  8  und  8'  enthalten,  sowie  den  gleichseitigen 
Hyperbeln  mit  dem  Durchmesser  88'  entsprechen  dann  entweder 
die  Kreise  und  Hyperbeln  analoger  Art,  oder  es  gehören  um- 
gekehrt die  gleichseitigen  Hyperbeln  den  Kreisen,  die  Kreise  den 
Hjperbeln  zu. 

4.  Ich  hatte  bereits  [XXTT,  8]  darauf  aufinerksam  gemacht,  daüs 
die  Darstellung  einer  quadratischen  Verwandtschaft  zwischen  zwei 
Punktfeldem  mit  Hülfe  zweier  bilinearen  Gleichungen  zwischen 
zwei  Goordinatenpaaren,  wie  sie  bei  Magnus  auftritt,  eine  directe 
Verallgemeinerung  der  Poncel et' sehen  Verwandtschaft  in  sich 
schlieist.      Die    Begründung    auf    geometrischem   Wege    gab    1841 
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iL  Jvkcohik^)  LiegttD  zwei,  collineare  F^d(Br  in  einer  Ebene,  so  er- 
aeogem  zwei  homologe  StrahlenbOschel  eman  EegeLsekni^  watebev  die 
Mflttelpnnkte  der  beiden.  Strahlenbüsohel,  übeidisa  di^  drei  —  sich  selbst 
entepoechenden  —  „Situaidonspnakte^^  enthält  und  daditt-ch  eindeutig 
bestimmt  ist.  Bezieht  man  nim  die  beiden  Felder  veciprek  snf  ein 
dlüites  Feldf  so  entspricht  einem  Punkte  desselben  der  Schmttpmikt 
der  beiden  zu  ihm  homologen  Straiden^  folglidi  einer  Pnnldmüie 
des  eben  erwähnte  Erzeugnis  der  zu  ihr  homologen  Strahlenbte^el 
Bie  entsprechende  Begründung  der  Foncelet'sohen  Yerwandtsohftft) 
specieller  Siuf  zwei  derselben-  Ebene  angehdrige  PolarsjBteme  zoge- 
achnitten,  begegnete  uns  bei  Ghasles  tmd  in  genauerer  Ausliduiuig 
bei  Sejdewitz  [XXX,  5,  12].  In  der  Bezi^ung  zeigte  sich  tdnigeos 
die  A.  Jacobi-Ponoelet-sehe  Betrachtung  der  soeben  ausfflnüeb 
geschilderten  und  an  sich  anschaulicheren  Seydewitz'Steinei'schea 
Methode  überiegen,  als  diese  notwendig  raelle  Hauptpunkte  eiftrdeit, 
wUhrend  bei  jener  zwei  Hauptpunkte  in  jeder  Ebene  imafpn&r  werden 
ktanen.  Freüich,  nach  den  strengeren  Ansohaiiungen  lon  Seydewits 
blttbt  es  noch  zu  beweisen,  dafa  die  Eegelscknitte  Jacobi's  ancb 
dann  die  drei  Sitoationspunkte  miteinander  gemein  haben^  weno  zwei 
derselben  imaginär  werdisn.  Ftlr  die  Ponoelet'sche  VerwandttahaA 
hatte  Seydewitz  diese  Ergänzung  gegeben;  Die  zu  einem Böscibel  w» 
Eiegelsehnitten  gehörigen  Wechselpunktk^elschnitte  haben  [£XX,  13] 
entweder  drei  reelle  Punkte  oder  einen  reellm  Punkt  und  eine  In- 
Yolution  conjugirter  Punkte  miteinander  gemein^**) 

5»  In  einer  Fortsetzung  der  soeben  besprochenen  Abhandlung 
wendet  sich  Sejdewitz'^**)  zu  denVerwandtsehaften  der  Gollineatiea 
und  Beciprocität.  Bringt  man  zwei  Punktfelder  b-  und  Ej  genau  so 
wie  oben^  mit  Hülfe  der  beiden  Projeetiyitftten 

Ä  (a  6  c  •  • .)  7\  ^1  (öl  6i  q  •  •  •) 


*)  AJaoobi,  Über  Reihen  Ton  Kegelschnitten  in  einer  Ebene,  wekhs 
sich  in  denselben  vier  Puncten  schnei^^,  Grelle's  Joom.,  Bd.  23,  1841, 
S.  248 — 254.  Aus  dieser  Schrift  möge  noch  der  folgende  Satz  herror- 
gehoben  werden:  „Auf  den  entsprechenden  Geraden  I  mid  l^  zweier  colli- 
nearen,  einer  Ebene  angehörenden  Felder  schneiden  diejenigen  Segelicfanitte 
entsprechende  Punkte  ans,  welche  den  Schnittpunkt  der  gegebenm  Qersdfia 
und  die  drei  Situationspunkte  miteinander  gemein  haben.*'  Oder,  wie  mai 
es  (S.  246)  auch  ausdrücken  kann:  „Eine  Gerade  werde  von  einem  K^I- 
schnitte  in  den  Punkten  P  und  P^,  von  den  Seiten  PC,  CA,  AB  eines 
ihm  eingeschriebenen  Dreiecks  in  den  Punkten  ^ ,  Pj ,  C7| ,  gescfanitteiL 
Die  Punktgruppe  ^.PjO|P,  bleibt  zu  sich  selbst  projecÜTisch)  wenn  die 
Gerade  um  P  gedreht  wird." 

**)  Mit  der  quadratischen  Verwandtschaft  und  zwar  mehr  nach  der 
Sejdewitz'schenMethode  beschäftigt  sich  A.  Jacobi  auch  a.  a.  0.  S.  317*^ 
(8.  76  ff.,  S.  98  ff.). 

**^)  Seydewitz,    Darstellung    der    geometrischen  Verwandtsehaften 
mittels  projektivischer  Gebilde,  Gronert's  Arch.,  Bd.  6,  1846,  8.  1—40. 
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in  eindentige  Beziehxmg,  tmd  nimmt  man  an,  daüs  88^  um¥  S^S^\ 
sowohl  in  der  enteren,  als  anch  in  der  letzteren  projectr^isclieir 
Benehung  einander  entsprechen,  so  gehört  nicht  folofs  jedem  Pnnlrte 
der  einen  Ebene  ein  Punkt  der  anderen  Ebene,  sondern  auch,  da 
eine  perspectivische  Beziehnhg  der  Strahlenbüschel  mit  den  Scheiteln 
S  und  S'  in  eine  perspectivische  Beziehung  der  Strahlenbüschel  mit 
den  Scheiteln  8^  und  8^'  übergeführt  wird,  zu  jeder  Geraden  der 
ersten  Ebene  eine  Gerade  der  zweiten  Ebene.  Offenbar  sind  femer 
zwei  homologe  Punktreihen  und  folglich  auch  zwei  homologe  Strahlen- 
büschel  projectivisch  auf  einander  bezogen.  Da  somit  die  beiden  Punkte- 
paare SS'  und  8^8 j^  keine  Sonderstellung  haben,  ist  die  collineare 
Beziehung  zweier  Punktfelder  durch  vier  Paare  homologer  Elemente 
festlegt  Der  analoge  Satz  gilt  für  die  reeiproke  Beziehung.  „Ent- 
tpricht  Ton  n  Ebenen  jede  der  vorhergehenden  coUi&ear  oder  reeipr^E, 
so  sind  irgend  zwei  derselben,  insbesondere  die  erste  und  die  letzte, 
colhnear  oder  reciprok  auf  einander  bezogen.*'  Allgemeiner:  „Wird 
m  jeder  von  n  Punkt-  oder  Strahlenfeldem  ein  Hauptdreieck  an- 
genommen, und  werden  nun  aufeinanderfolgende  Felder  mit  Be- 
iratzang  der  in  ihnen  Hegenden  Dreiecke  in  geometrische  Verwandt- 
schaft gebracht,  so  sind  auch  zwei  nicht  aufeinanderfolgende  Ebenen 
entweder  bezflgkich  ihrer  Punkte  oder  ihrer  Geraden  geometrisch 
verwandt**    (S.  2) 

6.  Etwas  ausführlicher  will  ich  Seydewitz'  Beweis  (S.  7flf.) 
för  den  Satz  darlegen:  „Zwei  collineare  Ebenen  können  auf  vier 
Arten  in  „collineare*^  (perspectivische)  Lage  gebracht  werden.**  Werden 
Ton  einem  Winkel  Ä^S^B^  in  der  zweiten  von  zwei  coUinearea 
Ebenen  die  Schnittpuiite  Ä^^  B^  mit  ihrer  Fluchtlinie  —  w^che 
Seydewitz  in  Anlehnung  an  eine  Bezeichnung  von  Magnus  als  „Axe*** 
der  Ebene  bezeichnet  —  festgehalten,  so  bleibt  jeder  Schenkel  des 
homologen  Winkels  zu  sich  selbst  parallel,  der  Winkel  selbst  also 
constant.  Wenn  daher  A^S^B^  dem  homologen  Winkel  gleich  bleiben 
soll,  so  mn£9  8^  den  einen  oder  den  anderen  von  zwei  Kreisen  be- 
schreiben, die  A^y  Bi  enthalten.  Nachdem  man  B^^  durch  C^  ersetzt 
hat,  ergeben  sieh  zwei  weitere  Kreise  analoger  Art  über  der  Sehne 
^iC|.  Jeder  der  beiden  ersteren  Kreise  schneidet  sich  mit  einem  be* 
stunmten  der  beiden  letzteren  in  dem  Centrum  8^  bezw.  8^'  eines 
Strahlenbüschels,  der  zu  dem  homologen  mit  dem  Centrum  8'  bezw. 
^"  der   eisten    Ebone   projectivisch -congruent   ist*)     Die    Flucht- 


^  Eine  kleine  Vereinfachung  läfst  sich  noch  dadurch  erzielen,  dals 
man  den  Punkt  A^  ins  Unendliche  entfernt.  Wenn  man  die  früheren 
Bezeichnungen  festhält,  so  hat  man  statt  der  beiden  ersten  Kreise  Strahlen 
anzuf^liBsn,  welche  B^  enthalten  und  mit   der  Axe  der  zweiten  Ebene 
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punkte  F  und  G^  der  projectiYischen  Punktreihen,  welche  die  Ge- 
raden 8' 8"  und  S^'Si'  tragen,  gehören  den  Axen  der  beiden  Ebenen 
an,  man  erh&lt  also  zwei  weitere  Paare  homologer  Punkte  ÄA^  nnd 
BJBi  dieser  Reihen,  wenn  man  —  FS'  und  GiSi  werden  als  Strecken 
von  gleichen  Vorzeichen  betrachtet  — 

ÄF=FB^  iS/ffi  =  Gl»/';  Ä^G^  =  G^B^^  =  8'F  =  FS" 

macht.  8' 8"  und  8^81^  sind  beiläufig  die  einzigen  zu  den  Axen 
senkrechten  homologen  Geraden.  Zu  den  Linien  l  und  m^  welche 
man  durch  Ä  und  B  parallel  zur  Axe  der  ersten  Ebene  gezogen 
hat,  sind  die  durch  Ä^  und  B^  zur  Axe  der  zweiten  Ebene  ge- 
zogenen Parallelen  l^  und  m^  homolog.     Da  z.  B.  8'  von  l  nnd  m 


denselben  Winkel  bilden,  wie  die  entsprechenden  Strahlen  der  ersten  Ebene, 
deren  Richtung  durch  B^  bestimmt  ist,  mit  der  Axe  derselben.  Dies  hatnum 
noch  einmal  rar  den  Punkt  C^  zu  wiederholen.  Magnus,  der  diese  Con- 
struction  1888  anfährt  [Vergl.  a.  a.  0.  8.  168**^  (S.  46)],  geUngt  nur  zu 
einem  der  beiden  Paare  S'S/  und  S"Si",  Er  hat  dies  1887  dahin  inta- 
pretirt,  dafs  die  Ebenen  vom  Anfang  an  aufeinander  liegen  und  durch  bloCse« 
Verschieben  in  collineare  Lage  gebracht  werden  sollen.  Alsdann  kommt 
allerdings  nur  eines  der  beiden  Paare  in  Betracht  [Vergl.  a.  a.  0.  8.  168^** 

SS.  80)].  Besonders  anschaulich  hat  Chasles  diesen  Gedankengang  1137 
largestellt.  Man  lege  die  Ebenen  so  aufeinander,  dafs  ihre  Fluchtlinien 
parallel  verlaufen.  Wird  ein  Strahl  der  zweiten  Ebene  um  seinen  Flncht- 
punkt  gedreht,  bleibt  also  der  homologe  Strahl  der  ersten  Ebene  zu  sich 
selbst  parallel,  so  wird  jener  Strahl,  indem  er  diese  Richtung  ebenfalls 
annimmt,  zu  seinem  homologen  Strahl  parallel.  Um  nun  die  Scheitel  S',  S^* 
der  ffleich  gerichteten  congruenten  Strahlenbüschel  zu  finden,  braacht 
man  diese  Construction  nur  zweimal  zu  wiederholen,  da  diese  Punkte  offen- 
bar nur  Paare  paralleler  homolo^n  Strahlen  aussenden.  Vergl.:  Chasles, 
Aper9u  historique,  S.  889.  Spitzer  hat  folgende  einfache  Constmction 
angegeben.  Zwei  parallele  Gerade  a,  r  der  einen  von  zwei  coUinearen 
Ebenen  mO^en  die  Fluchtlinie  derselben  in  den  Punkten  A,  B  treffen. 
Jede  der  beiden  Parallelen  zur  Fluchtlinie  der  zweiten  Ebene,  auf  denen  die 
zu  q  und  r  homologen  Geraden g|,ri  eine  AB  gleiche  Strecke  abschneiden, 
ist  projectivisch-congruent  auf  ihre  homologe  Gerade  bezogen.  VergL: 
Spitzer,  Über  die  Identität  der  Pyramidal-  und  prismatischen  Schnitte 
mit  den  Verwandtschaften  der  CoUineation  und  Affinität,  Gmnert*s  Arch., 
Bd.  9,  1847.  S.  846^868.  Beiläufig  m&a  bemerkt  werden,  dafs  Neren- 
burger  sicn  mit  der  Frage  beschflitigt  hat:  Kann  ein  beliebiges  Viereck 
AB  CD  in  ein  Quadrat  projicirt  werden?  Wenn  AB  und  CD  in  C^ 
BC  und  AD  in  A,  sich  begegnen  und  ^C^  die  Geraden  AC  und  BD 
in  den  Punkten  B  ,  B'*  schneidet,  so  wird  von  jedem  zugleich  auf  den 
Kugeln  über  den  Durchmessern  A^  C^  und  B'  B**  gelegenem  Punkte  S  aus 
das  Viereck  in  ein  Quadrat  projicirt,  wenn  die  Projectionsebene  zu  SA^  C^ 
parallel  ist.  Nerenburger  beweist,  dafs  die  Projection  des  Vierecks  ein 
ttechteck  wird,  wenn  S  der  Kugel  über  dem  Durchmesser  A^  C^  anhört, 
verneint  aber  die  Möglichkeit,  das  Viereck  in  ein  Quadrat  zu  projiciren; 
hierzu  müsse  AC  zn  A^Ci  parallel  sein.  Offenbar  enthält  aber  die  zweite 
Kugel  die  Punkte,  von  denen  aus  das  Rechteck  in  einen  Rhombus  projicirt 
werden  kann,  und  schneidet  sich  mit  der  ersten  Kugel  in  den  gesuchten 
Punkten.  Vergl.:  Nereoiburger,  Sur  la  transformation  de  figures  planes 
irräguliäres  en  figures  r^guliäres,  Quet.  Corr.,  Bd.  9,  1887,  S.  149—152. 
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die  gleichen  Abst&nde  hat,  wie  S^  von  l^  und  m^  so  tragen  sowohl 
2  und  Z^,  als  auch  m  und  m^  homologe  congruente  Punktreihen  zu 
der  coUinearen  Beziehung  bei;  homologe  Gerade,  welche  zu  den 
Axen  parallel  sind,  enthalten  projectivisch-ähnliche  Punktreihen. 
Liegen  8'  und  S"  innerhalb  des  aus  l  und  m  gebildeten  Parallel- 
streifens, so  befinden  sich  8^'  und  8^"  ausserhalb  des  Parallelstreifens 
aus  2^  und  m^.  Werden  nun  die  Ebenen  so  aufeinander  gelegt,  dals 
entweder  die  Strahlenbüschel  mit  den  Centren  8'  und  8^  oder  die- 
jenigen mit  den  Centren  8''  und  8^'  zur  Deckung  kommen,  so 
müssen  in  beiden  Fällen  entweder  l  und  2^  oder  m  und  m^  sich 
decken.  Zwei  coUineare  Ebenen  können  also  (S.  28)  auf  vier  Arten 
so  aufeinander  gelegt  werden,  dals  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  durch  einen  Punkt  hindurchgehen  und  entsprechende  Strahlen 
sich  auf  einer  Geraden  schneiden.  Werden  die  beiden  coUinearen 
Ebenen  mit  zwei  homologen  congruenten  Punktreihen  aneinander 
gelegt,  so  werden,  wie  Seydewitzin  der  unten  [S.  330*]  besprochenen 
Abhandlung  (S.  167)  ausführt,  gemäls  einem  allgemeineren  Satze 
Ton  Möbius  [XXIII,  13],  die  Ebenen  zu  einem  Strahlenbündel 
perspeetivisch.  Wenn  andererseits  zwei  collineare  Ebenen  s  und  e^ 
zu  einem  Strahlenbündel  perspeetivisch  liegen,  so  werden  die  Punkte 
S'y  Si'  und  8'\  8^"  von  zwei  Strahlen  des  Bündels  ausgeschnitten, 
die  zu  den  Halbirungsebenen  der  von  e  und  e,  gebildeten  Winkel 
senkrecht  stehen.  Chasles,  der  diese  Regel  in  einer  schon  ge- 
nannten Abhandlung  entwickelt*),  bemerkt  auch,  dals,  wenn  beide 
Ebenen  durch  Drehung  um  ihre  Schnittlinie  ziu:  Deckung  gebracht 
werden,  entweder  8'  und  8''  oder  8^  und  Äj"  sich  zu  einem  Homo- 
logie-Centrum vereinigen.  Ein  um  S'  oder  ä"  beschriebener  Kreis 
wird  daher  nach  PonceleVs  Theorem  in  einen  Kegelschnitt  projicirt, 
welcher  8^  oder  8i'  zum  Brennpunkt  hat,  ein  Resultat,  das  schon 
oben  angegeben  wurde,  das  Chasles  übrigens  metrisch  begründet. 
Auch  Magnus  hat  diese  Construction  der  Punkte  8\  S";  S^',  8^''  1837 
an  der  bezeichneten  Stelle  gegeben  [Vergl.  S.  323*]. 

7.  Bei  zwei  einer  Ebene  angehörenden  coUinearen  Feldern  sind  die 
„Sxtuationspunkte"  (Doppelpunkte)  ebenfalls  gemeinsame  Punkte  zweier 
Kegelschnitte  K^  und  £2,  welche  die  beiden  gegebenen  Paare  projec- 
tiyischer  Strahlenbüschel  erzeugen.  Dieselben  haben  aber  den  Schnitt- 
punkt von  88'  und  8^8^'  von  vorne  herein  miteinander  gemein.  Die 
übrigen  Schnittpunkte,  von  denen  wenigstens  einer  reell  ist,  sind 
Situationspunkte.  Wenn  drei  reelle  Situationspunkte  vorliegen,  sind 
die  Situationsgeraden  als  ihre  Verbindungslinien  gegeben.  Man  kann 
sich  aber,  wenn  man  die  duale  Betrachtung  heranzieht,  von  vorne  herein 
überzeugen,  dafs  stets  wenigstens  eine  reelle  Situationslinie  vorliegt. 
Andererseits  liegen  die  Punktreihen  auf  zwei  homologen  von  einem 

*)  VergL  die  letzte   oben  [S,  299*]  genannte  Abhandlung. 
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^itnartionspiuikte  aasgefaenden  Geraden  «perspectirkoli  zu  emem  PnniEte 
«iner  Bitaatioiislinie.  Wenn  also  au&er  einem  Situatdonsponkte  noch 
idrei  Paaie  homologer  Punkte  gegeben  sind,  so  kann  man  mit 
alleiniger  HtQfe  des  Lineals  <die  rngehürige  fiitnationsliiiie  con- 
•stmiren  (8.  26). 

Ewei  coUineare  einer  Ebeiw  angehörende  'Felder  enÜhaUMi  im 
«Hgemeinen  keine  Elemente,  die  sich  wechselBeitig  entsprechen;  «6 
-kimnen  jedoch  die  Ponktepaare  einer  Sitnationslinie  und  dieBtrahkn- 
paare,  welche  von  dem  gegenüberliegenden  Sitnationspvnkte  ausgehen, 
•einander  wechselseitig  entsprechen,  ündlioh  können  je  zwei  Pmikte 
«und  je  zwei  Gerade  der  Felder  in  wechselseitiger  (Beziehung  stehen. 
in  "die  ssweite  «Lage  können  zwei  gegebene  coUineare  Felder  auf 
(unendlich  ^iele  Weisen  gebracht  werden,  indem  man  entweder  sw«i 
(homeiloge  Gerade  so  übereinander  legt,  daÜB  die  Fluchtpunkte  der 
auf  ihnen  enthaltenen  Punktreihen  sich  dedren,  oder  indem  maa, 
"Wenn  qi  und  q^t^  zwei  homologe  Paare  senkrechter  "dtrahlen  nnd, 
^  mit  ti  und  t  mit  q^  zur  Deckung  bringt.  In  die  dritte  Lage  könnA 
3?wei  coUineare  Ebenen  gebracht  werden,  wenn  die  Mittelpunkte 
zweier  homologen  congruenten  Strahlenbüschel  den  gleichen  Abstand 
-^en  den  Axen  der  beiden  Ebenen  besitzen  (S.  31). 

6.  Allee  dies  Iftfst  sich  auf  affin,  Shnlich  oder  oongi^ueiit  be- 
logene Ebenen  anwenden.  In  allen  ^i  Fftllen  ist  die  >unendli<äi 
-ferne  (Gerade  eine  Situationslinie  und  man  kann,  sobald  dm  Paare 
iiomologer  Elemente  bekannt  sind,  mit  Hülfe  des  ParaUelennefaens  den 
zugehörigen  Situationspunkt  auffinden  (S.  26).  Die  beiden  anderen 
-Situationspunkte  liegen  im  unendlichen,  können  reell  oder  imagmSr 
•sein  oder  im  Grenz&ll  zusammenfallen.  In  der  ersten  Ton  -am 
AfBnen  Ebenen  giebt  «s  im  allgemeinen  zwei  Scharen  paralleler  Ge- 
fraden,  yon  denen  jede  auf  ihre  homologe  Gerade  projedavisdi- 
•congruent  bezogen  ist.  Greift  man  bei  zwei  affinen  Ebenen  irgeoä 
zwei  homologe  Paare  aufeinander  senkrechter  Prahlen  hemus,  imd 
ist  das  IJinliohkeitsyerhaltnis  fär  die  homologen  Punktreihen  «rf 
dem  einen  Schenkelpaar  gröfser  «Is  1,  für  die  auf  dem  anderen 
^Sdienkelpaar  kleiner  als  1,  so  enid  die  beiden  Geradensc^aren  reell 
*(€.  1€).  Xflft  dxese  Bedingung  erfüBt,  so  können  die  Ebenen,  indem 
maa  ywei  homologe  congmente  Pmdrtre^hai  übereinanderi^,  in 
,^ffine^  (peiepectivisdbe)  Lage  gebracht  werden.  Der  „Afönitfttspni^ 
^Oentram)  liegt  stets  uxien^iQich  fem.  Ähnlidie  Felder  einer  Ebene 
«ind  eiEtweder  schon  in  „fÜinUcher"  (xrerepectivischer)  Lage,  wenn  «wei 
(homologe  Punktreihen  in  einer  "Geraden  l  liegen,  oder  g^angen  -deoh 
in.  -dieselbe,  wenii  man  das  eine  Feld  noch  um  l  ^herumwendet.  Dar 
Doppelpunkt  4er  Uhnlichen  Punktreihen  ist  dann  der  Ähnüchkeitep«^ 
<üe  zugehörige  Ähnlichkmtsaxe  4iegt  im  TJnendlichen.  Gongniente 
Ebenen  können,  nachdem  sie  zunächst  völlig  zur  Deckung  gebracfat 
sind,  in  perqpectrasche  Lage  igelaiagei^  iafiem  eotweder  die  zweite 
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Bbene  -eme  Inlbe  «ümdralmiig  ;(dwoh  «inopi  Vl^nkel  von  180^)  tun 
«meii  beliebigen  Punkt  maoht,  oder  tun  eine  baiiabige  Gerade  iMnm- 
fieirendet  wird  (6.  ^  ff.). 

9.  Bei  zwei  ensr  ^bene  angeh(&rig«n  reatproken  Federn  t}  umd  t}^ 
wird  BQDftcfast;  jedem  Pnnfete  L  win  WeofaBelpufliEt  L'  zu^ordnet,  dar 
geiaiittpuBM  der  beiden  Geraden,  wekdie  L  ents{Nmehen,  wenn  Hau 
den  PoBkt  erst  in  das  eine,  dann  m  das  a&den  Feld  einf^gl  Ditd 
beftien  L*  in  derselben  Art  •mgehörigen  Gnaden  treffidn  sixah  in  L. 
Durcblftiift  der  eine  der  beiden  Weohselpunkte  eine  Gerade,  IbesclireLben 
aitbnft  <die  zngaordneten  Geraden  pnojeethrkidia  Btrahlenbüsohel,  ea 
dnchi&oft  der  «ndere  aasen  Kegelsefanitt.  Man  erkennt  fener,  dals  dia 
Verbindoiingsliue  sswaifir  Weebs^imkto  «inendlieb  ^iele  Paare  von 
Weefase^panikten  anthftit,  weidie  einar  iirroliriicm  angeboren.  Beat 
Schmtt^pnnkiei'cwain: derartigen  Geraden  gebort  die  Varbindniigaliiwie  p 
der  beiden  «ntspreebenden  WecbaeJ^mnkte  zu,  «lag  «xaa  ifan  in  das  arsta 
oder  daa  «weite  Feld  mnordnen.  Jede  tob  P  aausgehende  "Gconade  enthtiU; 
daber  eine  Involutioa  von  Weoli8elpiiidd»n,  in  der  P  ein  Punkt  -von  p 
entspsiobt.  Andacera^ts  gebt  van  jedem  Pnnkta  0  der  «Gleraden  |}  eine 
ixvelaüon  von  WaebselatoabieBi  aus,  in  der  OP  und  p  «wunder  sur 
fiondDet  smd.  Jiader  <v(on  cwei  Wecbseistrablan  enüriflit  die  Ptuoikte, 
welehe  dem  anderen  intern  ersten  nnd  dem  zweiten  ^ide «entspreobea. 
Die  Yarbrndqngffthn'e  der  Mittelpmd^  JT  nnd  Jf^,  welebe  der  unondKob 
Inaen  denaden  in  dem  ersten  oder  «weiten  Feidie  entsprecban,  -istbier- 
nacb  als  Weebaelstrald  dar  «aenc^(äi  üamen  Geraden  zn  p  paraüei. 
Ein  Ponkit,  der  in  der  ^eti  ämi  entspcecbenden  £keraden  liegt,  g^iöct 
aaefa  der  anderen  an.  Der  Ort  dieser  Punlote  bestebt  lans  den  Doi^el- 
puidaken  der  WeobsdpnnktinTioiiLtionen,  entiiAlt  femer  die  Scbnitit^tinkte 
^einer  betiebigen  «Genden  bM  ibrem  WeebselpnnktkegelscbnitA  nnd  ist 
dse  tficber  von  der  isweiten  Ordonng.  Um  ihn  formnl  ab  Segelsobnitib 
iiadataBweieen,  greift  Beytdemtz  dr4i  inT<)jjittionen  ran  Wechsel- 
punkten  belidbig  berans.  Bie  Paare  ran  i)(^qiel|mnkten  JE74S,  -ß|^, 
E^S^  derselben  geb&ren,  ^eü  aie  doieb  P  mod  p  diarmonisdh  ^etreniit 
wezdiBn,  einem  Kegetecbnstte  &  am,  w»kber  andere  tvcm  P  ausgebende 
«Geraae  in  dan (Panktqpaaren  ifi^l^yfT^fl^,  E^(i^,  -  •  •  treffen  mfige.  Die 
Fnnkte,  welche  draccb  diese  PiuÜEtepaare  Ton  ^iner  G^araden  i  bar- 
monisob  getrennt  werden,  erfüllen  einen  KegebdmaJfct  '&oj  weloher 
mit  dem  Weobselpdodiitkegelsdhnitt  von  l  znsammCTi^Ut;  beide  Kegel- 
schnitte  haben  naniHoh  den  Pnnkt  P  nnd  dessen  Tangente,  wdehe 
den  Schnittpunkt  von  p  und  l  enthält,  femer  die  drei  Punkte  mit- 
einander gemein,  welche  durch  E  und  @,  E^  und  @^,  E^  und  (S,  von 
l  hannoniscfti  getrenxtt  werden.  Jedes  der  Punktepaare  E^^]  -^4®4>  ' ' ' 
trennt  daber  zwei  Paare  von  Weöheelpunkten  'harmonis^  mid  besteht 
also  aus  den  Doppelpunkten  einer  Wechselpunkt-Involution.  Die 
doale  Betrachtung  ergiebt  einen  zweiten  Kegelschnitt  JBT,  fär  den 
ebenfalls  p  die  Polare  von  P  ist.    ®iser  Tangeniie  von  K  «at^ßridM^ 
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je  nachdem  sie  in  das  erste  oder  das  zweite  Feld  gerechnet  wird, 
der  eine  oder  andere  ihrer  Schnittpunkte  Bj^  und  Ä  mit  fi;  die 
Schnittpunkte  einer  zweiten  Tangente  seien  entsprechend  mit  C  nnd 
Dj  bezeichnet.  Alsdann  entspricht  dem  Schnittpunkte  T  Ton  ÄB^ 
und  CZ>i,  je  nachdem  er  in  das  erste  oder  zweite  Feld  gehört,  die 
Gerade  B^D^  oder  ÄC'^  diese  Geraden  kreuzen  sich  also  in  dem 
Wechselpunkte  8  von  T.  Da  somit  ST  den  Punkt  P  enthält,  so 
muTs  der  Schnittpunkt  Q  von  ÄD^  und  B^^C^  der  Pol  von  ST  nach 
ß,  auf  p  liegen.  TQ  und  TS  smd  aber,  da  sie  die  Tangenten  ÄB^ 
und  CD^  von  K  harmonisch  trennen,  auch  för  diesen  EegelschniÜ 
conjugirt,  auch  för  ihn  ist  S>T  die  Polare  von  Q.  Mithin  berühren 
sich  S  und  K  in  zwei  reellen  oder  imaginären  Punkten  von  jp;  sie 
besitzen  auf  p  dieselbe  Involution  conjugirter  Punkte  und  weisen 
hinsichtlich  p  den  gleichen  Pol  P  auf.  Umgekehrt  können  zwei  ein- 
ander doppelt  berührende  Kegelschnitte  ß  und  K  zur  HersteUimg 
einer  reciproken  Beziehung  benutzt  werden,  wenn  die  Tangenten  des 
letzteren  den  ersteren  in  reellen  Punkten  treffen. 

10.  Offenbar  liegt  in  den  geschilderten  Betrachtungen  auch  ein 
rein  geometrischer  Beweis  dafür,  da£s  der  Kegelschnitt  K  dnrch 
zwei  projectivische  Punktreihen  erzeugt  werden  kann,  die  eiaem  ihn 
doppelt  berührenden  Kegelschnitt  &  angehören.  Schon  in  einer 
früheren  Arbeit*)  hatte  Sejdewitz  diesen  Satz  aufgestellt;  aber  er 
hatte  für  den  Beweis  sich  auf  Poncelefs  Satz  [XVII,  11]  berufen,  nach 
welchem  die  Seite  Ä^Ä^  eines  S  eingeschriebenen  Dreiecks  Ä^A^A^y 
dessen  andere  Seiten  A^Ä^  und  Ä^A^  sich  um  feste  Punkte  P^  und 
P,  drehen,  einen  Kegelsch^tt  K  umhüllt,  welcher  &  in  seinen  Schnitt- 
punkten mit  PiPg  berührt.  Da  A^  und  A^  einerseits,  A^  und  Ä^ 
andererseits  involutorisch  bezogene  Reihen  beschreiben,  so  durch- 
laufen Aj^  und  A^  projectivische  Punktreihen  (S.  427).  Im  Wesen 
auf  ähnlicher  Grundlage  ruht  eine  Betrachtung,  die  A.  Jacobi**) 
über  den  Satz  angestellt  hat.  Er  projicirt  die  beiden  projec- 
tivischen  Punktreihen  auf  S  in  zwei  congruente  einem  Kreise  an- 
gehörige  Punktreihen,  welche  einen  zum  ersten  concentrischen 
Kreis  erzeugen,  geht  also  auf  die  Grundlage  des  Poncelet^schen 
Theorems  zurück.  Wenn  man  blols  auf  die  Erzeugung  von  K  durch 
zwei  auf  S  liegende  projectivische  Punktreihen  AB  CD  •  •  •  und 
A^B^C^B^  '  '  •  ausgeht,  so  kann  man  Seydewitz'  Beweis  noch  ver- 
einfachen.    Die  beiden  perspectivischen  Strahlenbüschel 

A{B^C^D^ . .  0  A  A^ißCB  .  • .) 

erzeugen  eine  Punktreihe  S^Si?)!  •  •  *,  welche  einer  festen  Geraden  j», 
der  Axe  der  Projectivität  auf  Ä,  angehört.    Die  Polaren  ^i,  c^,  dj,  •  •  • 

•)  Vergl.  a.  a.  0.  S.  149*. 

**}  A  Jacobi,   Grundzüge  der  Theorie  der  Kegelschnitte  auf  rein 
elementare  Betrachtungen  gegründet,  Breslau,  1844. 
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TOD  Ol,  Si,  2^19  *  *  *  n&ch  ß  schneiden  nun  offenbar  auf  AÄ^  die- 
selben Punkte  SB,  K,  2),  •  •  •  aus,  wie  BB^,  CC^,  DD^^  •  •  •.  Man  ent- 
nimmt also  aus  den  Rrojectivitäten 

dals  auf  zwei  beliebig  herausgegriffenen  der  Geraden  ÄA^^  ^^i> 
CC^,  BD^^  •  •  •  die  übrigen  projectivische  Punktreihen  ausschneiden^ 
so  daCs  es  sich  um  Tangenten  eines  Kegelschnittes  K  handelt.  Die 
Gerade  5^  trennt  mit  9999i  zusammen  offenbar  AA^  und  BB^  har- 
monisch. Da  unendlich  yiele  Paare  von  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes JT  zu  93^  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  AA^  und  BB^^ 
80  ist  5j  auch  fär  K  die  Polare  von  ©i-*)  Göpel**)  gelangte  bei 
einem  höchst  eleganten  Beweise  zu  einer  beiPoncelet  vorkommenden 
Fassung  des  Satzes.  Wenn  die  Punktepaare  AA^^  BB^^  CC^^  *  -  - 
der  Reihe  nach  durch  ^,  B^^  C^-, ' ' '  von  p  harmonisch  gebrennt 
werden,  so  laufen  A^B^^  «^-^n  A^B  in  einem,  A^C^^  AC^^  A^G  in 
einem  anderen  Punkte  von  p  zusammen.  Werden  BB^  und  CC^  fest- 
gehalten und  wird  A  über  die  Curve  bewegt,  so  beschreiben  AB^  und 
^Cj,  folglich  auch  ^^2  und^Cg  projectivische  Strahlenbüschel.  Also 
gehören  A^j  B^j  ^ai  *  '  '  einem  neuen  Kegelschnitte  K  an;  wenn  man 
A  mit  C  zusammenfallen  läTst,  so  gehen  A^B^  und  ^Cj^  in  B^C^ 
nnd  CCl  über,  so  dals  K  ia  C^  von  CC^  und  somit  in  den  Punkten 
-^1  Bj,  Cj,  •  •  •  von  -4.-4i,  BB^y  CC^^  •  •  •  berührt  wird.  Nach  dieser 
Überlegung  ist  es  nun  selbstverständlich,  dafs  ft  und  K  für  jeden 
Punkt  von  p  dieselbe  Polare  aufweisen  (S.  348  ff.).  Ohne  Beweis 
fugt  Göpel  (S.  353)  den  von  P lücker  rechnend  bewiesenen  pl,  16], 
aber  auch  bei  Poncelet  [XTX,  3]  vorkommenden  Satz  bei:  „Die 
Punktgruppen,  in  denen  sich  drei,  einen  vierten  doppelt  berührende 
Kegelschnitte  paarweise  schneiden,  gehören  den  Seitenpaaren  einea 
YoUständigen  Vierecks  an.^* 

11.  Die  Mittelpunkte  itf  und  M^  zweier  reciproken  Felder  i}  und 
fli  sind  die  Centra  zweier  projectivischen  Strahlenbüschel;  jeder  Strahl 
des  einen  entspricht  dem  unendlich  fernen  Punkte  des  homologen 
Strahls.  Bringt  man  die  Felder  so  in  eine  Ebene,  dals  von  den 
beiden  entsprechenden  rechten  Winkeln  dieser  Büschel  je  zwei 
nicht  homologe  Schenkel,  8  und  ^,  t  und  5^,  sich  decken,  so  ordnen 
sich  diese  projectivischen  Strahlenbüschel  zu  einer  Involution  conju- 
girter  Durchmesser  a%,  55^,  cq,  •••  der  beiden  Felder  zusannnen. 
Jedem  einzelnen  Punkte  wird  nun,  mag  er  in  das  erste  oder  das 
zweite  Feld  gehören,  dieselbe  Gerade  zugeordn^.  Gehört  A  dem 
Durchmesser    a    an,    so     enthält    jeder    der    beiden    zugeordneten 

*)  Diese  Betrachtung  giebt  im  wesentlichen  A.  Jacobi  a.  a.  0. 
8.817**  (S.  106  ff.). 

**)  Göpel,  Über  Projectivität  der  Kegelschnitte  als  knumner  Ge- 
bilde, Crelle's  Joum.,  Bd.  86,  1848,  S.  817—856. 
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Qtarahlen  den  auf  a  liegendeii  Wediselpuiikt  Yon  Ä  und  doi  m^ 
endliah  fernen  Pnukt  des  zu  ^  coi\jugirten  Durehmesseis  a^.  fat 
der  Kegelschnitt  S  reell,  so  f&Ut  .sr  mit  dem  Kngelidrigen,  £,  sq- 
sammen,  denn  aus  jedem  Punkte  von  fi  erhftlt  K  zwei  zusammen- 
fallende Tangenten.  Zu  jedem  Punkte  von  $  gehört  mitbin  seine  eigene 
Tangente,  zu  jeder  Geraden  ^txr  Pol  nach  ft.  Je  zwei  conjugiri» 
Ottrchmesser  der  beiden  reciproken  Ebenen  sind  auch  conjugirte 
Dttrchmesser  von  ß.  Nach  diesen  allgemeinen  Bntwic^elimgen  er- 
thftert  Seydewitz  den  Zusammenhang  unter  den  vier  Tolarsytftemen, 
weHdhe  man  aus  zwei  gegebenen  Teciproken  Feldern  17  und  rf^  auf 
die  beschriebene  Weise  offenbar  faerstdllen  Icann.  -Qreift  man  eine 
der  vier  möglichen  Lagen  heraus,  so  kann  man  die  anderen  dnidi 
ümfwendungen  Ton  ri^  um  8  und  t  und  dmrdh  dine  Drehung  doi^ 
einen  Winkel  von  18Ö*  um  M  hei4>eiftÜiren.  Brgab  «idi  hä.  der 
ersten  Lage  eine  Ellipse  tfls  Ordnungsourve,  so  entst^ten  nach 
den  ümwendungen  die  Hyperbeln,  welche  nach  der  Termindlegie 
von  Paulus  [XXX,  17]  die  IBndpuiMe  der  tmeigenfäidhen  rar 
Haupt-  und  Kebenaxe  parallelen  Sebnen  der  EIHpse  enQialttfn.  B« 
der  Drehung  gesellt  sich  hierzu  die  ganz  imaginftre  ElHpse,  auf 
welche  ich  am  angeffihrten  'Orte  Mnwies.  Ganz  leicht  üefte  ri<& 
Dun  die  schon  oben  erwiflmte  Thatsadie  erweisen,  daCs  die  vier 
Kegelschnitte  durch  das  Polarsystem  irgend  eines  von  ihnen  in 
sich  transformirt  werden.  Entsprechende  Entwickelimgen  'fi^  die 
Oberflädien  zweiter  Ordnung  hat  Magnus  1637  angeetcfflt,  wie 
unten  [XXXII,  6]  geschildert  werden  so5L  ßchon  1888  fcatte  er 
{Vergl.  XXXI,  16]  gezeigt,  da&  zwei  reciproke  Felder  1/  und  ly^  ni 
einem  Polarsjstem  sich  vereinigen  lassen,  ohne  den  geotnelnsdien 
Infhalt  der  Entwickelung  voH  ausrasdhöpfen. 

Offenbar  entspringt  aus  den  letzten  Entwicklungen  von  8eyde* 
witz  durch  projectivische  VeraUgemeinerung  das  wichtige  Theotem: 
„^wei  einer  Ebene  angehörende  reciprok  bezogene  Felder  vereinigen  sich 
zu  einem  Polarsystem,  wenn  ein  einzelnes  Polardreieck  na^igeivieseii 
wird,  dessen  gegenüberliegende  Stftcke  sich  wechselseitig  entsprechen.^ 
Im  wesentlichen  identisch  mit  dieser  ^gel  ist  derSatz,  den  Seydewitz 
-an  anderer  Stelle*)  ausspricht:  „Zwei  einer  Ebene  ang^örige  reciprofce 
Felder  sind  involutoriseh  (bilden  ein  Polarsystem),  wenn  jedem  von 
zwei  Punkten  eine  ihn  nicht  enüiattende  Gerade  doppelt  entspricht, 
oder  drei  Punkten,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  Oerade,  die 
sie  enüialten,  doppelt  entsprechen.^  Die  zweite  Begdl  erweist  «di 
«ofort  als  eine  Variante  der  ersten  (S.  160). 

12.  Bei  der  Beziehung  zweier  einer  Ebene  angehörenden  retfpreken 
Felder  kann,   wie  Seydewitz  eingehend  nachweist  (S.  162),  fi  in 

*)  Seydewitz,  Eonstruktion  und  Elassifikation  der  Fl&clieD  deB 
«weiten  Grades  mittels  prqjektivisdier  Cteibäde,  Graaert's  Anh.,  Bd.  9, 
1847,  S.  168—214. 
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PimkfareUien  und  K  in  swei  'Btrahlenbüschel  eer£EÜlen,  deren  ^^ 
aeinschalUicher  Strahl  den  gemeinsamen  Punkt  der  beiden  Ponkt*- 
jvüien  enihSlt.  Man  erhält  dann  genau  die  von  Poneelet  [XXIV,  9^ 
Maraohtete  speoieUe  Beziehung.  Die  beiden  Punktreihen  können  iin 
ebe  einzige  Gtoade  fallen;  alsdann  fallen  anoh  die  beiden  Strahlen* 
Üidiel  .sQsammen.  Der  Kegelschnitt  fi  kaxm  sich  femer  ^tim 
«nwn  Pimkt  «nsanmianziehen  nnd  schliefUich  mit  K  ganz  imagmftr 
««ideiL  Ansdräddich  ansgeschloesen  wird  die  Möglichkeit,  dafs  nur 
«  Ponkle  (n>l)  in  den  entsprechenden  Geraden  liegen.  Bei  einem 
Polaxijsiem  entq)reohen  entweder  den  Punkten  eines  eigentlichen 
fiegelflchnittse  tt  die  zugehörigen  Tangenten,  oder  es  liegt  lU)er- 
teipfc  kein  Punkt  in  der  zugehörigen  Geraden.  2>W0i  T<Nrgele^ 
ledppDke  FMer  i|  und  17^  gelangen  in  die  Ponoelet^ohe 
fieidekuBg,  ^pvBun  mm  eine  Punktreihe  von  ^^  mit  dem  Träger  p^ 
m  pen^Mctivisohe  Lage  zu  dem  homologen  ^rahlenbUsohcd  Ton  47 
mit  dem  Gentrum  P  bringt.  Ordnet  man  den  StraMenbüsehel  in  das 
Feld  %,  die  Punktreihe  in  das  Feld  r^  ein,  so  sind  zu  ihnen  in 
1}  und  «7j  die  zw^te  'Punktreihe  und  der  zweite  StrahienbftsG^^ 
homolog.  Ordnet  man  erst  t;  und  «^^  zum  PolarsTStem  eines  reellen 
Kogelscimitts  zusammen  und  ISfst  dann  17^  eine  halbe  Umdrehung  (durch 
Wf)  um  einen  Punkt  dieser  Ordnungscurve  machen,  so  besteht, 
^leiin  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  war,  S  jetzt  aus  zwei  Parallelen 
R  ihven  Asymfytoten.  War  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  so  liegt 
yetzt  allein  der  Drehpunkt  in  seinen  zugehörigen  Geraden;  dieselben 
6ülen  natttrlioh  zusammen.  Liegen  die  Mittelpunkte  von  17  und  ri^ 
nendMch  fem,  so  kann  man  sie,  was  nur  flftehtig  erörtert  wird,  zu 
dem  Polarsystem  einer  Parab^  Tereinigen.  Madit  die  IJbene  ¥o« 
«h  4ine  balbe  Umdrehung  um  einen  Punkt  der  Parabel,  so  besteht 
jstit  der  Kegelschnitt  tt  aus  einer  (doppelt  zählenden)  Geraden. 
Man  fann  aber  such  zwei  beliebige  re(»proke  Felder  17  und  f\^  in  diese 
Lage  bringen,  wenn  man  sie  zu  dem  Polarsystem  einer  Hyperbel  [mit 
^tzem  A^nqytotenwinkel]  vereinigt  imd  alsdann  i}^  um  eine  Tangente 
Womwendet,  die  zu  «iner  Asymptote  senkrecht  steht. 

13.  Seydewitz  erörtert  nun  analoge  Fragen  sruch  bei  «den 
«ideren  Gebilden  zweiter  Stufe  im  Ramne.  Die  l>ezüglichen  Resultate 
sollen  hier  sogleich  angef&hrt  werden,  obgleich  sie  vorzugsweise  mk, 
Rücksicht  auf  spätere  Anwendungen  bei  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung entwickelt  sind.  Zwei  collineare  Punktfelder  können,  wie  schon 
4»ea  eagegeben,  auf  mendiidk  viele  Weisen  in  perspeetivische  Be- 
ziehung gebracht  werden.  Sobald  man  zwei  homologe  congruente 
Pnnktreihen  ihrer  Ebenen  zur  Deckung  bringt,  laufen  die  Verbindungs- 
Hnien  homologer  Puidste  an  einer  Stelle  zusammen.  Auch  zwei 
eolEneanre  Stralileid)ündel  können  in  perspectivisohe  Lage  gebracht 
werden,  hti  der  sich  je  ^w^  homologe  Strahlen  und  Ebenen  in  Punkten 
ond  Geraden  einer  HtÜfbehone  treffen.     Der  Beweis  g«4ft  (S.  168) 
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davon  ans,  dais  zwei  coUineare  Strahlenbündel  sicher  zwei  homologe, 
orthogonale  Dreikante  aufweisen.  Errichtet  man  in  den  Ceniren 
zweier  collinearen  Strahlenbündel  Lote  a  nnd  a^  auf  zwei  homologen 
Ebenen  a  und  ctj,  und  ist  a'  der  zu  o^  homologe  Strahl  des 
ersten  Bündels,  so  entsprechen  die  Strahlen  a  und  a'  in  einer 
collinearen  Beziehung  einander.  Es  kommt  also  wenigstens  einmal 
vor,  dafs  a  und  a  in  einem  Strahle  r  sich  vereinigen.  Die  homo- 
logen rechten  Winkel  st  und  ^i^^  der  projectivischen  Strahlenbüschel, 
welche  die  zu  r  und  r^  senkrechten  und  zueinander  homologen 
Ebenen  der  Strahlenbündel  enthalten,  vervollständigen  die  gesuchten 
Trieder  rst  und  r^^^^.  unter  Umständen  giebt  es  im  ersten 
Strahlenbündel  unendlich  viele  orthogonale  Trieder  mit  einem  ge- 
meinsamen Strahle,  denen  orthogonale  Trieder  im  zweiten  Strahlen- 
bündel entsprechen.  Auch  kann  endlich  jedes  orthogonale  Trieder 
in  ein  anderes  übergeführt  werden.  Sind  die  beiden  Strahlenbündel 
zu  einer  Ebene  s  perspectivisch,  so  liegen  zwei  zueinander  perspee- 
tivische  Strahlenbüschel  in  der  Ebene  /3,  welche  die  Mittelpunkte 
der  Strahlenbüschel  enthält  und  zu  s  senkrecht  steht  Die  homo- 
logen rechten  Winkel  st  und  s^t^  dieser  Büschel  bilden  zn- 
samjnen  mit  den  zu  ß  senkrechten  und  augenscheinlich  homologen 
Strahlen  r,  r^  die  beiden  einander  entsprechenden  orthogonalen 
Trieder  rst  und  r^Sit^,  Um  gegebene  coUineare  Strahlenbündel 
zu  einer  Ebene  perspectivisch  zu  machen,  hat  man  also  zunächst 
homologe  Ebenen  ihrer  Trieder  rst  und  r^s^^,  etwa  st  und  s^^,  in 
eine  Hülfsebene  ß  zu  bringen  und  in  der  Verbindungslinie  ihrer 
Scheitel  zwei  homologe  Strahlen  der  diesen  Ebenen  angehürigen 
projectivischen  Strahlenbüschel  zu  vereinigen.  Alsdann  liegen  die 
Schnittlinien  homologer  Ebenen,  welche  von  r  und  r^  ausgehen,  in 
einer  zu  ß  senkrechten  Ebene  e.  Schneiden  sich  in  einer  e  ange- 
hörigen  Geraden  noch  irgend  zwei  homologe  Ebenen  der  Bündel, 
welche  durch  ihre  Schnittlinien  r',  t'  bezw.  r/,  t^  mit  den  Ebenen 
st^  rs  bezw.  s^t^j  r^s^  gegeben  seien,  so  sind  die  Bündel  zu  e  per- 
spectivisch. Da  in  die  Verbindungslinie  der  Scheitel  0  und  0^  zwei 
homologe  Gerade  der  projectivischen  Strahlenbüschel  r'st  •  •  •  und 
r^s^t^  •  •  •  zu  verlegen  sind,  so  besteht  für  den  Schnittpunkt  S  der 
Geraden  s  und  s^  die  Gleichung: 

tg  SOO^ :  tg  ÄOiO  =  tg  r's  :  tg  r^'s^ . 

Femer  besteht,  da  f  und  t^   sich  treffen  müssen,  die  zweite  Gleichung: 

08 :  OjÄ  =  cot  st' :  cot  s^t^'. 

Der  0  und  0^  harmonisch  trennende  Kreis  von  /3,  den  die  zweite  Be- 
ziehung ergiebt,  schneidet  sich  mit  den  beiden  zu  00^  senkrechten 
Geraden  von  ß,  welche  die  erste  Beziehung  darstellt,  in  vier  reellen 
Punkten,  wenn  eine  der  beiden  Beziehungen  obwaltet: 
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1  >  cot  8t' :  cot  s^t^'  >  tg  r^'s^  :  tg  r's ; 
1  <  cot  st' :  cot  Sj^t^  <  tg  r^Si :  tg  r's. 

Zwei  dieser  Punkte  legen  dann  solche  Lagen  der  Trieder  rst  und  r^^i^i 
fest,  bei  denen  die  Strahlenbündel  zu  einer  Ebene  perspectivisch 
werden.  Nur,  wenn  keine  der  Bedingungen  erfüllt  ist,  kann  durch 
Aufeinanderlegen  der  Triederfiächen  rs  und  r^s^  oder  der  Flächen 
rt  und  r^t^  —  wobei  jedoch  die  eine  Möglichkeit  die  andere  aus- 
schlieist  —  das  Ziel  erreicht  werden.  Man  sieht  jetzt  leicht,  dafs 
xwei  gegebene  collineare  Strahlenbündel  zwei  Paare  projectivisch- 
congmenter  Strahlenbüschel  aufweisen.  Die  beiden  ersten  dieser 
Strahlenbüschel  erzeugen,  wenn  die  beiden  Strahlenbündel  in  per- 
spectivische  Lage  zu  e  gebracht  werden,  die  unendlich  ferne  Gerade 
^eser  Ebene.  Die  Ton  den  beiden  anderen  Strahlenbüscheln  er- 
zeugte Gerade  bestimmt  an  dem  Mittelpunkte  von  00^  eine  zu  00^ 
senkrechte  Ebene.  Femer  sind  sowohl  die  beiden  Ebenenbüschel, 
deren  Azen  in  die  Gerade  00^  hineinfallen,  als  auch  diejenigen 
anderen,  daran  Axen  zu  b  sjmmeiiisch  werden,  projectivisch-congruent 
anfeinander  bezogen. 

14.  Wenn  man  zwei  reciprok  aufeinander  bezogene  Strahlenbündel 
mit  einer  Hül£sebene  schneidet,  so  kann  man  die  oben  angedeuteten 
Gesetze  über  zwei  einer  Ebene  angehörende  reciproke  Felder  an- 
wenden. Beispielsweise  wird  ein  Kegel  zweiten  Grades,  der  auch 
in  ein  Paar  reeller  oder  imaginärer  Ebenen  ausarten  oder  endlich 
imaginär  werden  kann,  von  den  Strahlen  ausgefOUt,  welche  zu 
den  zugehörigen  Ebenen  parallel  sind.  Zwei  reciproke  Strahlen- 
bündel weisen  (S.  175)  zwei  homologe  orthogonale  Dreikante  auf.  Ist 
zu  einer  Ebene  a  des  ersten  Bündels  der  zweite  der  beiden  Strahlen  a 
nnd  a'  desselben  senkrecht,  und  entsprechen  den  Elementen  a  und  a 
im  zweiten  Bündel  eine  Ebene  und  ihr  Lot,  so  sind  a  und  a'  homologe 
Strahlen  zweier  collinearen  Bündel,  welche  das  Dreikant  des  ersten 
Bündels  miteinander  gemein  haben.  Werden  die  beiden  reciproken 
Strahlenbündel  so  aufeinander  gelegt,  dafs  homologe  Kanten  der 
beiden  Dreikante  sich  decken,  so  sind  sie  nunmehr  durch  das  Polar- 
sjstem  eines  reellen  oder  imaginären  Kegels  einander  zugeordnet. 
Bei  drei  der  vier  überhaupt  möglichen  Anordnungen  ist  der  Kegel 
reell  Seydewitz  schliefst  seine  Entwickelungen  mit  dem  Nach- 
weise der  „Brennebenen^^  (cyklischen  Ebenen)  und  „Brennstrahlen" 
(Focalstrahlen)  im  Polarsjstem  des  Kegels  ab.  Diese  Gebilde  werden 
hier  allgemein  als  Gebilde  aufgefafst,  welche  eine  circulare  Livolu- 
tion  conjugirter  Strahlen  oder  Ebenen  zum  Polarsjstem  beitragen. 
Bure  Festlegung  stützt  sich  auf  metrische  Relationen. 

Leichter  hätten  sich  Brenn-Ebenen  und  -Strahlen  natürlich 
&ls  Träger  der  Livolutionen  conjugirter  Strahlen  und  Ebenen  er- 
geben, welche   der  gegebene  und  ein  concentrischer,  den  unendlich 
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fernen  Eugelkreis  projicirender  Kegel  miteinaiider  gemein  haben. 
Entwickelungen  dieser  Art  hatte  Ponceletja  bereits  zur  Au&nchnng 
der  Ereisschnitte  einer  Oberfläche  ^P^  benutzt  [XIX,  5].  Bei  der 
Aufgabe  über  collineare  Bündel  würde  man  umgekdbjrt  zunächst  die- 
jenigen Ebenenpaare  und  Strahlenpaare  aufsuchen,  welche  projeetiTisdi« 
congruente  SiarahlenbüBchel  oder  Ebenenbüschel  zu  der  oollinearen  Be- 
ziehung beitragen.  Die  betreffenden  Ebenen  und  Strahlen  des  erstea 
Bündels  tragen  die  gemeinsamen  Involutionen  conjugirter  Strahlen  und 
Ebenen  zweier  Polarsysteme,  von  denen  das  erste  eine  unendlich 
kleine  Kugel  darstellt,  das  zweite  in  ein  solches  durch  die  collinean 
Bezi^ung  übergeführt  wird.  Die  Herbeiführung  der  perspeetivisehen 
Lage  ist  dann  nach  der  obigen  Entwickelung  leicht. 

15.  Die  soeben  geschilderten  Resultate  waren  zum  T«il  bereits 
auf  rechnendem  Wege  entwickelt  word^ä.  Zunächst  ist  ein  Abschnitt 
des  schon  oben  [XXII,  8]  erwähnten  Buches  rem.  Magnus  in  Betracht 
zu  ziehen*))  in  welchem  die  Behandlung  der  coUinearen  Beaaehmig 
von  dem  Gleichungspaar 

m'y  +  n'x  +  p'  m"y  +  n"x  +  p- 

wy  +  na;  +  1    '  wy  +  na?  +  1 

ausgeht.  Hierbei  wird  zunächst  der  Satz  von  Mdbius  [XXIQ,  13] 
abgeleitet,  daÜB  vier  von  einem  Punkte  der  (a;,  y)'Ebene  ausgehende 
Strahlen  oder  vier  in  einer  Greraden  liegende  Punkte  derselben  öm 
gleiche  Doppelverhältnis  zeigen ,  wie  die  homologen  Elemente  der 
(L  t4)-Ebene.  Indem  man  zuerst  eine  Parallelverschiebung  der  b^den 
(von  jetzt  ab  rechtwinkligen)  Coordinatensjsteme,  sodaim  eine  Drehung 
des  zweiten  vornimmt,  kann  man  die  Gleichungen  durch  die  ein- 
facheren 

my  +  no;  +  1 '  my  +  n«  -|*  1 

ersetzen.  Bringt  man  die  positiven  Richtungen  des  einen  Goordinaten- 
kreuzes  entweder  mit  den  positiven  oder  mit  den  negativen  Bichtungen 
des  anderen  zur  Deckung,  so  tritt  jedesmal  die  „collineare"  Lage 
der  beiden  Ebenen  ein.  Verbindungslinien  homologer  Punkte  ent- 
halten  den  nunmehr  gemeinsamen  Anfangspunkt  der  Coordinaten, 
den  „Cöllineationspunkt";  entsprechende  Gerade  schneiden  sich 
auf  einer  „CoUineationsaxe",  welche  im  ersten  Falle  fie  Gleidiung 
besitzt: 

tny  +  na?  +  1  —  p  =  0. 

Zu  ihr  parallel  werden  die  „Gegenaxen^*  (Fluchtlinien)  der  beiden 
Ebenen: 

my  +  na?  +  1  =  0;       mu  +  «*  — P  =  0. 


♦)  Von  der  Verwandtschaft  der  GoUineaiion,  8.  31—60. 
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Der  CkdHiieajtionspiinkft  liat  in  beiden  Fällen  von  der  einen  GegenaaM 
dieselbe  Ent^BrnoBg,  wie  die  Colline«tionsaxe  von  der  anderen.  Der 
ßchluls,  den  Magnus  (S.  44)  zieht,  dals  zwei  collineare  Ebenen 
genau  auf  zwei  Weisen  in  perspectivische  (collineare)  Lage  gebracht 
irertfen  köünen,  setzte,  wie  schon  bemerkt  [8.  323*],  Toraus,  daJk 
beide  Felder  yon  Anfang  an  einer  Ebene  angebdren  und  nur  d^surch 
Verschiebungen  in  derselben  in  die  perspectivische  Lage  übergehen 
sollen.  Läfst  man  diese  Voraussetzung  fiEÜlen,  so  gelangt  man  zu 
einem  zweiten  Paare  von  Punkten,  die  sich  zu  einem  CoUineations- 
{rankte  yereinigen  lassen^  wenn  man  durch  ParaUelverschiebung  beider 
Coordinaten^^steme  und  Drehung  des  einen  die  definirenden  Glei^ 
ehimg^i  auf  die  Form  bringt 

tn^y  +  n^x+l'  m^y  +  n^x  +  1 

Die  <tollineare  Lage  tritt  ein,  wenn  man  die  Coordihatenkreuze 
übereinander  legt,  so  zwar,  daHs  bei  zwei  zusammengehörigen  Axen 
die  positiven  Richtungen  sich  decken,  bei  den  beiden  anderen  nicht. 
Augenscheinlich  führt  auch  Magnus'  oben  angegebene  Regel  zur 
Construction  der  CoUineationspunkte  auf  zwei  Punkte  in  jeder  Ebene. 
Nadi  kurzen  Bran^rkungen  über  die  affine  Beziehung,  zu  deren 
Untersuchung  die  Gleichungen 

u^m'y  +  n'x  +  p\    t^m"y  +  n''x+p" 

dienen,  wendet  sich  Magnus  der  speci^eren  Verwandtschafb  der 
Ihnliehkeit  zu,  welche  bei  Anwendung  beliebiger  rechtwinkligen 
Coordinatensysteme  durch  die  Gleichungen 

u  =*=  tn'y  +  n'x  +  jp',     <  =  +  w'y  +  m'x  +  p" 

aasgedrückt  witd.  Das  Verhältnis  zwischen  entsprechenden  Strecken 
d»  (<,  «)-  und  der  (ar,  y)- Ebene  ist 


Die  Gl^ehungen 

t*  =  y,    <  =  « 

fihren  auf  zwei  lineare  Gleichung^i  für  y  und  x^  welche  y^  all^ 
gem^en  immer*'  durch  zwei  bestinmite  Werte  von  y  und  x  be* 
friedigt  werden.  Lidem  man  die  Gleichungen  auf  dasselbe  Coordinaten* 
System  bezieht,  erkennt  man  auf  diese  Weise,  daijs  aufeinander 
liegende  ähnliche  Systeme  einen  „Situationspunkt"  miteinander  gemein 
haben.  Gelten  die  unter^i  Zeichen,  so  können  die  beiden  Ebenen 
durch  blofse  Drehung  um  den  Situationspunkt  in  „ähnliche**  {p^i** 
spectivische)  Lage  gebracht  werden.  Falls  die  oberen  Zeichen  gelten, 
ist  dies  erst  nach  ümwendung  des  einen  Feldes  um  eine  beliebige 
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Gerade  der  beide  Felder  tragenden  Ebene  möglich.*)  Die  congraente 
Beziehung  {q  =  1)  stellt  Magnus  durch  die  Gleichungen 

u  BS  ^  cos/5  -|-  X  sin/J  + 1?',     ^  =  +  y  sin^  +  x  co8/5  +  p" 

dar.  Wenn  die  oberen  Zeichen  gelten,  haben  die  beiden,  jetzt  aaf 
dasselbe  Coordinatensystem  bezogenen  Felder  den  Punkt 

p'  sin  jß  +  p"oo8^ß  p'^Bin^ß  —p'coB^fi 

^  2  8in  j|}  '     ^  2  8inl|} 

miteinander  gemein.  Dieser  Situationspunkt  rückt  nur  dann  ins 
Unendliche  hinaus  (sinj/3  =  0),  wenn  die  Felder  durch  Parallel- 
Verschiebung  auseinander  hervorgehen.  In  jedem  anderen  Falle  können 
die  Felder  durch  blofse  Drehung  ineinander  übergeführt  werden. 
Gelten  die  unteren  Zeichen,  so  haben  die  beiden  Felder  entweder 
überhaupt  keinen  Punkt  miteinander  gemein  oder  alle  Pimkte  einer 
Geraden.  Durch  ümwendung  um  diese  Gerade  können  sie  dann  in- 
einander übergeführt  werden. 

16.  Bei  der  Behandlung  der  reciproken  Beziehung  geht  Magnus 
in  dem  folgenden  Abschnitte  seines  Buches**)  von  der  bilinearen 
Gleichung 

(ay  +  bx  +  c)u+  {ay  +  h'x  +  c')t^  a"y  +  6"a:  +  1  -0 

*)  Bei  dem  Satze  über  den  Situationspankt  für  ähnliche  Figuren  in 
einer  Ebene  [XXU,  4]  scheint  Chasles,  wie  aus  einer  Stelle  im  Aper^o 
(S.  649)  hervorgeht,  zunächst  nur  an  gleichstimmige  Figuren  gedacnt  sa 
haben.  Dasselbe  ist  ohne  Zweifel  bei  der  oben  [S.  189**]  erwähnten  Ober- 
legung  von  Euler  der  Fall.  Liegen  n&mlich  auf  zwei  in  P  sich  schnei- 
denden Geraden  die  homologen  Strecken  AB  und  ^£,  der  fthnhcben 
Eignen,  so  ist  der  Drehpunkt  (Centrum  similitudinis)  0  bei  Enler  der 
zweite  Schnittpunkt  der  Kreise  AA^P  und  BB^P.  Ist  E' K'  der  za 
AA^  senkrechte  Durchmesser  des  ersten  Kreises,  und  ist  E'^  der  innere 
der  beiden  Punkte  E'^,  E'^^  welche  AA^  in  dem  Verhältnis  AB  lA^B^ 
teilen,  so  geht,  wie  Euler  zeigt,  eine  der  beiden  Geraden  E'^E*  und  E'^E" 
durch  den  Punkt  0  hindurch.  Wenn  nun  F\  F"  und  P;,  F'^  zu  B,  B, 
dieselbe  Beziehung  besitzen,  wie  E\  E"  und  E^^^  E^  zu  A,  A^^  90 
schneidet  sich  in  dem  Drehpunkte  0  eine  bestimmte  der  Geraden  E^E' 
und  E^E"  mit  einer  bestimmten  der  Geraden  F^F'  und  F^F".  Man 
hat  so  offenbar  eine  directe  Verallgemeinerung  der  Euler- Chasles'tchen 
Construction  [XXU,  6]  fßr  den  Drehpunkt  gleichstimmig  congruenter  Fkrnreii 
vor  sich.  Die  beiden  Kreise  über  den  Durchmessern  E'^E'^  und  F'^F^ 
schneiden  sich  nun  in  zwei  reellen  Punkten,  von  denen  der  eine  mit  dem 
bezeichneten  Drehpunkte  0  zusammenfällt,  während  den  anderen  Schnitt- 
punkt 0.  die  ungleichstimmig  ähnlichen  Figuren  entsprechend  miteinander 
gemein  nahen,  welche  durch  die  homologen  Strecken  AB  und  A^B^  fest- 
gelegt werden.  Man  könnte  übrigens  Oj  als  letzten  Schnittpunkt  zweia 
gleichseitigen  Hyperbeln  darstellen,  welche  den  Dreiecken  PAB  mid 
I^A^  B^  umschrieben  sind,  und  deren  Asymptoten  zu  den  Halbirungslinien 
der  Wmkel  parallel  sind,  welche  AB  und  A^B^  bestinmien. 
•*)  Von  der  Eeciprocität,  S.  60—71. 
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ans,  welche  die  Goordinaten  eines  Punktes  der  (a;||f)-£lben6  im4 
eines  Punktes  der  entsprechenden  Geraden  der  (t^  ti)-Ehene  verknüpft; 
die  beiden  Coordinatenaxen  sind  dabei  in  jeder  Ebene  beliebig.  Zunächst 
werden  die  Mittelpunkte  der  Ebenen  durch  die  Gleichungspaare 

ay  +  ^^  +  ^    ^=  0  >     a'y  +  6'j;  +  c'  =  0 ; 
au  +  at  +  o"=  0,     bu  +  h't  +  6"=  0 

eingeführt.  Kor  gleichzeitig,  wenn  a(' — a'b  yerscbwindeti  köün^ji 
sich  die  beiden  Mittelpunkte  ins  unendliche  entfernen.  Von  den 
Mittelpunkten  gehen  unendlich  viele  Paare  conjugirter  Durchmesser 
aus.  Wird  ein  Punkt  über  einen  Durchmesser  des  einen  Systems 
geführt,  so  bewegt  sich  die  zugehörige  Gerade  parallel  zu  dem  con- 
jugirten  Durchmesser.  Die  definirende  Gleichung  enthält  acht  Coefä^ 
denten;  man  kann  daher  ebenso  viele  Bedingungsgleichungen  erfüU^ni 
also  etwa  die  Geraden  beliebig  fixiren,  die  vier  Punkten  des  ersten 
Systems  entsprechen.  Die  Erhaltung  des  Doppelverhältnisses  bei 
der  reciproken  Beziehung  wird  erörtert  Wenn  die  Coordinatenkreuze, 
auf  welche  sich  die  definirende  Gleichung  bezieht,  zusammenfalleoi 
80  gehören  demsdben  Punkte  (p,  g),  je  nachdem  man  ihn  zu  der  einei» 
oder  anderen  Ebene  rechnet,   zwei  voneinander  verschiedene  Gerada 

(aq  +  &j>  4-  ö)  tt  +  (a'q  +  b'p  +  c')  t -\-  a'q  +  b"p  +  1  =«  0, 

(aq  +  fl>  +  a'')y  +  {bq  +  b'p  ^  b'')x  +  cq  +  c'p  +  1  ^  0 

za.  Dieselben  fallen  nur  dann  zusammen,  wenn  die  definireiide 
Gleieliung  die  epeeiellere  Form 

{Äy  -^  Bx  +  B)u  +  (By+Cx  +  ir)t  +  Dy  +  Ex  +  F=0 

besitzt  Aof  diese  Form  kann  man  die  allgemeinere  Form  zurückr 
fiahreo,  wejm  man  dae  eine  der  beiden  —  rechtwinkligen  —  Goordinatea* 
Systeme  festhält,  dee  andere  einer  geeigueten  Transfonnation  u^ter* 
vifft.  Yersohiebt  man  4ie  letztere  £beoe  so  lange,  bis  sich  ihr  neueß 
Axeokrenz  niit  dem  der  ersten  Ebene  deckt,  so  entspriebt  nnnmehr 
6i]i»n  Punkte,  mag  er  der  ersten  oder  der  zweiten  Ebei^e  angehören, 
dieselbe  (Grerade.  Die  Mittelpunkte  beider  Systeme  £iJleo  aLsdann 
übereinander. 

17.  Im  Anschlufs  an  den  (S.  224)  neu  bewiesenen  Satz  Poncelet's 
von  den  Punktepaaren,  die  in  E^ezug  auf  alle  Kegelschnitte  eines 
Buscheis  oonjngirt  sind,  wendet  sich  Magnus  (S.  230)  nochmals  der 
eben  [YXTl,  8]  besprochenen  Darstellung  einer  quadratieehen  Ver«* 
wandtschaft  mittels  zweier  bilinearen  Gleichungen  unter  den  Goordinaten 
y^  X  und  ti,  t  zweier  zusammengehörten  Punkte  zu.  Nach  Entwicke- 
hmg  der  oben  angeführteo  Resultate  seiner  früheren  Arbeit  spedialisirt 
Magnus  die  beiden  bilinearen  Gleichungen  in  folgender  Weise: 

myu  -f-  ^^f  +1=*^»     ^w  —  y*  =  0, 

Jfthr«ib«rieht  d.  IHatMhien  M&them.-Vereixüffnntf.    V,  9.  32 
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so  daifi  den  Geraden 

unter  sich  ähnliche  nnd  ähnlich  liegende  Kegelschnitte 

die  einen  Punkt  miteinander  gemein  haben,  entsprechen.  Der  Fall 
der  Kreisverwandtschafb,  bei  der  die  Gleichnngen  die  Form 

yu  -|-  rr<  +  1  =  0 ,     xu  —  y^  =  0 

annehmen,  wird  besonders  hervorgehoben  (S.  236)  und  an  Beispielen 
erläutert.  Auch  der  Fall,  in  dem  y  und  x  gebrochene  lineare 
Functionen  von  u  und  t  sind,  der  sich  zunächst  (S.  229)  aus  der 
collinearen  Beziehung  durch  naturgemäfse  Verallgemeinerung  ergiebt, 
wird  auf  die  oben  [XX II,  8]  angedeutete  Art  der  allgemeineren  Be- 
ziehung untergeordnet. 

18.  Ich  mufs  hier  noch  sehr  ausführliche  Entwickeltmgen 
Plücker's*)  schildern.  Vor  allem  werden  die  trimetrischen  Coordinaten 
des  Punktes  und  der  Geraden  in  sehr  umfassender  Weise  behandelt. 
Hat  man  sich  zunächst  der  cartesischen  Coordinaten  x,  y  bedient,  so 
kann  man  die  Lage  eines  Punktes  auch  aus  den  Werten  ermitteln, 
welche  zwei  beliebige  Functionen  von  o;,  y  bei  Einsetzung  seiner 
ursprünglichen  Coordinaten  annehmen.  Indem  man  gebrochene  ratio- 
nale Functionen  mit  gleichem  Nenner  in  Betracht  zieht,  gelangt 
man  dazu,  als  Coordinaten  eines  Punktes  die  Verhältnisse  der  Werte 
anzusehen,  welche  drei  ganze  Functionen  gleichen  Grades  von  x,  y 
bei  Einführung  der  Coordinaten  des  Punktes  annehmen.  Hit  Hülfe 
der  drei  Curven,  für  deren  Punkte  je  eine  der  drei  Coordinaten  ver- 
schwindet, kann  man  den  neuen  Coordinaten  eine  geometrische 
Deutung  geben.  Da  es  wünschenswert  ist,  fto'  die  Gerade  eine 
lineare  Gleichung  zu  erhalten,  so  wählt  man  vorteilhaft  als  homo- 
gene Coordinaten  des  Punktes  die  Werbe,  welche  drei  ganze  lineare 
Functionen  von  x,  y  bei  Einsetzung  seiner  Coordinaten  annehmen, 
anders  ausgedrückt,  die  Entfernungen  des  Punktes  von  drei  festen 
Geraden,  multiplicirt  mit  festen  Constanten.**) 


•)  Plücker,  System  der  analytischen  Geometrie,  auf  neue  Betwch- 
tungsweisen  gegründet,  und  insbesondere  eioe  ausführliche  Theorie  der 
Curven  dritter  Ordnung  enthaltend,  Berlin  1836  (Erster  Abschnitt,  Ober 
allgemeine  Coordinaten-Bestimmung,  S.  1—83). 

"**)  Betrachtet  man  als  Coordinaten  eines  Punktes  seine  Entfemnngen 
von  drei  Geraden,  so  ist  dies  Coordinaten-System,  w\q  Plücker  in  einer 
Pufsnote  (zu  S.  7)  anführt,  „mit  dem  barycentrischen  Calcül  des  Herrn 
MObius,  dem  Wesen  nach,  ganz  dasselbe*\  In  seiner  früheren  Abhand- 
lung [S.  200  ••]  habe  er  dies  wegen  der  grofsen  Verschiedenheit  der  Algo- 
rithmen nicht  erkannt. 
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Als  Coordinaten  einer  geraden  Linie  sieht  Plücker  zTmächst 
die  Goefficienten  w  und  v  an,  welche  in  die  Gleichnngsform 

y  +  i?a;  +  M?  =  0 

eingehen,  wobei  natürlich  y  und  x  cartesische  Coordinaten  bedeuten. 
Allgemeiner  können  als  Uniencoordinaten  die  Grölsen 

0  =  g,(w,t;),     f  — tf;(f(;,t;) 

betrachtet  werden;  da  aus  d  und  ^  rückwärts  w  und  v  berechnet 
werden  können,  so  ist  eine  Grerade  auch  durch  Angabe  der  ihr  zu- 
kommenden "Vferte  von  ^  und  ^  charakterisirt  Besondere  Beachtung 
yerdienen  die  Coordinatensysteme,  bei  welchen  —  wie  in  dem  System 
der  IT,  i;  —  die  Gleichung  eines  Punktes  vom  ersten  Grade  ist.  Von 
irgend  einem  derartigen  Coordinatensystem  —  der  w,  w  —  gelangt 
man  zu  dem  allgemeinsten  mit  Hülfe  der  Formeln 


O 


-       f  =  - 
t'     ^        t' 


wobei  ^  u,  t;  drei  voneinander  unabhängige  ganze  lineare  Functionen 
Ton  m  und  n  sind.  Die  Coordinafen  ^,  u,  t;  einer  Geraden  unter- 
scheiden sich  hiemach  um  unbestinmite  Goefficienten  von  den  Strecken, 
welche  sie  auf  drei  von  den  Punkten  f  =  0,  ii  =  0,  v  =  0  ausgehenden 
Geraden  einer  bestinmiten  Bichtung  abschneidet  (S.  33).  An  diese 
ersten  Entwickelungen  knüpft  nun  Plücker  sehr  ausführliche  Er- 
örtenmgen,  von  denen  besonders  die  ausdrückliche  Behandlung  der 
imagin&ren  Coordinaten  Beachtung  verdient. 

19.  Sind  jetzt  irgend  zwei  Coordinatensysteme  gegeben,  so  stellen 
zwei  verknüpfende  Gleichungen,  je  nachdem  man  es  mit  Punkt-  oder 
Liniencoordinaten  zu  thun  hat,  eine  Beziehung  zwischen  zwei  Punkt- 
oder Strahlenfeldem  dar.  Plücker  specialisirt  für  den  Fall  zweier 
Pnnktfelder  diesen  Gedanken  (S.  48  £f.)  in  folgender  Weise:  „Als  zu- 
gehörig gelten  zwei  Punkte,  wenn  sie,  der  eine  in  einem  ursprüng- 
lichen, der  andere  in  einem  abgeleiteten  Coordinatensystem,  gleiche 
Coordinaten  ergeben.''  Wenn  man  z.  B.  von  cartesischen  Coordinaten 
zn  einem  neuen  System  von  Punktcoordinaten  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

ij  =  i/;(a:,y),     l  =  fp{x,y) 

tibergeht,  so  entsprechen  die  Punkte 

Ä  s=s  a,  y  =  h     imd     a;  =  04 ,  y  =  &i 

einander,  wenn  die  Gleichungen  bestehen: 

6  =  tf;(ai,6i),     a  =  fp{a^,\). 

In  analoger  Weise  kann  man  ein  Punktfeld  auf  ein  Strahlenfeld  und 
zwei  Strahlenfelder  aufeinander  beziehen.  Soll  jedem  Punkte  x^  y 
nur  ein  Punkt  |,  ri  entsprechen,  so  müssen  die  vermittelnden 
Functionen   9  und  if;  rational  sein;   stellt  man  die  Bedingung,  dafs 
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«ngekehit  jedem  Punkte  §^  47  ein  Fo&kt  x,  y  «itspiicfat,  so  erhilt  man 
(S.  50)  „nach  der  idlgemeinsten  Bustimiming  der  Fnnctionen  9  and  ^: 


Hiemach  scheini  PltLcker  diese  quadratische  Verwandtschaft  fär  die 
allgemeinste  eindeutige  Beziehung  zwischen  zwei  Punktfeldem  gehalten 
zu  haben,  eine  Grenze,  über  die  sich  bereits  Steiner  mit  der  oben 
[XX  vn,  12]  angefahrten  originellen  ÄuTsernng  ^hoben  hat.***)  ÄiralidM 
Qleichungspaare  ennöglichen  es,  die  «eindeutige  Beziehung  eines  Ponkfr 
feldes  auf  ein  6trahlenfeld,  sowie  zweier  Strahlenfelder  anfemander 
«inzuleiten.     Die  besonderen  Gleichungen 

^  ^•y  +  a-'aj  +  ft"'  6  =  »^  •  y  +  a"a;  +  d*' 
stellen,  je  nachdem  |,  17  Punkt-  oder  Liniencoordinaten  sind,  eine 
collineare  oder  eine  reciproke  Beziehung  dar.  Zunächst  wird  unter 
ausdrücklichem  Hinweis  auf  Mob  ins  die  Erhaltung  des  Doppel- 
TerMltDisses  bei  ooUinearer  oder  reciproker  Umformung  b^asdek. 
Hierauf  wendet  sndh  Plüeker  za  dem  Problem  von  Magnus,  «oUineare 
libenen  in  pefspeetrneehe  Lage  zu  bringen.  Plücker  geht  sodua 
voi  zwei  flystemen  tiimetriseher  Coordinaten  fiber,  stellt  die  eoUineare 
Benehung  durch  das  OleiehungasTstem  dar: 

jp :  g  :  r  =  jj' :  g' :  r', 
bei  Anwendung  der  Bezeichnungen: 

Aus  der  Forderung,  dafs  die  Gleichungen  entsprechender  Geraden 

q  +  Ap  +  Br^O,     ff'+^y  +  ir'— 0 

«ach  ürsetBomg  der  p\  q\  r  durch  die  j?,  ^  r  identjflch  weideo,  «itr 
•f^iniigt  eine  <xlei(dmng  dritten  Grades  im  JL  Zwei  ooUineare  f^«^ 
•welch»  in  «mar  £i>cne  üegen,  hal)6ii  also  «atwedar  drei  ,^itiuitions^ 
fmxkte"  xmd  ^Sünstionsgeradfin^^  miteuiander  ^^srnsiM^  wekbe  Be^ 
stimmxmgBsttteke  emes  Dneiecks  sind,  i^der  eineji  Situfltioiwyiirii  «nii 
eine  Situationsgerade  (S.  56). 

Nach  Erörterung  der  AfQnität,  Ähnlichkeit  und  Congraenz 
zieht  Plücker  hieraus  das  wichtige  Resultat:  Liegen  zwei  redprok 
bezogene  Ebenen  aufeinander,  so  entsprechen  einem  Punkte,,  wenn 
man  ihn  erst  in  die  eine,  dann  in  die  andere  Ebene  rechnet,  im 
allgemeinen  zwei  voneinander  verschiedene  Gerade.  Nur  fßr  drei 
specielle  Punkte  fallen  diese  beiden  Geraden,  die  ja  collineare  Ebenen 
(beschreiben,,  zusammen  (8.  75).  Die  Beziehung  zwis(dien  zwei  reci- 
proken  Ebenen  kann  .einmal  durch  zwei  Gleichungen  aioagedrackt 

**)  Plücker  weist  hier  auf  die  oben  [XX  m,  4]  erwähnte  Bemerkang  tot 
S8t9  hin  und  nennt  auoh  Magn-us  und  Steiner. 
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werd«»,  mittels  deren  man  ans  den  Coordinaten  eines  Punktes  die 
der  homologen  Geradoi  eriiält,  oder  durch  eine  bilineare  Gleichung, 
welche  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  einen  £bene  mit  denen 
eines  beliebigen  Punktes  der  homologen  Geraden  TeiteüpfL  Diese 
Gleichung  nimmt  Plftcker  (8.  78)  in  der  Form 

an,  wobei  ij,  $  und  17',  |'  Punktcoordinaten  zweier  Terschiedenen 
Systeme  bedeuten.*")  Beziehen  sidi  bei  zwei  reeiproken  Feldern  einer 
£bene  1},  ^  und  17',  ^'  auf  denselben  Punkt,  so  stellt  die  Gleichung 
einen  Kegelschnitt  &  dar.  Jeder  Punkt  desselben  sendet  zwei  Ge- 
rade ans,  die  ihm,  je  nachdem  er  in  die  erste  oder  zweite  Ebene  ge- 
rechnet wird,  entsprechen  und  einen  zweiten  Kegelschnitt  K  berühren. 
Einer  Tangente  von  K  entspricht  ebenso  in  den  beiden  Feldern 
der  eine  oder  andere  ihrer  beiden  Schnittpunkte  mit  S.  Für  jeden 
S  und  K  gemeinsamen  Punkt  fallen  die  beiden  entsprechenden  Ge- 
raden in  die  Tangente  Ton  IT,  welche  aber,  da  die  beiden  zu  ihr 
homologen  Punkte  zusammenfallen,  auch  eine  Tangente  von  S  sein 
muls.  Somit  berühren  sich  ß  und  K  in  zwei  Punkten.  Aulser 
diesen  beiden  Berührungspunkten  hat  noch  ein  dritter  Punkt,  der 
Schnittpunkt  ihrer  Tangenten,  in  beiden  Feldern  dieselbe  reciproke 
Gerade.  Zu  der  Seydewitz'schen  Lösung  der  Aufgabe,  aus  zwei 
gegebenen  reciprok  bezogenen  Feldern  ein  Polarsjstem  zusammen- 
zusetzen, war  der  erste  Schritt,  nach  welchem  die  Mittelpunkte  zur 
Deckung  kommen  müssen,  bereits  von  Magnus  gethan  worden. 
Plücker  fügt  die  zweite  Bedingung  hinzu,  daüs  durch  eine  Drehung 
um  den  Mittelpunkt  zwei  homologe  Durdunesser  zum  wechselseitigen 
Entsprechen  gebracht  werden  müssen,  und  giebt  sodann  noch  eine 
zweite  Erörterung  des  Problems,  welche  für  den  Fall  concentrischer 
Kreise  &  und  K  besonders  anschaulich  wird. 

Sind  also  die  von  Seydewitz  gegebenen  Resultate  zum  grolsen 
Teile  zuerst  auf  rechnendem  Wege  gefunden,  so  bleibt  ihm  das  un- 
bestreitbare Verdienst,  die  Entwickelungen  gewissermaCsen  für  die 
synthetische  Geometrie  erobert  zu  haben. 


XXXn.  Beriehimgeii  zwischen  Grnndgebilden  dritter  Stufe. 

].  Die  Möglichkeit,  zwischen  zwei  räumlichen  Figuren  eine  ein- 
deutige Beziehung  einzuleiten,  war  bislang  bei  weitem  nicht  in  dem 
Umfange  näher  untersucht  worden,  wie  das  analoge  Problem  der  Ebene. 
Was  die  coUineare  Beziehimg  zweier  Bäume  anbelangt,  so  gehörte  ja 
die  grundlegende  Bemerkung  von  Möbius  [XXHl,  13],  welche  eine 
durch  fünf  Paare  homologer  Punkte  gegebene  coUineare  Beziehung  zu 

*)  Plücker  verweist  hier  auf  den  zweiten  Band  seiner  analytisch - 
geometrischen  Entwicklungen  [8.  169^]. 
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constroiren  gestattete,  im  Orunde  bereits  der  synthetischen  Geometrie 
an.  Sind  die  zu  A,  J3,  C,  D,  E  homologen  Punkte  Ä^^  B^^  C^,  D^,  E^ 
bekannt,  und  liegen  keine  vier  Punkte  der  einen  oder  anderen  Grappe 
in  einer  Ebene,  so  wird  der  zu  F  homologe  Punkt  J\  —  so  lautet 
Möbius'  Begel  —  mit  Hülfe  der  Doppelyerhftltnis-Gleichungen 

BC{ADEF)  =  B^Ci{A^DiEiF^), 
cäIbdef)  —  C^Ä^Ib^D^Ej^F^), 
Ab\cDEF)  =  A^B^{C^B^E^F^) 

construirt  um  durch  rein  geometrische  Betrachtungen  die  colline- 
are  Beziehung  zwischen  zwei  Bäumen  aufzubauen,  hat  man  sich  ent- 
weder dreier  Paare  projectivischer  Ebenenbüschel  zu  bedienen,  welche 
ein  Paar  homologer  Ebenen  gemein  haben,  oder  auch  dreier  Paare 
projectivischer  Punktreihen,  welche  ein  Paar  homologer  Punkte  ge- 
mein haben.  Drei  aus  den  Ebenenbüscheln  des  ersten  Baumes  be- 
liebig herausgegriffene  Ebenen  und  die  homologen  Ebenen  des 
zweiten  Baumes  bestimmen  im  ersten  Falle  zwei  homologe  Punkte. 
Man  hat  dann  zu  erweisen,  dafs  den  Gebilden  erster  und  zweiter 
Stufe  eines  jeden  Baumes  projectivische  und  collineare  Gebilde 
erster  und  zweiter  Stufe  entsprechen.  Ganz  analoges  gilt  für  die 
zweite  Art  der  Zuordnung,  welche  indes  von  den  Paaren  homologer 
Ebenen  ausgeht.  Wird  endlich  durch  jede  von  drei  projectiTischen 
Beziehungen  zwischen  je  einer  Punktreihe  und  je  einem  Ebenen- 
büschel einem  bestimmten  Punkte  dieselbe  Ebene  zugeordnet,  so  kann 
man  mit  ihrer  Hülfe  eine  reciproke  Beziehxmg  im  Baume  hentellen. 
Betrachtungen  dieser  Art,  die  aber  auf  etwas  anderer  Grundlage 
beruhen  als  die  analogen  Entwickelungen  von  Seydewitz  für  die 
Ebene,  hat  St  au  dt  angestellt,  wie  im  zweiten  Bande  dieses  Berichtes 
ausführlich  zu  erörtern  sein  wird.  Zwar  hat  Chasles  die  Begel 
von  Möbius  nochmals  begründet  und  die  beiden  analogen  Regeln 
hinzugefügt;  seine  unten  [XXXTT,  14]  geschilderten  Entwickeluigen 
stehen  aber  durchaus  auf  dem  Boden  der  analytischen  Geometrie. 

Von  der  collinearen  und  der  reciproken  Beziehung  kann  man 
zu  Verwandtschaften  dritter  Ordnung  aufsteigen,  wenn  man  drei 
Paare  von  projectivischen  Gebilden  in  Betracht  zieht,  jedoch  die  Be- 
schränkung fallen  läfst,  dafs  ein  Paar  homologer  Elemente  allen 
drei  Projectivitaten  gemeinsam  ist.  Steiner  scheint  nach  einer  oben 
[XXVn,  15]  erwähnten  Andeutung  diesen  Gedankengang  bereits  ins 
Auge  gefafst  zu  haben. 

2.  Die  bisher  berührten  Fragen  wurden  in  der  jetzt  zu  be- 
trachtenden Epoche  nur  mit  den  Methoden  der  analytischen  Geometrie 
behandelt.  Derartige  Entwickelungen  hat  zunächst  Magnus  1837 
gegeben.     Eine    collineare  Beziehung*")    zwischen   zwei  Bäumen  — 

•)  Von  der  Verwandtschaft  der  CoUineation  (a.  a.  0.  S.  IGS*^,  S.  72—119). 
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4em    («,  y,   e)-    und    dem    (x\  y\   «;')- Baume    —    stellen    die 
Oleichungen 

^=T'     ^7'     ^7 

dar,  in  denen  p,  g,  r,  f  ganze  lineare  Functionen  von  o;,  y,  £;  sind, 
und  ^=0  die  „Gregenebene'^  (Fluchtebene)  des  (o;, |^, ;?)- Baumes 
kennzeichnet  Die  Darstellung  weist  15  Constante  auf,  welche 
man  durch  Annahme  Yon  f&nf  Paaren  homologer  Punkte  fiziren 
kann.  Im  AnschluCa  an  Möbius'  Entwickelungen  weist  Magnus 
nach,  dafs  sowohl  bei  zwei  entsprechenden  Punktreihen  als  auch  bei 
iwei  entsprechenden  Ebenenbüscheln  homologe  Quadrupel  gleiches 
Boppelverhältnis  aufweisen.  Eine  zur  Fluchtebene  t  =^  0  parallele 
Ebene  des  (x,  y,  jer)- Baumes  ist  im  allgemeinen  affin  auf  die  ent- 
sprechende Ebene  des  anderen  Baumes  bezogen,  welche  zur  Flucht- 
ebene dieses  Baumes  parallel  ist.  Nur  wenn  diese  Ebenen  ähnlich 
bezogen  sind,  können  (S.  81)  die  beiden  Bäume  in  „centrisch-coUi- 
neare  Lage^'  —  nämlich  in  Homologie-Beziehung  [XIX,  1]  —  gebracht 
werden.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  enthalten 
nxm  ein  „Collineationscentrum^,  entsprechende  Gerade  schneiden  sich 
auf  einer  „Collineationsebene^.  Die  definirenden  Gleichungen  gehen, 
wenn  man  das  Centrum  zum  Anfangspunkt  des  gemeinsamen  Go- 
ordinatensjstems  macht,  in  die  Form 

»'=-^,     y'=-p,     ^'=T'     i  =  nz  +  my+lx+l 

tlber.     Die  Collineationsebene  hat  die  Gleichung 

t  —  A;  =  fij?  -f-  my  +  Za;  +  1  —  fc  =  0. 

Magnus  bemerkt  noch,  dafs  der  Collineationspunkt  der  Collinea- 
tionsebene angehören  kann  (A;  =  1),  dafs  femer  je  zwei  homo- 
loge Elemente  einander  wechselseitig  entsprechen  können  (A;  =  —  1). 
Von  zwei  centrisch-collinearen  Systemen  im  Baume  ist  das  eine  die- 
jenige Abbildung  des  anderen,  „welche  in  der  Sculptur  Belief  ge- 
nannt wird**,  wie  sich  Magnus  in  einer  Fuüsnote  (zu  S.  84)  aus- 
drückt. Anger' s  analjrtische  Darstellung  der  Beziehung  zwischen 
einem  Object  und  seinem  Belief  entspricht  in  der  That  genau  den 
Formeln  von  Magnus.  Seine  Formeln  bringt  er  1836  auf  die 
einfache  Form 

ay  ,  __    ae 


^  ~  h  +  x'     ^  ~  h+x'  ^ 


hJ^x'     ^   ~  h  +  x'     ^   ~  6  + 


^  Vergl.  die  oben  [S.  166  ttt]  genannte  Schrift.  Die  ebendort  en^Umte 
Schrift  aus  dem  Jahre  1834  giebt  verwandte,  aber  weniger  übersichtliche 
Fonneln.  Eine  unmittelbare  Folge  der  Formeln  ist  der  Satz:  „Eine 
Gerade  \  des  Beliefs  ist  bestimmt  als  Yerbindongslinie  ihres  Spurpunktes 
und  ihres  Flachtpunktes,  in  welchen  die  zugehörige  Raumgerade  und  em  durch 
das  Auge  zu  ihr  parallel  gezogener  Strahl  die  Collineationsebene  und  die 
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3.  Indem  hei  der  allgemeinen  D&rstellung  der  collinearen  B^ 
ziehnng  die  Function  t  in  eine  Gonstante  übergeht,  gelangt  Magnnft 
zu  der  af&nen  Beziehung.  Für  die  Coordinaten  eines  Situations- 
punktes, der  mit  seinem  homologen  Punkte  zusammenfällt,  ergeben 
sich  aus  den  Definitionsgleichungen  drei  lineare  Gleichungen,  denen 
im  allgemeinen  ein  Punkt  genügt.  Die  Bestimmung  der  sich  selbst 
entsprechenden  Geraden  hängt  Yon  einer  Gleichung  dritten  Gradd^ 
ab.  Man  gelangt  also  zu  einem  Dreikant,  dessen  sämtliche  Eanteo 
und  Flächen  sich  selbst  entsprechen,  dessen  Spitze  der  Sitnationt- 
pUnkt  ist.  Entweder  sind  zwei  gegenüberliegende  Stücke  dessdbeii, 
eine  „Situationsgerade"  und  ihre  zugehörige  „Situationsebene",  oder 
alle  sechs  Bestimmungsstücke,  die  drei  Situationsgeraden  und  ihre 
zugehörigen  Situationsebenen  reell.  Bei  der  Behandlung  ähnlidier 
Systeme  geht  Magnus  (S.  89  ff.)  Yon  den  Gleichungen 

x'  =-PiX  +p^y  +PsZ  +  xi, 

P'  =  Qi^  +  fty  +  fe^  +  yo, 
/  =  r^x  +  rgy  +  r^^  +  zi\ 
Pf+^l  +  ^l-^^    l^,l>,  +  g,g^  +  V^-0;     (^,^-1,2,3) 

aus.  Jenachdem  der  Wert  der  letzteren  Determinante  positiv  oder 
negativ  ist,  liegen  „vollkommen"  oder  „symmetrisch"  ähnliche  Systeme 
vor.  Für  den  Situationspunkt  ergeben  sich  drei  lineare  Gleichungen, 
welche  durch  die  Coordinaten  genau  eines  Punktes  befriedigt  werden, 
wenn  nicht  Ä;*  =  1  ist.  Der  Beweis  schliefst  sich  an  eine  von 
Jacobi*)  1836  veröffentlichte  Abhandlung  an. 

Fluchtebene  des  Reliefs  schneiden.  Dieser  Satz  wird  von  Breysiginder 
oben  [XDC,  IJ  genannten  Schrift  empirisch  aus  dem  bekannten  Gesetze  f3r 
das  perspectiTische  Zeichnen  abgeleitet  und  dann  bei  der  Constmction  des 
Reliefs  auf  die  zur  Spurebene  senkrechten  Geraden  des  Objectes  angewendet 
Anger  hebt  das  Verdienst  Breysig's  in  den  erwähnten  Abhandlung 
mit  Wärme  hervor.  Die  letzte  auf  S.  155ttt  genannte  Arbeit  wendet  sicli 
hauptsächlich  gegen  die  erwähnte  Äufserung  von  Poncelet. 

•)  Jacobi,  Observationes  geometricae,  Crelle's  Joum.,  Bd.  15, 
1836,  S.  809—812  (Ges.  W.,  Bd.  7,  S.  20—23).  In  der  oben  [8.  189n  er- 
wähnten  Abhandlung  führt  Euler  auch  för  ähnliche  Körper  das  ihaiick- 
keitscentrum  ein.  Er  stellt  (§  11)  drei  Gleichungen  för  seine  Coordinaten 
auf,  die  er  jedoch  als  zu  complicirt  für  die  wirkliche  Berechnung  be- 
zeichnet. Bei  einer  geometrischen  Entwickelung  le^t  er  (§  12)  die  urige 
Annahme  zu  Grunde,  dafs  jede  Ebene,  welche  den  Ännlichkeitspunkt  nnd 
zwei  homologe  Punkte  enthält,  die  beiden  Körper  in  zwei  ähnlichen 
Figuren  trifft.  Jacobi  schreibt  Euler  den  Satz  zu,  dafs  ähnliche  Körper 
eine  vom  Ähnlichkeitspunkt  ausgehende  Gerade  und  eine  zu  ihr  senkrecnte 
Ebene  mit  einander  gemein  habßn.  Vermutlich  nimmt  Jacobi  mit  dieser 
Äufserung  ai^  §  7  der  Abhandlung  Bezug.  Enler  ^ebt  dort  den  Sati: 
„Verhalten  sich  die  Abstände  homologer  Punkte  zweier  ähnlichen  Körper 
von  einer  Ebene  a  wie  die  homologen  Strecken  derselben,  to  fällt  der 
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4.  Zwei  beliebige  ähnliche  Systeme  besitzen  non  entweder  erstens 
nor  eine  Situationsebene  und  eine  zu  ihr  senkrechte  Situationsaxe, 
oder  zweitens  unendlich  viele  Situationsebenen,  welche  zu  einer  aus- 
gezeichneten Situationsebene  senkrecht  stehen,  sodafs  die  gemeinsame 
Schnittlinie  der  ersteren  Ebenen  und  die  Strahlen  der  zweiten  Ebene 
8itiiati(Hisgeraden  sind;  es  können  endlich  drittens  beide  Systeme 
oentrisch-ahnlich,  das  heifst  central-perspectivisch  liegen.  Die  Ver- 
bindungslinie irgend  zweier  homologen  Punkte  Pi,  Pg  wird  durch 
d^  Ähnlichkeitspunkt  0  nach  der  Regel 

OP,        '^ 

geteilt  und  ist  eine  Situationsgerade.  In  diese  dritte  Lage  zu  dem 
ersten  System  kann  das  zweite  System  in  den  beiden  ersten  Fällen 
durch  eine  einfache  Drehung  übergeführt  werden.  Dieselbe  erfolgt  im 
ersten  Falle  um  die  einzige,  im  zweiten  Falle  —  durch  einen  Winkel 
von  180®  —  um  die  ausgezeichnete  Situationsgerade.*)     Auch  sym- 

Iknlichkeitspunkt  der  beiden  Körper  mit  dem  der  ähnlichen  Figuren  zu- 
sammen, welche  die  Fufspimkte  dieser  Lote  bilden."  Die  Ebene  a  haben 
offenbar  beide  Körper  entsprechend  miteinander  gemein.  Ist  k  das  lineare 
IhnHchkeitsyerhältnis  der  beiden  Körper,  und  sind  ABC  und  A.B^C^ 
homologe  Dreiecke  derselben,  so  genügen  die  Schnittpunkte  J^,  J^^,  C^ 
der  Ähnlichkeitsebene  a  mit  ÄA^^  ^^n  C^i  den  Gleichungen 

A^A,       JBo^t^^oQ'"     V      ^A,B,  /' 

▼obd  X;,  je  nachdem  die  Körper  vollkommen  oder  symmetrisch  ähnlich 
siiid,  positiv  oder  negativ  ist.  Aber  Eni  er  ^ebt  weder  diese  noch  über- 
haupt eine  Regel  zur  Ermittelung  der  Ähnhchkeitsebene,  zieht  vielmehr 
sofort  den  oben  erwähnten  irrigen  Schlul's,  dafs  jede  durch  den  Ähnlich- 
keitspunkt gelegte  Ebene  ähnliche  Figuren  aus  den  Körpern  heraus- 
schneidet. Nach  meiner  Meinung  schreibt  also  Jacobi  Euler  zu  weit 
fihende  Resultate  zu.  Freilich  kann  man  noch  auf  andere  Weise  aus 
u  1er 's  Entwickelungen  überaus  leicht  einen  Beweis  für  die  erwähnten 
Thatsachen  ableiten.  Zwei  congruente  Strahlenbündel  weisen  nach 
Euler's  Entwickelung  vom  Jahre  1776  [Vergl.  die  erste  auf  S.  190*** 
genannte  Abhandlung]  zwei  homologe  Parallelen  auf.  Handelt  es  sich  um 
homologe  StrahlenbtLadel  ähnlicher  Körper,  so  beschreiben  diese  Parallelen 
bei  Veränderung  von  Ort  zu  Ort  ähnliche  Bündel  paralleler  Strahlen, 
welche  einen  Strahl  L  entsprechend  miteinander  gemem  haben.  Derselbe 
pro^icirt  den  Ähnlichkeitspunkt  der  ähnlichen  Felder,  welche  die  Bündel 
aoi  einer  zu  ihren  Strahlen  senkrechten  Ebene  ausschneiden.  Die  Grerade  l^ 
enthält  nun  einen  sich  selbst  entsprechenden  Punkt,  den  Ähnlichkeits- 
pnnkt  S.  Die  Ähnlichkeitsebene  a  deV  beiden  Körper  steht  in  5  zu  Z^ 
senkrecht. 

*)  Chasles  hatte  1830  dieses  Resultat  ohne  Beweis  gegeben  [XXII,  4], 
Wahrscheinlich  hat  er  es  so  entwickelt,  wie  ich  am  Schlufs  der  vorigen 
Note  angab,  wenigstens  findet  sich  die  entsprechende  DarsteUung  für 
ffleichstimmig  con^pruente  Köiper  in  einer  Aroeit  aus  dem  Jahre  1861. 
Ich  komme  auf  diese  Abhandlung  erst  weiter  unten  [XXXIII,  8],  da  sie 
vorzugsweise  für  die  Theorie  des  l^ullsystems  von  Bedeutung  ist. 
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metrisch-gleiche  Systeme  (Je  ==  —  1)  kömien  durch  Drehung  um  eine 
Axe  in  centrisch-ähnliche  Lage  gebracht  werden,  wie  Magnus  aus- 
führlich nachweist.  Nicht  erörtert  werden  die  beiden  Fälle,  in  doien 
der  Situationspunkt  im  unendlichen  liegt,  oder  alle  Punkte  einer 
Ebene  sich  selbst  entsprechen  und  durch  Drehung  tun  irgend  eine  za 
derselben  senkrechte  Gerade  die  centrische  Lage  herbeigeführt  werden 
kann.  Magnus  beweist  nunmehr,  wiederum  unter  Anlehnung  an  die 
erwähnte  Abhandlung  Jacobi's,  dafs  vollkommen  gleiche  Sjstei&e 
(Je  =  1)  durch  eine  Schraubenbewegung  ineinander  übergeführt 
werden  können. 

Zwei  homologe  Ebenenbüschel  collinearer  Baume  werden  per- 
spectivisch,  wenn  ihre  Axen  einer  Ebene  des  Fundamentaltetraeders 
angehören,  und  erzeugen  eine  Ebene,  welche  die  gegenüberliegende 
Ecke  des  Tetraeders  enthält.  Mit  Hülfe  dreier  derartigen  Paare  Ton 
Ebenenbüscheln  kann  man  diese  Ecke  construiren.  Bei  zwei  affinen 
Systemen  entspricht  die  unendlich  ferne  Ebene  sich  selbst,  und  die 
obige  Methode  ergiebt  bei  Benutzung  von  Büscheln  paralleler  Ebenen 
den  Situationspunkt,  bezüglich  bei  vollkommen  gleichen  Körpern  die 
Bichtung  der  Situationsaxe.  Die  so  entstehenden  Gonstructionen  {Ühit 
Magnus  für  ähnliche  und  congruente  Körper  (S.  108  u.  S.  lll) 
thatsächlich  an.  Die  Situationsaxe  findet  sich  bei  vollkonmien  gleidien 
Körpern  mit  Hülfe  der  Chasles-Euler'schen  Construction  des 
Drehungscentrums  für  zwei  gleichstimmig  congruente  Figuren  einer 
Ebene.     [Vergl.:  XXH,  5;  S.  336*.] 

5.  Die  Betrachtung  wendet  sich  nunmehr  zu  der  reciproken  Be- 
ziehung im  Baume.*)     Dieselbe  wird  durch  eine  bilineare  Gleichung 

mx'  +  ny'  +  pz'  +  g  =  0 

zum  Ausdruck  gebracht,  in  der  tn,  n,  j>,  g  ganze  lineare  Functionoi 
von  x^  y^  z  sind.  Sie  verknüpft  eihen  Punkt  des  {x\  y\  ^'V 
Baumes  i^  mit  jedem  Punkt  der  zugehörigen  Ebene  des  (rc,  y,  z)- 
Baumes  1?.  Einer  Punktreihe  von  B  entspricht  ein  Ebenenbüschel 
von  R^.  Besteht  letzterer  aus  unter  sich  parallelen  Ebenen,  so 
enthält  die  Punktreihe  den  Mittelpunkt  von  i2,  welchem  die  un- 
endlich ferne  Ebene  von  R^  entspricht.  Den  Träger  p  der  Punkt- 
reihe  nennt  Magnus  dann  einen  Durchmesser  von  1?,  als  coigugirte 
Diametralebene  bezeichnet  er  die  Ebene  7t^  von  Uj,  welche  dem  un- 
endlich fernen  Punkte  von  p  entspricht  und  deshalb  den  Mittelpunkt 
3fi  von  2?i  enthält.  Es  giebt  (S.  129)  im  allgemeinen  drei  auf- 
einander senkrechte  Durchmesser  a,  b,  c  von  2?,  denen  drei  auf- 
einander senkrechte  Diametralebenen  ft^Ci,  c^Oi,  c^b^  von  7?,  ent- 
sprechen; umgekehrt  sind  dann  6c,  ca,  ab  die  zu  o^,  ftj,  c,  conju- 
girten  Diametralebenen.    Man  kann  B^  auf  vier  Arten  so  verschieben, 

•)  Von  der  Reciprocität  (a.  a.  0.  S.  168***,  S.  120—149). 
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dais  die  Kanten  o^,  2»^,  (^  auf  die  Kanten  a,  &,  c  fallen.  Aus  einer 
dieser  Tier  Lagen  von  R^  entstehen  die  übrigen  dnrch  halbe  Um- 
drehungen um  a,  &,  c,  Wfthlt  man  für  beide  Bäume  das  gleiche 
Coordinatensystem,  dessen  Azen  mit  a,  &,  c  zusammenfallen,  so 
werden  die  vier  so  entstandenen  Beziehungen  durch  die  Gleichungen 

Äxx  +  Byy'  +  Cez'  =  1, 
Äxx'  —  Syy'  —  Czz'  ^  1, 

—  Äxx'  +  Byy'  —  Cee'  ==  1, 

—  Äxx'  —  Byy'  +  Czz'  =  1 

djurgestelli  Die  Bftume  sind  in  jedem  der  vier  Fftlle  ,^eciprok- 
Hegend^,  zu  einem  Polarsystem  vereinigt.  Magnus  unterscheidet  in 
der  Folge  „elliptisch-reciproke  Systeme"  und  „hyperbolisch-reciproke 
Systeme"  (S.  135).  Erstere  (Ä^  B,  C>  0)  lassen  sich  zum  Polar- 
system eines  EUipsoids  oder  —  auf  drei  Arten  —  zum  Polarsystem 
eines  sweischaligen  Hyperboloids  vereinigen,  letztere  (Ä^  B^  C  <  0) 
lassen  sich  zum  Polarsystem  einer  imaginären  Fläche  F^  und  — 
auf  drei  Arten  —  zum  Polarsystem  eines  einschaligen  Hyperboloids 
vereinigen.  Die  Vermittlung  bilden  conisch -reciproke  Systeme,  die 
ftos  dem  Polarsystem  eines  Kegels  entstehen.  Auiser  dem  Null- 
system —  hierauf  komme  ich  später  —  behandelt  Magnus  noch  die 
reciproke  Beziehung,  bei  der  je  zwei  reciproke  Gerade  einen  rechten 
^^nkel  bestimmen.  Solche  Systeme  können  durch  Parallelverschiebung 
zu  dem  Polarsystem  einer  Kugel  vereinigt  werden.  An  früherer  Stelle 
[xxxiy  11]  wurde  erörtert,  mit  welchen  Mitteln  Seydewitz  —  aller- 
dings erst  1846  —  den  Satz  rein  geometrisch  begründete,  dafs  zwei 
reciproke  Felder  iy  xmd  i^j  —  und  zwar  auf  vier  Arten  —  zu  einem 
Polarsystem  vereinigt  werden  können.  In  vollkommen  analoger  Weise 
lUst  sich  auch  die  geschilderte  Entwickelimg  von  Magnus  im  Baume 
rein  geometrisch  erledigen.  Den  wichtigsten  Hülfssatz  hatte  Seyde- 
witz schon  rein  geometrisch  begründet:  „Zwei  reciproke  StraMen- 
bündel  vereinigen  sich  zu  einem  Polarsystem,  wenn  man  die  homo- 
logen orthogonalen  Dreikante  zur  Deckung  bringt"  [XXXI,  14]. 

6.  Magnus  giebt  femer  sehr  wichtige  Entwickelungen  über 
eindeutige  Verwandtschaften  dritter  Ordnung.  Die  oben  angegebene 
Darstellung  der  coUinearen  Verwandtschaft  wird  (S.  403  £f)  durch 
die  Gleichungen 

/ ifi  f ti  / t 

erweitert,  in  denen  die  Gröfsen  m,  m^^  .  . .  lineare  ganze  Functionen 
von  X,  y,  z  bedeuten.  Die  Beziehung  ist  eindeutig  umkehrbar.  Der 
Ebene 

Äx'  +  Sy'  +Cz'  +  D  =  0 
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des  {x\  y\  ;e:')-Ilamne8  entspricht  die  Fläche  dritter  Ordnung 

des  (a:,  y,  jer)- Raumes.  Dieselbe  enthält  zwei  Tripel  fester  Geraden: 

♦n  =  0,   Wo  =  0;  n  =  0,    n©  =  0;          e  =  0,       /^^  =  0 

und 

«o  =  ö,  ^o  =  ö;  ^^0  =  0,   Wo  =  0;         Wo  =  0,   «0  =  0. 

Einer  Geraden  entspricht  die  Ranmeurve  i2g,  welche  die  FlSehen 
JP3  eines  Büschels  aufser  diesen  sechs  Geraden  miteinander  gemein 
haben.  Giebt  man  sich  drei  Paare  projectivischer  Ebenenbüschel  und 
betrachtet  als  zugehörig  zwei  Punkte,  welche  durch  drei  Paare  homo- 
loger Ebenen  projicirt  werden,  so  entsteht  eine  etwas  allgemeinen 
Verwandtschaft  dritter  Ordnung;  sie  geht  in  die  eben  betrachtete 
Beziehung  über,  wenn  die  Ebenenbüschel  des  einen  Eaimies  unendlich 
ferne  Axen  erhalten.  Beide  Verwandtschaften  —  für  seinen  be- 
sonderen Fall  hebt  es  Magnus  ausdrücklich  hervor  —  sind  specieUe 
Fälle  einer  Transformation  dritter  Ordnung,  bei  der  drei  bilineart 
Gleichungen  die  Coordinaten  zweier  homologen  Punkte  verbinden. 
Aus  drei  derartigen  Gleichungen 

AiX  +  Biy   +  dz'  +  A  =«  0»  (**!,«,«» 

in  denen  also  die  Ai^  Bi^  .  . .  lineare  ganze  Functionen  von  r,  y,  t 
sind,  ergeben  sich  (S.  408)  durch  Auflösung  die  Gleichnngen 
.        X         .        Y        ,        Z 

in  denen  X,  Y,  Z,  B  Determinanten  dritter  Ordnung  sind.  Die 
Flächen 

z  =  o,    r  =  o,    Z  =  0,    B  =  0 

haben  eine  Curve  sechster  Ordnung  miteinander  gemein.    £1  best^t 

nämlich  z.  B.  die  Identität 

X(^D,  —  A,D,)  +  (B,  1>,  —  B,D,)  Y  +  (C,D,  —  C,D,)Z  =  0. 

Die  Schnittpunkte  der  Flächen  Y  =  0,  Z  =  0  liegen  also  zum  einen 
Teil  auf  der  Fläche  X  =  0,  zum  andern  Teil  auf  der  üldie 
-4^2>3  —  ^jDj  =  0.    Die  Punkte  zweiter  Art  erfüllen  die  Relation 

ulj  :  ui,  :  ui,  =  Dl :  D,  :  D„ 

gehören  also  der  Raumcurve  B^  an,  welche  je  zwei  der  Flächen  Ij 

A^D^  —  Ä^D^  =  0',      A^Di—A^I)^  =  0;      A^D^  —  A^D^^^O 

auiser  je  einer  der  Geraden 

^  =  0,    Dl  =  0;      ^  =  0,   Dj  =  0;      il,  =  0,   D,  =  0 

miteinander  gemein  haben.  Die  Baumcurve  J?^,  in  der  sich  Y  «=  0^ 
Z  =  0  aufser  in  JRg  schneiden,  gehört  der  Fläche  X  =  0  und  aus 
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ihnHeheii  Grfinden  der  Flftche  JS  ««  0  an.  Einer  Ebene  des  (x\  y\  zj- 
B&nmes: 

€tx'  •^ßy'  +  yz'  +  d^O 

«stspzifiht  mithin  eine  Fläche: 

dritter  Ordnung,  welche  diese  Cnrye  B^  enthält,  einer  Geraden  des 
einen  Banmes  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  des  anderen. 

In  einer  speciellen  Verwandtschaft  der  genannten  Art  entsprechen 
sich,  wie  Magnus  ausdrücklich  (S.  403)  herrorhebt,  je  zwei  Punkte, 
welche  ffir  d^ei  vorgelegte  Flächen  F^^  Js,  Fi'  und  somit  für  jede 
Oberfläche  des  durch  sie  bestimmten  Bündels  conjugirt  sind.  Nach 
emem  Theorem  Bobillier's  [XXVI,  7],  das  Magnus  für  sich 
schon  früher  (8.  373)  begrOndet  hatte,  bleibt  der  eine  der  beiden 
homologen  Punkte  auf  einer  Fläche  JP^,  wenn  der  andere  auf  eine 
Ebene  beschrftnkt  iKt.  Die  allen  diesen  Flächen  F^  gemeinsame 
Baiuncurye  B^  enthält  bekanntlich  die  ßpitzen  der  im  Bündel  ent- 
haltenen KegeL  Diese  merkwürdige  Curye  kommt  also  bei  Magnus 
TOT,  ohne  daüs  er  3ire  geometrische  Bedeutung  erkannt  hätte. 

7.  Legt  man  (S.  412)  die  bilinearen  GleidiUBgen  zu  Grunde: 

Ax  +  By  ^Cz'  ^D^  0, 
f  *'  +  <^y'  —  0,    xz  +  9%  —  0, 
80  ent^priehi  «canfir  Ebene  des  {x\  y\  ;e;')-Baumes: 

«»'  +  /3y'  +  yi^'  +  *  —  0 
€ine  Oberfläche  F^\ 

JO{(isc  +  /^y  —  y^)  —  '(-^«  +  J?y  —  Cz)  -=  0, 
weldhe  einen  festen  Kegelschnitt   und    einen   festen  Punkt   enthält 
(„Cardinal**-Kegelschnitt  und  -Punkt).     Benutzt  man  noch  specieller 
die  drei  Gleichungen 

zz  '—  yy  —  XX  <«  r*,    yz'  +  zy  =  0,  xz'  -f  zx'  =  0, 

so  entsteht  eine  Kugelverwandtschaft;  den  Ebenen  des  {x\  y\  z')- 
Banmes  entsprechen  Kugeln,  welche  einen  Punkt  miteinander  gemein 
haben.  Die  Bobillier'sche  Verwandtschaft  geht  in  Kugelverwandt- 
sehaft  über,  wenn  dio  Flächen  F^  des  benutzten  Bündels  einen  Erais  K 
yoA  zwei  Punkte  mit  einander  gemein  haben,  von  denen  aus  K  in  den 
naendlich  fernen  Kugelkreis  projicirt  wird.    Dem  Bllipsoid  (a  >  5  >  c) 

entspricht  (S.  416)  bei  Anwendung  der  obigen  Formeln  die  Fläche  der 
Elasticität  (Fj 

4iV  +  >V  +  c^^  —  (ic*  +  y'  +  J^)\ 
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die  Magnus  vorher  (S.  402)  als  die  zum  Mittelpunkte  des  £llipsoids 

?!  -L.  ?!  J_  '*  _  1 
^1  -t-  5t  -r  7"  —  1 

gehörige  FuTspunktfläche  eingeführt  hatte.  Die  Tangentialebenen  des 
Cylinders 

(a«  —  &«)a:«  _  (6«  —  c«)i^  +  |fe*  =  0 

schneiden  die  Elasticitatsfläche  in  Kreisen,  welche  denen  des  EUipsoids 
in  der  Verwandtschaft  entsprechen.*)  Andere  Kreise  der  Flftdie  F^ 
entstehen,  wenn  anstatt  des  EUipsoids  ein  einschaliges  Hyperboloid 
zu  Grunde  gelegt  wird,  aus  den  Geraden  desselben.  Dieselben  ent- 
halten den  Mittelpunkt  von  F^,  Offenbar  haben  wir  hier  die  ersten 
Anfänge  zur  Lehre  von  den  Kummer 'sehen  Flädien  mit  Doppel- 
kegelschnitt, speciell  der  bicircularen  Flächen  vierter  Ordnung  mit 
Doppelpunkt,  vor  uns.  Eine  Bemerkung,  die  Magnus  flüchtig  hin- 
wirft, hat  gerade  auf  die  bicircularen  Flächen  F^  Anwendung  ge- 
funden. Er  möchte  nämlich  geometrische  Verwandtschaften  ersto-, 
zweiter,  dritter, . . .  Klasse  unterscheiden;  die  Verwandtschaft  n^'  Klasse 
wird  durch  cbrei  Gleichungen  n^^  Grades  in  Bezxig  auf  jede  von 
zwei  Coordinatengruppen  tuv  und  xyz  dargestellt.  Bekanntlich  ist 
nun  für  die  Untersuchung  der  bicircularen  Flächen  F^  die  Verwandt- 
schaft von  besonderer  Bedeutung,  durch  welche  den  Gmndpnnkten 
jedes  Kugelbündels  einer  linearen  Kugel-Mannigfaltigkeit  dritter  Stufe 
die  Centralebene  desselben  zugeordnet  wird.  Die  Fläche  F^  kann 
auf  fünf  Arten  durch  solche  Verwandtschaften  in  Oberflächen  F, 
übergeführt  werden.  Wenn  man  f,  ti,  v  als  Ebenencoordinaten  anf- 
fafst,  so  hat  man  es  eben  mit  einer  Verwandtschaft  zweiter  Khisse 
zu  thun.  Magnus  bemerkt  femer,  dafs  mit  Hülfe  zweier  bilinearen 
Gleichungen  für  die  Coordinatengruppen  x'yz'  und  xyz  jedem 
Punkte  des  einen  Baumes  eine  Gerade  des  anderen  zugeordnet  wird, 
ohne  jedoch  diese  Bemerkung,  die  ihn  auf  den  tetraedralen  Complex 
hätte  führen  müssen,  weiter  zu  verfolgen  (S.  417). 

8.  Ich  komme  nunmehr  zu  den  kurzen  in  diesem  Capitel 
Plücker**)    zu   widmenden  Bemerkungen     Zunächst   werden,   wie 

*)  Magnus  weist  ganz  ausdrücklich  nach,  dafs  die  Kreise  beider 
Scharen  auf  F,  in  Kreise  übergehen,  deren  Ebenen  den  ffenannten  Cr- 
linder  berühren,  macht  dann  aber  die  Umkehrung,  dafs  jede  Tangential- 
ebene des  Cylinders  die  Fläche  F.  in  einem  nj^eise  (statt  in  zweien) 
schneidet.  Wenn  man  zu  den  reellen  Kreisen  von  F^  die  imaginären 
hinzunimmt,  aufserdem  auch  ihre  Greraden  transformirt,  erhält  man  sämt- 
liche Kummer 'sehen  Kegel  der  betrachteten  bicircularen  Fläche  F«. 
Oben  [XIV,  7]  wurden  ^iliche  Betrachtungen,  die  aber  nicht  so  aus- 
führlich sind,  bei  Stubbs  beobachtet.  Sie  liegen  zudem  um  mehrere 
Jahre  später  als  die  von  Magnus. 

**)  Plücker,  System  der  Geometrie  des  Raumes  in  neuer  anaWtiacfaer 
Behandlungsweise,  insbesondere  die  Theorie  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
und  Classe  enthaltend,  (Düsseldorf  1846),  zweite  Auflage,  Düsseldorf  1851 
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schon  oben  [XXm,  5]  erwähnt  worde,  die  allgemeinsten  Coordinaten 
des  Pnnktes  und  der  Ebene  eingeführt.  ^  Erstere  —  P^  Q^  ^^  s  — 
unterscheiden  sich  mn  mnltiplicative  Constanten  von  den  Abständen 
des  darzustellenden  Punktes  von  vier  Ebenen  (S.  5).  Statt  ihrer 
selbst  können  auch  die  Quotienten 

^  —  7'     '?  — 7'     f-7 

zur  Verwendung  kommen.  Ebenso  entstehen  die  Coordinaten  P,  Q^ 
R,  S  einer  Ebene*)  durch  Multiplication  ihrer  Abstände  von  vier 
festen  Punkten  mit  beliebig  gegebenen  Constanten.  Statt  ihrer  kann 
man  wiederum  die  Quotienten 

»  — ^,     Ä  — g^,      Z  — ^ 

einführen.  Ein  jedes  Wertsystem  a,  &,  c  charakterisirt  in  zwei 
Sjstemen  nicht  homogener  Coordinaten  Elemente,  welche  in  einer 
collinearen  oder  reciproken  Beziehung  im  Baume  einander  entsprechen^ 
je  nachdem  man  gleichartige  oder  ungleichartige  Coordinatensysteme 
Terwendet  Die  reciproke  Beziehung  kann  auch  durch  eine  bilineare 
Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  zweier  Punkte  oder  zweier  Ebenen 
dargestellt  werden.  Von  den  15  willkürlichen  Constanten  dieser 
Gleichung  gehen  6  verloren,  wenn  jedem  Punkte,  mag  er  dem  einen 
oder  anderen  Baume  angehören,  dieselbe  Ebene  entspricht  Hiermit 
stehe  Magnus'  Besultat  in  Einklang,  dafs  reciproke  Bäume  in 
reciproke  Lage  gebracht  werden  können,  denn  eine  Verschiebung 
eines  Raumes  hänge  eben  von  sechs  Constanten  ab  (S.  14). 

Ich  bespreche  hier  noch  die  Cap.  13  und  14  des  Hauptab- 
schnittes. In  dem  ersteren  entwickelt  Plücker  die  Polareigenschaften 
der  Oberfläche  F^  und  stellt  mit  ihrer  Hülfe  die  Gleichung  dersdben 
in  „befireundeten^^  —  auf  dasselbe  Tetraeder  bezüglichen  —  Pimkt- 
nnd  Ebenencoordinaten  auf.  Nachdem  aus  den  Polareigenschaften  das 
Dnalitätsgesetz  im  Baume  entwickelt  ist,  folgt  (S.  322)  die  etwas 
befremdliche  Äufserung:  „Jede  geometrische  Beziehung  ist  als  die 
bildliche  Darstellung  einer  analystischen  Beziehung  anzusehen,  die, 
abgesehen  von  jeder  Deutung,  ihre  selbstständige  Geltung  hat.  So  ge- 
hört auch  das  Princip  der  Beciprocität  ganz  eigentlich  der  Analysis 
an,  und  nur  weil  wir,  sogar  wenn  wir  es  analytisch  begründen,  ge- 
wohnt sind,  es  in  der  Sprache  der  Geometrie  auszudrücken,  wird 
uns  die  Ansicht  gewissermalsen  aufgedrängt,  dals  es  ein  ausschlielslich 

*)  Schon  in  einer  1882  erschienenen  Arbeit  werden  jedoch  als  Coordi- 
naten einer  Ebene  die  in  ihre  Gleichung  te  -\-  uy  -\-  vx  ■\-  v>  ^^  0  ein- 
gehenden Coefficienten  gedeutet.  Eine  homogene  Gleichung  n^^  Grades 
F(^, II, ü, IT)  =.  0  stellt  eine  Fläche  F„  dar.  Vergl.:  Plücker,  Note  sur  une 
th^rie  g^n^rale  et  nouvelle  des  Burfaces  courhes,  Crelle^s  Joom.,  Bd.  9, 
1832,  S.  124—134  (Abb.,  Bd.  1,  S.  224—234). 


Digitized  by  LjOOQ IC 


352    E.  KOiter.  Bericht  ^ber  die  Entwickelong  der  synthetischen  Geomeiaae. 

geometrisches  sei'^  u.  s.  w.  Dem  wird  man  mit  aller  Entschiedenhait 
entgegenhalten,  dafs  sich  wohl  kein  geometrisches  Gesetz  mit  solcher 
Handgreiflichkeit  der  unmittelbaren  geometrischen  Anschauung  auf» 
drängt,  wie  gerade  das  Dualitätsgesetz,  und  man  wird  daran  erinnern, 
dafs  dasselbe  für  die  Ebene  mit  rein  geometrischen  Mitteln  ¥on  Steiner 
und  Seydewitz  [XXVII,  13;  XXXI,  5]  auf  eine  Art  erwiesen  war, 
deren  Übertragung  auf  den   Raum   eigentlich  selbstrerstandlich  ist 

Der  Übergang  von  dem  Reciprocitätsgesetz  der  Ebene  zu  dem 
des  Baumes  gehe  vor  sich,  wie  P lücker  ausführt,  indem  statt  der 
definirenden  bilinearen  Hülfsgieichung  zwischen  zwei  Coordinatenpaaren 
xy  und  x'y'  eine  solche  zwischen  zwei  Coordinatentripeln  xyjs  und 
xyz^  eingesetzt  würde.  Man  könne  auf  analoge  Art  zu  beliekng 
hohen  Dimensionen  aufsteigen;  es  entstehe  die  Frage  nach  der  geo- 
metrischen Deutung.  Für  die  vierte  Dimension  könne  die  Mannig- 
faltigkeit  der  Geraden  zu  Hülfe  genommen  werden. 

9.  Den  Büschel  von  Flächen  JP,  stellt  Plücker  im  Cap.  X4  m 
der  Form  dar: 
(4  +  i^ V -f  (ß  +  i£,)  a«  +  (C-j- iCi) r«  +  (D  +  iA)*«-=0, 

Lediglich  aus  dem  Umstände,  dafs  die  Gleichung  die  erforderfidie 
Anzahl  willkürlicher  Con^tanten  aufweist,  wird  geschlossen,  dafs  die 
obige  Darstellung  eines  Büschels  im  allgemeinen  auf  eine  einige 
Art  möglich  ist,  sodafs  also  zwei  Flächen  F^  und  G^  ein  gem^- 
sames  Polartetraeder  besitzen.  Die  Ecken  desselben  senden  die  üb 
Büschel  enthaltenen  Eegel  aus.  Setzt  man  an  Stelle  Aear  |>,  g,  r,  s 
£benencoordinaten  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung  einer  Schar  tos 
Flächen  F^,  Die  Ebenen  des  gemeinsamen  Polartetraeders  «ithattes 
die  Strictionslinien  der  zugehörigen  abwickelbaren  Fläche.  Plücker 
hebt  dann  besonders  die  Schar  confocaler  Flächen  hervor;  ich  komme 
hierauf  an  einer  anderen  Stelle  zurück.*) 

*)  Oben  [XIX,  4]  sind  die  Stetigkeitsbetrachtmigen  geschildert  wordan, 
mit  deren  Hülfe  Poncelet  nachzuweisen  suchte,  da£  die  SchaiCAGWf 
zweier  Flächen  F^  und  G^  auf  Kegeln  enthalten  ist.  Aus  ein^n  dieser 
Ee^el  li eisen  sich  die  drei  anderen  leicht  ableiten.  Kann  die  Betrachtongf- 
weise  Poncelet's  nicht  als  st-hr  befriedigend  bezeichnet  werden,  so  Ist 
doch  andererseits*  auch  ein  weiter  Weg  zurückzulegen,  bis  ibmi  lam 
Plücker 's  blofser  Abzahlung  der  Constanten  zu  der  Methode  f^anKi^  naek 
welcher  die  modem«f  analytische  Geometrie  das  g^^meinsame  Polartetraeder 
zweier  Flächen  JP,  und  G^  oder  allgemeiner  das  Fundamentaltetraeder 
zweier  coUinearen  Räume  nachweise .  i  ekanntlich  kann  man  durch  eine 
lineare  Construction  irgend  ein  Beetimmungsstflek  dieses  Tetraedon 
ermitteln,  wenn  das  gegenüberliegende  Stück  gegeben  ist.  Entspiiebt 
z.  B.  die  £bene  n  sich  selbst,  so  erzeugen  je  zwei  homologe  Ebenen- 
büschel,  welche  n  entsprechend  mit  einander  eemein  haben,  eine  Ebene, 
welche  den  aufserhalb  n  ^ele^enen,  sich  s^bst  entsprechenden  Punkt 
P  enthält.  Auf  diesem  Princip  beruhte,  wie  bereits  bemerkt  wnrd^ 
Magnus*  Construction  des  Situationspunktes  ähnlicher  Figuren.  Ditselbe 
würde  auch  auf  afOne  Figuren  Anwendung  finden. 
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)0.  Ich  mnb  nonmehr  zu  der  Abhandlung  von  Chasles  über- 
geben,  welcher  nrsprfinglich  der  Apercu  historique  als  Einleitung 
dienen  sollte.  Die  glänzenden  Vorsflge  dieser  historischen  Einleitung 
haben  es  gefügt,  d&fs  man  der  Arbeit  selbst  yerhältnismälsig  geringe 
Anfinerksamkeit  schenkte ,  oder  wenigstens  jetzt  schenkt.  In  ihrer 
nnprOngiichen  Form  bestand  die  Arbeit  ans  der  Abhandlung  und 
einsr  ganz  kurzen  hist(»ischen  Einleitung;  sie  wurde  1830  mit 
emem  Ton  der  Akademie  zu  Brüssel  ausgeschriebenen  Preise  gekrönt. 
Der  Dmck  des  Werkes  begann  erst  1835,  nachdem  die  historische 
l&mleitang  auf  den  jetzt  bekannten  Umfang  gebracht  worden  war. 
Der  Abdruck  yerlangsamte  sich  sehr  bald,  sodafs  das  Werk  erst  im 
Jahre  1837  herauskam.*)  Ich  habe  schon  herrorgehoben  [XXIX,  4], 
da(s  diese  Verzögerung  zu  einer  eigentümlichen  Stellung  des  Werkes 
in  der  geometrischen  Litteratur  führen  muTste.  Ein  grofser  Teil  der 
in  dem  Werke  enthaltenen  Besultate  war  in  der  Zwischenzeit  von 
1830  bis  1837  entwickelt  worden,  während  andere  Besultate  schon 
MöbiuB  vor  1830  begründet  hatte. 

Wie  schon  oben  bemerkt,  nimmt  Chasles  die  bilineare  Gleidinng 
swisdien  zwei  Ck>ordinatengruppen  xyg  und  xyz'  zum  Ausgangspunkt^ 
um  die  Gesetze  der  „Correlation",  der  reciproken  Beziehung,  zu  er- 
läatera.  Dieser  Weg  aber,  hebt  Chasles  in  einer  kurzen  Einleitung 
bervor,  sei  nur  dar  herrschenden  geometrischen  Ausbildung  wegen  ge- 
wählt worden.  Es  gebe  einen  anderen,  im  Grande  einfacheren  Weg, 
bei  weldiem  man  an  die  Geometrie  der  Alten  direct  anknüpfen  würde. 
Ans  der  Gleichung  heraus  wird  nun  ziemlich  umständlich  entwickelt, 
dals  den  Punkten,  Punktreihen  und  Punktfeldem  des  einen  Raumes 
Ebenen,  Ebenenbwchel  und  Ebenenbündel  das  anderen  Baumes  ent* 
^seehca.  Unter  Hinweis  auf  die  oben  [XXIX,  4]  bei^rochene  Note  wird 
dem  (6)  dargethan,  daXs  vier  Punkte  einer  Geraden  l  des  ersten  Baumas 
dssMlbe  Doppelyeiliältnis  aufweisen,  wie  die  zugehörigen  Ebenen  des 
swetten.  Beim  Beweise  wird  die  zweite  Punktgmppe  benutzt,  welche  die 
vier  Ebenen  auf  l  anssehneiden.  Nachdem  (7)  bemerkt  ist,  dafs  im 
sUgemeiaen  die  Punkte,  welche  ihren  zugehörigen  Ebenen  angehören, 


*)  Der  YollBtändige  Titel  des  Buches  lautet:  ChasleB,  Apercu 
historiqtie  snr  rorigine  et  le  d^veloppement  des  m^tfaodes  en  g^om^tne, 
perticoliferement  de  oelles  qai  se  rappoitent  ä  la  g^om^trie  moderne, 
mivi  dnn  m^m«>ire  de  g^m^trie  sur  deux  principe!  g^n^raux  de  la 
sdence,  la  duaiit^  er  lliomographie,  Brüssel  1837,  spconde  ^ditioQ,  confonae 


baedlniig  «elbet  ist:  Mtooire  de  g^om^trie  sur  denx  principes  g^näranx 
de  la  scienoe:  la  daalit^  et  rhomo^iaphie,  S.  573—861.  Die  Schnfb  ist.  in 
zwei  Teile  zerie^^t:  Premiere  paitie.  Principe  de  dualit^,  8.  575—694. 
Seconde  partie.  Principe  dliomographie,  S.  695 — 848.  Meine  Hioweise 
beliehen  sieh  aaf  die  Artkelnumme*  n  der  Abhandlung. 
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eine  Oberfläche  JP,  ausfüllen,  dalis  jedoch  auch  jeder  Punkt  in  seiner 
zugehörigen  Ebene  liegen  kann,  wird  (8)  aus  der  Abzahlung  der 
Constanten  geschlossen,  dafs  die  Beziehung  Töllig  bestinunt  ist,  w&or 
man  zu  fünf  Punkten  die  zugehörigen  Ebenen  kennt.  Wenn  der  be- 
stimmende Punkt  („point  directeur^')  sich  ins  Unendliche  entfernt,  be- 
wegt sich  (4)  die  zugehörige  Ebene  ebenfalls  um  einen  Punkt,  gerade  so, 
als  ob  der  Punkt  eine  Ebene  beschriebe.  Hiemadi  könne  man  (5)  mit 
Poncelet  diese  „id^e  paradoxale,  mais  d'une  justesse  mathematiqne*^ 
aussprechen:  „L'espace  ind^fini  a  pour  enveloppe  une  surface  plaÄe.^ 

11.  Das  Dualitätsprincip  enthält  (10  ff.)  zweierlei.  Aus  dem 
vorher  entwickelten  folgt  unmittelbar,  dals  man  einer  Figur  auf  an- 
zählige Weisen  andere  „correlative^  zuordnen  kann,  in  denen  Punkte, 
Gerade  und  Ebenen  ihren  eigenen  Ebenen,  Geraden  und  Punkten 
entsprechen;  diese  Beziehung  erstreckt  sich  bis  auf  die  unendlidi 
fernen  Elemente.  Hierzu  gesellen  sich  zweitens  metrische  Beziehmigen, 
die  aus  der  Erhaltung  des  Doppelverhältnisses  folgen.  Chasles 
gelangt  schliefslich  (16)  zu  folgender  Begeh  ,J)ie  Entfenmng  eines 
beliebigen  Punktes  P  der  ersten  Figur  von  einer  festen  Ebene  a 
unterscheidet  sich  um  einen  constanten  Factor  von  dem  Quotienten 
der  Entfernungen  zweier  festen  Punkte  A  und  B  der  zweiten  Figur  Ton 
der  P  zugehörigen  Ebene  xc";  von  den  Punkten  A  und  B  entspricht 
der  erste  or,  der  andere  der  unendlich  fernen  Ebene  der  ersten  Fignr. 
Ohasles  wendet  das  Dualitätsprincip  zunächst  auf  Erümmungseigen- 
Schäften  der  Oberflächen  im  allgemeinen  an.  Sodann  wird  (26 — 28) 
ein  kurzer  Hinweis  auf  die  Polareigenschaften  der  Oberflächen  F^  ge- 
geben, welche  aus  den  Mittelpunkteigenschaften  sich  folgern  lassen.  Skd 
die  Flächen  zweier  Tetraeder  paarweise  einander  parallel,  so  laufen 
die  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  in  einem  Punkte  zusammen 
und  werden  durch  denselben  im  gleichen  Verhältnis  geteilt.  Hiemadi 
schneiden  sich  (29)  die  homologen  Ebenen  zweier  Tetraeder  auf  einer 
Ebene  (T,  wenn  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  durck 
einen  Punkt  8  hindurchgehen.  S  imd  c  bestimmen  mit  je  zwei  homo- 
logen Ecken  der  Tetraeder  das  gleiche  Doppelverhältnis.  Aus  dem 
ersten  Teile  dieses  Theorems,  welcher  allein  bisher  bekannt  sei,  folge 
sofort  Poncelet's  Construction  für  homologe  Figuren  [XIX,  1]. 

12.  Nach  kurzen  Bemerkungen  (31,  32)  über  Oberflächen  F^,  die 
einen  Tangentialkegel  miteinander  gemein  haben  und  somit  zu  ähnlidien 
und  ähnlich  gelegenen  Oberflächen  F^  reciprok  sind,  wendet  sich 
Chasles  zu  den  Tripeln  hinsichtlich  einer  Oberflädie  F^  conjugirter 
Strahlen,  oder,  wie  er  selbst  bezeichnet,  conjugirter  Axen.  Je  nach- 
dem die  drei  Strahlen  einer  Ebene  angehören  oder  von  einem  Punkte 
ausgehen,  enthält  die  Polargerade  eines  jeden  der  Strahlen  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  anderen  oder  liegt  mit  denselben  in  einer  Ebene. 
Die  Tripel  conjugirter  Axen  einer  Fläche  JP^,  welche  in  einer  Ebene 
a  liegen  und  von  ihrem  Pole  A  nach  F^  ausgehen,  können  durdi 


Digitized  by  LjOOQ IC 


IXXII,ll.Dnalitätsprizic.l2.TripelcoDJ.Stralileny.F,.  Id.Ebenencoord.  355 

redproke  ümfonmuig  ans  den  Tripeln  coigugirter  Dnrchmesser  einer 
Fladie  G^  nnd  den  Dreiecken,  welche  sie  auf  der  nnendlich  fernen 
Ebene  bestimmen,  abgeleitet  werden.  Drei  von  Ä  ausgehende  con- 
jngirte  Axen  sind  (36)  conjugirte  Durchmesser  jeder  Fläche  H^^  deren 
Ai^ptotenkegel  mit  dem  yon  A  ausgehenden  Tangentialkegel  von  F^ 
znsammenfSUt.  Hierin  liegt  das  Hauptinteresse  für  die  zahlreichen 
'hier  eingeschalteten  metrischen  Relationen  über  Tripel  conjugirter 
Axen.  Die  —  an  sich  richtige  —  zweite  in  42  angefOhrte  Relation 
entspringt  aus  einer  anderen  als  der  an  die  Spitze  gestellten  Beziehung. 
Es  folgen  (56 — 70)  Entwickelungen  über  harmonische  Mittelpunkte  und 
Aien,  das  Durchmesser-Theorem  von  Newton  u.  s.  w.  Aus  den  Eigen- 
schaften des  „quadrilatere  gauche^  leitet  Chasles  (71)  unter  Berufung 
anf  Legendre  [IX,  8]  ab,  dafs  vier  Gerade  der  «einen  Schar  eines 
emschaligen  Hyperboloids  von  irgend  zwei  Geraden  der  anderen  Schar 
ans  durch  Gruppen  von  gleichem  Doppelverhältnis  projicirt  werden* 
13.  Von  Wichtigkeit  ist  die  Art,  in  welcher  die  Ebenen- 
Coordinaten  eingeführt  werden.  Die  Verhältnisse  der  Cartesischen 
Ck)ordinaten  eines  beweglichen,  Punktes  zu  denen  eines  festen  Punktes 
können  als  Doppelverhältnisse  gedeutet  werden,  welche  diese  beiden 
Punkte  zusammen  mit  dem  Anfangspunkte  der  Goordinaten  und  einem 
beliebigen  unendlich  fernen  Punkte  an  den  unendlich  fernen  Geraden 
der  drei  Goordinaten-Ebenen  bestinunen.  Diesen  Doppelverhältnissen 
gleich  werden  bei  einer  reciproken  Umformung  des  Baumes  die 
Doppelverhältnisse,  welche  eine  bewegliche  und  eine  feste  Ebene  mit 
je  zwei  Ecken  eines  Tetraeders  bestinunen.  Trifft  also  eine  Tangential- 
ebene  einer    Fläche  n^'  Klasse   die  Kanten  J.D,  BD^   CD  eines 

Tetraeders   in   den  Punkten  Z,   T,  Z,   so   gehen  j^,  y^,   w^  in 

eine  Gleichung  n^^  Grades  ein.  Die  Entfernungen  der  beweglichen 
Ebene  von  den  Ecken  des  Tetraeders  genügen  einer  homogenen 
Gleichung  n^^  Grades  (79).  Chasles  betrachtet  noch  zwei  specielle 
Fälle.  Einmal  können  (75),  wenn  D  ins  Unendliche  rückt,  als  Goordi- 
naten der  Ebene  die  Segmente  AX^  BY^  CZ  eingeführt  werden,  die 
sie  auf  drei  von  A^  B^  C  aus  gezogenen  Parallelen  abschneidet.  Indem 
andererseits  ABC  ins  Unendliche  hinausgeht,  ergeben  sich  (78)  als 
Goordinaten  der  Ebene  die  reciproken  Werte  der  Strecken,  welche 
sie  auf  drei  von  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  abschneidet.*) 

*)  Diese  speciellen  Ebenencoordinaten  und  einen  speciellen  Fall 
der  weiter  unten  geschilderten  Punktcoordinaten  erläutert  ChaBles  in 
zwei  Noten,. durch  welche  er  sich  die  Priorität  gegen  die  gleichzeitigen 
Bestrebungen  Plücker's  zu  sichern  suchte.  Vergl.:  Lettre  de  M.  Chasles 
an  r^dacteur,  au  sujet  d'un  Memoire  de  M.  Plucker,  inB^r^  dans  le 
Jonmal  de  M.  Grelle,  Quet.  Corr.,  Bd.  6,  1830,  S.  81—84,  Note  supplä- 
mentaire  k  la  lettre  pr^cädente,  ibidem,  S.  85—87.  Auf  diese  Notizen 
weist  Chasles  (90)  hm^  ohne  Plücker  zu  erwähnen,  der  ja  allerdings 
ent  1882  die  VeraUgemememng  auf  den  Raum  vollzog  [XXin,  6 ;  XXXIl,  8}. 
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14.  Die  Ck>ordiiiateii  eiaes  Punktes,  der  einer  gegebenen  Ebene  in 
einer  Gorreiation  entspricht,  kftnn  man  (91  ff.)  durch  Anfldsnng 
dreier  linearen  Oleichnngen  gewinnen.  Einfacher  jedoch  ist  (96  C) 
die  geometrische  Constroction  redprofcer  Figuren,  bei  der  fnnf 
Punkten  A^  B^  ü,  D^  E  (von  denen  keine  vier  derselben  Ebene  an- 
gehören) benr.  die  Ebenen  o,  /3,  ^,  i^  t  (von  denen  keine  vier  dnrdi 
denselben  Punkt  gehen)  entsprechen  sollen.  Die  an  M  homologe' 
Ebene  fi  entspringt  aus  den  drei  Doppelyerfaältnisgleichungen: 

(Ba)(ÄDEM)  =  (ßy){tt8sii), 
IcA)IbBEM)  =  (ya)(j3j€^), 
iAB){CDEM)  =  IccßXydiii). 

Mannig£adie  Varianten  dieser  Constmction,  welche  aus  den  gesehildeitea 
Entwiekelungen  von  Möbius  [XX,  5;  XXili,  13]  sidi  unmittelbar 
ai^giebt,  werden  angeführt  Poncel^t  hatte  eine  sehr  einfache  Begel 
cur  Constmction  in  einer  Ebene  liegender  redproken  Felder  gegeben; 
Ohasles  weist  hier  den  oben  [S.  231*]  erwähnten  Zusammenhang 
mit  der  ConfigonUion  des  Pappus  nach,  welche  aus  demPascarsdien 
Batse  fOr  sechs  auf  zwei  Gerade  verteilte  Punkte  entsteht  Zunidisi 
wird  (111)  folgendes  iftumliohe  Analogon  zu  Poncelet's  Begel 
entwickelt:  ^ie  Ebenen  PBC,  FCA,  PAB  mögen  der  Rdhe 
naoh  die  drei  Punkte  nßy^  nft^  naß  enthalteii;  alsdann  beschreiben 
P  und  n  reciproke  Figuren,  wenn  der  Punkt  aßy  der  Ebene  ABC 
angehört.^  Ohasles  sucht  (Note  su  112)  im  AT^yhlfifa  an  die  er- 
wähnte Bemecknng  seinem  Theorem  eine  Fassung  zu  geben,  wekhs 
dem  Theorem  von  Pappus  genau  entspricht 

15.  Zwisdien  den  Coordinaten  zweier  Punkte  besteht,  wenn  dsr 
eine  der*  Polarebene  des  anderen  nach  einer  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung angehört,  eine  specielle  bilineare  €rleiehung.  Zwei  Figorsa  sind 
deshalb  (115)  stets  redprok,  wenn  sie  bez&gUch  einer  Oberfladie  F^ 
einando:  polar  gegenftberstehen.  Zu  den  bisher  bekannten  desGi^tiTeo 
Eigenschaften  trete,  wie  Ohasles  hervorhebt,  noch  eine  metrische 
hinzu.  Das  Doppelverhältnis  von  vier  einer  Qeraden  angehangen 
Polen  ist  (116)  gleich  dem  der  vier  entsprechenden  Polarebenea. 
Ohasles  geht  hier  indireet  auf  die  ihrörtenmgen  ein,  wddw 
Ponoelet  an  seine  Entwiekelungen  Uber  die  parabolische  Ttias- 
formation  geknüpft  hatte  [XXI,  12].  In  der  gewaunenen  Doppel- 
verhältnisgleichung —  fahrt  er  aus  —  sei  die  eigentliche  Quelle  der 
interessanten  metrischen  Beziehungen  zu  erblicken,  die  Ponoelet 
mit  Hülfe  des  Polarsjstems  einer  Kugel  entwickelt  habe,  während 
er  aelbst  sich  des  Botationsparaboloids  bedient  habe.  Poneelet 
habe  femer  ausdrflcklich  hervorgehoben,  dafs  die  neuen  metrischen 
Besiehungen,  welche  sich  bei  Benutzung  des  Polarsystems  eines 
Kreises,  bezw.  einer  Kugel  ergeben,  auch  dann  richtig  blieben,  wenn 
man  sich  eines  allgemeinen  Gebildes  zweiter  Ordnung  sur  Umfonnong 
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bodiene.  Er  habe  dies  für  die  Ebene  aus  den  Gesetzen  begründet, 
welche  zwischen  zwei  zueinander  perspectivischen  Ebenen  bestehen. 
Für  den  Baum  sei  eine  derartige  Herleitung  zwar  nicht  gegeben 
worden,  aber  man  begreife  sofort,  daüs  sie  aus  der  Homologie- 
Beziehung  unmittelbar  hervorgehe. 

Es  wird  nun  spedell  die  bilineare  Gleichung 

Axx  +  By'y  +  Cz' z  =  1  +  Xa;'  +  My  +  liz 

in  Betracht  gezogen.  Die  einem  Punkte  x\  y\  z'  zugeordnete  Ebene 
ist  parallel  zu  seiner  Polarebene  nach  der  Fläche 

^a:«  +  -By»+Ci?*— 1. 

Indem  die  letztere  Fläche  in  eine  Kugel  übergeht,  gelangt  Chasles 
za  manchen  Sätzen  über  Botationsflächen  und  auch  rückwärts  zu 
Brennpunkteigenschaffcen  der  Kegelschnitte,  Hervorhebung  verdient 
besonders  der  Satz  (130):  „Bei  jeder  Botationsfläche  F^  stehen  je 
drei  von  einem  Brennpunkte  ausgehende  conjugirte  Axen  aufeinander 
senkredit." 

Es  folgen  nun  höchst  wichtige  Erörterungen  über  das  Null- 
system, auf  die  ich  an  anderer  Stelle  eingehe.  Entspricht  in  einer 
redproken  Beziehung  jedem  Punkte  dieselbe  Ebene,  mag  man  ihn 
za  dem  einen  oder  anderen  Baume  rechnen,  so  handelt  es  sich,  wie 
Chasles  (155)  rechnend  beweist,  entweder  um  ein  Polarsystem,  oder 
es  gehört  jeder  Punkt  seiner  zugehörigen  Ebene  an.*) 

16.  Die  Thatsache,  dafe  vier  Punkte  einer  Geraden  das  gleiche 
Doppelverhaltnis  besitzen  wie  ihre  Polarebenen  nach  einer  Ober- 
fläche /*,,  wird  noch  auf  eine  zweite  Weise  (157)  daraus  abgeleitet, 
dafs  die  einer  Geraden  l  angehörigen  Paare  conjugirter  Punkte  von  JPg 
durch  zwei  Punkte  von  F^  harmonisch  getrennt  werden.  Sind  also 
die  Pole  B  und  G  zweier  Ebenen  j3  und  y  nach  einer  Fläche  F^ 
bekannt,  so  durchläuft  der  Pol  A  einer  dritten  Ebene  a  eine  Ebene  «i, 
welche  auch  die  Schnittlinie  von  j3  und  y  enthält.  Aus  dieser  räum- 
lichen Form  eines  Satzes,  den  für  die  Ebene  Poncelet  gegeben 
hatte  [VergL:  S.  196**],  folgert  Chasles  die  oben  [XXHI,  1]  er- 
örterten Beziehungen  zwischen  dem  Dreieck  ABC  und  dem  Drei- 
flach tL^y  und  weist  nochmals  auf  den  hieraus  entspringenden  Zu- 
sammenhang zwischen  zwei  in  Bezug  auf  F^  reciproken  Tetraedern 
hin  [XXm,  3]. 

17.  Der  zweite  Teil  der  Abhandlung  ist  dem  „Homographie- 
Princip",   d.  h.   der  Erörterung  der  Beziehungen  zwischen  zwei  be- 

•)  Vertauscht  man  x,  y^  z  mit  x\  y',  z\  bo  bleibt  die  definirende 
Gleichnng  im  ersten  Falle  ungeändert,  im  zweiten  Falle  ändert  sie  ihr 
Vorzeichen.     Chasles  giebt  die  allgemeinste  Gleichung  des  NullsNst'ms 

«^(y«'  —  y'*)  +  Ol  («—«')  +  K{zx'—z'x)  +  ^  (y — y')  +  c^i^y'  —  «'y) 
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liebigen  collinearen  Bäumen  gewidmet.  Zwei  Baume  stehen,  wenn 
sie  auf  einen  und  denselben  dritten  reciprok  bezogen  sind,  in 
collinearer  Beziehung  (171).  Den  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
des  einen  entsprechen  eindeutig  die  Punkte,  Geraden  und  Ebenen 
des  anderen.  Dem  unendlich  fernen  Gebilde  eines  jeden  Bamnes 
entspricht  im  allgemeinen  eine  im  Endlichen  liegende  Ebene  des 
anderen.  Überdies  stimmen  vier  Punkte,  die  einer  Geraden  an- 
gehören, im  Doppelverhältnis  mit  den  homologen  Punkten  überein. 
Nach  einem  speciellen  Falle  dieser  metrischen  Beziehung  ergeben 
die  Entfernungen  zweier  homologen  Punkte  von  den  beiden  Flncht- 
ebenen  ein  constantes  Product  (177).  Als  eine  leichte  Modification 
des  ersten  Theorems  ist  das  zweite  anzusehen,  nach  welchem  homologe 
von  zwei  entsprechenden  Geraden  ausgehende  Ebenenquadmpel 
gleiches  Doppelverhältnis  zeigen. 

Bei  der  collinearen  Transformation  geht  eine  algebraische  Fläche 
in  eine  andere  gleicher  Ordnung  über.  Eine  Fläche  F^  wird  z.B. 
in  den  Endpunkten  eines  jeden  Durchmessers  von  zwei  parallelen 
Ebenen  berührt;  alle  diese  Durchmesser  werden  durch  den  Mittel- 
punkt halbirt  Mit  Benutzung  einer  collinearen  Umformung  folgt  (181): 
„Die  Sehnen  einer  Oberfläche  G^,  welche  einen  Punkt  P  enthalten, 
werden  durch  diesen  und  eine  zugehörige  Polarebene  7t  harmonisch 
geteilt.  Die  Tangentialebenen  in  den  Endpunkten  einer  jeden  der 
Sehnen  schneiden  sich  in  einer  Geraden  dieser  Polarebene."  Drei 
coi\jugirte  Durchmesser  von  F^  gehen  in  drei  von  P  ausgehende  con- 
jugirte  Axen  von  G^  über  (184).  Hieraus  lassen  sich  dann  (195  ff.) 
metrische  Eigenschafbon  dieser  Tripel  conjugirter  Axen  ableiten. 

Aus  Monge's  Eugelsatz  ergiebt  sich  (187):  „Der  Schnitt- 
punkt dreier  Tangentialebenen  einer  Oberfläche  jP^,  welche  ein  Polar- 
dreieck eines  Hülfskegelschnittes  K^  projiciren,  beschreibt  eine  zweite 
Oberfläche,  welche  K^  enthält  und  bezüglich  seiner  Ebene  denselben 
Pol  zeigt,  wie  J^j*"  Durch  duale  Übertragung  folgt  (190)  der  zweite 
Satz:  „Die  Tripel  conjugirter  Durchmesser  einer  Fläche  G^  treffen 
eine  Fläche  F^  in  Ecken  von  Octaedem,  welche  einer  dritten 
Oberfläche  H^  umschrieben  sind.  G2  und  J7g  haben  den  Mittelpunkt 
von  G^  zum  Homologiecentrum."  Der  Satz  ist  die  coUineare  Er- 
weiterung eines  Theorems  von  Poncelet  [XXI,  3]. 

18.  Es  folgen  nun  Anwendungen  auf  algebraische  Flächen,  wobei 
insbesondere  Poncelet 's  Sätze  über  die  harmonischen  Mittelpunkte 
und  Axen  bei  Gruppen  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  ent- 
wickelt und  mit  Hülfe  des  Newton 'sehen  Durchmessersatzes  auf 
algebraische  Gebilde  übertragen  werden  (202  flF.).  Von  Interesse 
ist  femer  die  Art,  in  welcher  (226)  Newton' s  Potenzsatz  ver- 
allgemeinert wird:  „Schneidet  eine  algebraische  Fläche  die  Geraden 
MI  und  MJ  in  den  Punkten  .4i,  .^2,  . .  .,  -4^  und  -Bi,  ^2,  . . .  Ä» 
so  ist,  wenn  /  und  J  feste  Punkte  sind. 
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n 


JA  •  JB, 


=  Const." 


Indem  M  auf  der  Geraden  /JT,  welche  die  Fläche  in  C^,  C,,  ...(7n 
schneiden  mOge,  ins  unendliche  entfernt  wird,  ergiebt  sich  eine  Be- 
stimmung der  Constante;  es  entspringt  dann  das  C  am  et' sehe  Theorem: 


n 


Freilich  ist  der  oben  [II,  11]  angedeutete  Weg  zur  Ermittelung  der 
Beziehung  wesentlich  einfacher. 

19.  Wenn  man  anstatt  der  cartesischen  Coordinaten  in  der  oben 
[XXXn,  13]  beschriebenen  Weise  Doppelverhältnisse  von  Ebenen- 
Quadrupeln  einfahrt,  die  letzteren  mit  beliebigen  Transversalen 
schneidet,  so  gelangt  man  mit  Ghasles  (232)  zu  folgender  all- 
gemeinen Coordinaten -Bestimmung:  ,^4",  J?",  C"  seien  beliebige 
Punkte  dreier  Transversalen  a,  5,  c,  welche  die  Ebene  eines  Drei- 
ecks ABC  in  den  Punkten  A\  B\  C  treffen  mögen.  Die  Ebenen 
FBC,  PCA^  PÄB    mögen    a,  6,  c  der   Reihe   nach   in  Z,  Y,  Z 

A    X.     B"  Y     C"  Z 
treffen,  alsdann  gehen     ., ^  ,   ^Ty^,  'Wz    ^^    ®^®   Gleichung  w**" 

Grades  ein,  wenn  der  Punkt  P  über  eine  Fläche  JP«  geführt  wird, 
und  können  als  Coordinaten  des  Punktes  betrachtet  werden.^*  Ver- 
schiedene specielle  Fälle  entstehen,  wenn  entweder  die  Ebene  ABC 
oder  die  Punkte  Ä\  B'\  C"  sich  ins  Unendliche  entfernen,  oder  die 
drei  Transversalen  parallel  zu  ABC  werden.  Als  specieller  Fall 
erscheint.  (248)  die  Darstellung  der  Fläche  durch  eine  homogene 
Gleichung  f^  Grades  in  Tetraeder -Coordinaten. 

20.  Chasles  wendet  sich  (258  ff.)  zu  dem  gemeinsamen  Tripel 
conjugirter  Durchmesser -Richtungen  zweier  Flächen  F^  und  Cr^, 
bespricht,  dafs  entweder  zwei  oder  sechs  Scharen  paralleler  Ebenen 
bestehen,  die  F^  und  G^  in  ähnlichen  Kegelschnitten  schneiden,  u.  s.  w. 
Diese  Sätze  entspringen  bei  collinearer  Umformung  aus  den  Sätzen 
fiber  das  gemeinsame  Polardreieck  und  die  gemeinsamen  Secanten 
der  Kegelschnitte,  welche  zwei  Oberflächen  F^  und  d^  mit  einer 
Ebene  gemein  haben.  Das  gemeinsame  Tripel  conjugirter  Durch- 
messer-Richtungen ist  nur  dann  reell,  wenn  die  Schnittcurve  der 
beiden  Flächen  überhaupt  keine  oder  vier  reelle  Asymptoten  besitzt. 

21.  Zwei  collineare  Figuren  sind  durch  fünf  Paare  homologer 
Punkte  oder  Ebenen  bestimmt.  Die  geometrische  Construction  der- 
selben geschieht  im  ersten  Falle  genau  wie  bei  Möbius  [XXTTT,  13] 
aus  dem  Umstände  heraus,  dafs  homologe  Punkt -Quadrupel  von 
entsprechenden  Geraden  aus  durch  Gruppen  von  gleichem  Doppel- 
teihältnis  projicirt  werden  (272  ff.).    Für  diese  und  die  duale  Con 
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ßtructioii  stellt  Chasles  (290)  —  für  jetzt  ergeben  sich  die  Con- 
structionen  mittelbar  ans  dem  rechnend  erwiesenen  Doalitätsprineip  — 
eine  rein  geometrische  Begründung  in  Aussicht.  Durch  die  Ent- 
wickelungen  von  Steiner  [XXVIL,  13]  und  Seydewitz  [XXXI,  5] 
wird  die  Form  dieser  Begründung,  die  wohl  St  au  dt  zuerst  gegeben 
hat,  selbstverständlich  gemacht.  Mit  den  beschriebenen  (Instructionen 
wird  die  analytische  Darstellung  der  collinearen  Beziehung  in  Ver- 
bindung gebracht.  Die  Goordinaten  eines  Punktes  des  einen  Baumes 
sind  gebrochene  lineare  Functionen  der  Goordinaten  des  homologen 
Punktes  mit  gemeinsamem  Nenner.  Auf  die  Ebene  zurückgreifend 
nimmt  Ghasles  (296 — 298)  noch  auf  die  Entwickelungen  Waring's 
und  Newton's  Bezug  [XXQ,  8]. 

Nach  den  vorangegangenen  Entwickelungen  können  zwei  colli- 
neare  Bäume  vier  Punkte  A^  B^  C,  D  miteinander  gemein  haben 
(301).  In  diesem  Falle  werden,  wie  aus  der  geometrischen  Constrae- 
tion  sofort  hervorgeht,  alle  Ebeneit  des  Tetraeders  AB  CD  in 
sich  übergeführt.  Besonderes  Interesse  verdient  der  SpecialfaJl,  in 
welchem  jeder  Punkt  der  Ebene  B  CD  und  mithin  auch  jede  von  A 
ausgehende  Gerade  sich  selbst  entspricht.  Je  zwei  homologe  Punkte 
bilden  mit  A  und  dem  Punkte,  in  welchem  ihre  Verbindungslinie 
BCD  trifft,  eine  Gruppe  von  constantem  Doppelverhältnis  (307). 
Man  gelangt  so  offenbar  zu   der  Homologie-Beziehung  Poncelet's. 

22.  Ghasles  bemüht  sich  zunächst,  die  Vorteile  der  neu«[i 
metrischen  Gonstruction  von  allen  Seiten  zu  beleuchten,  um  sieh 
sodann  der  Homologie-Beziehung  zwischen  zwei  Oberflächen  f\  und 
(rg  zuzuwenden.  Nach  Poncelet's  Ausführungen  [XIX,  2]  treten 
J'2  und  6^2  ^^  Homologie -Beziehung,  sobald  sie  einen  und  fol^ch 
noch  einen  zweiten  Tangentialkegel  miteinander  gemein  haben. 
Die  Spitze  eines  dieser  Kegel  ist  dann  das  Gentrum  der  Homologie. 
Die  Homologie-Ebene  kann  durch  den  einen  oder  anderen  der  beiden 
Kegelschnitte  festgelegt  werden,  die  F^  und  G^  mit  einander  gemein 
haben.  Jedoch  mufs  hierbei  das  Gontinuitätsprincip  in  weiterem 
Maalse  zu  Hülfe  genommen  werden,  als  Poncelet  vorausgesetzt 
hatte  (318).  In  der  That  leuchtet  ja  ein,  daÜB  eine  geradlinige  nnd 
eine  nicht  geradlinige  Oberfläche  zweiter  Ordnung  niemals  collineAr 
verwandt  sein  können,  so  lange  man  im  Beeilen  verbleiben  will 
Diese  Unterscheidung  hatte  bereits  Möbius  [XXTTT,  13]  hervorgehoben. 
Thatsächlich  können  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  einen  reellen 
Tangentialkegel  miteinander  gemein  haben,  wiLhrend  die  beiden  ge- 
meinsamen Kegelschnitte  und  deren  Ebenen  imaginär  sind.  Ghasles 
verzeichnet,  um  dies  anschaulich  zu  machen,  auf  einem  Kegel  zweiten 
Grades  zwei  Ellipsen^  die  sich  in  reellen  Punkten  A  und  B  treffen. 
Längs  dieser  Ellipsen  werde  der  Kegel  von  dem  einschaligen  Hjper 
boloid  JETj  und  dem  Ellipsoid  E^  berührt  E^  nnd  E^  können  dann 
aulser  A  und  B  reelle  Punkte  nicht  gemein  haben,  da  H^  aufiaer 
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li&lb,  U^  innerlialb  des  Kegels  liegt.  Aus  diesem  Grande  sind  die 
beiden  E^  und  H^  gemeinsamen  Kegelsclmitte  imaginär  und  liegen 
auch  in  imaginären  Ebenen,  welche  sich  in  der  Geiüden  AB  schnei- 
den; eine  reelle  £bene  würde  nämlich  schon  die  Punkte  Ä  und  B  und 
somit  einen  reellen  Kegelschnitt  mit  E^  und  H^  gemeinsam  haben. 
Übrigens  ist  es  offenbar  unwesentlich,  die  Punkte  A  und  B  als  reell 
Toranszusetzen.  H^  hat  als  einschaliges  Hyperboloid  mit  jeder 
reellen  Ebene  einen  reellen  Kegelschnitt  gemein,  und  deshalb  liegen 
die  E^  und  H^  gemeinsamen  Kegelschnitte  in  imaginären  Ebenen. 
[Dagegen  können  zwei  gleichartige  Flächen  zweiter  Ordnung  reelle 
gemeinsame  Tangentialkegel  nicht  aufweisen,  ohne  dafs  eine  reelle 
Homologie-Beziehung  zwischen  ihnen  obwaltet.]  Ist  S  das  Centrum 
einer  Homologie-Beziehung,  hat  von  zwei  homologen  Punkten  Ä  und 
Ä  der  erste  die  Entfernung  AP  von  der  Fluchtebene  seines  Raumes, 
ist  endlich  l  eine  Constante,  so  besteht  die  Gleichung  (322) 

Za  einer  Kugel  ist  daher  (323)  hinsichtlich  ihres  Mittelpunktes  S  eine 
Botationsfläche  homolog,  die  S  zum  Brennpunkt  hat 

Wählt  man  als  Fluchtebene  des  einen  von  zwei  homologen 
Bäumen  die  Polarebene  des  Centmms  der  Homologie  ^S^  nach  einer 
in  ihm  enthaltenen  Fläche  JP^f  ^  ^^^  ^^  -^s  entsprechende  Fläche  Fi 
S  zum  Mittelptmkt.  Hieraus  folgt  noch  einmal,  dafs  die  von  einem 
Punkte  ausgehenden  Tripel  conjugirter  Strahlen  von  F^  zugleich  Tripel 
conjngirter  Durchmesser  einer  Fläche  Fi  sind.  Unter  Benutzung  des 
ümstandes,  dafs  die  beiden  Endpunkte  A\  A[  eines  Durchmessers 
Ton  Fi  aus  den  Endpunkten  einer  8  enthaltenden  Sehne  c  von  F^ 
entspringen,  leitet  Chasles  z.  B.  das  Besultat 

ab,  wobei  d  der  zur  Sehne  c  parallele  Durchmesser  von  F^  ist,  ft 
eine  Constante  bedeutet  (336). 

23.  Chasles  giebt  femer  mehrere  Anwendungen  einer  Be- 
ziehung zwischen  zwei  algebraischen  hinsichtlich  ^  homologen  Flächen 
(312).  Aus  zwei  homologen  Geraden  l  und  l\  die  in  zwei  festen 
homologen  Ebenen  a  und  a  liegen,  lege  man  die  Tangentialebenen 
an  die  homologen  Flächen  F  und  F\  welche  in  ^i,  A^^  . . .,  A^ 
bezw.  in  .^1,  ^s,  .  .  .,  Ain  berühren  mögen;  man  fälle  femer  auf  er 
die  Lote  AiPi^  A^P^^  .  . .,  A^Pmi  auf  eine  ganz  beliebige  Ebene  ß 
die  Lote  A\Qty  AiQi^  . . .,  A^Qm-  Alsdann  besteht,  wenn  man  { 
und  r  in  a  und  a'  verschiebt,  die  Gleichung 

=  const. 


»,i    ^*^»'^;ei 


Digitized  by  LjOOQ IC 


362    E.  Eötter.  Bericht  über  die  Entwickelung  der  synthetüchen  Geometrie. 

Bei  Flächen  zweiter  Ordnung  reducirt  sich  die  Summe  auf  zwei 
Glieder;  AiÄt  und  Ä[Äi  laufen  durch  feste  Punkte,  die  Pole  von  a 
und  a'  nach  F%  und  Fi,  Wenn  man  z.  B.  die  beiden  Flächen  za- 
sammenfallen  läist,  a  und  ß  sich  ins  unendliche  entfernen,  so  entsteht 
der  Satz:  „Treffen  die  Verbindungslinien  eines  festen  Punktes  S  mit 
den  Endpunkten  Ä^j  Ä^  eines  beliebigen  Durchmessers  einer  M&che  F^ 
dieselbe  zum  zweiten  Male  in  den  Punkten  B^  und  B^j  so  besteht 
die  Beziehung 

l^  +  l^-const.« 

Nach  Chasles'  Angabe  (343)  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen, 
je  nachdem  es  sich  um  ein  Ellipsoid  oder  ein  Hyperboloid  handelt 
24.  Die  affine  Transformation  benutzt  Chasles  besonders  zur 
Herleitung  von  Beziehungen  unter  den  Tripeln  conjugirter  und  auf- 
einander senkrechter  Durchmesser  eines  ElHpsoids  (379  ff.).  Er  be- 
dient sich  der  Begeh  „Eine  metrische  Beziehung  ist  inyariant  gegen 
alle  affinen  Transformationen,  wenn  sie  nur  Verhältnisse  yon  I^laren 
unter  sich  paralleler  Strecken  und  Ebenenstücke  enthält,  oder  wenn  sie 
sich  nur  auf  Volumina  bezieht.^^  Aus  dieser  Begel  entwickelt  Chasles 
in  der  That  die  meisten  der  oben  erwähnten  Sätze  von  Bin  et,  Livet, 
Petit  u.  s.  w.  [Vm,  5,  6].  Auf  diese  Weise  entspringt  zunächst  die 
bekannte  Relation  unter  drei  conjugirten  Halbmessern  eines  Ellipsoids: 

MA^  +  MB^  +  MC^  =  const. 

Sie  kann  der  affiinen  Transformation  unterzogen  werden,  wenn  man 
ihr  die  Form  giebt: 

3RÄ*    '    SW»*    '    SR©*       coiist., 

wobei  SR«,  aro©,  äRK  die  zu  MA,  MB,  MC  paraUelen  Halbmesser 
einer  Hülfskugel  sind;  es  folgt  dann  (410):  „Sind  a,  5,  c  drei 
conjugirte  Halbmesser  eines  Ellipsoids  und  o^,  \,  q  die  zu  a,  5,  <; 
parallelen  Halbmesser  eines  zweiten,  so  besteht  die  Relation 

^  +  ^  +  ^  =  const.' 

Indem  das  erste  Ellipsoid  in  eine  Kugel  übergeht,  folgt  der  Satz: 
„Drei  aufeinander  senkrechte  Halbmesser  Z,  m,  n  eines  Ellipsoids 
erfüllen  die  Relation 

7i  H ^  A — i  =  const." 

25.  Zwei  Punktreihen,  Strahlenbüschel  oder  Ebenenbüschel  be- 
zeichnet Chasles  (428)  als  „homographisch**,  wenn  sie  in  zwei 
collinearen  (homographischen)  Räumen  oder  Ebenen  einander  ent- 
sprechen.     Homologe    Quadrupel    homographischer    Gebilde    zeigen 
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gleidies  Doppelyerhältnis.  ^omographische  Ebenenbüschel  und 
Ponktreihen  im  Baume  erzeugen  die  eine  Geradenschar  eines 
Hyperboloids.  Homographische  Strahlenbüschel  imd  Punktreihen 
m  der  Ebene  erzeugen  einen  Kegelschnitt"  (429  ff.).*)  Chasles 
bringt  sodann  den  später  auch  von  Seydewitz  gegebenen  Nach- 
weis, dalB  zwei  einer  Ebene  angehörige  collineare  Felder  drei  Doppel- 
punkte besitzen  (433)  und  giebt  femer  (443)  die  oben  [S.  323* 
geschilderte  anschauliche  Methode,  um  gegebene  collineare  Felder  in 
perspectivische  Lage  zu  bringen.  Hieran  knüpft  sich  (448)  der  Satz: 
„Zwei  collineare  Bäume  können  im  allgemeinen  nicht  in  perspec- 
tivische Lage  gebracht  werden."  Wird  ein  Strahl  des  ersten  Baumes 
parallel  zu  einer  Geraden  d  der  Fluchtebene  desselben  bewegt,  so 
gilt  das  Analoge  yon  dem  homologen  Strahle.  Deshalb  müssen  nicht 
nur  die  beiden  Punkte,  welche  sich  znm  Centrum  der  perspectiyischen 
Beziehung  yereinigen  sollen,  sondern  überhaupt  irgend  zwei  homologe 
Punkte  A  imd  A'  zwei  congruente  homologe  Strahlenbüschel  aus- 
senden, deren  Ebenen  zu  den  Fluchtebenen  der  beiden  Bäume  parallel 
sind.  Zwei  zu.  den  Fluchtebenen  (und  der  Homologie-Ebene)  parallele 
homologe  Ebenen  enthalten  nadi  Magnus'  Fassung  dieser  Begel 
[AXXII,  2]  ähnliche  Punktfelder.  Den  Abschlufs  des  Werkes  bildet 
em  Nachtrag  zu  der  Transversalentheorie  der  algebraischen  Flächen. 


XXXm.  Das  Nnllsystem. 

1.  Das  Nullsjstem  kommt  zwar  bereits  1828  in  einer  schon 
oben  [XXn,  6]  erwähnten  Arbeit  von  Giorgini  vor,  lediglich  aus 
geometrischen  Gesichtspunkten  wird  es  jedoch  erst  in  einer  aus  dem 
Jahre  1833  stammenden  Abhandlimg  von  Möbius**)  erfaXst,  deren 
Vorläufer  die  bereits  besprochene  Abhandlung  über  einander  zugleich 
ein-  und  umgeschriebene  Tetraeder  aus  dem  Jahre  1828  ist  [XXIII,  17]. 
Möbius  setzt  zunächst  auseinander,  dafs  eine  bilineare  Gleichung 
zwischen  zwei  Coordinaten-Tripeln  xyz^  x  y  z'  eine  reciproke  Be- 
ziehung im  Baume  darstelle.  Wenn  man  sich  x\  y\  z'  als  Coordi- 
naten  von  P'  fixirt  denke,  stelle  die  Gleichung  die  „Gegenebene^^  von 
y  dar,  durchlaufe  P'  eine  Gerade  l\  so  drehe  sich  die  Gegenebene 
um  ihre  „Gegengerade'^  ?,  werde  P'  in  einer  Ebene  bewegt,  so  drehe 
sich  die  Gegenebene  um  den  „Gegenpunkt''  derselben;  in  gleicher 
Weise  könne  man  den  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  des  To?,  ^,  z\- 
Baumes  Gegenebenen,  Gegengeraden  und  Gegenpunkte  im  {x  ,  y\  zy 

^  Chasles  verweist  auf  die  oben  [XXIX,  4.  5]  besprochenen  Noten 
9, 15,  16  des  Apercu  historique. 

•^  Möbius,  Über  eine  besondere  Art  dualer  Verhältnisse  zwischen 
Figuren  im  Baume,  Crelle's  Joum.,  Bd.  10,  1833,  S.  317—341  (Ges.  W., 
Bd.  1,  S.  489— ölö). 
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Eaume  zuordnen.  Ohne  sich  mit  weiterer  Entwickelang  ^dieser  radem 
schon  mehrfach  behandelten  reciproken  Verhältnisse  aufzuhalten^^ 
wendet  sich  Mob  ins  sofort  zu  dem  Falle,  daTs  jeder  Pnnkt  P  seinsr 
Gegenebene  n  angehört,  die  bilineare  Gleichung  also  Terschwindet,  so- 
bald x^  y^  z  mit  x\  y\  z'  identisch  werden.  Er  gelangt  so  sa  der 
specielleren  Gleichung 

(hz  —  cy  +  f)x  +  {ex  —  aÄ  +  9)y'  +  {^V  —  ^^  +  *)^' 
—  fx  —  gy  —  Ä^f  ==  0; 

sie  zeigt,  dafs  einem  Punkte,  mag  er  in  den  einen  oder  anderen  Baum 
gerechnet  werden,  dieselbe  Gegenebene  entspricht.  Die  Gegenpnnkte 
uk,  B^  C  dreier  Ebenen  a,  ß^  y,  die  bei  Mdbins  mit  den  Haupt- 
ebenen  des  —  schiefwinkligen  —  Coordinatensjstems  znsanunenfalk«, 
unterliegen  nur  der  einen  Beschränkimg,  mit  dem  Schnittpunkte  M 
der  Ebenen  a^  ß^  y  in  einer  Ebene  fi,  der  Gegenebene  desselben,  m 
liegen.  Die  Gegenebene  eines  Punktes  I)  verbindet  die  drei  Schnitt- 
punkte DBCy  /?,  y;  DCA,  y,  a;  DAB^  a,  ß.  Andererseits  gehört 
der  Gegenpunkt  2>  von  d  den  Ebenen  an,  welche  die  Geraden  /$/; 
ya;  aß  der  Reihe  nach  mit  den  Punkten  BC^  d;  CA^  d;  AB^  ö 
verbinden.  Von  den  Tetraedern  AB  CD  xmd  aßyS  sei  ein  jedes, 
fügt  Möbius  bei,  in  der  früher  von  ihm.  erörterten  Weise  dem 
anderen  eingeschrieben.  Jetzt  könne  man  allgemein  zu  jedem  be- 
liebigen Polyeder  unendlich  viele  ihm  zugleich  ein-  und  umge- 
schriebene Polyeder  construiren;  dieselben  seien  ihm  in  reciproken 
Beziehungen  der  betrachteten  Art  zugeordnet. 

2.  Bleibt  eine  Ebene  sfeh  selbst  parallel,  so  durchläuft  ihr 
Gegenpunkt  eine  bestimmte  Gerade  von  unveränderlicher  Richtung, 
welche  die  Hauptrichtung  des  Systems  genannt  wird  (S.  501).  Möbias 
beweist  dies  zunächst  rechnend  mit  Benutzung  der  Ebenen,  welche  zu 
zwei  —  ganz  willkürlichen  —  Coordinatenebenen  parallel  sind.  Eine 
bestinmite  dieser  Parallelen  enthält  die  Gegenpunkte  der  zu  der 
Hauptrichtung  senkrechten  Ebenen.  Wird  diese  „Hauptünie  des 
Systems^^  zur  z-Axe  eines  orthogonalen  Coordinaten-Systems  gemadit, 
so  nimmt  die  bilineare  Gleichung  die  einfache  Form  an: 

xy'  —  yx  =  U{z  —  zy 

Hieraus  wird  abgeleitet:  „Die  Gegenebene  eines  Punktes  enÜiSlt  das 
von  ihm  auf  die  Hauptlinie  gefällte  Lot.  Der  cot.  des  Winkels,  des 
sie  mit  der  Hauptlinie  bestimmt,  ist  ^u  der  Länge  dieses  Lotes 
proportional.  Eine  beliebige  Gerade,  ihre  C^gengerade  und  die  Hanpt- 
linie  schneiden  eine  Gerade  rechtwinklig."  Sodann  folgt  (S.  510)  der 
wichtige  Satz:  „Zwei  Paare  von  Gegenlinien  gehören  derselben  Begel- 
schar  an."  Er  ergiebt  sich  daraus,  dafs  alle  „Doppellinien"  (sich  selbst 
entsprechende  Gerade  des  Systems),  welche  eine  Gerade  l  trefifen, 
zugleich  ihre  Gegengerade  V  schneiden. 
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Zum  Teil  begründet  Möbius  diese  Sätze  auch  durch  geometrische 
ÜberlegongexL  Gegenpnnkte  Ton  Ebenen,  deren  Schnittlinien  unter 
gidi  parallel  sind,  liegen  in  einer  Ebene,  der  Oegenebene  eines  un- 
fiodlich  fernen  Punktes,  unter  sich  parallele  Ebenen  haben  eine 
imendhch  ferne  Gerade  miteinander  gemein.  Ihre  Gegenpunkte 
liegen  also  auf  einer  Geraden.  Wird  jede  Ton  zwei  Ebenen  zu  sich 
selbst  parallel  bewegt,  so  bleibt  auch  ihre  Schnittlinie  zu  sich  selbst 
parallel  die  beiden  Gegenpunkte  beschreiben  also  Gerade,  welche 
flioer  Ebene  angehören  und  deshalb  parallel  sind;  denn  ein  Schnitt- 
pimkt  im  Endlichen  wtirde  zwei  verschiedene  Gegenebenen  besitzen. 
Möbius  erkennt  auch,  dais  die  Gegenebene  des  unendlich  fernen 
PonkteB  der  Haiq>tlinie  ganz  und  gar  im  Unendlichen  liegt. 

3.  Magnus  reprodacirt  1837*)  die  bisher  geschilderten  Ent- 
wickelungen  und  bringt  eine  sehr  interessante  neue  Beobachtung  hinzu. 
„Dreht  man  die  eine  von  zwei  Figuren,  die  sich  in  der  beschriebenen 
^besonderen  Art  der  Beciprocitftt*^  gegenüberstehen,  durch  einen  Winkel 
Ton  180^  um  eine  die  Hauptlinie  senkrecht  schneidende  Gerade,  so 
stehen  dieselben  sich  nunmehr  in  einem  Polarsystem  [eines  gleichseitigen 
hyperbolischen  Paraboloids]  gegenüber.^*  In  der  That  geht  die  zuletzt 
abwickelte  Gleichung  des  Nnllsystems  durch  die  Substitutionen 

z'=^-z'\    y'^y'\    x'^-x" 

in  die  Gleichunff 

^        h{z  +  ,")^xy"  +  yx'' 

iber,  welche  die  Coordinaten  Eweier  in  Bezug  auf  das  hyperbolische 
PanÄoloid 

eoBJughrten  Punkte  yerknüpft  (S.  145). 

\.  MObius  giebt  in  der  besprochenen  Abhandlung  (8.  510  ff.) 
noch  statische  Betrachtungen  an,  die  nicht  unerwähnt  bleiben  dürfen. 
Zwei  in  den  win^ehiefen  Geraden  p  und  p'  wirkende  Ei^ffce  P 
und  P'  kdnnen  auf  unendlich  yiele  Weisen  durch  zwei  Kr&fte  B 
und  B'  ersetzt  werden.  Wird  die  im  allgemeinen  willkürliche 
Wiikungslinie  r  von  B  in  einer  Ebene  a  bewegt,  so  geht  diejenige 
der  zweiten  Kraft,  r\  beständig  durch  einen  Punkt  A  von  a;  r  und  r' 
sind  deshalb  Gegengeraden  eines  Nullsystems.  Nachdem  man  zwei 
p  enthaltenden  Ebenen  er  und  j3  ihre  Schnittpunkte  A  und  B  mit 
p',  einer  Ebene  y,  welche  p  und  p'  m  ^  und  ©'  schneidet,  einen 
bestünrnten  PunM  C  Yon  CS'  zugeordnet  hat,  kann  das  Nullsystem 
in  der  oben  besprochenen  Weise  construirt  werden.  Die  Linie  r 
darf  nicht  mit  einer  Doppellinie  des  Nullsj^stems,  welche  zwei 
Gegengeraden  des  Systems  zugleich  trifft,  identisch  sein-,  auch  aus 
di^r    statischen   Betraehtung    folgt   sofort,    daÜB   zwei   Paare   von 

•)  VergL:  ».  a.  O.  S.  IW*^,  §  »7,  8.  139  ff. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


366    £•  Eötter.  Bericht  über  die  Entwickelung  der  syntheÜBcheii  Geometrie. 

Gegengeraden  einer  Regelschar  angehören.    Wird  die  Wirknngslinie  r 

von  B  parallel  ziir  Hauptlinie  des  Nullsystems,  so  tritt  statt  i^'^  ein 

Eräftepaar  ein,  welches  in  die  Gegenebene  eines  beliebigen  Punktes 

von  r  verlegt  werden  kann.     Nach  Poinsot's  Entwickelung  besitzen 

nun   zwei  gleichwertige    Systeme    yon    Kräften    in    Bezug    auf  jede 

Gerade  das  gleiche  Moment.     Ein  vorliegendes  System  von  Ei^Pten 

besitzt   mithin   für  alle  Doppellinien  eines  Nullsystems,    das   durdi 

zwei  ihm  gleichwertige  Kräfte  in  der  beschriebenen  Weise  bestimmt 

wird,  das  Moment  Null  (S.  513).     Mit  Bticksicht  auf  diese  statisdien 

Betrachtungen  hat  Möbius  seine  recht  glücklich  gewählten  Bezeug- 

nungen    1837    verlassen.*)      Er    bezeichnet    als    „Nullebene"    eines 

Punktes  die  ihr  in  Bezug  auf  ein  System  von  Kräften  zukommende 

Gegenebene,  andererseits  den  Punkt  als  den  „Nullpunkt^  der  Ebene. 

Den  Namen  „Nullsystem^^  scheint  erst  St  au  dt**)  gebraucht  zu  haben. 

5.   Aus  statischen  Betrachtungen  heraus  war  Giorgini   in  der 

oben***)  bereits  erwähnten,  1827  verfafsten  und  1828  erschienenen 

Arbeit  zu  dem  Nullsystem  gelangt.     Ein  rechtwinkliges  Goordinaten- 

system  sei  so  gewählt,  daljs  ein  gegebenes  Kräfbe-System  durch  eine 

der  xr-Axe   angehörige  Einzelkraft  Q  und  ein  der  (^,  ^)- Ebene  an- 

gehöriges   Eräftepaar    von    dem   Moment   M  ersetzt   werden    kann. 

Alsdann  ist  ..^  v        ,^.  v 

Q{ßx  —  ay)  =  M(y  —  g) 

die  „Maximalmomentenebene"  (Nullebene)  des  Punktes  «,  ^,  y.  Aus 
der  Gleichung  heraus  beweist  nun  Giorgini:  „Dreht  sich  eine  Ebene 
um  einen  Punkt  P,  so  beschreibt  der  ihr  entsprechende  Punkt  di« 
P  zugehörige  Ebene  (S.  247)."  Durchläuft  der  Punkt  P  eine  Gerade  r, 
so  dreht  sich  die  zugehörige  Ebene  um  eine  zweite  Gerade  r'.  Die 
Beziehung  zwischen  r  und  r'  ist  wechselseitig  (S.  249);  man  kann  das 
Eräftesystem  durch  zwei  Eräfte  22,  B'  mit  den  Wirkungslinien  r,  r 
ersetzen.  Zwei  auf  r  und  r'  abgetragene  Strecken,  weldie  B  und  22!" 
in  einem  vorgegebenen  Malisstabe  darstellen,  sind  gegenüberliegende 
Eanten  eines  Tetraeders  von  constantem  Volumen  (S.  254). 

Dieser  Lehrsatz  wird  auch  von  Gergonnef)  erwiesen,  jedoch 
ausdrücklich  auf  Chasles  zurückgeführt  In  verschiedenen  Abband- 
lungen, welche  Chasles  über  äquivalente  Systeme  von  Eräften  ver> 
öffentlicht  hat,  kommt  er  wiederholt  von  Neuem  vor. ff)     Es  ist 

•)  Möbiufl,  Lehrbuch  der  Statik,  Leipzig  1837,  Bd.  1,  §  84,  S.  14AfL 
(Auffust  Ferdinand  Möbius  gesammelte  Werke,  Bd.  8,  herausgegeben 
von  F.  Klein,  Leipzig  1886,  S.  1—497  (S.  118 ff.))- 

•*)  v.  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847,  S.  191. 

***)  a.  a.  0.  S.  192*^. 
fiGergonne,  Demonstration  d'un  th^or^me  deM.  Chasles,  Ger]g. 
Ann.,  Bd.  18,  1827  u.  1828,  S.  372—377. 

tt)  Man  vergleiche  die  Abhandlungen:  Chasles,  Memoire  de  g^o> 
metrie  pure,  sur  les  syst^mes  de  forces,  et  les  syst^mes  d^airee  planes; 
et  sur  les  polygones,  les  poly^dres,  et  les  centres  des  moyenn^  distance«^ 
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wobl  möglich^  dafs  Cbasles  gerade  von  dieser  Seite  her  zum  Null- 

tjstem  gelangt  ist    Aus  dem  Giorgini-Ohasles'scben  Satze  lassen 

ddi  in  der  Tbat  sebr   einfach  rein  geometrische  Eigenschaften  des 

NoUsystems    ableiten.     Der   kürzeste  Abstand  h  zweier  conjugirten 

Geraden  hängt  nach  dem  Satze  mit  den  Winkeln  tp^  tmd  (p^^  welche 

sie  mit  der  Axe  des  Nullsystems  einschlielisen,  z.  B.  durch  die  Gleichnng 

1     sin  (<)p,  —  <p,)  , 

/i     am  qp,  sm  qp^ 
zusammen. 

6.  Als  Chasles  1837 **)  ein  erstes  Mal  zum  Nullsystem  vor- 
drang, gab  er  allerdings  den  Zusammenhang  des  Nullsystems  mit  der 
Statik  nur  ganz  kurz  an,  ohne  den  Entwickeltmgsgang  anzudeuten 
(150, 151).  Viel  wichtiger  ist  ihm  offenbar  der  Zusammenhang  mit 
der  Geometrie  der  Bewegung.  Bei  einer  stetigen  Bewegung  bilden 
in  jedem  Augenblick  die  Normalebenen  der  Bahnen,  welche  die  Punkte 
eioer  Figur  beschreiben,  eine  zu  ihr  selbst  reciproke  Figur.  Wenn 
man  andererseits  in  dem  Mittelpunkte  der  Strecke,  welche  Anfangs- 
mid  Endlage  eines  Punktes  verbindet,  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene 

Quet.  Corr.,  Bd.  6,  löSO,  S.  92  —  126  (S.  110).  Chasles,  Th^or^mes 
^n^Qx  snr  les  syst^mes  de  forces  et  leur  moments,  Liony.  Joum., 
Bd.  12,  1847,  8.  213—224  (S.  222).  Nimmt  man  bei  n  durch  Strecken 
dargestellten  Kräften  einmal  den  Schwerpunkt  der  Endpunkte,  dann  den 
der  Anfi&ngspankte,  so  bleibt  die  Verbmdungslinie  der  Richtung  nach 
nnge&ndert,  wenn  man  die  Kräfte  irgendwie  durch  ein  gleichwertiges 
System  von  Kräften  ersetzt,  die  Gh-öfse  der  Strecke  aber  ist  zu  der  An- 
uhl  n  der  Ejräfte  des  Syntems  umgekehrt  proportional.  Dieser  Satz  wird  in 
der  Abhandlung  entwickelt:  Chasles,  Sor  les  propri^t^s  des  centres  des 
moyeimes  distancea  des  points  d*application  de  plusieurs  forces,  Quet. 
Corr.,  Bd.  6,  1829,  S.  106—108.  Für  den  speciellen  Fall,  dafs  die  Kräfte 
snf  einen  Punkt  wirken,  fahrt  Chasles  das  Theorem  auf  G^rono  zurück. 
Verschiedene  Lösungen  einer  hierauf  bezüglichen  Aufgabe  werden  mit- 
geteilt: Gerg.  Ann.,  Bd.  16,  1825  u.  1826,  S.  30—81.  Für  ein  KiÄftesystem, 
welches  auf  eine  Einzelkraft  reducirt  werden  kann,  hat  Bordoni  den  Satz 
erwiesen.  Yergl.:  Bordoni,  Nuovo  rapporto  tra  la  teoria  del  centro  di 
firratiti  e  quella  della  composizione  delle  forze,  Mem.  di  mat.  e  fis.  d.  soc.  ital. 
Bd.  16,  parte  mat.,  Verona  1811,  8.  801—319.  Pagani  erwies  1839  f^as 
Theorem  nochmals  für  den  Fall  von  Kräften,  die  auf  einen  Punkt  wirken. 
Ver^l.:  Paffani,  Nouveau  th^or^me  de  statique  qui  comprend,  comme  cas 

riculier,  le  c^l^bre  th^oräme  de  Leibnitz,  Bull,  de  rAc.  de  Bruxelles, 
.  6,  1889,  S.  497.  Das  im  Titel  erwähnte  Theorem  Ton  Leibniz  sagt 
»ai,  dafia  die  Kräfte  SÄ,  SB,  SC,  ...  im  Gleichgewicht  stehen,  wenn  8 
der  Schwerpunkt  der  Gruppe  ABC  . . .  ist.  Chasles  wies  hierauf  nochmnls 
auf  seine  znhetzt  citirte  Abhandlung  hin.  Vergl. :  M.  Q  u  e  t e  1  e  t  communique 
noe  lettre  qn'il  a  re9ue  de  M.  Chasles,  au  sujet  d'un  th^oräme  de  statique, 
pr^sent^  par  M.  Pagani  etc..  Bull,  de  TAc.  de  Bruxelles,  Bd.  7^,  1840, 
8.  261—262.  Mob  ins  entwickelt  und  erweitert  den  Tetraedersatz  von 
Chasles  in  der  Abhandlung:  MObius,  Beweis  eines  neuen,  von  Herrn 
Chasles  in  der  Statik  entdeckten  Satzes,  nebst  einigen  Zusätzen,  Crelle's 
Joam.,  Bd.4, 1829,  S.  179—184  (Ges.  V7.,  Bd.  3,  S.  499—606).  Im  ersten  Bande 
seiner  Statik  kommt  er  alsdann  auf  diese  Sätze  zurück  (Ges.  W.,  Bd.  8,  S.  100  ff.), 
*)  Chasles,  Abhandlung  des  Apercu  historique  (Nr.  143 — 161). 
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eonstruirt,  so  ist  eine  aus  solchen  Ebenen  gebildete  Figur  reeiprok 
zu  den  drei  Figuren,  welche  die  Anfangs-,  End-  und  Mittelpunkte  der 
zugehörigen  Strecken  bilden.  Chasles  yerspricht  an  späterer  Stdb 
rein  geometrische  Beweise  dieser  Sätze  zu  geben;  Toriäufig  bescfaiftnkt 
er  sich  auf  eine  rechnende  Behandlung.**)  Auf  das  widitige  Besnhat 
Ton  Nr.  155  wurde  schon  oben  verwiesen  [XXXII,  15]. 

7.  1839  gab  Chasles  die  oben  geschilderte  rein  geometrisdie 
Definition  des  NuUsjstems.**)  Sie  ist  in  dem  Satze  von  Mob  ins 
enthalten,  dafs  zwei  Paare  aa^  und  bb^  von  Gegenlinien  eines  NnD* 
Systems  einer  Eegelschar  angehören,  welche  noch  unendlich  viele 
Paare  cq,  dd^  . . .  von  Gegenlinien  enthält.  Die  von  einem  Punkte? 
ausgehenden  Strahlen  ?;  w;  «  . . .,  welche  o»  o^;  &,  ft^;  c,  c^;  . . .  treffen, 
gehören  als  Leitstrahlen  des  Nullsystems  einem  Strahlenbäschel  sa. 
Ebene  und  Mittelpunkt  desselben  bezeidinete  Chasles  als  eonjogirt 
und  benutzte,  um  die  Strabl^i  der  Begelscbar  einander  zuzuordnen,  ein 
erstes  beliebig  gegebenes  Strahlenbüschel.  Dafs  man  aber  zwei  erste 
Paare  conjugirter  Geraden  eines  Nullsystems  —  wie  es  diese  Er- 
zeugung Terlangt  —  aus  einer  Begelschar  beliebig  entnehmen  kann, 
folgt  aus  den  statischen  Betrachtungen  von  Möbius.  Ein  directer 
geometrischer  Beweis  der  Erzeugimg  des  Nullsystems  folgt  sc^oit 
daraus,  daia  eine  involutorisohe  Begelschar  aoi^  bb^^  cc^,  ...  eine 
jede  Ebene  in  einer  luYolutiozi  AA^^  ^^u  ^^i»  •  •  •  trifft,  welehe 
einem  Kegelschnitt  angehört  und  desLalb  von  den  Strahlen  eines 
Büschels  ausgeschnitten  wird.     Indes  hat  diese  Betrachtung,  welche 


*)  Sind  (rr,  y,  z)  und  (x\  y\  z')  Anfangs-  und  Endpunkte  der  von  emem 
Punkte  beschriebenen  Bahn,  so  ist 

«'  «  I  +  «yi  — (Ir«  +  Jlf»  + JV^  +  Jlf«  —  JTy 

1  —  Vi  —  (i"  -4-  Jir  4-  N^) 
+ X'+V+j^.^      ^^L{Lx  +  My  +  Nz), 

Durch  cyklische  Verschiebung  von  «,  y,  f ;  x\  y\  m'  ond  der  ConstoBten 
Ij  m,  n;  X,  üf,  N  entstehen  zwei  weitere  Formern.  Mit  Hülfe  denelben 
Lefsen  sich,  wie  Chasles  anführt,  die  aufgestellten  Sätze  leicbt  er- 
wei»en.  Für  die  unendlich  kleine  Bewe^m^  führt  Chasles  dies  etwai 
näher  aus.  Die  Incremente,  welche  die  Coordinaten  eines  beJiebigea 
Punktes  bei  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  eines  Körpers  erfskrea, 
seien,  'wie  Euler  nachgewiesen  habe  —  Chasles  dtirt  die  oben  [S.  190***] 
an  vorletzter  Stelle  genannte  Abhandlung  —  in  der  Form  '^i^rfM^*"»^ 

Sx'  ^ai^y'dN+  z'dM,  dy'  —  #m  ^  z'dL  +  x'SN, 

9z'  -^dn-x'^M+y'SL. 

Die  zum  Bahnelemente  senkrechte  Ebene  sei  also 

xdx'  +  ydy'  +  zSz'  «  x'9l  +  y'dm  +  z'Sn. 

In  dem  Umstände,   dafs  diese  Gleichung  amch  in  x\  y\  z'  nur  liistf 
sei,  liege  der  Beweis  für  die  beschriebene  Dualitfttsbeziehung. 
•*)  Vergl.  XXIX,  12. 
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Staadt*)  1856  beilftnfig  ausgesprochen  hat,  Chasles  ziemlich  fem 
gelegen.  Er  kommt  nämlich  1843  nochmals  flüchtig  auf  diesen  Satz 
Zurück^),  nachdem  erkannt  ist,  dafs  jedes  durch  zwei  conjngirte  Ge- 
rade eines  Nollsjstems  gelegte  Hyperboloid  noch  unendlich  viele 
andere  Paare  conjugirter  Strahlen  enth&lt.  Er  ftlgt  dann  (S.  1429) 
ausdrücklich  hinzu,  dais  ein  rein  geometrischer  Beweis  dieser  Thatsache 
schwierig  sein  dürfte.  Der  Satz  wird  mit  den  für  die  unendlich  kleine 
Bewegung  eines  Körpers  gültigen  Gesetzen  verknüpft.  Einer  jeden 
Ebene  des  Körpers  wird  ihr  „Brennpunkte^  (fojer)  zugeordnet,  der  einzige 
Pnnkt,  welcher  bei  der  Bewegung  des  Körpers  senkrecht  zu  ihr  sich 
bewegt  Wird  eine  Ebene  um  eine  von  zwei  conjugirten  Geraden  ge- 
dreht, so  beschreibt  ihr  Brennpunkt  die  andere.  Die  unendlich  kleine 
Bewegung  kann  auf  unendlich  viele  Weisen  aus  Rotationen  um  zwei 
windschiefe  Axen  zusammengesetzt  werden.  Die  beiden  Axen,  von 
denen  die  eine  willkürlich  ist,  sind  miteinander  conjugirt.  Ein  Leit- 
strahl des  Nullsjstems  wird  als  Gerade  eingeführt,  deren  sämtliche 
Ponkte  sich  zu  ihr  selbst  senkrecht  bewegen.  Um  eine  Gerade  als  Leit- 
strahl zu  kennzeichnen,  genügt  es,  diese  Eigenschaft  für  einen  ihrer 
Ponkte  nachzuweisen.  Da  insbesondere  jeder  Leitstrahl  entweder  jeden 
einzelnen  oder  keinen  von  zwei  conjugirten  Strahlen  tri£Ft,  so  gelangt 
man  zu  den  oben  erwähnten  Begelscharen  und  der  zugehörigen  Er- 
zeugung des  Nullsystems.  Jede  Gerade,  welche  zwei  conjugirte  Gerade 
senkrecht  schneidet,  steht  zu  der  Axe  der  Bewegung  senkrecht,  welche 
nur  in  sich  verschoben  wird.  Legt  man  also  durch  drei  Punkte  Aj 
Bj  C  die  Ebenen  ccj  ß^  y  senkrecht  zu  den  Richtungen,  in  welchen 
dieselben  fortschreiten,  so  schneidet  die  Axe  die  drei  Geraden  rechir 
winklig,  welche  zu.  BC  und  ßy^  CA  und  /a,  AB  und  aß  zugleich 
senkrecht  stehen.  Besondere  Aufmerksamkeit  wendet  Chasles  auf 
die  Paare  conjugirter  Strahlen,  die  einen  rechten  Winkel  miteinander 
bestimmen.  Die  Charakteristik  einer  Ebene,  welche  bei  der  unendlich 
kleinen  Bewegung  in  ihr  selbst  verbleibt  und  das  in  ihrem  Brennpunkte 
erriditete  Lot  stehen  in  dieser  Beziehung.  Es  folgt  das  Besul^t  von 
1830  [XXn,  4],  dafs  Punkte  einer  Raumcurve  B^  eine  auf  einen  be- 
liebigen Ort  gerichtete  Bewegung  aufweisen.  •  Deu  AbschluTs  bilden 
Formeln  für  die  Zerlegung  einer  unendlich  kleinen  Bewegung  in  zwei 
Botationen.  Hierbei  knüpft  Chasles  offenbar  an  Poinsot's  Regel 
an,  nach  der  die  Zusanmiensetzimg  tmendlich  kleiner  Rotationen  auf 
diejenige  von  Kräften  zurückgefOhrt  werden  kann  [XXU,  6].***) 

*)  V.  Staudt,  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  erstes  Hefb, 
Nfimberg  1856,  S.  57  (Nr.  92). 

^  Chasles,  Propriätäs  g^om^triques  relatives  au  mouvement  in- 
finiment  petit  d'an  corps  solidtj  libre  dans  Tespace,  Comptes  rendus, 
Bd.  16,  1843,  S.  1420—1482. 

*^  Eine  ansführliche  Behandlang  der  in  der  erwähnten  Abhandlung 
entwickelten  Anschauungen  findet  sich  in  der  Schrift:  De  Jonquiäres, 
M^langes  de  g^omätrie  pure,  Paris  1856  (Cap.  1,  S.  1—54). 

JahrMb^rioht  d.  Dentaohen  Hatbem.-Vereinignng.    V,  8.  24 
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8.  Ghasles  ist  in  einer  Beihe  Ton  zusammenhängenden,  1860 
nnd  1861  yeiöffentlichten*)  Noten  auf  diese  Entwiokelimgen  zurfick- 
gekommen.  Dieselben  beziehen  sich  hauptsächlich  auf  das  ^^plaee- 
ment  fini^\  auf  die  Beziehungen  zwischen*  Anfangs-  und  Endlage 
^ines  Körpers,  welcher  eine  endliche  stetige  Bewegung  durchgemacht 
hat  Doch  weist  überall  die  Betrachtung  auch  auf  die  unendlidi 
kleine  Bewegung  hin.  Ghasles  betrachtet  zunächst  in  einer  Ebene 
befindliche  congruente  Figuren  und  unterscheidet  nunmehr  gleich- 
stimmige und  ungleichstimmige  Figuren.  Congruente  gleichstinunige 
Figuren  können  durch  Drehung  um  einen  Pol  0  ineinander  übör- 
geführt  werden.  Derselbe  gehört  der  Geraden  an,  welche  in  dem 
Mittelpunkte  Ä^  der  Verbindungsstreoke  zweier  homologen  Punkte  A 
und  A'  zu  derselben  senkrecht  steht  AA'  umhüllt  eine  Parabel, 
wenn  A  und  A'  über  zwei  homologe  Gerade  {  und  V  geffihrt 
werden.  A^  beschreibt  die  Soheiteltangente  dieser  Parabel,  deren 
Brennpimkt  0  ist  (l  —  6). 

Zwei  homologe  8traMenbÜ8chel  der  beiden  Felder  mit  den 
Scheiteln  P,  F'  erzeugen  —  da  sie  gleichstimmig  oongruent  nnd  — 
einen  Kreis,  welcher  den  Pol  0  enthält  Ein  Punkt  Q  der  Ebene  legt 
mit  dem  Pole  und  je  einem  der  beiden  Punkte,  die  ihm  entqmehen, 
je  nachdem  man  ihn  in  die  erste  oder  zweite  Ebene  rechnet,  je  einea 
derartigen  Kreis  fest  Dreht  sieh  die  YerbindungBÜnie  zweier  homo- 
logen Punkte  A  und  A'  um  den  Punkt  Q,  so  beschreibt  A  den 
zweiten  der  bezeichneten  Kreise  (11).  Bei  der  unendlich  kleines 
Bewegung  geht  der  Kreis  in  den  Ort  der  Punkte  über,  deren  Be- 
wegung auf  Q  gerichtet  ist  Auf  diese  Weise  war  ein  Satz,  den 
Chasles  schon  früher  aus  elementaren  Sätzen  entwickelt  hatte, 
auf  naturgemäfse  Weise  begründet  [XXII,  7].  Das  Erzeugnis  zweier 
hoaaologen  Ourven  C»,  und  C^  ist,  wie  Chasles  noch  anführt,  eine 
Curve  2w**'  Klasse  und  m{m  +  !)*•'  Ordnung. 

In  ungleichstimmig  congruenten  Figuren  einer  Ebene  erzeugen 
die  Paare  homologer  Strahlenbüsohel  gleichseitige  Hjperbeln  mit  einer 
gemeinsamen  Asymptote  (42).  Durch  ümwendung  um  diese  Asymp- 
tote und  durch  eine  Yersdiiebung  längs  derselben  kann  (36)  dk 
zweite  Figur  mit  der  ersten  zur  Deckung  gebracht  werden.  Dieset 
Besultat  kann  auch  durch  ümwendung  der  zweiten  Figur  um  eins 
beliebige  Gerade  V  derselben  und  durch  eine  Drehung  bewirkt  weidon. 
Der  Mittelpunkt  derselben  ist  der  Brennpunkt  F  der  Parabel,  wekbe  f 

^  Chasles,  Propri^tds  relatiyes  au  d^placement  fini  qnelconqne, 
dans  Tespace,  d'une  figore  de  forme  invariable,  Comptes  rendns,  Bd.  51, 
1860,  S.  855—868,  S.  905—914.  Chasles,  8ur  le  d^placement  d'one 
figore  de  forme  invariable  dans  Tespace,  Comptes  rendus,  Bd.  59,  IMI» 
0.  77—85,  189—197,  487—501.  Meine  Hinwwse  beziehwi  nch  auf  die 
durchlaufenden  Nummern  der  einzelnen  Sätze.  Die  beiden  ersten  Noten 
(Bd.  51)  umfassen  die  Nummern  1—69,  die  drei  andeorea  (Bd.  69)  die 
Nummern  63—150. 
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mit  der  homologen  Geraden  {  erzeugt.  F  und  V  entsprechen  sich 
in  einer  reciproken  Beziehung  (37 — 41).  Zwei  collineare  Figuren 
—  das  sind  zwei  congruente  Figuren  der  einen  oder  anderen  Art  — 
haben  im  allgemeinen  drei  Punkte  und  drei  Gerade,  die  Ecken 
und  Seiten  eines  Dreiecks,  miteinander  gemein  (45).  Von  diesem 
Dreieck  ist  bei  gleichstinmiig  congruenten  Figuren  nur  eine  Ecke 
reell,  die  beiden  anderen  fallen  mit  zwei  bestimmten  imaginären 
Punkten  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammen.  Bei  ungleich- 
stimmig  congruenten  Figuren  ist  zwar  das  Dreieck  reell,  jedoch  haben 
sich  zwei  Seiten  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  vereinigt.  Die 
gemeinschaftliche  Asymptote  a  der  oben  erwähnten  gleichseitigen 
Hyperbeln  enthält  seine  beiden  einander  unendlich  nahen  Ecken; 
seine  letzte  Ecke  ist  der  .unendlich  ferne  Punkt  der  zu  a  senk- 
rechten Geraden.  Ähnliche  ebene  Figuren  hatte  Chasles  schon 
1837*)  als  collineare  Figuren  bezeichnet  und  daraus  den  Schlufs 
gezogen,  cLaCs  sie  drei  Punkte  und  deren  Verbindungslinien  ent- 
sprechend gemein  haben.  Aus  dem  Zusätze,  dafs  nur  eine  Ecke  und 
eine  im  Unendlichen  liegende  Seite  des  fraglichen  Dreiecks  reell 
seien,  zeigt  sich,  dafs  Chasles  den  Fall  ungleichstimmig  ähnlicher 
FLgoren  aulker  Betracht  gelassen  hatte. 

9.  Chasles  beweist  nun  (46)  nach  der  1838  von  Möbius 
benutzten  Methode**),  dafs  zwei  congruente  Punktreihen  ABC  . . , 
nnd  Ä'B'C  ...  im  Baume  durch  Drehung  um  eine  Axe  l^  zur 
Deckung  gebracht  werden  können.  Die  Ebenen,  zu  denen  ÄÄ\ 
BB\  CC\  ...  in  ihren  Mittelpunkten  A^^  Bq,  (7q,  ...  senkrecht 
stehen,  haben  diese  Gerade  miteinander  gemein.  A^^  B^y  C^,  ... 
selbst  gehören  einer  Geraden  Iq  an,  welche  mit  den  Trägem  der 
beiden  Punktreihen  gleiche  Winkel  bestimmt. 

Durch  zwei  Drehxmgen,  deren  Axen  einen  rechten  Winkel  mit- 
einander bestinunen,  kazm  man  zwei  congruente  Punktfelder  auf 
nne&dlich  viele  Weisen  zur  Deckung  bringen.  Wenn  sich  die 
homologen  Geraden  a  und  a'  der  Felder  auf  der  Schnittlinie  der  sie 
taragenden  Ebenen  a  und  a  begegnen,  so  kann  man  durch  eine  Drehung 
am  eine  zu  aa'  senkrechte  Axe  {|  zunächst  a  mit  a'  zur  Deckung 
bringen.  Aus  der  neuen  Lage,  welche  die  mit  ^|  starr  verbundene 
Ebene  a  hierbei  annimmt,  geht  sie  durch  eine  Drehung  um  a'  in  a' 
über.  Chasles  betrachtet  (52)  einmal  den  Specialfall,  in  welchem 
a'  in  die  Sd^nittlinie  der  beiden  Ebenen  fällt.  Ein  zweites  Paar 
homologer  Geraden  &,  h'  wird  von  der  Ebene  ^^  oder  A^BqCq  . . . 
ausgeschnitten,  welche  die  Mittelpunkte  der  Verbindungsstrecken  homo- 
loger Punkte  von  a  und  a  enthält  (50).  Die  Axe  der  Drehung, 
welche  h  m  b'  flberführt,  fällt  mit  einer  dieser  Sehnen,  welche  zu 


*)  Aper9u  historique,  S.  649. 
•^  a.  a.  0.  S.  192  ••  (S.  648). 
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Yq  senkrecht  steht,  zusammen.  Ihr  Mittelpunkt,  der  Brennpunkt  do* 
Ebene  /q,  ist  der  gemeinsame  Punkt  der  Ebenen,  auf  denen  die 
Sehnen  ÄÄ\  BB\  CC\  ...  in  ihren  Mittelpunkten  A^  B^^  Cg,  . . . 
senkrecht  stehen.  Von  jedem  Punkte  der  Schnittlinie  zweier  con- 
gruenten  Ebenen  gehen  zwei  homologe  Gerade  derselben  aus.  Die 
Parabeln,  welche  dieselben  umhüllen,  berühren  die  Schnittlinie  in  den 
auf  ihr  enthaltenen  homologen  Punkten.  Die  erwähnten  Geraden- 
paare werden  von  den  Tangentialebenen  einer  abwickelbaren  Fläche  F^ 
ausgeschnitten,  welche  eine  Raumcurve  B^  zur  CuspidalcuiTe  hat 
und  aus  jedem  Baumpunkte  drei  Tangentialebenen  empübigt  Die 
Schnittlinie  zweier  Tangentialebenen  von  F^  hat  mit  a  und  a  zwei 
homologe  Punkte  gemein  (55 — 57).  Zwei  homologe  Gmren  C«  und 
Cm  erzeugen  eine  Begelfläche  F^m  (^3)* 

10.  Die  Überführung  eines  Körpers  aus  einer  Lage  in  eine  zweite, 
welche  er  durch  eine  stetige  Bewegung  erreicht  hat,  kann  [XXII,  4 — 6; 
XXXn,  4]  durch  eine  Schraubenbewegung  herbeigeführt  werden. 
Ghasles  gewinnt  den  Satz  (66),  wie  oben**)  schon  angedeutet  wurde, 
durch  Gombination  der  Theoreme,  dafs  gleichstimmig  congraente 
Figuren  auf  der  Kugel  und  in  der  Ebene  durch  eine  bloise  Drehung 
ineinander  übergefOhrt  werden  können.  Chasles  wendet  sidi  (69) 
zu  dem  tetraedralen  Gomplex,  welchen  die  Verbindungslinien  homo- 
loger Punkte,  oder  was  dasselbe  ist  (70),  die  Schnittlinien  homo- 
loger Ebenen  zweier  congruenten  Körper  erfüllen.  Bewegt  flieh  eine 
Sehne  in  einer  Ebene,  so  durchlaufen  ihre  Endpunkte  die  beiden  der 
Ebene  angehörigen  homologen  Geraden,  die  Sehne  umhüllt  also  eine 
Parabel  (74).  Die  beiden  homologen  Ebenen,  welche  sich  in  einer 
Sehne  schneiden,  beschreiben  projectivisch-congruente  Ebenenbüsche], 
wenn  ein  Punkt  P  der  Sehne  festgehalten  wird.  Die  beiden  Axen  der 
Büschel  sind  die  Sehnen,  welche  P  im  zweiten  und  ersten  Köiper  be- 
grenzt. Die  P  enthaltenden  Sehnen  erfüllen  also  einen  Kegel  zweiten 
Grades.  Mit  dem  Kegel,  welcher  ihm  im  zweiten  Körper  entspricht, 
wenn  er  selbst  dem  ersten  zugerechnet  wird,  hat  er  eine  der  durch  P  be- 
grenzten Sehnen  und  eine  Baumcurye  B^  gemein,  deren  Punkte  die  be- 
trachteten Sehnen  im  zweiten  Körper  begrenzen.  Jede  Gerade,  welche 
diese  Curve  B^  zweimal  schneidet,  trifft  die  entsprechende  Gerade,  wenn 
sie  dem  zweiten  Körper  zugerechnet  wird,  und  ist  deshalb  eine  Sehne  (75). 
Aus  den  Entwickelungen,  die  vorher  für  den  entsprechenden  Satz  der 
Ebene  angedeutet  waren,  geht  imzweifelhaft  hervor,  dafs  Chasles  etwa 
das  geschilderte  Beweisverfahren  benutzt  hat,  das  aber  fast  nur  durch 
die  Reihenfolge  der  Theoreme  gekennzeichnet  ist.  Aus  den  tarn 
Teil  schon  1830  [XXII,  4]  aufgestellten  Theoremen  folgt  noch,  dals 
bei  der  unendlich  kleinen  Bewegung  eines  Körpers  einem  Punkte  P 
die  Punkte  einer  Baumcurve  B^  zustreben,  welche  P  selbst  enthalt 

•)  Vergl.  S.  346*. 
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11.  Mittels  einer  Drehtuig  durch  den  Winkel  a  um  die  Axe  s  und 
einer  Parallelyerschiebmig  durch  die  Strecke  e  längs  s  können  zwei 
glei<^istinmiig  congruente  Körper  ineinander  übergefQhrt  werden. 
Zwisdien  dem  Neigungswinkel  (p  und  dem  kürzesten  Abstände  r, 
den  eine  beliebige  Sehne  ÄÄ'  mit  der  Axe  bestimmt,  besteht  also 
(77)  die  Beziehung 

tg9=r.-i^. 

Da  nun  r  auf  de/ einen  Seite  durch  den  Mittelpunkt  j^l^  der  Strecke 
AA'  begrenzt  wird,  so  sind  (105)  die  Sehnen  Tangenten  der 
Bahnen,  welche  die  Punkte  des  aus  den  Mittelpunkten  der  Sehnen 
gebildeten  „Mittelkörpers^^  („corps-milieu^^)  bei  einer  bestimmten  un- 
endlich kleinen  Bewegung  beschreiben,  wie  es  der  1830  [XXII,  4]  auf- 
gestellte und  1837  [XXXIN,  6]  erwiesene  Satz  verlangt  Die  Punkte 
einer  Greraden  Jq  des  Ifittelkörpers  bewegen  sich  derart,  dafs  ihre 
Normalebenen  eine  Gerade  l^  mit  einander  gemein  haben.  Eine  Drehung 
um  2^  führt  die  homologen  Greraden  l  und  V  der  beiden  Körper  in- 
einander über,  deren  Mittelgerade  ^  ist.  Nach  den  nun  unmittelbar  sich 
ergebenden  Eigenschafken  des  NuUsystems  ist  die  Beziehung  zwischen 
J^  und  Iq  offenbar  eine  wechselseitige.  Die  Überführung  des  ersten 
Körpers  in  den  zweiten  kann  offenbar  auf  unendlich  viele  Weisen 
durch  ^  zwei  aufeinander  folgende  Rotationen  um  zwei  zueinander 
wmdschiefe  Axen,  l  und  Z^,  bewirkt  werden.  Man  hat  zuerst,  durch 
eine  Drehung  um  ^j,  l  mit  seiner  homologen  Oeraden  V  zur  Deckung 
zu  bringen  und  kann  den  ersten  Körper  aus  der  so  erlangten  Zwischen- 
lage in  den  zweiten  Körper  durch  eine  Drehung  um  V  überführen. 
Eine  der  beiden  Axen  l  und  l^  kann  iv^illkürlich  gewählt  werden. 
Diesen  Zweck  hatte  Möbius  mit  seiner  oben  [XXXXU,  9]  nochmals 
angeführten  Construction  verfolgt.  Der  Mittelkörper  ist  (104)  auf 
die  beiden  gegebenen  coUinear  —  genauer  affin  —  bezogen.  Aus 
diesem  Grunde  entsprechen  sich  l  und  7^  in  einer  reciproken  Be- 
ziehimg,  die  eine  Grerade  dreht  sich  (122)  um  einen  Punkt,  wenn 
die  andere  in  einer  Ebene  verbleibt  Nebenbei  ergiebt  sich  der  oben 
[XXXm,  8]  angeführte  Satz  über  die  Überführung  zweier  ungleich- 
stimmig congruenten  Figuren  einer  Ebene  ineinander  durch  eine  üm- 
wendung  und  eine  Drehung.  Trägt  man  auf  den  im  ersten  Körper 
festen  Axen  l  und  l^  Strecken  auf,  von  denen  jede  zu  dem  sinus  der 
halben  zugehörigen  Botation  proportional  ist,  so  erhält  man  gegen- 
überliegende Kanten  eines  Tetraeders  von  constantem  Volumen.  Diese 
metrische  Belation  fOhrt  Chasles  (129)  auf  Bodrigues*)  zurück. 

^  BodrigueSy  Des  lois  g^omdtriques  qui  r^^ssent  les  d^lacements 
d*nn  BjBikme  solide  dans  Tespace,  et  de  la  Variation  des  coordonndes 
provenant  de  ces  ddplacements  consid^r^s  ind^pendamment  des  causes 
qui  peuvent  les  prodmre,  Liouv.  Journ.,  Bd.  6,  1840,  S.  880—440  (S.  396). 
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Chasles  wendet  sich  nanmehr  zu  yerschiedenen  Constmctioneii 
für  die  Axe  der  Schraubenbewegung,  welche  zwei  gleichstimmig 
congmente  endlich  entfernte  Körper  ineinander  überfahrt  Die 
zugehörige  unendlich  kleine  Bewegung  des  Mittelkörpers  besitzt  die 
gleiche  Axe.  Hieraus  ergiebt  (147)  sich  die  Regel:  ,^an  con- 
struire  die  Ebenen  er,  |S,  y,  zu  denen  die  Sehnen  ÄÄ\  BB\  CC\ 
in  ihren  Mittelpunkten  ^,  B^,  Cq  senkrecht  stehen,  und  constroire 
die  drei  Geraden  o^,  \^  q,  welche  B^C^  und  |Sy,  Co^-und  ya, 
AqB^  und  ctß  zugleich  senkrecht  schneiden.  Die  Axe  schneidet 
Oj,  Z^if  Cx  zugleich  senkrecht."  Sind  in  einem  Punkte  F  des  Baumes 
die  Punkte  Q'  und  R  der  beiden  congruenten  Körper  vereinigt,  so 
trifft  das  von  F  auf  QB'  gefällte  Lot,  da  es  zwei  fär  die  unendlich 
kleine  Bewegung  conjugirte  Gerade  senkrecht  schneidet,  ebenfalls 
die  Axe  unter  einem  rechten  Winkel.  Nachdem  Chasles  noch 
Giorgini's  Construction  [XXII,  6]  für  die  Axe  ausführlich  begründet 
hat,  schliefst  er  seine  Arbeit  mit  zahlreichen  Litteratumachweisen. 
Unter  Hinweis  auf  den  Aper9u  historique  fügt  Chasles  (S.  501) 
noch  die  Bemerkung  hinzu,  dafs  die  angefahrten  Entwickelungen 
auch  auf  ähnliche  Figuren  und  allgemeiner  auf  collineare  Figuren 
übertragen  werden  können.  Die  meisten  oben  angeführten  Satze  über 
den  Sehnencomplex  lassen  sich  in  der  That  augenblicklich  auf  den 
durch  zwei  collineare  Räume  erzeugten  Complex  .ausdehnen. 

12.  Ein  Ej'äftesjstem  läfst  sich  im  allgemeinen  durch  sechs  Einzel- 
kräfte ersetzen,  welche  in  gegebene  Wirkungslinien  fallen**).  Jedoch 
wird  dies  unmöglich,  wenn  die  sechs  Geraden  ein  System  im  Gleich- 
gewicht befindlicher  Kräfte  enthalten.  Bei  der  näheren  Unter- 
suchung dieser  Fragen  wurde  man  wieder  auf  das  NuUsjsiem 
zurückgeführt.  Legt  man  'bei  einem  System  von  sechs  im  Gleich- 
gewicht stehenden  Kräften  die  Wirkungslinien  der  fünf  ersten  fest, 
so  beschreibt,  weil  sechs  Bedingungen  des  Gleichgewichts  vorliegen, 
die  Wirkungslinie  der  letzten  einen  Complex,  oder,  wie  es  Mdbius 


*)  Indem  man  ein  Eräfbesystem  durch  jseine  drei  Componenten  nach 
den  Coordinatenaxen  und  die  Momente  in  Bezuff  auf  diese  Axen  als  gegeben 
ansah,  hatte  man  implicite  von  dieser  Anschanung  Gebrauch  gemadit, 
wobei  drei  von  den  sechs  Geraden  mit  den  Axen  zusammenfielen,  die 
drei  anderen  die  unendlich  fernen  Geraden  der  Coordinatenebenen  waren. 
MObius  hat  den  oben  angeführten  Satz  zuerst  (1888)  in  der  folgenden  Weise 
umgeformt:  „Eine  jede  unendlich  kleine  Bewegung  eines  Körpers  kann  ans 
Rotationen  um  sechs  im  allgemeinen  beliebige  Gerade  zusammengooetat 
werden.''  (Vergl.:  a.  a.  0.  S.  192**  (S.  568  ff.))  Einen  speciellen  Fall  dieses 
Satzes  kann  man  in  dem  ersten  der  beiden  folgenden  S&tse  von  Giorgini 
erblicken:  „Eine  unendlich  kleine  Verschiebung  eines  Körpers  kann  aus 
Schraubenbewegungen  um  drei  Axen  zusanmiengesetzt  werden,  die  nicht 
zu  einer  Ebene  parallel  sind,  und  aus  zwei  Schraubenbewegnogen  um 
Axen,  die  mit  der  Axe  der  gegebenen  unendlich  kleinen  Yerschiebting 
dieselbe  Gerade  senkrecht  schneiden/'  Vergl.:  a.  a.  0.  S.  198*  (8.  38 
u.  S.  86). 
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4uisdrüekt*),  man  kann  von  derselben  verlangen ,  dafs  sie  «ine  g»- 
gebttie  Gerade  schneidet  und  einen  gegebenen  Punkt  enthält.  Sie  isk 
dann  eindeutig  bestimmt.  Schneiden  sich  nämlich  die  Wirkungsiinien 
iweier  Kräfte  E  und  jß',  von  denen  jede  mit  fünf  in  gegebenen  Ge- 
raden wirkenden  Kräften  im  Gleichgewicht  steht,  so  etiiält  man  durdi 
Zusammensetzung  von  B  und  B'  und  durch  Addition  der  beiden 
Kräfte,  welche  in  jeder  der  fünf  gegebenen  G^eraden  liegen,  ein  neues 
System  von  sechs  Kräften  im  Gleichgewicht.  Die  beiden  Componenten  B 
und  B'  können  in  beliebiger  Gröfse  angenommen  werden.  Die 
Wirkungslinie  der  sechsten  Kraft  besdireibt  daher,  wenn  sie  einen 
Punkt  enthalten  oder  in  eine  Ebene  fallen  soll,  einrai  Strahlenbüschel, 
falls  nicht  jeder  Strahl  des  betreflfenden  Bündels  oder  Strahlenfeldes 
der  Bedingung  genügt  Diese  Ausnahmen  treten  aber,  wie  Möbius 
hervorhebt,  nur  dann  ein,  wenn  die  Wirinmgslinien  der  fünf  Kräfte 
eine  gemeinsame  Transversale  l  besitzen.  Alsdann  genügt  jede  Ge- 
rade, welche  l  tri£Pt;  der  Bedingung  (S.  142). 

Die  Wirkungslinie  einer  Kraft  ist,  wie  Möbius  ebenfalls  aus- 
führt, eindeutig  durch  einen  ihrer  Punkte  bestimmt,  wenn  sie  mit 
vier  in  gegebenen  Geraden  wirkenden  Kräften  im  Gleichgewicht 
sieht  Sie  tarifift,  falls  dieselben  reell  vorhanden  sind,  die  gemein- 
samen Transversalen  der  vier  gegebenen  Geraden.  Beschreibt  eine 
von  sechs  Geraden,  welche  im  Gleichgewicht  befindliche  Kräfte 
trag^i,  einen  Strahlenbüschel,  während  die  Übrigen  festgehalten 
werden,  so  wird  eine  jede  der  letzteren  eine  Kraft  vom  Werte  Null 
für  einen  Strahl  des  Büschels  aufiiehmen,  der  dann  allein  von  den 
Wirkungsiinien  der  vier  anderen  Kräfte  in  der  beschriebenen  Weise 
abhangt.  Auf  diese  Weise,  durch  Verknüpfung  zweier  Resultate 
von  Möbius,  hat  Sylvester**)  das  schöne  Theorem  gewonnen: 
,yJe  vier  von  fünf  gegebenen  Geraden  bestimmen  ein  Paar  gemein- 
samer Transversalen.  Die  fünf  so  entstandenen  Strahlenpaare 
schneiden  auf  einer  beliebigen  Ebene  Punktepaare  aus,  deren  Ver- 
bindungslinien Strahlen  eines  Büschels  sind.  Jeder  Strahl  desselben 
bildet  mit  den  gegebenen  eine  Gruppe  von  sechs  Strahlen  „in  In- 
volution^, längs  deren  im  Gleichgewicht  befindliche  Kräfte  wirken^ 
(8.  742).  Sylvester  entwickelt  im  Anschlufs  hieran,  nach  Ein- 
führung der  Paare  conjugirter  Geraden,  seine  bekannte  Definition 
des  Nullsystems.  Jeder  Leitstrahl  desselben  triflFt  zwei  homologe 
Strahlen  zweier  projectivischen  Strahlenbüschel,-  welche  die  Ver- 
bindungslinie der  Scheitel  entsprechend  gemein  haben. 

13.  Sylvester  hat  dann  diese  durch  statische  Betrachtungen  ge= 


*)  Möbius,  Lehrbaoh  der  Statik,  Bd.  1,  §§  98  u.  99  (Ges.  W.  Bd.  8, 
8.  138  ff.). 

**)  Sylvester,  Sor  Tinvolation  des  lignes  droites  dans  Tespace 
contid^r^e«  comme  des  axea  de  rotation  (Note  pr^sentäe  par  M.  Chasles), 
Comptes  rendus,  Bd.  52,  1861,  S.  741—746. 
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wonnenen  Resultate  auf  rein  rechnendem  Wege  bestätigt  Die  Ab- 
handlung**) ist  bekanntlich  ebenso  wie  eine  von  ihr  hervorgerufene 
Entwickelung  von  Gajley**)  ftbr  die  Geschichte  der  Linien- 
geometrie von  grofser  Bedeutung.  Ich  kann  jedoch  an  dieser  SteUe 
nicht  auf  dieselben  eingehen,  mxSs  aber  noch  der  Bemerkungen  ge- 
denken, welche  Ghasles***)  an  die  statischen  Entwickelungen  Syl- 
yester's  geknüpft  hat.  Er  leitet  zunächst  aus  dem  Princip  der 
virtuellen  Yerrückungen  den  Satz  ab :  „Erföhrt  ein  Körper  eine  unend- 
lich kleine  Verschiebung,  so  können  im  Gleichgewicht  befindliche 
Kräfte  in  irgend  sechs  Geraden  angebracht  werden,  die  auf  den 
Bahnen  von  sechs  Punkten  in  deren  Anfangspunkten  senkrecht  stehen, 
[d.  h.  in  sechs  Leitstrahlen  eines  Nullsystems].  Sämtliche  Punkte  einer 
solchen  Geraden  werden  senkrecht  zu  ihr  fortbewegt^  (S.  745).  Auch 
mit  Benutzung  einer  endlichen  stetigen  Bewegung  eines  Körpers  kann 
man  nach  den  ausführlich  geschilderten  Entwickelungen  leicht  sechs 
Gerade  der  erwähnten  Art  construiren.  Ghasles  hebt  femer  (S.  1042) 
hervor,  dafs  sechs  Gerade,  von  denen  jede  einen  Punkt  einer  Banm- 
curve  i?5  trifft  und  der  zugehörigen  Schmiegungsebene  angehört,  eben- 
falls der  Bedingung  genügen,  denn  die  Baumcurve  könne  so  bewegt 
werden,  dafs  jeder  ihrer  Punkte  senkrecht  zu  seiner  Schmiegungsebene 
fortschreitet f)  Ghasles  kann  nun  auch  umgekehrt  erweisen:  „Die 
Wirkungslinien  a,  6,  c,  d,  c,  f  von  sechs  im  Gleichgewicht  befind- 
lichen Kräften  sind  Leitstrahlen  eines  Nullsystems."  Bei  einer  be- 
stimmten unendlich  kleinen  Bewegung  eines  a,  5,  c,  d,  e,  f  starr 
verbindenden  If örpers  bewegt  sich  nämlich  jeder  Punkt  einer  der 
Geraden  a,  &,  c,  (2,  e  zu  ihr  selbst  senkrecht  (S.  1096).  Dasselbe  gilt 
dann  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  för  /!  Werden 
a,  6,  c,  d  von  e  und  e^,  hingegen  a,  5,  c,  e  von  b  und  b^  zugleich 
getroffen,  so  handelt  es  sich  um  eine  unendlich  kleine  Bewegung, 
die  sich  aus  zwei  Rotationen,  sowohl  um  e  und  e^,  als  auch  um  b 
und  b^  zusammensetzen  läfst;  eine  solche  imendlich  kleine  Bewegung 
ist  möglich,  weil  b,  b^  f  €}  ^i ,  welche  a,  &,  c  zugleich  treffen,  derselben 
Begelschar  angehören.  Auch  die  Paare  aa^-^  bb^;  cq  der  Geraden, 
welche  6,  c,  d,  e;  a,  c,  d,  e;  a,  &,  d,  e  zugleich  treffen,  bestehen 
aus  je    zwei    conjugirten  Botationsaxen    der  unendlich  kleinen  Be- 


*)  Sylvester,  Note  zur  Tinvolution  de  six  lignee  dans  TespAoe, 
ibidem,  S  816—817. 

**)  Cayley,  Note  relative  auz  droites  en  involation  de  M.  Sil- 
vester, ibidem,  S.  1039—1042. 

•^  C  h  a  8 1  e  8 ,  Observation,  ibidem,  S.  746 — 746.  Observation,  ibidem, 
S.  1042 — 1043.  Sor  les  alz  droites  qui  peuvent  gtre  les  directions  de  six 
forces  en  dqnilibre.  —  Propriätäs  de  Thyperbololde  ä  une  nappe  et  d\me 
certaine  sniface  du  qnatri^me  ordre,  ibidem,  8.  1094 — 1104. 

t)  Ghasles  verweist  auf  die  Abhandlung:  Ghasles,  Propri^täs 
des  courbes  ä  double  courbure  du  troisi^me  ordre,  Gomptes  rendns, 
Bd.  46,  1867,  S.  189—197  (S.  196). 
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wegnng.  Die  Bichtang,  in  welcher  ein  beliebiger  Punkt  P  fort- 
schreitet,  steht  daher  auf  den  fünf  von  F  ausgehenden  Geraden 
senkrecht,  welche  a  und  a^,  b  und  6^,  .  .  .  zugleich  treffen.  Ohasles 
beweist  noch,  dafs  nicht  blofs  eine  Begelschar,  sondern  auch  eine 
durch  xwei  projectivische  Kegelschnitte  erzeugte  Begelfläche  vierter 
Ordnung  aus  Leitstrahlen  eines  Nullsjstems  zusammengesetzt  werden 
kann  (S.  1099).  Für  die  Theorie  des  Nullsjstems  flielst  aus  diesen 
Entwickelungen  vor  allem  der  Hauptsatz:  Ein  Nullsystem  ist  durch 
fOnf  Strahlen,  die  nicht  dieselben  beiden  Geraden  treffen,  eindeutig 
bestimmt,  ein  Satz,  den  Sylvester  gleichzeitig  auf  rechnendem 
Wege  bewiesen  hatte  (in  der  zweiten  der  oben  genannten  Abhand- 
lungen). 


Dritter  Abschnitt. 
Oberflächen  zweiter  Ordnung.    Algebraische  Cnrven» 

XXXIY.  Erzengang  nnd  Constmction  der  OberflSchen  zweiter 
Ordniiiig;  Bflscliel  nnd  Bflndel  ans  Oberflächen  zweiter  Ordnnng. 

1.  Die  beiden  in  der  synthetischen  Geometrie  üblichen  Defini- 
tionen der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  stammen  aus  dem  Jahre 
1847.  Die  Definition  als  Ordnungsfiäche  eines  Polarsystems  wird 
in  dem  Abschnitte  des  zweiten  Bandes  dieses  Beferats  besprochen 
werden,  welcher  dem  Fundamentalwerke  Staudt's  gewidmet  ist.  Den 
Gedanken,  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  F^  als  Erzeugnis  reciprok 
bezogener  Strahlenbündel  darzustellen,  hat  Seydewitzin  dem  zweiten 
Teile  einer  Abhandlung  ausgeführt,  aus  der  viele  Ergebnisse  schon 
oben  [XXXI,  11—14]  angeführt  wurden.*)  Die  Oberfläche  F^  wird 
als  ein  Gebilde  definirt,  welches  mit  einer  Ebene  einen  Kegelschnitt, 
mit  einer  Geraden  zwei  Punkte  gemein  hat.  Ein  derartiges  Gebilde 
erzeugen  aber  zwei  reciprok  bezogene  Bündel  mit  den  Scheiteln 
S  nnd  S^  sicherlich.  Der  Kegelschnitt,  den  die  Oberfläche  mit  einer 
beliebigen  Ebene  gemein  hat,  erscheint  nach  den  früheren  Entwicke- 
lungen von  Seydewitz  [XXXI,  9]  als  Ordnungscurve  ft  einer  reci- 
proken  Beziehung.  Der  Kegelschnitt,  welchen  die  Fläche  F^  mit 
einer  von  S  oder  S^  ausgehenden  Ebene  gemein  hat,  ist  sofort  als 
Erzeugnis  projecüvischer  Strahlenbüschel  dargestellt  Er  berührt  in 
S  oder  8^  die  zu  8^8  bezw.  88^  homologe  Ebene.  Man  gelangt 
so  zuiuUshst  für  8  und  8^  zur  Tangentialebene.    Seydewitz  schreitet 


^  Seydewitz,  Konstruktion  mid  Klassifikation  der  Flächen  des 
zweiten  Grades  mittels  projektivischer  Gebilde,  Gmnert's  Arch.,  Bd.  % 
1847,  S.  168—214  (Zweiter  Teil,  S.  187—214). 


Digitized  by  LjOOQ IC 


378    S-  Kotier.  Bericht  über  die  Entwiokelnng  der  synthetiachen  Qeometn«. 

nun  (Lehrsatz  33,  S.  195)  sofort  zu  dem  Satze:  ^^e  Gentra  S  und 
JS^  der  beiden  Bündel  können  mit  zwei  beliebigen  Punkten  der 
!Fl&che  zusammenfallen,  und  es  kann  einem  von  S  ausgdienden 
Strahle  p  eine  beliebige,  tt,  der  Ebenen  zugeordnet  werden,  welche 
S^  und  den  zweiten  Schnittpunkt  P  des  Strahles  p  enthalten."  Legt 
man  durch  P  und  S  zwei  Kegelschnitte  K  und  K'  Ton  F^  und  projicirt 
die  ihnen  angehörigen  Punktreihen  einmal  yon  8  aus,  dann  von 
Strahlen  aus,  welche  K  und  K'  treffen,  8^  enthalten  und  mit  P  in 
«iner  Ebene  n  liegen,  so  entstehen  zwei  Projectiyit&ten 

PPiPiP»    •••  A  ^Tt^n^n^  ..., 

/        ff        fff  -TT-  '         ''         /'/ 

PP  P  P      *  .  »  7\  n%  %  n      .  .  •, 

welche  nach  den  früheren  Entwickelungen  von  Seydewitz  [XXXI,  5] 
notwendig  und  hinreichend  zur  Einleitung  einer  redproken  Be- 
ziehung zwischen  den  beiden  Bündeln  mit  den  Scheiteln  8  und  S^  sind. 
Das  Erzeugnis  G^  dieser  Bündel  enthält  die  beiden  Kegelsdmitte 
K  und  K\  Jeder  von  8^  ausgehende  Kegelschnitt  der  Fläche  ist 
durch  8^  und  die  vier  Punkte,  welche  er  mit  K  und  jET  gemein 
hat,  eindeutig  bestimmt  und  gehört  eben  deshalb  der  ursprünglicli 
gegebenen  Fläche  F^  an.  Es  handelt  sich  in  Wirklichkeit  um  eine 
neue  Erzeugung  dieser  Fläche.  MiTslich  ist  bei  diesem  Beweise 
nur  der  umstand,  dafs  die  Schnittptmkte  einer  von  8^  ausgehenden 
Ebene  mit  K  oder  K'  imaginär  werden  können.  Vorzugsweise  ans 
diesem  Grunde  entspringen  die  kleinen  Veränderungen,  mit  denen 
der  Seydewitz 'sehe  Beweis  in  den  Lehrkörper  der  synthetischen 
Oeometrie  Aufnahme  fand.  Von  der  Oberfläche,  welche  zwei  reci- 
proke  Strahlenbündel  mit  den  Scheiteln  8  und  8^  erzeugen,  benutzt 
man  zunächst  nur  die  8  oder  8^  enthaltenden  Kegelschnitte,  welche 
die  Strahlenbüschel  des  einen  Bündels  mit  den  zugehörigen  Ebenen- 
büscheln des  anderen  erzeugen.  Während  der  erste  Scheitel  8  fest 
bleibt,  wird  der  zweite  mit  einem  beliebigen  Punkte  8^  der  gegebenen 
Fläche  F^  vertauscht.  Legt  man  —  das  Folgende  schildert  die  von 
Eeye  benutzte  Methode*)  —  erst  durch  8^  und  8^  einen  Kegel- 
schnitt K"  von  1^2,  und  wählt  zwei  von  8  ausgehende  Kegelschnite 
K  und  K'  von  F^  aus,  die  K"  in  j«  zwei  reellen  Punkten  treffen, 
«0  wird  nach  Seydewitz'  Entwickelung  durch  zwei  reciprok 
bezogene  Bündel  mit  den  Scheiteln  8  und  8^  eine  JK",  Jf,  S^ 
enthaltende  Oberfläche  zweiter  Ordnung  erzeugt.  Als  Ort  der 
Kegelschnitte,   welche  8  und  8^  enthalten  und  JT,   JT,  E^  je  noch 


*)  Reye,  Die  Geometrie  der  Lage,  Bd.  2,  (erste  Auflage)  Hannorer 
1868  (Vortr.  6).  Die  Einführung  des  Kegelschnittes  K'  kann  übrigens  Ter- 
mieden  werden.  Die  Kegelschnitte  von  F^  welche  8  und  8^  enthaltai, 
sind  dadurch  völlig  festgelegt,  dafs  sie  K  und  K'  nochmals  schneiden 
und  in  8  die  durch  die  Tangenten  von  K  und  K'  gegebene  Tangential- 
ebene berühren. 
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eiimial,  anfser  in  8  oder  S^j  schneiden,  fallt  dieselbe  mit  F^  zu- 
sammen. Schon  jetzt  hat  man  eine  einfache  Begründung  des  Satzes: 
-Ja.  jedem  von  zwei  reciproken  Feldern  derselben  Ebene  beschreibt 
ein  Pmikt,  welcher  in  der  zugehörigen  Geraden  des  anderen  Feldes 
liegt,  einen  Kegelschnitt."  Man  kann  die  Fläche  F^j  indem  der  ge 
sefaiiderte  Gedankengang  noch  einmal  wiederholt  wird,  durch  zwei 
näpTokß  Strahlenbündel  erzeugen,  deren  Scheitel  (S  und  8^)  zwei 
behebige  Punkte  derselben  sind. 

2.  Wird  der  Ebenenbüschel  mit  der  Axe  88^  dem  zweiten 
Strahlenbündel  zugerechnet,  so  entspricht  ihm  ein  aus  den  Tangenten 
in  S  gebildeter  Strahlenbüschel.  Zwei  Gerade  desselben,  welche  in 
den  zugehöligen  Ebenen  liegen,  gehören  der  Fläche  yollkommen  an. 
Seydewitz  zeigt  nun  in  der  üblich  gewordenen  Weise,  dafs  eine  jede 
Tangentialebene  der  Fläche  F^  entweder  zwei  reelle,  oder  zwei  zu- 
flunmenfallende,  oder  zwei  imaginäre  Gerade  derselben  enthält.  Die 
Fläche  ist  im  ersten  Falle  ein  einschaliges  Hyperboloid  oder  eia 
hyperbolisches  Paraboloid,  im  zweiten  Falle  ein  Kegel  oder  ein 
C^linder,  im  dritten  Falle  ein  zweischaliges  Hyperboloid,  ein  Ellipsoid 
oder  ein  elliptisches  Paraboloid.  '  Zu  dieser  Einteilung  gelangt 
Seydewitz  aus  der  Erwägung  heraus,  dafs  der  uilendlich  ferne 
Segelschnitt  von  F^  reell  oder  imaginär  sein  und  endlich  aus  zwei 
reellen  oder  conjugirt- imaginären  Geraden  bestehen  kann  (S.  201). 

Zwei  gegebene  reciprok  bezogene  Bündel  kann  man,  wie 
Seydewitz  femer  ausführt,  durch  blofse.  Verschiebung  in  solche 
Lage  bringen,  daiüs  sie  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  von  vor- 
gescfariebener  Art  erzeugen.  Wenn  z.  B.  dem  Strahle  a  und  einer 
ihn  enthaltenden  Ebene  ß  des  ersten  Bündels  die  Ebene  a^  und  der 
Strahl  hl  des  zweiten  Bündels  entsprechen  und  a  und  h^  aufeinander 
gelegt  werden,  so  entsteht,  je  nachdem  a  und  ß^  noch  voneinander 
Terschieden  sind  oder  nicht,  ein  einschaliges  Hyperboloid  oder  ein  Kegel. 
Setzt  man  die  beiden  Bündel  erst  zum  Polarsystem  eines  imaginären 
Kegels  [XXXI,  14]  zusammen  und  verschiebt  den  zweiten  Bündel  sich 
selbst  parallel,  so  erzeugt  er  mit  dem  ersten  ein  Ellipsoid.  Setzt  man  die 
Bändel  zum  Polarsystem  eines  reellen  Kegels  zusammen,  und  verschiebt 
denselben  mit  dem  zweiten  Bündel  sich  selbst  parallel,  so  erzeugen  die 
Bündel  ein  einschaliges  oder  ein  zweischaliges  Hyperboloid,  je  nach- 
dem die  beiden  congruenten  Kegel  reelle  Tangentialebenen  mit  ein- 
ander gemein  haben  oder  nicht.  Bildet  zunächst  wieder  der  zweite 
Bündel  mit  dem  ersten  das  Polarsystem  eines  Kegels,  macht  er  sodann 
eine  Drehung  durch  90^  um  ein  Lot  zu  einer  cyclischen  Ebene, 
bezw.  eine  Drehung  durch  180^  um  eine  Mantellinie  des  Kegels, 
welche  auf  der  Ebene  einer  Ellipse  desselben  senkrecht  steht,  und 
wird  er  dann  zu  sich  selbst  parallel  verschoben,  so  erzeugt  er  mit 
dem  fest  gebliebenen  ersten  Bündel  ein  hyperbolisches,  bezw.  ein 
eUiptisches  Paraboloid. 
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3.  Seine  Entwickelungen  über  die  Constmetion  der  Oberflache 
J'g,  welche  nenn  gegebene  Pnnkte  enthält,  leitet  Seydewitz  mit  einer 
wichtigen  Vorbemerkung  ein  (S.  205).  Eine  lineare  homogene  Glei- 
chung zwischen  zwei  Gruppen  von  drei  Coordinaten  weise  acht  wesent- 
liche Gonstante  auf.  Hiemach  erscheine  es  auf  den  ersten  Blick 
möglich,  eine  Oberfläche  F^  durch  zehn  Punkte  zu  legen.  Denn  zwei 
der  Punkte  könne  man  zu  Anfangspunkten  der  beiden  Coordinaten- 
systeme  machen.  Die  übrigen  acht  Punkte  liefern  dann  anscheinend 
die  genau  erforderliche  Anzahl  yon  Bedingungsgleichungen,  um  die 
Ooefflcienten  der  bilinearen  Gleichung  zu  bestimmen  und  damit  die 
reciproke  Beziehung  der  F^  erzeugenden  Bündel  festzulegen.  Dem  aber 
stehe  das  bekannte  Resultat  entgegen,  dals  eine  Oberfläche  F^  be- 
reits durch  neun  Punkte  eindeutig  gegeben  ist.  „Dieses  analytisch- 
geometrische  Paradoxon,^*  fährt  Seydewitz  dann  fort,  „ist  Ar  die 
rein-geometrische  Betrachtung  bereits  durdi  Lehrsatz  33.  hinweg- 
geräumt.^^ Das  Verständnis  der  sehr  eleganten  Lösung,  welche 
Seydewitz  nun  giebt,  kann  durch  eine  passendere  Bezeichnimgs- 
weise  sehr  erleichtert  werden.  Sie  beruht  auf  folgendem,  von  Seyde- 
witz allerdings  nicht  genau  in  dieser  Form  ausgedrückten  Theorem: 
„Zwei  Ebenen  können  auf  unendlich  viele  Weisen  so  redprok  bezogoi 
werden,  dafs  einem  Punkte  Ä^  und  einer  von  demselben  ausgehenden 
Geraden  g^  (»» J.^  Q^^  eine  gegebene  Gerade  a  und  ein  ihr  angehöriger 
Punkt  G  entsprechen,  und  dals  zu  den  Punkten  B^^  (7^,  D^,  E^ 
Gerade  d,  c,  (^,  e  gehören,  welche  vorgegebene  Punkte  JS,  (7,  2),  E 
enthalten;  5,  c,  d,  e  beschreiben  projectivische  StrahlenbüscheL"  Wenn 
nämlich  c,  d,  e  die  Gerade  a  in  den  Punkten  (Eq,  S)^,  (Eq,  die  Gerade  h 
in  den  Punkten  (S,  2),  (E  treffen,  und  SR  der  a  und  b  gemeinsame 
Punkt  ist,  so  bestehen  die  projectivischen  Beziehungen 

Wird  nun  auf  einer  von  G  ausgehenden  Geraden  g  gemäfs  der 
Begel 

eine  Hülfsgruppe  MCqDqEqG  construirt,  so  laufen  jedenfalls  9RJf, 
SqC/o,  3)q2)oi  (Eq-^o  ^  einem  Hülfspunkte  /  zusammen.  Wenn  (fixiit 
ist,  so  kann  man  denselben  mit  alleiniger  Hülfe  des  Lineals  leicht 
construiren.*)     Wenn    sich    h    um   B    dreht,    so    beschreibt  I  eine 

*)  Während  der  Punkt  I  die  Gerade  TIM  durchläuft,  besehreiben 
die  Schnittpunkte  (S^,  a)o,  ©o  von  IC^,  ID^^  lE^  mit  a  und  die  Schnittr 
punkte  (£,  ^,  (S  von  C^^y  -2)3)o,  E(&^  mit  h  projectivische  Ponktreihen.  Isi 
auf  einer  von  9R  ausgehenden  Geraden  m  die  Hülfsgruppe  9RC7,2>,£| 
gemi^,  der  Eegel  ^a,^^^^  7,  BM^C^B^E^^ 
angebracht,  so  charakterisirt  sich  offenbar  die  gesuchte  Anordnung  da* 
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Oerade  i,  welche  man  durch  die  zwei  speciellen  Lagen  l)\  h"  von 
h  logehörigen  Punkte  I\  I"  fixiren  kann.  Nimmt  h  die  Lagen  h\  V 
an,  so  mögen  anstatt  der  Punkte  9R,  Sq,  S)o,  @of  ®f  ^i  ^  ^® 
Punkte  Wy  ö^',  .  .  .  bezw.  SR",  ffio",  .  .  .  eintreten.  Wird  /  über 
die  Gerade  i  gefOhrt,  so  beschreiben  die  Schnittpunkte  (£,  2),  (£  von  & 
oder  BVt  mit  c,  d,  e  oder  CS^,  DS)^,  E^^  drei  Kegelschnitte 
(*f)si  (^)2i  (6)«i  welche  die  Punkte  J5,  ff  und  den  Schnitt- 
punkt H  von  a  und  t  enthalten.  Durch  eine  quadratische  Ver- 
wandtschaft entsteht  nun  der  Hülfssatz:  „Vier  Kegelschnitte  eines 
Büschels  schneiden  auf  Geraden,  die  von  einem  Grundpunkte  des 
Bfischels  ausgehen,  projectivische  Punktgruppen  aus.^^  Einen  dieser 
Kegelschnitte  kann  man  in  ein  Geradenpaar  ausarten  lassen.  Nach  der 
Umkehmng  dieses  Hülfissatzes  treffen  OH  =>  a,  (S),,  (2)),,  (S), 
jede  von  B  ausgehende  Gerade  h  in  einer  zu  Bi{Ä^Cj^D^Ei)  projec- 
ÜTischen  Gruppe  9RC2)(£,  da  sie  zwei  derartige  Gruppen  9R'C2)'@' 
und  aR"e"3)"(£"  auf  b'  und  b"  ausschneiden;  ((E),,  (5))„  (S), 
geh(h«n  femer  einem  Büschel  an.  Damit  ist  der  aufgesibellte  Satz 
bewiesen. 

4.  Wenn  man  jetzt  an  Stelle  Yon  E  und  E^  die  Punkte  F  und 
Fi  einsetzt,  der  Hülfsgruppe  auf  g  einen  neuen  Punkt  Fq  nach  der 
Begel 

•  MC^D^E^F^O  A  Ä,(B,C,D^E^F,a,) 

hinzufügt,  so  tritt  statt  der  Geraden  i  die  Gerade  i  ein,  welche 
I  im  Punkte  Jq  treflfen  möge.  Wenn  dann  die  durch  J9,  C,  D,  E^  F 
gelegten  Strahlen  b^^  ^  <^oi  ^  /o  ^®  Gerade  a  in  denselben  Punkten 
treffen,  wie  Jlf  Jqi  ^o-^o>  -^o-'o»  ^o-^oi  ^o-^o»  ^^  entsprechen  in  einer 
bestimmten  reciproken  Beziehung  den  Elementen  g^^  ^,  B^j  C^^ 
D^,  JE^,  J\  die  Elemente  ff,  a,  b^,  r^,  dg,  e^,  /J).  Man  hat  den  Satz: 
JBine  redproke  Beziehung  ist  im  allgemeinen  eindeutig  gegeben^ 
wenn  für  einen  Strahl  und  einen  auf  ihm  gelegenen  Punkt  der 
entsprechende  Punkt  und  die  von  ihm  ausgehende  Gerade  gegeben 
sind,  wenn  femer  die  fünf  Punkten  entsprechenden  Geraden  gegebene 
Punide  enthalten  sollen."*) 


7,(S^,  2>^^,  Ej^(&  einen  Punkt  K  miteinanHer  gemein  haben, 
sich  die  drei  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  von  (7,S, 


durch,  dasB  C,( 

In  K  treffen  si 

D,i),  E^(&  beschreiben,  wenn  I über 'SR M  schreitet.    Die'speciellen  Lagen 

h'  und  a    Ton  6,   für  welche  diese  Construction  auszuführen  ist,  läfst 

man  bei  der  praktischen  Ausführung  vorteilhaft  mit  zwei  der  Geraden  B  C7, 

BD,  BE  zusammenfallen. 

*)  Fallen  indes  die  Greraden  i  und  i  zusammen,  so  geht  bei  jeder 
Lage  von  b  die  Gerade  f  durch  F  hindurch.  Man  erhält  aus  dieser  Be- 
merkung sofort  folgende  Ergänzung  der  Betrachtung  von  Seydewitz:  „Sind 
Ton  zwei  reciproken  Ebenen  die  Paare  entsprechender  Elemente  a  und  J^, 
ff  uod  g^  sowie  die  Paare  cox^ugirter  Punkte  BB,  CC^,  DDj,  EE^  ge- 
geben, so  beschreibt  die  einem  beliebigen  Punkte  F^  entsprechende  Gerade  f 
einen  Strahlenbüschel."    Alle  diese  Strahlenbüschel  sind  unter  sich  pro- 
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Erzeugt  man  nun  eine  die  Punkte  8y  i^,  S,  8,  S,  S),  (E,  %j  9 
enthaltende  Oberfläche  F^  durch  reoiproke  Strahlenbflndel  mit  den 
Scheiteln  S  und  S^^  so  müssen  die  SU,  89^  . . .,  S&  entsprechen- 
den Ebenen  die  Strahlen  iS^fl,  S^^^  .  .  .,  S^&  enthalten.  Eine 
dieser  Ebenen  kann  man  noch  willkürlich  bestimmen ,  also  etwa 
89i&  als  die  8^®  entsprechende  Ebene  betrachten.  Dann  ist 
natürlich  iS^f((8  die  zu  89  homologe  Ebene.  Es  leuchtet  ein,  dafg 
die  redproken  Felder,  welche  die  gesuchten  Bündel  auf  einer  Hfil6- 
ebene  tc  ausschneiden,  nach  der  soeben  besprochenen  Begel  geiiindeii 
werden  können.*) 

5.  Im  Jahre  1851  ist  Sejdewitz  auf  diese  höchst  interessante 
Frage  zurückgekommen.**)  Auch  diese  Schrift  ist  fBr  die  syn- 
thetische Geometrie  der  Oberfl^phen  F^  von  der  gröDsten  Bedentang. 
„LeichtfaTslich^^  wird  man  aber  die  Darlegungen  des  Verfassers  nickt 
eben  finden.  Augenscheinlich  hat  Seydewitz  die  von  Steiner  ge- 
legentlich ausgesprochene  Mahnung  vorgeschwebt,  man  dürfe  nicht  ,^t 
dem  Munde^^  construiren.  In  der  vorangestellten  Vorschrift  zur  Con- 
struction  hat  er  daher  alles  auf  das  Schneiden  von  Geraden  nnd 
Ebenen  zurückgeführt,  ohne  dem  Leser  die  für  das  Verstftndnis  so 
notwendigen  Ruhepausen  zu  gewähren.  Erst  wenn  man  die  ein- 
zelnen Schritte  gruppenweise  übersichtlich  zusanmienfafst,  wie  ich 
das  in  dem  Folgenden  versuchen  will,  tritt  die  bewunderungswürdige 
Eleganz  der  Construction  imd  des  zugehörigen  Beweises  klar  zu 
Tage.  Seydewitz  beginnt  mit  Constructionen  für  das  einschalige 
Hyperboloid,  wobei  er  der  Reihe  nach  drei  Punkte  Pj,  Pj,  P,  und 
zwei  gegeneinander  windschiefe  Gerade,  vier  Punkte  Pj,  Pj,  P,,  P^ 
und  zwei  sich  schneidende  Gerade  Z,  a,  endlich  sechs  Punkte  P,  P^, 
Pj,  P3,  P4,  P5  und  eine  Gerade  l  als  gegeben  ansieht.     Im  zweiten 

jectivisch.  Der  F^  zugehörige  Strahl  verbindet  s.  B.  den  Punkt  gf^  in 
welchem  a  die  Gerade  JF^  trifft,  mit  dem  Punkte  gf  von  h  oder  VtB, 
welcher  aus  der  Beziehung 

entspringt;  3  beschreibt  also  einen  Kegelschnitt  (^)t\  welcher  mit  (^ 
(^)i|i  (®]^  ^  denselben  Büschel  gehört.  %  und  gfo  beschreiben  mithin 
projectivische  Punktreihen  zweiter  und  erster  Ordnung,  welche  die  Punkte 
O  und  R  entsprechend  miteinander  gemein  haben.  Ihr  Eneugnis  ist  ein 
Strahlenbüschel,  dessen  Centrum  (gr)i  aneehört.  —  Seydewiti'  Beweüh 
gang  föhrt  also  nebenbei  sofort  zu  einem  fulerdings  nicht  ganz  allgemeinen 
Büschel  colHnearer  Strahlenfelder.  Der  weitere  Ausbau  von  Seydewits* 
Construction  ist  bekanntlich  von  Schröter  und  Beye  gegeben  worden. 

*)  Neben  jeden  seiner  S&tze  über  Fl&chen  zweiter  Ordnung  stellt 
Seydewitz  den  dualen  über  Flächen  zweiter  Klasse.  Der  Nachweis  der 
Identit&t  beider  Flachen,  welcher  ja  ans  den  Polareiffenschaften  nn- 
mittelbar  folgen  würde,  geht,  wie  Seydewitz  angiebt,  über  die  Gxcnsen 
seiner  Abhandlung  hinaus  ^S.  201). 

**)  Seydewitz,  Leichtfassliche  Konstruktion  einer  Fläche  des 
zweiten  Grades,  von  welcher  neun  Punkte  beliebig  gegeben  sind,  Grunerts 
Archiv,  Bd.  17,  1861,  S.  276—297. 
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Falle  ist  der  Kegelschnitt  K  des  Hyperboloids,  welcher  drei  der  vier 
Punkte,  etwa  P^,  P|,  P^  verbindet,  völlig  bestimmt,  da  er  die 
beiden  Geraden  l  und  a  treffen  mufs.  Jede  von  P^  ausgehendo 
Gerade  des  Hyperboloids  trifft  K  und  je  eine  der  beiden  Geraden  l 
und  a.  Damit  ist  man  zur  ersten  Aufgabe  zurückgelangt,  deren 
Losung  evident  ist.  In  ähnlicher  Weise  löst  Seydewitz  die  letzte 
und  wichtigste  Aufgabe.  In  einer  Anmerkung  (S.  278)  wird  die 
uns  jetzt  geläufige  Lösung  der  Aufgabe  entwickelt.  Die  zu  l  wind- 
schieJfe  Gerade  m  des  Hyperboloids,  welche  P  aussendet,  genügt  den 
beiden  Forderungen 

KP^P,P,P,)  A  miP,P,P,P,) 
und  ist  deshalb  der  letzte  gemeinsame  Strahl  zweier  bekannten  Kegel 
zweiten  Grades,  welche  die  Mantellinien  PP^,  PP|,  PPs  enthalten. 
6.  Es  sei  jetzt  die  Fläche  i^^  zu  construiren,  welche  die  neun 
Punkte  5,  T,  B^  C,  ^,  ^,  ^|,  ^3,  A^  enthält.  Man  erzeuge  zu- 
nächst durch  je  ein  Paar  projecüvischer  Ebenenbüschel 

yy  y  y    ...A««««      .• 

die  beiden  Hyperboloide  M%  und  ^s',  welche  SB  und  T,  C,  J.^,  Ai^y 
A^j  A^  bezw.  SC  und  J?,  T,  ^,  A^,  J^,  A^  enthalten.  Von  den 
Axen  6,  c,  dj  e  der  Ebenenbüschel  ßßiß^ß^  .  .  •>  yy'y'y''  •  •  •» 
'^1^8 ^3  •  •  M  it'i'^'"  .  .  .  mögen  die  beiden  ersten  mit  SB  und 
5C  zusammenfallen,  die  beiden  letzten  mögen  von  T  ausgehen.  ^ 
und  y  mögen  verschiedene  Bezeichnungen  für  die  Ebene  SBC  sein 
Die  Schnittlinie  f  von  d  und  £  projicirt  alsdann  den  Punkt  ¥^  welchen 
die  ßchnittcurve  von  "H't  und  M%  mit  der  Ebene  SB  C  aufser  S^  B^  C 
gemein  hat  Der  Schnittlinie  5^*^  von  jJ^  und  /*^  entspricht  die- 
jenige /J*^  von  i^  und  t^*)  offenbar  in  einer  geometrischen  (quadratischen) 
Yenrandtschaft  [XXXI,  1].  In  jedem  Schnittpunkte  von  JT^  und  ^2' 
treffen  sich  zwei  zusammengehörige  Strahlen.  Man  ordne  jetzt  zu- 
nächst dem  Strahle  sg^)  oder  ^^,  yW,  welcher  A^  von  S  aus  projicirt, 
die  Ebene  ög^^  zu,  welche  den  zugehörigen  Strahl  (^^^  oder  d^,  «^®^  mit 
A^  verbindet,  ffjj^^  schneide  d  und  £  in  den  Strahlen  d^  und  i^\  Um  auf 
einen  beliebigen  Strahl  5^*^  eine  Ebene  öj*^  zu  beziehen,  benutze  man  ^e 
beiden  Dreikante  d^dtf^  und  e^^U^c,  welche  hinsichtlich  des  Strahles 
^r  P^rspeddvisch  liegen.  0^*)  soll  mit  der  Ebene  zusammenfallen^ 
lünsichilich  deren  die  Dreikante  perspectivisch  liegen.  Die  Ebene 
0^^)  enthält  die  drei  Strahlen 

d(*)  =  d^d,  c^«><<*)  =  d,  e<«)<<»>;  e^  =  d^if^^\  iPH  =  rf^f >,  «; 
1^^)^dif\  <<*)c  — d,  «(*>. 
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Offenbar  bestehen  die  beiden  projectivischen  Beziehungen: 

77  7  7     .  • .  A  »«  «  »     •  •  •; 

man  zeigt  aus  der  Definition  von  (2^*^  und  6^,  dafs  e  und  d  zwei  yer- 
schiedene  Bezeichnungen  für  die  Schnittlinie  f  von  d  und  t  sind.  Die 
Ebene  öj*\  welche  e^  und  cJ^*^  verbindet,  und  der  Strahl  sj*\  in  dem  sidi 
die  Ebenen  ßi  und  /*^  schneiden,  sind  homologe  Elemente  zweier 
reciproken  Strahlenbündel  [XXXI,  5].  Da  öj*^  nach  der  obigen  Entwicke- 
lung  den  Strahl  ^K^  enthält,  so  nimmt  die  durch  die  beiden  Bändel  er- 
zeugte Oberfläche  F^  die  H\  und  E%  gemeinsamen  Punkte  auf,  zu 
denen  S,  T,  B^  0^  Ä^,  A^,  A^^  A^  gehören.  Da  femer  «§>>  und  ög^  sich 
im  Punkte  A^  schneiden,  so  fällt  die  Oberfläche  mit  der  gesuchten, 
welche  durch  die  neun  Punkte  nach  der  vorangegangenen  Entwicke- 
long  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt  ist,  zusammen. 

7.  Man  kann  (S.  291)  dieser.  Construction  mit  Hülfe  des  PascaF- 
sehen  Satzes  auch  folgende  Wendung  geben:  „Der  Strahl  f^\  eine 
beliebige  von  T  ausgehende  Gerade  <J*)  und  die  Schnittiinie  f^*) 
der  Ebenen  <t^^)  und  <t^.*)  gehören  einem  Kegel  zweiten  Qrades  an, 
welcher  die  drei  festen  Strahlen  rf,  e,  f  enthält."  Nach  seiner 
eigenen  Äufserung  will  Sejdewitz  das  zwischen  zehn  Punkten 
einer  Fläche  F^  obwaltende  Gesetz  durch  „eine  räumlidie  flgor 
zum  Ausdruck  bringen,  welche  als  eine  Verstrickung  von  ffinf 
mystischen  Sechskanten  erscheint".  Das  eine  derselben  habe  ich 
soeben  angeführt.  Je  zwei  andere  dienen  zur  Ermittelung  der 
2u  SB  bezw.  SC  windschiefen  und  von  T  ausgehenden  Geraden  d 
und  e  der  oben  vorkommenden  Hyperboloide  H%  und  H%,  Die  von 
Seydewitz  gegebene  Regel  läfst  sich  übersichtlich  etwa  in  folgender 
Weise  darstellen.  Die  Ebenen  SBA^^  SBA^^  SBA^^  SBA^  mögen  aof 
rC  die  Punkte  P^,  Pj,  Pj,  P4  ausschneiden,  hingegen  mögen  TA^A^^ 
Tu4j-4i,  . . .,  TA^A^  mit  BC  die  Punkte  ft„  Q^^,  .  . .,  ^4  gt^ 
mein  haben.  Es  sei  q^  die  Pascal'sche  Gerade  des  Sechsecks 
^iQii^iQbi^iQii  ^^^  ®s  mögen  g^,  g^,  q^  zu  den  drei  anderen  in 
derselben  Weise  gebildeten  Sechsecken  gehören.  Alsdann  haben 
9v  ^81  ^8?  ^4  oiiien  Punkt  0  miteinander  gemein,  zu  dessen  Feststellung 
natürlich  zwei  der  Geraden  genügen.  Weim  jetzt  OP^^  OP«,  OPj, 
OP^^  die  Gerade  BC  in  den  Punkten  R^^  JB^,  jR,,  B^  treffen,  so 
haben  TR^A^,  TR^A^,  TR^A^,  TR^A^  die  Gerade  d  des  Hyper- 
boloids H%  miteinander  gemein,  welches  die  Gerade  SB  und  die 
Punkte  T,  (7,  A^^  J^,  J.3,  A^  enthält.  Auf  entsprechende  Weise  wird 
das  zweite  Hyperboloid  Hg    construirt. 

8.  In  den  geschilderten  Entwickelungen  liegt  nun  der  geometrische 
Beweis    für   die    Existenz    des    Büschels    aus    Oberflächen  2^,.     D» 
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nftmlich  die  Ebene  ö^.^\  welche  sich  in  irgend  einem  Punkte  der 
<dnrch  die  neun  Punkte  im  allgemeinen  eindeutig  bestinmiten  Ober- 
fläche F^  mit  dem  zugehörigen  Strahle  ^*)  schneidet,  den  Strahl  6^^ 
enthält,  so  gehört  der  Fläche,  wie  auch  der  neunte  gegebene  Punkt  Aq 
liegt,  jeder  Punkt  an,  den  zwei  homologe  Strahlen  5^*^  und  /(*)  mit- 
einander gemein  haben.  Es  folgt  (S.  292):  „Alle  Fl&chen  F^^  die 
acht  Punkte  enthalten,  haben  eine  —  als  Schnittcurve  zweier  ein- 
schaligen Hyperboloide  festzulegende  —  Ourve  miteinander  gemein.^ 
Implicite  liegt  in  der  Entwickelung  eine  Erweiterung  der  be- 
kannten später  genauer  zu  sdiildemden  Definition  der  Baumcurve  i^^ 
^ftmlich  der  Satz:  „Sind  zwei  Strahlenbündel  geometrisch  verwandt,  so 
gehören  die  Punkte,  in  denen  sich  entsprechende  Strahlen  schneiden, 
der  Durchdringungscurve  zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  an.*' 

Eine  Oberfläche  F^  kann  auf  unendlich  viele  Weisen  durch 
zwei  reciprok  bezogene  Bündel  erzeugt  werden,  deren  Scheitel  zwei 
beliebige  Punkte  S  und  8^  von  F^  sind.  Die  beiden  Ebenen  c%  c'\ 
welche  zwei  Strahlen  s\  s'^  des  ersten  Bündels  bei  derselben  Erzeugung 
entsprechen,  beschreiben  projectivische  Ebenenbüschel,  deren  Azen 
t\  i"  die  zweiten  Schnittpunkte  von  s'  und  5"  mit  F^  enthalten. 
Alle  diese  Ebenenbündel  haben  drei  Ebenen  miteinander  ent' 
sprechend  gemein,  nämlich  die  Tangentialebene  der  Fläche  F^  in 
Sy^  und  die  beiden  Ebenen,  welche  die  von  S  ausgehenden  Geraden 
der  Fläche  projiciren.  Bei  den  nicht  geradlinigen  Flächen  F^ 
bleibt  natürlich  nur  die  Schnittlinie  8-^8  der  letzteren  Ebenen  reell 
(8.  296).  Alle  diese  Entwickelungen  können  —  damit  schliefst 
Seydewitz  seine  Abhandlung  —  von  freieren  Gesichtspunkten 
her  aufgefafst  werden,  wenn  man  die  von  Steiner  und  ihm  selbst 
ausgebildete  Lehre  von  den  geometrischen  Verwandtschaften  durch 
Einführung  von  imaginären  Hauptelementen  erweitere.  Man  könne 
dann  z.  B.  den  Satz  aufstellen:  „Zwei  Strahlenbündel  sind  geo- 
metrisch verwandt,  wenn  ihre  Scheitel  einer  Fläche  F^  angehören, 
und  je  zwei  homologe  Strahlen  sich  auf  der  Fläche^schneiden."  Diesen 
Satz  bezeichnet  er  als  „analoger^^  der  Erzeugung  des  Kegelschnittes 
durch  zwei  projectivische  Strahlenbüschel,  als  die  besprochene  Er- 
zeugung der  Flächen  mittels  reciproker  Strahlenbündel.  Von  der 
Kugel  ausgehend  hatte  Dandelin  diese  Verwandtschaft  zur  Unter- 
suchung der  Inversion  in  der  Ebene  benutzt  [XIV,  4].  Bei  Ober- 
flächen jPj  im  allgemeinen  haben  Reye  und  Darboux,  wie  schon 
jetzt  bemerkt  werden  möge,  diesen  Gedanken  zur  Bestimmung  der 
Oberfläche  F^  benutzt,  welche  neun  Punkte  enthält. 

9.  Das  von  Seydewitz  in  der  soeben  geschilderten  Weise  mit 
rein  geometrischen  Mitteln  erledigte  Problem  der  Construction  einer 
durch  neun  Punkte  bestimmten  Oberfläche  F^  hat  zu  immer  erneuten 
Lösungen  Veranlassung  gegeben.    Ich  habe  bereits  [X,  1]  die  Art  ge- 

JfthrMberioht  d.  Deotoohen  Mathem.- Vereinigung.    V,  S.  25 
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schildert,  Iq  welcher  Lame  1818  die  Aufgabe  löste.  Im  Jahre  1825 
stellte  die  Akademie  zn  Brüssel  die  Aufgabe,  bei  der  Oberflache 
zweiter  Ordnung  ein  Analogon  zn  dem  PascaFschen  Satze  zn  schaffen 
in  Form  eines  Satzes,  der  zehn  Punkte  der  Fl&che  miteinander  ver- 
knüpft und  zugleich  gestattet,  aus  neun  vorliegenden  Punkten  beliebig 
viele  andere  zu  construiren.  Den  hierftir  ausgesetzten  Preis  scheint 
Olivier  erhalten  zu  haben  (1827),  obgleich  er  nach  dem  mir  m- 
g&nglichen  Auszuge  seiner  Arbeit  aus  den  neun  gegebenen  Punkten 
der  Fläche  F^  nur  specielle  Tripel  von  Punkten  derselben  ableitete.^) 
Eine  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  aber  giebt  1842  —  also  vor 
Seydewitz  —  Hesse.**)  Die  Polarebenen  eines  Punktes  bezüglidider 
Oberflächen  F^  eines  Bündels  haben  einen  Punkt  miteinander  gemem. 
Neun  Punkte  1,  2,  ...,  9  bestimmen  eine  Oberfläche  F^^  welche  den 
Bündeln  mit  den  Grundpunkten  1,  2, .  .  .,  6,  7;  1,  2, .  .  .,^6,  8; 
1,  2, .  .  .,  6,  9  zugleich  angehört  Die  drei  Punkte  ^^,  Q^^  Q,, 
welche  dem  Punkte  P  für  diese  Bündel  in  der  beschriebenen  Weiae 
entsprechen,  legen  die  Polarebene  n  des  Punktes  P  nach  der  gesuchten 
Fläche  F^  fest.  Der  zweite  Schnittpunkt  etwa  von  P  1  vnrd  nun  von 
1  durch  P  und  tc  harmonisch  getrennt.  Man  kann  auf  diese  Weise, 
da  P  ganz  beliebig  ist,  den  zweiten  Schnittpunkt  jeder  Geraden  finden, 
die  von  einem  der  gegebenen  Punkte  ausgeht.  Zur  Durchffihnmg 
der  Construction  braucht  man  von  jedem  der  bezeichneten  Bündel 
drei  Flächen.  Hesse  schlägt  vor,  zu  diesem  Zwecke  einschalige  Hyper- 
boloide zu  nehmen,  beispielsweise  bestimmen  drei  von  5,  6,  7  aus- 
gehende Gerade,  welche  12  und  34  zugleich  treffen,  ein  dem  ersten 
Bündel  angehörendes  einschaliges  Hyperboloid.  Seine  Polarebene 
nach  P  legen  die  Punkte  fest,  deren  jeder  mit  P  zusammen  zwei 
der  von  5,  6,  7  ausgehenden  Geraden  harmonisch  trennt.  Durch 
einen  von  Oajley***)  herrührenden  Auszug  mit  H esse's  Arbeit 
bekannt  geworden,  hat  dann  Townsendf)  die  Methode  auf  un- 
endlich ferne  Elemente  angewendet  und  so  die  Mittel  zur  Be- 
stimmung der  Tripel  conjugirter  Durchmesser  u.  8.  w.  der  Fläche 
gewonnen. 

10.  Caylej  ist  geneigt,  in  der  Entwickelung  Hesse's  den  Exsfttz 
für  das  zu  finden,  was  in  der  Ebene  der  Pascal' sehe  Satz  darbietet 


*)  Olivier,  Extrait  d'mi  memoire  snr  lea  polaires,  BulL  de 
F^mssac,  Bd.  15,  1831,  S.  214—223. 

^  Hesse,  Über  die  Construction  der  Oberflächen  zweiter  Ordnnng, 
von  welchen  beliebige  nenn  Pnncte  gegeben  sind,  Crelle's  Joum.,  Bd.  H 
1842,  S.  86—89  (Abb.,  8.  51—56). 

***)  Caylej,  Abstract  of  a  memoir  hj  Dr.  Hesse  on  the  oonstmciioD 
of  the  Burface  of  the  second  order  which  passes  through  nine  gi^en 
points,  Camb.  Dubl.  Joum.,  Bd.  4  (8),  1849,  S.  44—46. 

t)  Town8end,On  the  problem  to  determine in magnitnde,  positios 
and  figrnre,  the  sorface  of  the  second  order  which  passes  through  nine 
given  points,  ibidem,  8.  241—262 
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*  Das  Theorem  gestatte,  bei  zehn  gegebenen  Punkten  sofort  zu  ent^ 
scheiden,  ob  sie  einer  Oberflache  zweiter  Ordnung  angehören  oder 
nicht.  Es  lassen  sich  nun  allerdings  Lehrsätze  finden,  die  in  ihrer 
ftolseren  Erscheinung  eine  vollkommenere  räumliche  Erweiterung  des 
Pasc ar sehen  Satzes  darbieten.  Allein  es  fehlt  ihnen  die  construc- 
tive  Bedeutung  des  letzteren,  da  sie  mehr  als  zehn  Punkte  einer 
Oberfläche  F^  miteinander  verknüpfen.  Hierhin  gehört  vor  allem 
ein  Theorem  von  Chasles*):  „Liegen  bei  zwei  aufeinander  be- 
zogenen Tetraedern  die  zwölf  Punkte  auf  einer  Oberfläche  F^^  in  deren 
jedem  eine  Ebene  des  einen  Tetraeders  eine  aufserhalb  der  homo- 
logen Ebene  gelegene  Kante  des  anderen  trifft,  so  gehören  die  vier 
Schnittlinien  homologer  Ebenen  einer,  die  Verbindungslinien  homo- 
loger Ecken  einer  zweiten  Regelschar  an.*^**)  Man  erhält,  wenn  das 
eine  Tetraeder  F^  eingeschrieben  und  folglich  das  andere  F^  umschrieben 
ist,  den  Bobillier-Steiner'schen  Tetraedersatz  [XXm,2,3].***)  Die 
beiden  Tetraeder  sind  im  Polarsystem  der  Fläche  JP^f  ^^  ^  ^^^  o^^n 
bezeichneten  SpecialfaUe,  auch  dann  reciprok,  wenn  sämtliche  Kanten  des 
einen,  und  folglich  auch  die  des  anderen,  F^  berühren.  Dieser  specielle 
Fall  des  neuen  Satzes  kann  also  auch,  wie  Ghasles  in  der  betreffenden 
Arbeit  besonders  hervorhebt,  aus  seinem  allgemeinen  Lehrsatze  über 
reciproke  Tetraeder  einer  Oberfläche  F^  abgeleitet  werden,  f)  Aber 
dieser  Zusammenhang  ist  ein  ganz  allgemeiner.  Die  beiden  auf  die 
beschriebene  Art  aus  einer  Fläche  F^  entstandenen  Tetraeder  sind 
stets  hinsichtlich  einer  anderen  Fläche  0-^  zu  einander  reciprok;  der 
eine  Satz  ist  in  dem  anderen  enthalten.  In  der  That  hat  Ghasles  ff) 
1839,  um  seinen  Satz  zu  begründen,  die  Fläche  G^  mit  Hülfe  von 
Transversalensätzen  eingeftOiri  Hesse  hat  in  einer  1844 — 1845 
TerfaCsten  Arbeit,  die  aus  seinem  Nachlasse  veröffentlicht  wurde  fff), 

*)  Ghasles,  Th^or^mes  analogues,  dans  les  surfaces  du  second 
degr^,  aux  th^or^mes  de  Pascal  et  de  M.  Brianchon  dans  les  coni- 
ques,  Aper9u  historiquej  Note  32,  S.  400—403. 

'^  Der  zweite  Teil  des  Theorems  ist  eine  Folge  des  ersten.  Wie 
Ghasles  nämlich  an  anderer  Stelle  hervorhebt,  kann  Poncelet*s  Satz 
▼on  den  perspectivischen  (homologen^  Tetraedern  auf  folgende  Weise  ver- 
allgemeinert werden:  „Liegen  die  vier  Geraden,  in  denen  sich  homologe 
Ebenen  zweier  aufeinander  bezogenen  Tetraeder  schneiden,  in  einer  Be^el- 
schar,  so  gehören  die  Verbindungslinien  homologer  Ecken  einer  zweiten 
Eegelschar  an."     Yergl.:  Ghasles,  Apercu  historique,  S.  547. 

•^  Nach  der  oben  (S.  199**)  erwähnten  Note  Gergonne^s  haben 
Steiner  und  Bobillier  den  Satz  fast  gleichzeitig  entwickelt,  die  nicht 
abgedruckte  Mitteilung  Steiner's  ist  Gergonne  einige  Tage  früher  zu- 
gegangen als  die  Arbeit  Bobillier's. 
t)  VergL:  a.  a.  0.  S.  196*  (8.  79). 

tt)  Ghasles,  Propridt^s  des  surfaces  du  second  degr^  analogues 
au  th^r^mes  de  Pascal  et  de  M.  Brianchon,  Bull,  de  TAc.  de  Bruxellea 
Bd.6j,  1889,  S.  248— 256. 

ttt)  Hesse,  Beweis  einiger  Sätze  von  Ghasles.  (Aus  einem  Diarium 
aus  der  Zeit  1844  bis  November  1845.),  Abb.,  S.  637—648. 

25  • 
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den  Satz  von  den  im  Polarsystem  einer  Fläche  G^  redproken  Tetra- 
edem,  sowie  seine  dem  Pasc  ansehen  Satze  analoge  Fassung,  rechnend 
erwiesen.  Specielle  Fälle,  z.  B.  der  Bobillier-Steiner'sche  Satz, 
werden  berücksichtigt  Voran  geht  eine  Behandlung  der  entsprechen- 
den Sätze  der  Ebene. 

11.  Beziehungen  einer  Fläche  F^  zu  einem  Tetraeder  bietet 
auch  Steiner.*)  Sein  Hauptsatz  lautet:  „Die  beiden  Gruppen  Yon 
Punkten,  in  denen  die  Kanten  eines  Tetraeders  von  zwei  Hülfsflächen 
G%  und  Gi'  berührt  werden,  liegen  auf  einer  Fläche  F2.  Wenn  nim- 
Uch  Gi  die  Kanten  DA,  DB,  DG  in  «',  »',  C,  die  Kanten  BC, 
CA,  AB  in  «i,  öi',  (Ji  berührt,  und  81",  ©",  .  .  .  fftr  G»  die 
analoge  Bedeutung  besitzen,  so  schneiden  sich  nach  Maclaurin's  Sats 
pn,  8]  sowohl  uiai,  J5»i,  C^u  als  auch  AVU  -Böi,  C^Si,  in  je 
einem  Punkte  P\  P\  Man  kann  deshalb  aus  Transversalensätzoi 
überaus  leicht  ableiten,  dafs  z.  B.  )(i,  93i,  Si,  i(i,  93i,  Si  einem  K^el- 
schnitte  angehören**)^  woraus  dann  der  erwiQmte  Satz  folgt.  Nebenbei 
sieht  man  leicht,  dafs  St'Sli,  99'99i,  S'Si  sich  in  einem  Punkte 
schneiden.  In  einer  Fufsnote  (zu  S.  188)  stellt  dann  Gergonne  das 
meines  Wissens  nicht  auf  die  Richtigkeit  geprüfte  Theorem  auf:  „Die 
zwölf  Punkte,  in  denen  drei  Oberflächen  F^,  G^,  H^  die  Flächen  eines 
Tetraeders  berühren,  gehören  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  an.^ 

12.  Weiter  hat  sich  Weddle  mit  solchen  Theoremen  beschäftigi 
In  seiner  ersten  hierhin  gehörigen  Arbeit***)  wird  (8. 32)  folgender  Satz 
erwiesen:  „Berühren  die  Kanten  eines  Hexaeders  eine  Fläche  F^,  so 
liegen  die  Schnittlinien  gegenüberliegender  Flächen  des  Hexaeders 
und  der  Paare  von  Tangentialebenen,  welche  gegenüberli^pende 
Kanten  enthalten,  in  einer  Ebene;  einen  Punkt  haben  miteinander 
gemein  die  Verbindungslinien  gegenüberliegender  Ecken  und  der  Be- 
rührungspunkte   gegenüberliegender   Kanten.^     Im  Polarsystem   der 

*)  Steiner,  Demonstration  de  quelques  *  th^or^mes ,  Grerg.  Asn^ 
Bd.  19,  18iH  u.  1829,  8.  1—8  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  181—188). 

**)  Man  kann  dieses  Theorem  aber  auch  rein  geometrisch  ableiten. 
Es  ist  o£fenbar  in  dem  Stau  dt 'sehen  Satze  [XXI^  1]  enUialten:  „Die 
Punkte,  in  denen  zwei  Kegelschnitte  vier  (Gerade  berühren,  liegen  in  einem 
Kegelschnitte.'* 

***)  WedHle,  On  the  theorems  in  space  analogous  to  those  of  Pascal 
and  Brianchonina  plane,  Camb.  Dubl.  Joum.,  Bd.  4  (8),  184*.i,  8.  26—44. 
Bei  seinem  Beweise  stellt  Weddle  die  Ebenenpaare  des  Hexaeders  in 
der  Form 

T+i8f==0,     Ü+S^O,     V+8^0 
T— i8f  =  o,     17—5=0,     F— S-=0 
dar;  die  Fläche  F^  hat  dann  (8.  80)  die  Gleichung 

T«+  C^  +  F«  =  25« 

und  mufs  daher  eine  „umbilicare**  Fläche  zweiter  Ordnung  sein,  reelle 
Nabelpnnkte  aufweisen. 
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Fläche  F^  selbst  steht  dem  Hexaeder  ein  Octaeder  gegenüber,  dessen 
Kanten  F^  in  den  gleichen  Punkten  berühren,  wie  die  des  Hexaeders. 
Die  sieben  Paare  gegenüberliegender  Ebenen  und  die  sechs  Paare  von 
Tangentialebenen,  welche  zwei  gegenüberliegende  Kanten  des  Hexaeders, 
wie  des  Octaeders  enthalten,  schneiden  sich  deshalb  in  13  Geraden 
einer  Ebene,  in  dem  Pole  derselben  treffen  sich  entsprechend  13  Ver- 
bindungslinien gegenüberliegender  Ecken  und  Berührungspunkte.  In 
diesem  Theorem  erblickt  Weddle  eine  räumliche  Erweiterung  der  Be- 
aehnng  zwischen  dem  eingeschriebenen  Viereck  und  dem  zugehörigen 
umschriebenen  Vierseit  beim  Kegelschnitt.  Werden  einem  Hexaeder 
der  genannten  Art  Oberflächen  zweiter  Ordnung  eingeschrieben,  so 
tr^en  sich  die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  gegenüber- 
liegender Flächen  in  einem  Punkte.  Man  kann  alle  diese  Ent* 
Wickelungen  kurz  dahin  zusammenfassen:  „Ein  Octaeder  oder  ein 
Hexaeder,  dessen  Kanten  eine  Oberfläche  F^  berühren,  kann  stets 
als  die  collineare  Umformung  eines  regelmäfsigen  Polyeders  aufgefalst 
werden,  dessen  Mittelpunkt  zugleich  derjenige  der  zu  ^"2  collinearen 
Fläche  G^  ist.^^  Weddle  geht  dann  auf  die  Lehre  von  den  Sechs- 
seiten auf  dem  einschaligen  Hyperboloid  genauer  ein.  In  einer  FuTs- 
note  (S.  44)  hebt  er  hervor,  dafs  Cayley  ihn  nach  Abfassung 
seiner  Arbeit  auf  die  Priorität  Hesse' s*)  nach  dieser  Seite  hin  auf- 
merksam gemächt  habe. 

13.  Mehrere  von  Chasles  veröffentlichte  und  von  ihm  unab- 
hängig entdeckte  Theoreme  fClhrt  Weddle  in  einer  zweiten  Arbeit 
vor**),  ermutigt  von  Chasles,  wie  er  ausdrücklich  hervorhebt.  Auf 
rechnendem  Wege  wird  zunächst  Chasles'  Resultat  gezeigt:  „Triflt 
jede  Ebene  des  einen  von  zwei  aufeinander  bezogenen  Tetraedern  die 
drei  auTserhalb  der  entsprechenden  Ebene  gelegenen  Kanten  des 
anderen  in  Punkten  einer  Fläche  F^^  so  gehören  die  vier  Geraden,  in 
denen  sich  entsprechende  Ebenen  der  Tetraeder  schneiden,  in  die  eine 
Geradenschar  eines  einschaligen  Hyperboloids."  Aber  Weddle  zeigt 
(S.  128)  weiter:  ,Jrgend  drei  der  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen 
werden  von  jeder  Ebene  des  vierten  Paars  in  drei  auf  einer  Geraden 
liegenden  Punkten  getroffen.  Die  so  entstehenden  acht  Geraden 
gehören  in  die  andere  Geradenschar  des  Hyperboloids."  In  dieser 
Bemerkung  ist  die  Handhabe  zu  einem  einfachen  von  Hesse  an- 
gedeuteten Beweise  für  das  Chasles' sehe  Theorem  gegeben.***)  Eine 
Oberfläche  F^  schneide  die  Kanten  ÄD]  BD;  ...;  AB  eines  Tetra- 
eders ÄBCB  in   den  Punkten  -4^,  D^\  B^,  Dj?  •  •  -5  -^s»  -^11   ^^^' 


•)  Vergl.  die  oben  [ü,  10]  gemachten  Ausfiihrungen  über  Servois, 

Dandelin  mid  Hesse.    Ich  komme  auf  die  Arbeit  von  Hesse  in  dem 

Capitel  über  das  Hexagrammum  mysticum  zurück  [Bd.  2  dieses  Berichtes!. 

•*)  Weddle,  On  the  theorems  in  space  etc.    Part,  in,  Camb.  Dubl. 

Jonm.,  Bd.  6  (10),  1851,  S.  114—136. 

•^  Vergl.  a.  a.  0.  S.  887  fft  (S.  648). 


Digitized  by  LjOOQ IC 


-  390    £•  Kotier.  Bericht  über  die  Entwickelung  der  synthetischen  Geometrie. 

dann  liegen  die  Punkte  BCy  A^Ä^'^  CÄ^  -^s-^i)  ^-^v  ^i^s  ^  ^^^ 
Pascal 'sehen  Geraden  d^  des  einem  Kegelschnitte  von  F^  &n- 
■geschriebenen  Sechsecks  B^C^C^Ä^A^B^^  gehören  aber  offenbar  zu- 
gleich den  Geraden  a;  6;  c  an,  in  welchen  die  Ebenen  JBCD; 
CAD;  ABB  des  ersten  Tetraeders  die  homologen  Ebenen  A^A^A^\ 
B^B^B^\  C^C^C^  des  zweiten  schneiden.  Selbstverständlich  trifft  d^ 
die  Schnittlinie  d  von  ABC  und  D^D^D^  Hieraus  ergiebt  sich 
durch  Yertauschung  der  Buchstaben,  daXs  jede  der  vier  Geraden  o, 
h^  c,  d  von  jeder  der  yier  Geraden  a^,  &o,  Cq,  d^  geschnitten  wird, 
sodafs  die  beiden  Quadrupel  in  die  beiden  Geradenscharen  eines  em- 
schaligen  Hyperboloids  gehören.  Weddle  beweist  noch  (S.  118)  die 
Ohasles'sche  Erweiterung  des  Poncelet'schen  Theorems  von  den 
perspectivischen  Tetraedern,  sowie  auch  den  Satz  von  den  im  Polar- 
system einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  reciproken  Tetraedern  und 
ist  dann,  unter  Hinzunahme  der  dualen  Beziehungen,  im  Stande,  eine 
ganze  Beihe  unter  sich  gleichwertiger  Theoreme  aufzustellen  (S.  128£). 

14.  Auch  bei  zwei  perspectiyischen  Tetraedern  schneidet  jede 
Ebene  des  einen  aufserhalb  der  homologen  Ebene  gelegene  Kanten 
des  anderen  in  Punkten  einer  Fläche  zweiter  Ordnung.  Die  beiden 
so  entstandenen  Flächen  F^  und  F'^  schneiden  sich  in  zwei  Kegel- 
schnitten, von  denen  der  eine  in  der  Homologie-Ebene  der  baden 
Tetraeder  liegt  (Fufsnote  zu  S.  118).  Jede  Ebene  des  einen  Tetraeders 
schneidet  die  nicht  homologen  Ebenen  des  anderen  in  Tangenten 
einer  F^  und  F'^  zugleich  umschriebenen  Fläche  G^  (S.  134).  Chasles 
selbst  hatte  bereits  seinen  Tetraedersatz,  um  ein  Analogon  zum 
Satze  von  Brian chon  zu  gewinnen,  einer  dualen  Umformung  untei^ 
zogen.  Hierbei  trat  zu  einem  Tetraeder  ein  zweites  hinzu,  in  dessen 
Ecken  je  drei  von  Kanten  des  ersten  Tetraeders  ausgehende 
Tangentialebenen  einer  Fläche  F^  sich  schneiden.  Auch  zwei  dei^ 
artige  Tetraeder  traten  natürlich  in  die  mehrerwähnte  Beziehung. 
Weddle  hat  dieses  Theorem  unabhängig  entwickelt,  wobei  er  anf 
den  Satz  von  Brianchon  nochmals  zurückgeht.*) 

In  einer  anderen  Arbeit  geht  Weddle  auf  Tetraeder  ein,  deren 
sämtliche  Kanten    eine  Oberfläche  F^  berühren.**)     Zunächst  wiid 


*)  Weddle,  Demonstration  of  Brianchon's  theorem,  and  of  an 
analogous  property  in  space,  Camb.  Dnbl.  Joum.,  Bd.  7  (11),  186S, 
a.  10—18. 

^  Weddle,  On  certain  ffeometrical  relations  between  a  srnfaceof 
the  second  degree  and  a  tetrahedron  whose  edges  touch  the  sorface,  Camb. 
Dnbl.  Joum.,  Bd.  8  (12),  1868,  S.  105—148.  F^  hat  mit  Bezug  auf  das 
Tetraeder  die  Gleichung 

«'  +  u*  +  «•  +  «>"  —  %tu  -—  ^tv  —  2*10  —  ^vw  —  2«7U  —  2«t7  —  0. 

Weddle  schliefst  daraus,  dafs  die  Fläche  mnbilicar  sei;  die  TangenUal- 
ebene  v  -|-  ti;  »  0,  welche  die  Tangente  t?  »  0,  w  a  0  enthält,  habe  nnr 
einen  reellen  Punkt  mit  der  Fläche  gemein. 
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entwickelt,  dafs  die  Verbindungsliiiien  der  Berührungspunkte  gegen- 
überliegender Kanten  —  gemäfs  Steiner's  Satz  —  einen  Punkt 
miteinander  gemein  haben.  Hinsichtlich  dieses  Punktes  liegen  das  ge- 
gebene und  das  ihm  polar  gegenüberstehende  Tetraeder  perspectivisch. 
Die  Kanten  des  zweiten  Tetraeders  berühren  die  Fläche  F^  in  denselben 
Punkten,  wie  die  des  ersten.  Die  Ecken  der  beiden  Tetraeder  sind 
Gmndpunkte  eines  Bündels  von  Flächen  F^^  die  duale  Beziehung  ver- 
knüpft die  acht  Ebenen  der  beiden  Tetraeder  (S.  118).  Berührt  eine 
Fläche  G^  sämtliche  Kanten  des  einen  Tetraeders,  so  berührt  sie 
entweder  überhaupt  keine  Kante,  oder  zwei  Paare  gegenüberliegender 
Kanten,  oder  endlich  alle  Kanten  des  zweiten  Tetraeders  (S.  123). 
Im  letzteren  Falle  berührt  jedoch  G^  zwei  zusammengehörige  Paare 
gegenüberliegender  Kanten  der  beiden  Tetraeder  in  denselben  beiden 
Punkten,  wie  die  ursprüngliche  Fläche  F^,  Zwei  Paare  gegenüber- 
liegender Kanten  des  einen  Tetraeders  und  die  entsprechenden  Kanten- 
paare des  zweiten  gehören  einem  einschaligen  Hyperboloid  an  (S.  124). 

15.  Ich  habe  eine  Arbeit  Weddle's  übergangen,  welche  den  letzt- 
genannten vorangeht,  in  der  hauptsächlich  von  Gruppen  associirter 
Punkte  und  Ebenen  die  Bede  ist*)  Er  entwickelt  zwei  Theoreme, 
zu  denen  die  dualen  Sätze,  sowie  die  ümkehrungen  hinzutreten, 
nämlich  einmal  den  Hauptsatz  Hesse's,  nach  dem  d^e  Ecken  zweier 
Polartetraeder  einer  Fläche  G^  Grundpunkte  eines  Bündels  von 
Flächen  J^2  ^^^^9  andererseits  (S.  58)  das  folgende  Theorem:  „Wenn 
die  vier  Geraden,  in  denen  sich  gegenüberliegende  Ebenen  eines 
raumlichen  einfachen  Achtecks  begegnen,  einer  Begelschar  angehören, 
80  sind  die  Ecken  desselben  Grundpunkte  eines  Bündels  von  Flächen  F^." 
Serret**),  um  dies  schon  hier  zu  bemerken,  hat  als  Analogon  zum 
Pascal'schen  Satze  folgendes  räumliiche  Theorem  aufgestellt:  „Wenn 
sich  in  jedem  von  fünf  Punkten  einer  Ebene  zwei  gegenüberliegende 
Kanten  eines  räumlichen  Zehnecks  schneiden,  so  liegen  seine  Ecken 
auf  einer  Fläche  F^.^''  Man  sieht  jedoch,  dais  die  zehn  Punkte  der 
Fläche  F^  nicht  unabhängig  voneinander  sind. 

16.  Es  wurde  [XXXIV,  8]  geschildert,  in  welcher  Art  Seyde- 
witz  den  Büschel  aus  Flächen  F^  reiu  geometrisch  für  den  Fall 
nachwies,  dals  die  beiden  erzeugenden  Flächen  sich  in  einer  reellen 
Curve  schneiden.  Aus  der  Betrachtungsweise  Poncelet's  [XIX,  4], 
welche  als  unzureichend  bezeichnet  werden  muTste,  kann  man  leicht 
eine  andere  befriedigende  ableiten,  welche  in  der  That  von  St  au  dt***) 
zur  Definition  des  Büschels  benutzt  wird.  Auf  jeder  Geraden  bestimmen 

*)  Weddle,  On  the  theorems  etc.  —  Part.  II,  Camb.  Dubl.  Joum., 
Bd.  6  (9),  1850,  8.  58—69. 

**^  Serret,  Note  sur  une  classe  particuli^re  de  d^cagones  gauches, 
inscripübles  ä  l'ellipsoYde,  Comptes  rendus,  Bd.  82, 1876,  S.  162—166  (S.  163). 

•^  V.  Staudt,  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  Heft  3,  Nürnberg 
1860  (S.  341). 
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die  beiden  Punktepaare,  welche  sie  mit  zwei  Flächen  Fi  und  Fi'  gemein 
hat,  eine  Involution.  Irgend  ein  anderes  Punktepaar  PP'  derselben, 
gehört  alsdann  einer  dritten  Fläche  des  Büschels  an,  den  Fi  und  Fi' 
festlegen.  Durchläuft  in  der  That  PP"  einen  Strahlenbüschel  niit 
dem  Scheitel  P,  so  beschreibt  P'  nach  Sturm 's  Verallgemeinerung^ 
des  Desargues 'sehen  Inyolutionssatzes  [XXIV,  6]  einen  Kegelschnitt. 
Je  zwei  dieser  Kegelschnitte  schneiden  sich  auiser  in  P  in  noch  einem 
weiteren  Punkt;  sie  liegen  daher  in  einer  Oberfläche  F^y  welche  augen- 
scheinlich sämtliche  gemeinsamen  Punkte  der  beiden  gegebenen  Flächen 
enthält.  Ist  auf  diese  oder  die  von  Seydewitz  gegebene  Weise  der 
Büschel  gewonnen,  so  ergiebt  sich  sofort  der  Bündel,  imd  es  ist  auch 
von  rein  geometrischem  Standpunkte  aus  die  Frage  gerechtfertigt:  ,v^uf 
welchem  Wege  kann  der  achte  Schnittpunkt  dreier  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  aus  sieben  bereits  bekannten  Schnittpunkten  derselben  ab- 
geleitet werden?*  Hesse  hat  das  Verdienst,  diese  Frage  in  eleganter 
Weise  gelöst  zu  haben.  Seine  erste  Lösung  des  Problems  stammt  aus 
dem  Jahre  1840.*)  Der  erste  Teil  der  Abhandlung  handelt  aUgemein 
von  der  Transformation  einer  quadratischen  Form  in  eine  Summe  von 
Quadraten.  Specielle  Fälle  der  entwickelten  Resultate  sind  Steiner's 
Satz  [XXVn,  16]:  „Zwei  Polardreiecke  eines  Kegelschnittes  sind 
einem  Kegelschnitte  eingeschrieben**  (S.  31)  und  das  neue  anscheinend 
erst  1860  von  Staudt**)  rein  geometrisch  begründete  Theorem:  J>ie 
Ecken  zweier  Polartetraeder  einer  Fläche  G^  ^^  Grundpunkte 
eines  Bündels  von  Flächen  Fj**  (S.  36).  Die  folgenden  Betrachtungen 
beruhen  auf  einem  Satze,  der  mit  seiner  dualen  Form  schon  bei 
Staudt  [XXn,  3]  auftritt,  den  Hesse  (S.  41)  in  folgender  Weise 
ausspricht:  „Sind  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  K^  zwei  Ecken 
eines  vollständigen  Vierseits  zu  den  gegenüberliegenden  Ecken  con- 
jugirt,  so  besteht  auch  das  dritte  Paar  gegenüberliegender  Ecken  ans 
zwei  in  Bezug  auf  K^  conjugirten  Punkten.*'  Hesse  leitet  den  Satx, 
indem  K^  in  einen  Kreis  und  eine  Seite  des  Vierseits  ins  unendliche 
projicirt  wird,  ziemlich  indirect  aus  dem  Höhenpunktsatze  beim  Dreieck 
ab.  Auf  dieses  Theorem  wird  mit  Hülfe  des  PascaTschen  Satzes 
in  etwas  unsymmetrischer  Weise  der  erwähnte  Satz  von  den  Polar- 
dreiccken  eines  Kegelschnittes  zurückgeführt. 

17.  Es  seien  nun  AB  CD  und  AyB^C^By  Polartetraeder,  mithin 
z.B.  die  Geraden  DA^  und  ABC^  B^B^C^  reciproke  Polargerade  einer 
Oberfläche  F^.  Für  den  Kegelschnitt  Zj,  den  die  Fläche  mit  ABC 
gemein  hat,  ist  somit  ABC  em  Polardreieck,  femer  sind  für  ihn  m 
den  Schnittpunkten  91,  89,  E  von  B^C^^   ^lA»  A-^i   ^®   Schnitt- 

*)  Hesse,   De   octo   pnnctis   intersectionis   triam   saperficierom  se^ 
cundi  ordinis  (Dissertation),  Königsberg  1840.    Man  vei^leiche  auch  doi 
Abdruck  der  Abhandlung:  Hesse,  De  curvis  et  superficiebus  secondi  or- 
dinis,  Crelle'8  Joum.,  Bd.  20,  1840,  S.  286—308  (Abh.  8.  21—49). 
•^  Vergl.:  a.  a.  0.  S.  391  ••*  (S.  373). 
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pimkte  Äi,  83^,  (5^  von  DÄ^,  ^-ßi?  -^C^i  conjugirt,  Hesse  con- 
stniirt  nun  anfeerst  einfach  das  Polarsystem,  welches  durch  das 
Polardreieck  ABC  und  die  beiden  Paare  HSli  und  93 93^  conjugirter 
Punkte  eindeutig  gegeben  ist,  und  in  dem  S  und  S^  nach  dem  erwähnten 
Satze  vom  vollständigen  Vierseit  von  selbst  conjugirt  sind.*)  Die 
Ebenen,  welche  die  Polaren  von  9(,  S,  S  nach  E^  der  Beihe  nach  mit 
^ ,  ^2 ,  Ci  verbinden,  schneiden  sich  in  dem  Punkte  D^,  der  somit  aus 
den  sieben  anderen  J^,  JB^,  C^  und  Äj  B,  C,  D  linear  abgeleitet  ist. 
Diese  erste  Lösung  wird  vom  zeichnerischen  Standpunkte  aus 
die  zweite,  so  elegant  dieselbe  ist,  an  Einfachheit  übertreffen.  Sind 
wieder  AB  CD  und  A^ByC^B^  zwei  Polartetraeder  einer  Ober- 
fläche F^j  so  enthält  die  Polarebene  des  Schnittpunktes  P  von  AA^ 
und  DBB^  einmal  die  Schnittgerade  von  DBC  und  D^ByC^^ 
andererseits  den  Schnittpunkt  von  AC  und  B^A^C^.  Da  femer 
zu  den  Punkten  BB^  AA^B^  und  -4^  die  Punkte  A  und  B^  con- 
jugirt sind,  so  erkennt  man  mit  Hülfe  eines  vollständigen  Vierseits, 
dafs  auch  BBA^^  AB^  und  AA^^  DBB^  für  JP^  conjugirt  sind. 
Hiemach  liegen  die  vier  Punkte  BBC,  B^C^\  A-^i^i»  -^^5  AA^i» 
AC\  BBAj^j  AB^  in  der  Polarebene  von  P  nach  F^  Aus  diesem 
Grande  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  der  Punktepaare 

DBC,  B^C^\   DBA^\  AB^     und     D^B^C^,  BC;   D^A^C^,  AC. 

Indem  er  D  und  2)^  immer  mit  den  beiden  letzten  von  acht  associ- 
irten  Punkten  1,  2,  .  . .,  7,  8  und  in  geeigneten  Permutationen  1,  2, 
3, 4, 5,  6  mit  A,  J5,  C,  A^,  B^,  C^  zusammenfallen  läfst,  gewinnt  Hesse 
folgende  höchst  einfache  Regel:  „Man  ziehe  durch  7  drei  Gerade 
1'4',  2' 5',  3 '6',  von  denen  jede  zwei  gegenüberliegende  Seiten  des 
Sechsecks  123456  trifft;  so  entstehe  das  Sechseck  l'2'3'4'5'6', 
indem  1'  der  Seite  12,  2'  der  Seite  2  3  angehört,  u.  s.  w.**)  In 
analoger  Art  construire  man  mit  Hülfe  des  Punktes  8  das  Sechseck 
1"2"3"4"5"6".     Alsdann  gehören  die  sechs  Geraden 

r2',  2"3",   3'4',  4"5",   5'6',   6"l" 
der  einen  und 

1"2",   2'3',   3"4",  4'5',   5"6%   6'1' 

der  anderen  Geradenschär  eines  einschaligen  Hyperboloids  an.'*  Hier- 
nach verbindet  1"2"  die  Schnittpunkte  von  123  mit  3'4'  und  5'6', 

•)  Der  Punkt  ji'  bleibt,  wenn  er  über  BC  bewegt  wird,  fort- 
während zu  A  conjugirt.  Nach  dem  Satze  vom  vollständigen  Vierseit 
schneiden  deshalb  A'9Si  und  A'%^  die  Geraden  A%,  und  A^  in  con- 
jugirten  Punkten.  Diese  Kegel  ergiebt  zwei  zu  dem  Schnittpunkte  P  von 
A%  und  B^  conjugirte  Punkte,  welche  seine  Polare  jp  festlegen;  dieselbe 
Bchneidet  BC  und  CA  in  den  Polen  %"  und  33"  von  A^  und  5S3,  womit 
dann  die  Polaren  SBi"%^  und  Sd"^  der  Punkte  %  und  Sd  gefunden  sind. 
**)  Die  Punkte  1';  2';  3";  4";  .  .  .  werden,  um  die  obige  Eegel  anzu- 
wenden, als  Schnittpunkte  746, 12;  756,  23;  861, 84;  812, 45;  . . .  dargestellt. 
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2"3"  die  Schnittpunkte  von  234  mit  4'5'  imd  6'1',  tu  s.  w. 
Die  Diagonalen  1"4",  2 "5",  3 "6"  des  auf  diese  Art  gefundenen 
Sechsecks  1"2"3"4"5"6"  haben,  wenn  1,  2,  3,  4,  ö,  6,  7  gegeben 
sind,  den  gesuchten  Punkt  8  miteinander  gemein. 

18.  1843  benutzte  Hesse*)  bei  einer  neuen  Begrftndimg 
seiner  Construction  die  beiden  Kegel  zweiten  Grades,  welche  eine 
gegebene  Mantellinie  l  und  fönf  Punkte  2,  3,  .  . .,  6  enthalten.  Aus 
dem  Pascal' sehen  Satze  erkennt  man  sofort,  dafs  von  jeder  der 
beiden  Spitzen  eine  Gerade  ausgeht,  welche  die  Geraden  23,  5  6  und 
die  Verbindungslinie  der  Punkte  i2,  45  und  16,  34  oder  B  und  C 
zugleich  trifft  Die  beiden  Geraden,  welche  23,  56,  BC  und  l  zu- 
gleich treffen,  schneiden  auf  l  die  Spitzen  der  gesuchten  Kegel  aus. 
Trifft  eine  Gerade,  welche  mit  23,  56,  BC  in  dieselbe  Begelschar 
gehört  und  deshalb  ebenfalls  von  53  geschnitten  wird,  die  Ebenen 
Z2  und  Iß  in  den  Punkten  B^^  und  C^,  so  gehört  der  Schnittpunkt  7 
von  6B^  und  3C^  der  Curve  an,  welche  die  beiden  Kegel  aufiser  l 
miteinander  gemein  haben.  Dieselbe  kann  also,  ohne  dafs  man  die 
Spitzen  der  Kegel  vorher  construirt,  linear  hergestellt  werden.  ••) 
Werden  die  Punkte  2,  3,  4,  5,  6,  7  beliebig  gegeben  und  ist  von  l 
nur  ein  Punkt  1  bekannt,  so  kann  die  Gerade  l  oder  1  8  construirt 
werden.  BB^  ist  die  Schnittlinie  von  128  und  754,  enthalt  also 
-den  bekannten  Punkt  35^  oder  745,  12.  Die  zweite  von  B^  aus- 
gehende Gerade  des  oben  betrachteten  Hyperboloids  enthält,  da  B^ 
der  Ebene  567  angehört,  den  bekannten  Punkt  fß^  ^^^^  ^^y  ^^^i 
trifft  aber  auch  BC.  Jn  einer  Ebene  liegen  also  die  Pimkte  B^  C, 9^, S| 
oder  812,  45;  861,  34;  745,  12;  756,  23.  Entsprechend  er- 
kennt man  bei  Yertauschung  von  2  und  6,  3  und  5,  dals  auch  861, 
34;  812,  45;  734,  61;  723,  56  einer  Ebene  angehören.  Sind 
Jetzt  1,  2,  3,  .  .  .,  8  assocürte  Punkte,  so  müssen  notwendig  die 
beiden  Kegel,  welche  auf  die  beschriebene  Art  aus  der  Mantellinie 
18  und  den  Punkten  2,  3,  4,  5,  6  entspringen,  auch  den  Punkt  7 


"*)  Hesse,  Über  die  lineare  Construction  des  achten  Schnittpnnctes 
dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  wenn  sieben  Schnittpuncte  derselben 
gegeben  sind,  Crelle's  Joum.,  Bd.  26,  1848,  8.  147—154  (Abb.,  8.  73—81). 
Eine  lineare  Construction  ist  nach  einer  Fufsnote  zu  S.  73  eine  solehe, 
bei  der  nur  Gerade  und  Ebenen,  bezw.  in  der  Ebene  nur  Gerade  Ver- 
wendung finden.  Gehört  ein  Punid;  zwei  einem  bekannten  Dreiecke  um- 
schriebenen Kegelschnitten  an,  so  ist  diese  Bestimmung  nicht  direct  linear; 
der  Punkt  kann  aber  durch  eine  lineare  Construction  gefunden  werden. 
Lineare  Constructionen  können  da  verlangt  werden,  wo  em  einziger  Punkt 
Ton  bestimmter  Belation  zu  gegebenen  zu  suchen  ist.  Eine  solche  Con- 
struction ist  z.  B.  für  den  neunten  ^meinschafllichen  Punkt  der  Gurren  C^ 
möglich,  welche  acht  Punkte  mitemander  gemein  haben. 

**)  Augenscheinlich  durchschneiden  sich  zwei  Kegel  zweiten  Grades 
mit  den  Spitzen  6  und  8  in  der  Curve;  dieselben  projiciren  die  beidrai 
Kegelschnitte,  welche  das  bezeichnete  einschalige  Hyperboloid  mit  den 
Ebenen  22  und  26  gemein  hat. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


XXXIV,  18.   Hessens  Conatract.  von  184S.    19.  Plücker,  Steiner.    395 

enthalten.  Es  liegen  also  zunächst  schon  zwei  der  obigen  Relationen 
Tor,  aus  denen  durch  Permjatation  yon  1,  2,  ...,  6  die  übrigen  folgen. 
Man  kommt  also  wieder  zu  den  oben  eingeführten  Sechsecken 
r  2'  3'  r  b'  6'  und  1"  2"  3"  4"  5"  6"  zurück.  Aus  den  Be- 
ziehungen zwischen  den  Sechsecken  hat  Hesse  später*)  gefolgert, 
dals  1  2  3  4  5  6  ein  Pascarsches  Sechseck  wird,  wenn  seine  Ecken 
in  eine  Ebene  gelangen,  aufserhalb  deren  7  und  8  bleiben.  Bein 
rechnende  Behandlungen  dieser  eleganten  Beziehungen  bieten  zwei 
Abhandlungen  aus  dem  Nachlasse  Hessens,  yon  denen  eine  (um 
1866  verfafst)  zuerst  1878**),  die  andere  (um  1872  verfällst)  zuerst 
1886***)  veröffentUcht  wurde. 

19.  In  einer  hier  zu  nennenden  Abhandlung  erörtert  Plückerf) 
hauptsächlich  die  Erweiterung  der  stereographischen  Projection,  die 
bei  Projection  einer  Mäche  F^  auf  eine  Ebene  von  einem  ihrer 
Punkte  aus  entsteht,  wobei  ihre  Kegelschnitte  in  Kegelschnitte  mit 
xwei  gemeinsamen  —  in  speciellen  Fällen  unendlich  fernen  — 
Punkten  übergehen.  Oben  [Xll,  4]  wai^n  ältere  Untersuchungen 
yon  Ghasles,  Dandelin,  Steiner  etc.  über  diesen  Gegenstand 
angeführt  worden.  In  einem  Zusätze  bespricht  dann  Plückerff) 
die  Beziehungen  zwischen  zwei  Projectionen  dieser  Art,  die  sich 
yon  einer  Fläche  F^  auf  einer  Ebene  entwerfen  lassen,  und  erörtert 

*)  Hesse,   Note  über  die  acht  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen 
nreiter  Ordnung,  Crelle'e  Joum.,  Bd.  73,  1871,  S.  371,  (Abb.,  S.  661— 66-2). 
**)  Hesse,   Über   Sechsecke  im  Räume,   Grelles  Joum.,   Bd.  85, 
1878,  8.  304—814  (Abh.j  S.  661—662). 

^  Hesse,  tJber  die  linearen  homogenen  Substitutionen,  durchweiche 
die  Summe  der  Quadrate  von  vier  Variabein  transformirt  wird  in  die 
Summe  der  Quadrate  der  vier  substituirten  Variabein,  Crelle's  Joum., 
Bd.  99,  1886,  S.  110—127  (Abb.,  S.  663—681). 

t)  P lücker.  Die  analytische  Geometrie  der  Gurren  auf  den  Flächen 
xWter  Ordnung  und  Classe,  Crelle's  Joum.,  Bd.  34,  1847,  S.  341—366 
(Abb.,  Bd.  1,  S.  417—433). 

tt)  Plücker,  Bemerkung  zu  der  Abhandlung:  „Die  analytische  Geo- 
metrie der  Curven  auf  den  Flächen  zweiter  Ordnung",  ibidem,  S.  860—376 
<Abh.,  Bd.  1,  S.  437^-466).  Jede  Gerade  einer  Begelechar  kann  man  durch 
das  Doppelyerhältnis  festlegen,  welches  sie  mit  drei  festen  Geraden  der 
Schar  bestimmt.  Als  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Fläche  F^  kaun 
man  die  Doppelyerhältnisse  einführeu,  welche  die  beiden  ihn  enthaltenden 
Geraden  yon  F^  in  der  beschriebenen  Art  bestimmen.  Einen  speciellen 
Fall  dieses  Coordinatenaystems  benutzt  Plücker  in  den  beiden  soeben 
genannten  Abhandlungen.  Beim  Überlange  zur  Ebene  gehen  beide  Begel- 
ecbaren  yon  F^  in  die  Reihe  der  Tangenten  eines  Kegelschnittes  oder 
specieller  in  Strahlenbüschel  über.  Wie  Schön  flies  wohl  mit  Recht  ver- 
mutet (Abb.  yon  Plücker,  Bd.  1,  S.  611),  stammen  die  beiden  an  letzter 
Stelle  genannten  Abhandlungen  aus  ziemlich  früher  Zeit,  wenigstens  findet 
sich  schon  in  einer  1827  yerfafsten  Abhandlung  der  Satz:  „Von  einem 
Punkte  0  einer  Fläche  F^  aus  werden  sämtliche  ihr  angehörige  Kegelschnitte 
in  ähnliche,  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  projicirt,  wenn  die  Bildebene 
zur  TangenticJebene  yon  0  parallel  ist.**  Vergl.  die  zweite  oben  [S.  116***] 
genannte  Abhandlung  (Abb.,  Bd.  1,  S.  76). 
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allgemeinere  aus  seiner  Methode  entspringende  VerwandtschafieD. 
Mit  Bezug  auf  die  oben  [XXXTV,  9]  geschilderte  Hesse'sche 
Construction  bemerkt  Plücker,  dafs  auch  er  eine  höchst  einfache 
Oonstruction  der  Oberfläche  F^  aus  neun  Punkten  gegeben  habe. 
Sie  habe  auf  der  Ermittelung  des  Büschels  yon  Flächen  I\  mit 
acht  gegebenen  Grundpunkten  beruht.  Die  betreffende  Notiz  sei^  als 
dessen  Zeitschrift  einging,  in  Gergonne's  Händen  zurückgeblieben.^) 
Auf  ein  scheinbares  Paradoxon  hat  Steiner**)  hingewiesen. 
Die  Monge 'sehe  Kugel  [Vm,  7]  einer  Oberfläche  F^y  von  deren 
Punkten  die  Tripel  zueinander  senkrechter  Tangentialebenen  Ton  jP, 
ausgehen,  sei  durch  ein  F^  umschriebenes  rechtwinkeliges  Parallele- 
pipedon  völlig  festgelegt.  Auf  der  anderen  Seite  müsse  aber  doch 
eine  Fläche  F^  die  Ebenen  des  Parallelepipedons  und  überdies  drei 
beliebige  aufeinander  senkrechte  Ebenen  berühren.  In  der  That  artet 
die  so  bestimmte  Fläche  F^  in  einen  unendKch  fernen  Kegelschnitt 
aus,  dem  Polardreiecke  des  unendlich  fernen  Kugelkreises  umschriebei 
sind,  und  natürlich  wird  jetzt  der  Satz  von  der  Monge 'sehen  Kugel 
illusorisch.  Wie  es  Steiner  angiebt,  ist  der  Widerspruch  nur  ein 
scheinbarer. 


XXXY.  Focaleigenschaften  der  Oberfläclieii  zweiter  Ordmag. 

1.  In  den  verschiedensten  metrischen  Beziehungen  spielen  die 
Brennpunkte  des  Kegelschnittes  eine  Hauptrolle.  Eine  erste  Gmppe 
von  Entwickelungen,  welche  danach  streben,  diese  Sätze  auf  die 
eine  oder  andere  Weise  auf  Oberflächen  zweiter  Ordnung  zu  über- 
tragen, soll  in  dem  folgenden  Capitel  geschildert  werden.  Yerh&ltnis- 
mäfsig  bald  gelangte  man  dazu,  bei  den  Oberflächen  F^  die  zu  den 
Brennpunkten  des  Kegelschnittes  analogen  Gebilde  in  den  beiden 
Focalkegelschnitten  zu  erkennen.  Aus  den  Beziehungen  zwischen 
der  Entfernung  der  Brennpunkte  eines  Kegelschnittes  und  den  Längen 
seiner  beiden  Halbaxen  entsprang  sofort  die  Gleichung 

=  1  (1) 

der  Ellipsen  und  Hyperbeln,  welche  zwei  Brennpvmkte  JP  und  F' 
(x  =  +ya^  —  &^,    y  =  0)   miteinander    gemein   haben.     Hieraus 


*)  Plücker,  Aphorismen  aus  der  Geometrie  des  Raumes,  Crelle'g 
Journ.,  Bd.  24,  1842,  S.  60— 68  u.  288—290  (Abb.,  Bd.  1,  S.  887-403, 
Fufsnote  zu  S.  896). 

**)  Steiner,  Geometrische  Lehrsätze  und  Aufgaben,  Crelle's  Joan., 
Bd.  81,  1846,  S.  90—92  (Ges.  W.,  Bd.  2,  S.  855—860,  Aufg.  4). 
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entstand  sofort  durch  Yerallgemeinerung  auf  den  Baum  die  Flächen- 
schar*) 

ä^^^n  +  STzri  +  ^nrt  =  i-  (2) 

Wie  sich  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  der  ersten  Mannig- 
faltigkeit rechtwinklig  schneiden,  so  begegnen  sich  —  diese  Analogie  trat 
saerst  hervor  —  die  drei  Flächen  des  zweiten  Systems,  welche  einen 
Punkt  enthalten  und  notwendig  den  drei  verschiedenen  Gattungen 
der  Mittelpunktflächen  angehören,  unter  rechten  Winkeln.  Auf  die 
lüerher  gehörigen  Schriften  von  Dupin  imd  Bin^  ist  an  früherer 
Stelle  [X,  4,  5]  hingewiesen  worden. 

Man  bezeichnete  die  Flächen  der  Mannigfaltigkeit  (2)  zunächst 
nur  deshalb  als  confocal  („homofocales^^),  weil  sie  auf  den  Coordinaten- 
ebenen  confocale  Kegelschnitte  ausschneiden.     Die  Focalkegelschnitte 

traten  —  bei  Dupin  —  zunächst  nur  als  Grenzkegelschnitte  der 
Schar  (2)  in  Analogie  zu  den  Brennpimkten.  Ähnlich  wie  sich 
die  in  der  Schar  (l)  auftretenden  Ellipsen  und  Hyperbeln  an  der 
Grenze  um  die  beiden  durch  F  und  F'  begrenzten  Strecken  zu- 
sammenziehen, so  entstehen  durch  doppeltes  Überlegen  der  beiden 
Gebiete,  in  welche  die  Focalellipse  ihre  Ebene  zerlegt,  ein  unendlich 
abgeflachtes  Ellipsoid  und  ein  unendlich  abgeflachtes  einschaliges 
Hyperboloid  der  Schar  (2).  In  analoger  Weise  vermittelt  die  Focal- 
hjperbel  den  Übergang  von  den  einschaligen  zu  den  zweischaligen 
Hyperboloiden  der  Schar.  Eine  ausgeartete  Fläche  der  einen  oder 
anderen  Art  entsteht,  wenn  man  das  eine  oder  andere  der  beiden 
durch  die  Hyperbel  abgegrenzten  Gebiete  doppelt  überdeckt.  Hat 
man  also  erkannt,  dafs  die  Trägheitsaxen  eines  Körpers  mit  den 
Normalen  unter  sich  confocaler  Flächen  F^  zusammenfallen,  so  wird 
notwendig  jeder  Punkt  eines  Grenzkegelschnitts  der  Schar  unendlich 
viele  Trägheitsaxen,  und  zwar  mit  gleichen  Trägheitsmomenten,  aus- 
senden, welche  zu  seiner  Tangente  senkrecht  stehen,  denn  jede  diese 
Tangente  enthaltende  Ebene  ist  eine  Tangentialebene  einer  ausgearteten 
Fläche  der  Schar.  So  erklärt  sich  naturgemäfs  diese  von  Binet  und 
Ampere  begründete  Eigenschaft  der  Focalkegelschnitte. 

2.  Eine  andere  Eigenschaft  der  Focalkegelschnitte  haben  Steiner 
und  Bobillier  hervorgehoben.  Steiner**)  giebt  den  Satz  (S.  11): 
,^er  Ort    des  Scheitels    eines  geraden  Kegels  vom  zweiten   Grade, 

*)  Ich  werde  mich  in  der  Folge  in  der  Regel  auf  Mittelpunktflächen 
beschränken,  da  die  for  Paraboloide  eintretenden  Modificationen  sich 
meistens  von  selbst  ergeben. 

^  Steiner,  Einige  geometrische  Sätze,  Crelle's  Jonm.,  Bd.  1,  1826, 
8.  38-62  (Ges.  W.,  Bd.  1,  S.  1—16). 
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welcher  eine  der  Gröfse  imd  Lage  nach  gegebene  Fläche  Tom: 
zweiten  Grade  in  einer  ebenen  Curve  berührt:  ist  eine  ebene  Curve 
vom  zweiten  Grade."  Beim  EUipsoid  mit  den  Halbaxen  a^  b^  c 
(a'^'  b>  c)  handle  es  sich  um  die  Hyperbel 


»— 6« 


;:i  =  l- 


Die  Curve  schneidet  das  EUipsoid  in  seinen  Nabelpunkten.     Die  Axen 
der  Hyperbel  sind  ihrer  Gröfse  nach  gleich  den  Excentridtäten  der- 
jenigen beiden  Ellipsen,  in  welchen  die  beiden  durch  die  mittlre 
Axe  gelegten  Hatfptaxenebenen  das  EUipsoid  schneiden.    Bobillier*) 
unterzieht  die  Frage  bei  den  Mittelpunktflächen  einer  rechnenden  Be* 
handlung  und  gelangt  (S.  161)  zu  dem  Resultat:  ,,Die  Spitzen  der 
einer  Oberfläche  F^  umschriebenen  Botationskegel  erfüUen  drei  Kegel- 
schnitte, welche  in  den  Hauptaxenebenen  Hegen.    Jeder  dieser  Kegel- 
schnitte hat  mit  dem   zugehörigen  Hauptschnitt  von  JP,  die  Brenn- 
punkte   gemeinsam;    die   Endpunkte    seiner  Axen   sind  Brennpunkte 
der  beiden   anderen  Hauptschnitte  von  l^j."     Beim  EUipsoid,   ßhrt 
Bobillier  fort,  ist  der  eine  Kegelschnitt  eine  EUipse  innerhalb  des- 
selben,   der    zweite   Kegelschnitt   ist  imaginär,    der  dritte   aUein   in 
Betracht  konmiende  Kegelschnitt  ist  eine  HyperbeL     Mit  Hülfe  eines 
oben   erwähnten   HüKssatzes  von  Poncelet**)  zeigt  Bobillier  so- 
dann, dafs  die  Axen  der  geraden  Kegel  die  Hyperbel  berühren.    Das 
St einer-Bobi liier' sehe  Hesultat  gestattet  augenscheinUch  folgende 
Fassung:    „Die   Tangentialkegel,    welche    confocale  Flächen   jP,  ans 
einem  Punkte  der  Focalellipse  oder  der  Focalhyperbel  eiludien,  sind 
Rotationskegel,  welche  die  Tangente  des  Focalkegelschnittes  zur  ge- 
meinsamen Axe  haben;  die  einschaligen  Hyperboloide  empfangen  ans 
Punkten  beider  Kegelschnitte,  die  Ellipsoide,  bezw.  die  zweischaligwa 
Hyperboloide  nur  aus  Punkten  der  Hyperbel,  bezw.  der  Ellipse  reeUe 
Tangentialkegel.^     SpecieU  erkennt  man,  was  schon  Dupin  erwiesoi 
hatte  [X,  4]:  „Die  Focalhyperbel  enthält  die  Nabelpunkte  der  Ellipsoide, 
die  Focalellipse  diejenigen  der  zweischaligen  Hyperboloide  der  Sdiar." 
Je  mehr  sich  femer  eine  Oberfläche  der  Schar  abplattet,  desto  mehr 
nähert  sich  der  Tangentialkegel,  den  sie  aus  einem  Punkte  empfangt, 
dem  Kegel,    welcher  einen  der   Grenzkegelschnitte  projidrt;    so  er- 
klärt es  sich,  dafs  von  aUen  Punkten  des  einen  Grenzkegelschnittes 
aus  der  andere  durch  gerade  Kegel  projicirt  wird,  wie  Dupin  eben- 
faUs  zuerst  erkannt  hatte  [Vii,  2]. 

Bobillier  gewinnt  durch  Umformung  im  Polarsystem  einer 
Kugel  noch  das  wichtige  Resultat:  „Die  Ebenen  der  Kegelschnitte 
einer  Fläche  F^^  welche  von  einem  festen  Punkte  aus  durdi  Rotations- 


*)  Bobillier,   Sur  les  foyers   dans   les   surfaces  du  second  ordre,. 
Quet.  Corr.,  Bd.  4,  1828,  S.  167—168. 

•^  Vergl.  S.  295*  (Traitd,  Bd.  1,  Nr.  478). 
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kegd  projicirt  werden,  umhüllen  einen  Kegel  zweiten  Grades,  haben 
also  einen  Punkt  miteinander  gemein.*)  Die  Ebene  beschreibt  einen 
Büschel,  wenn  eine  der  Fläche  F^  umschriebene  Rotationsfläche 
zweiter  Ordnung  den  fraglichen  Punkt  zum  Brennpunkt  hat'^  (S.  162). 

3.  Nach  den  Entwickelungen  von  Ampere  [X,  6]  erfüllen  die 
Trägheitsaxen  eines  Körpers,  welche  einen  Punkt  P  enthalten,  im 
allgemeinen  einen  Kegel  zweiten  Grades,  hingegen  zwei  Strahlen- 
büschel für  einen  Punkt  P  einer  Hauptträgheitsebene  a  des  Schwer- 
punktes, also  einer  Hanptaxenebene  der  Schar  confocaler  Flächen, 
mit  deren  Normalen  nach  diem  Binet'schen  Satze  die  Trägheits- 
axen des  Körpers  znsanmienfallen.  Der  eine  Strahlenbüschel  gehört 
der  Ebene  a  selbst,  der  zweite  einer  zu  ihr  senkrechten  Ebene  tv 
an.  Den  gemeinsamen  Strahl  p  beider  Büschel  definirt  Ampere 
als  Normale  eines  Kegelschnittes,  der  P  enthält  und  zu  dem  Grenz- 
kegelschnitte der  Ebene  a  bezüglich  seines  Mittelpunktes  ähnlich 
liegt  Die  Strahlen  des  zweiten  Büschels  sind  Trägheitsaxen  von 
Punkten  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  p  angehört  und  der  P 
enthält.  Aus  der  Gombination  von  Binet's  imd  Amp^re's  Resul- 
taten gewinnt  man  also  den  Satz:  „Legt  man  von  einer  Geraden  l 
einer  Hanptaxenebene  aus  Tangentialebenen  an  eine  Fläche  F^r 
welche  in  Q'  und  Q"  berühren  mögen,  so  bleibt  der  Schnittpunkt  L 
der  zugehörigen  Normalen  mit  der  Hauptaxenebene  ungeändert,  wenn 
F,  eine  Schar  confocaler  Flächen  beschreibt."  Die  Gerade  Q'Q'\ 
die  Polargerade  von  l  nach  F^j  nähert  sich,  wenn  F^  sich  um  deu 
Focalkegelschnitt  der  Hauptaxenebene  zusammenzieht,  offenbar  dem 
in  L  errichteten  Lote.  SchUefslich  entsteht  der  Satz:  ,^er  Punkt  und 
die  Gerade,  in  welchen  eine  Normale  einer  Fläche  F^  und  die  zu- 
gehörige Tangentialebene  die  Ebene  eines  Focalkegelschnittes  treffen^ 
sind  für  denselben  Pol  und  Polare."  Man  kann  dem  Theorem  auch 
folgende  andere  Fassung  geben:  ,J)urch  jeden  Punkt  des  Baumes; 
kann  man  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  gegebenen  Focalkegel- 
schnitten  legen.  Die  aufeinander  senkrechten  Normalen  derselben 
schneiden  auf  jeder  der  Hauptaxenebenen  ein  Tripel  conjugirter  Punkte 
des  zugehörigen  reellen  oder  imaginären  Focalkegelschnittes  aus." 

4.  In  beiden  Formen  spricht  Chasles**)  den  Satz  im  Anfang 
einer  1837  veröffentlichten  Entwickelimg  aus,  welche  für  diese 
Lehre  Ton  der  gröfsten  Bedeutung  ist.  Er  bezeichnet  jedoch  die 
eine  der  drei  erwähnten  aufeinander  senkrechten  Geraden  als  die 
Nonnale  einer  Fläche  jP„  die  beiden  anderen  als  die  Tangenten  ihrer 

*)  Offenbar  giebt  es  drei  Kesel  der  bezeichneten  Art,  von  denen 
einer  miaginär  ist.  Nur  beim  einsdialigen  Hyperboloid  führen  die  beiden 
reellen  Kegel  aut  Reihen  reeller  Botationskegd. 

**)  Chasles,  Propri^t^s  nouvelles  des  surfaces  du  second  degr^,  ana- 
logues  ä  Celles  des  foyers  dans  les  coniques,  Apercu  historique,  r^ote  dl„ 
S.  884~3d9. 
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EjTÜmmungslinien,  welche  den  FuTspunkt  der  Normale  enthalten. 
Hierbei  tritt  noch  deutlicher  die  Analogie  zu  dem  Satze  heiror:  ^ede 
Tangente  und  die  zugehörige  Normale  eines  Kegelschnittes  werden 
sowohl  durch  die  beiden  reellen  als  auch  durch  die  beiden  imaginären 
Brennpunkte  harmonisch  getrennt/^  Auch  für  den  dritten  imaginären 
Focalkegelschnitt  einer  Oberfläche  F^  erhält  man  so  eine  Definition. 
Bei  Flächen  der  oben  betrachteten  Schar  (2)  besitzt  dieser  dritte 
Focalkegelschnitt  die  Gleichung 


Confocale  Eegelschmtte  haben  die  Paare  aufeinander  senkrechter 
conjugirten  Strahlen  —  welche  durch  die  Brennpunkte  harmonisch 
getrennt  werden  —  miteinander  gemein.  In  analoger  Weise  sendet 
jeder  Punkt  des  Raumes  drei  aufeinander  senkrechte  für  alle  unter 
sich  confocalen  Flächen  F^  conjugirte  Strahlen  aus,  welche  ins- 
besondere auf  jeder  Hauptaxenebene  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  des 
ihr  angehörigen  Focalkegelschnittes  ausschneiden.  Man  kann  dieses 
fundamentale  Theorem  auch  in  folgender  Weise  fassen  (Nr.  50):  ,^e 
Pole  einer  Ebene  bezüglich  unter  sich  confocaler  Flächen  F^  erfüllen 
eine  zu  dieser  Ebene  selbst  senkrechte  Gerade^*,  oder,  wenn  man 
an  die  ursprüngliche  Beziehung  zwischen  Pol  und  Polarebene  an- 
knüpfen will:  „Die  Spitzen  der  Tangentialkegel  unter  sich  confocaler 
Flächen  F^,  deren  Bertlhnmgskegelschnitte  einer  festen  Ebene  an- 
gehören, erfüllen  eine  zu  dieser  Ebene  senkrechte  Gerade.^  Nach  dem 
Obigen  haben  unter  sich  confocale  Flächen  F^  sämtliche  Pature  auf- 
einander senkrechter  conjugirten  Ebenen  miteinander  gemein.  Aus  diesem 
Grunde  erhalten  sie  insbesondere  aus  einem  beliebigen  Punkte  confocale 
Tangentialkegel.**)  Von  jedem  der  beiden  diesen  Kegeln  gemeinsamen 
Focalstrahlen  gehen  unendlich  viele  Paare  aufeinander  senkrechter 
conjugirten  Ebenen  aus.  Wenn  man  eine  Fläche  des  betrachteten 
Systems  nach  und  nach  in  das  einschalige  Hyperboloid  übergehen  lüst, 
welches  einen  Punkt  P  enthält,  so  flacht  sich  der  von  P  ausgehende 
Tangentialkegel  mehr  und  mehr  ab  und  überdeckt  zum  Schluls  je  nach 
4er  Seite,  von  welcher  man  sich  dem  Hyperboloid  nähert,  den  einen  oder 


*)  Chasles  giebt,  da  der  Name  „Focale*'  bereits  yon  Quetelet  fSr 
eine  Corye  dritter  Ordnung  yerbraucht  sei,  der  Bezeichnung  „coniqoes 
excentriques*^  den  Vorzug  vor  der  anderen  ,jConiques  focales'*,  die  er  sonst 
für  geeigneter  halten  würde.  Indes  hat  Fich,  wie  bekannt,  die  letztere 
Bezeichnung  eingebiirgert. 

**)  Diese  Eigenschaft  giebt  auch  Mac-Cullaghin  der  unten  [S.  407**] 
erwähnten  Arbeit  aus  dem  Jahre  1837  mit  der  Bemerkung,  er  habe  sie 
bereits  1886  in  seinen  Vorlesungen  an  der  Universität  Dublin  mitgeteilt. 
Das  unmittelbar  Yoranffehende  Ineorem  ist  von  Gray  es  g^^ben  worden, 
wie  derselbe  im  Anscmufs  an  die  Verlesimg  von  Mac-Culfagh's  Arbeit 
coQstatirte. 
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4en  wderea  der  baidoo  Strahlenwinkel  doppelt^  welche  die  yon  P  ans." 
gebeßdeii  Gerade»  de«  Syperbploid^  begreifen,  Diese  beiden  Qera4en 
mi  iUao  (Nr,  11)  die  FocidstraUen  der  you  P  ausgehenden  Tangential» 
kegel;  Ton  den  gemeinsamen  Hauptaxen  steht  die  eine  zn  beiden 
Qeraden  arogleich  senkrecht,  während  die  beiden  anderen  die  von  ihnen 
gebildeten  Winkel  halbiren.  Zwei  der  Tangentialkegel  schneiden  ßich« 
wenn  sie  ^ioh  überhaupt  begegnen,  rechtwinklig.  Insbesondere  gilt 
dies  von  den  Segeint  welche  die  beiden  Focalkegelschpitte  Tpn  P  ami 
pqjiciren.  Diesen  speciellen  Fall  de^  Theoreme  hatte,  wie  oben 
[Xit,  9]  angemerkt  wurde,  Chaeles  bereits  18?9  gegeben  und  auch 
den  auf  cqnfocale  BotaUonsflächen  bezüglichen  Specialfall  entwickelt 
Aber  obgleich  Chasles  naqh  sps^teren  Auef&hrungen*)  auch  dae 
allgemeine  Theorem  echpn  1099  gekannt  bat,  so  hat  er  doch,  wie 
es  sdieint,  vor  1336  [bezw.  1834]  nichts  darüber  yeröffentlic^tl 
daher  gebührt  die  Priprität  für  den  Satz  Jacobi,  der  die  soeben 
angeführte  elegante  Bestimmung  der  Foealstrahlen  1834  in  dem  weitev 
iinten^)  nochmale  erwähnten  Briefe  an  Steiner  anführt.  Flacht  eich 
4as  einscbalige  Hyperboloid  ab,  so  gelangt  P  —  wie  Jacobi  weiter 
ausfahrt  —  in  die  Dbene  des  einen  oder  anderen  Fopalkegelschnitts; 


*)  Diese  Fragen  werden  erörtert  in  der  Notiz:  Chasles,  Notes  sor 
qpßlqnes  questions  de  priorit^,  au  sujet  d^an  Memoire  de  M.  Mac  Culla£[h, 
Lioqv.  Jpum.,  Bd.  11,  1846,  S.  120—123.  Hiemach  wird  der  allgemeine 
8ats,  nach  dem  zwei  confocale  Flächen  F^  und  G^  aus  einem  beliebigen 
Funkte  sich  rechtwinklig  durchaohneidenae  Tangentialkegel  empfanffen, 
zuerst  in  der  oben  [S,  191  **]  genannten,  1829  der  Sooiätä  philomatique  über- 
gebenen  —  aber  erst  1878  yeröfifentUchtea  —  Arbeit  erw^nt  (Fufsnote 
za  S.  247)  und  in  einem  vom  2.  April  1830  datirten  Zusätze  der  Arbeit 
(S.  248 if)  rechnend  entwickelt.  Als  confocal  werden  die  Kegel  in  einem 
1884  verfafsten  und  im  Auszüge  veröffentliobten  Briefe  an  Quetelet  be- 
seicbnet.  Yergl-:  M.  Quetelet. . .  oommunique  egalement  Täxtrait  suivant 
dnue  lettre  qui  lui  a  6i6  adressäe  par  M  Chasles,  correspondant  de 
Tacad^mie,  Bull,  de  Tac.  de  Bruxelles  (Nr.  27  vom  Q.  Dez.  1834)  Jahrg.  1832 
—1884,  Bd.  1,  1886,  S.  190—198  (8.  191,  192).  In  der  oben  [8.  286^]  ge- 
oannten  Notiz  von  1895  wird  flüchtig  erwähnt,  dafs  Chasles  in  gewissen 
Gurren  bei  einer  Fläche  Fm  Gebilde  erkannt  habe,  die  zu  ihr  in  derselben 
Beziehung  stehen,  wie  die  Brennpunkte  zum  Kegelschnitte.  Eine  Sammlung 
von  Theoremen  ist  unter  dem  Titel  der  Note  31  des  Aper9u  historique  be- 
reits 1835  der  Aoad^mie  des  Sciences  flbergeben  worden.  Mit  diesen  Hin> 
weisen  begegnet  Chasles  Mac  Cullagh^s  .^-ufserung,  er  habe  seine  1837 
zuerst  yerötfentUchten  Entwickelungen  über  die  Focalkegelsohnitte  bereits 
1836  in  seinen  Vorlesungen  an  der  Universität  zu  Dublin  vorgetragen. 
Vielleicht  bezieht  sich  auf  diese  Vorträge  auch  Salmon^s  Äufserung: 
^In  the  year  1836  Professor  Mac  Cullagh  published  this  modular 
method  of  generation  of  quadrics.^^  Vergl.:  Salmon,  A  treatise  on  the 
snalytic  geometry  of  threa  dimensions,  Dublin  1861^,  Fufsnote  zu  S.  109. 
Die  mir  zugänglichen  gchriften  von  Mac  Cullagh  sind  1837  und  1843 
erBchienen. 

••)  Vergl.  a.  a.  0.  g.  420*  (S.  7)     Einen  rechnenden  Beweis  des  Satzes 
enthält  die  Notiz:  Caylej,  Demonstration  of  a  geometrical  theorem  of 
Jacobi's,  Camb.  Dubl.  Juurn.,  Bd.  3  (7),  1848,  S.  48-49. 
Jahreiberioht  d.  Dentsohen  Matheni.-Y6roinigang.    Y.  9  26 
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die  Focalstrahlen  gehen  in  zwei  Tangenten  desselben  über.  Gehört 
nun  der  Punkt  P  dem  Focalkegelschnitt  an,  so  vereinigen  sich  die  beiden- 
Focalstrahlen  zu  einer  Botationsaxe  des  von  P  ausgehenden  Tangential- 
kegeis,  wie  es  der  Steiner-Bobillier'sche  Satz  ergeben  hatte. 

5.  Eine  Reihe  von  Einzeltheoremen,  in  denen  Chasles  die 
Analogie  der  Brennpunkte  zu  den  Focalkegelschnitten  genauer  hervor- 
treten läfst*),  steht  an  Bedeutung  gegen  die  Entdeckung  (Nr.  47)  weit 
zurück,  dafs  unter  sich  confocale  Flächen  F^  einer  imaginären  ab- 
wickelbaren Fläche  eingeschrieben  sind;  dies  entspreche  dem  Sa^ 
Poncelet's,  dafs  Kegelschnitte  mit  gemeinsamen  Brennponkt^i 
die  Seiten  eines  imaginären  Vierseits  berühren,  von  dessen  drei 
Paaren  gegenüberliegender  Ecken  eines  aus  den  reellen,  eines  aus 
den  imaginären  Brennpunkten,  das  dritte  aber  aus  zwei  ganz  be- 
stimmten unendlich  fernen  imaginären  Punkten  bestehe.  Nach 
Poncelet's  Entydckelungen  arten  vier  Individuen  einer  Schar  von 
Flächen  F^  in  Kegelschnitte  aus,  welche  Strictionslinien  der  zugehörigen 
Hüllfläche  sind.  Diese  Strictionslinien  bestehen,  wie  Chasles  hervor- 
hebt, aus  den  drei  Focalkegelschnitten  und  einem  unendlich  fernen 
imaginären  Kegelschnitt,  der  ebenfalls  als  Focallinie  bezeichnet  werden 
müsse.  Daus  dieser  vierte  Focalkegelschnitt  der  unendlich  ferne 
Kugelkreis  ist,  geht  indirect  aus  Chasles'  Änfserungen  hervor, 
obwohl  er  es  ausdrücklich  nicht  ausgesprochen  hat.  Nach  den  Ent- 
wickelimgen  Poncelet's  [XXI,  2]  erfüllen  nämlich  die  Pole  einer 
Ebene  a  bezüglich  der  Flächen  J^,  einer  Schar  eine  Crerade;  dieselbe 
enthält  insbesondere  die  Pole  der  vier  K^elschnitte  der  Schar  nach 
den  Sehnen,  welche  die  Ebene  a  auf  ihnen  ausschneidet  Nach  dem 
oben  angeführten  Theorem  —  welches  Chasles  ausdrücklich  damit 
in  Verbindung  bringt,  dafs  confocale  Flächen  F^  einer  Schar  an- 
gehören —  ist  der  Ort  der  Pole  für  den  Fall  confocaler  Flächen  JF\  eine 
zu  a  senkrechte  Gerade.  Hiemach  gehört  die  imendlich  ferne  Strictions- 
linie  einer  Kugel  an,  fällt  mit  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise  zusammen. 

Die  Hüllfläche  einer  Schar  unter  sich  confocaler  Flächen  J\ 
besteht  bekanntlich  aus  sämtlichen  unendlich  kleinen  Kreisen  dieser 
Flächen,  anders  ausgedrückt:  „Die  beiden  Erzeugenden,  welche  tgh 
einem  Punkte  S  eines  Focalkegelschnittes  ausgehen,  liegen  in  der 
Normalebene  von  S  und  projiciren  die  unendlich  fernen  Kreispunkte 
dieser  Ebene.^^  Chasles  drückt  diese  Eigenschaft  (Nr.  28)  in  dem  Satze 
aus:  „Unter  sich   confocale  Flächen  F^  schneiden  die   Normalebene 


*)  Zu  dem  Satze:  „Die  FurBpunktcurve  eines  Kegelschnittes  besüglich 
eines  Brennpunktes  ist  der  Kreis,  welcher  die  Hauptexe  zum  Durchmesser 
hat^S  ist  z.  B.  ein  Specialfall  eines  Bobillier'schen  Theorems  rVergl.: 
S.  174*^]  analog:  „Die  Spitze  eines  orthogonalen  Trieders,  welches  ans 
Tangentialebenen  einer  Fläche  F^  und  ihrer  beiden  Focalkegelschnitte  zn- 
sammengesetzt  ist,  beschreibt  eine  Kugel,  welche  F^  in  den  Endpunkten 
der  Hauptaxe  berührt."    (Nr.  25). 
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eines  Punktes  S  eines  Focalkegelschnittes  in  Kegelschnitten  mit  dem 
gemeinsamen  Brennpunkte  S.^  Alle  diese  Kegelschnitte  berühren  ja 
nach  den  von  Poncele.t  begründeten  Anschauungen  in  der  That  die 
Asymptoten  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  8,  Von  dem  Punkte  8 
gehen  somit  unendlich  yiele  allen  Flächen  der  Schar  gemeinsame 
Tripel  aufeinander  senkrechter  conjugirten  Strahlen  aus,  welche 
sämtlich  die  Tangente  des  Focalkegelschnittes  miteinander  gemein 
haben.  Nochmals  folgt  hieraus,  dafs  der  Tangentialkegel  von  F^  mit 
der  Spitze  8  diese  Tangente  zur  Botationsaze  hat;  man  erkennt  auch, 
dafs  die  unendlich  kleine  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  8j  in  deren 
Polarsystem  je  drei  in  8  sich  senkrecht  schneidende  Strahlen  conjugirt 
sind,  jede  Fläche  der  Schar  in  zwei  Punkten  berührt  Diesen  letzten 
Satz  hat  jedoch  Chaslefi  erst  später  und  zwar  in  ganz  anderem 
Zusammenhange  ausgespi-ochen. 

6.  Chasles  führt  am  SchluTs  seiner  Note  noch  einige  weitere 
Besultate  über  den  Inbegriff  der  Normalen  unter  sich  confocaler 
Flächen  F^  an.  Bei  einem  Eückblick  auf  die  bisherigen  Ergebnisse 
entsteht  die  Frage:  „Hat  sich  Chasles  eine  einigermafsen  klare 
Vorstellung  des  aus  diesen  Normalen  bestehenden  Complexes,  des 
Axencomplexes,  gebildet?^  Ich  meine  doch,  man  kann  diese  Frage 
nicht  ganz  verneinen.  Meines  Erachtens  beginnt  die  Vorgeschichte 
des  Axencomplexes  mit  der  oben  besprochenen  Arbeit  Amp&re's. 
Binet  gebührt  in  dieser  Angelegenheit  nur  das  Verdienst,  die 
Amp^re'sche  Arbeit  durch  das  schöne  Resultat  vorbereitet  zu  haben, 
dafs  die  Trägheitsaxen  eines  Körpers  zugleich  Normalen  solcher 
Flächen  F^  sind,  welche  die  Brennpunkte  der  Hauptschnitte  mit- 
einander gemein  haben,  also  confocal  sind.  Ampere  schuf,  wie  mir 
scheint,  den  Begriff  des  Complexes  überhaupt,  indem  er  bemerkte, 
dais  durch  einen  Punkt  im  Baume  Trägheitsaxen  anderer  Punkte 
hindurchgehen,  und  die  gegenseitige  Lage  der  so  entstandenen  Com- 
plexkegel  untersuchte.  Allerdings  fehlt  noch  völlig  der  entsprechende 
Begriff  der  Complexcurve.  Bekanntlich  ist  der  Axencomplex  ein 
speci  eller  tetraedraler  Complex,  dessen  Tetraeder  aus  dem  Schwer- 
punkte und  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Hauptträgheitsaxen 
eines  Körpers  besteht,  dessen  Trägheitsaxen  den  Complex  erfüllen. 
Die  vier  Ecken  des  Tetraeders  kommen  als  singulare  Punkte  des 
Complexes  auch  bei  Ampere  zur  Geltung;  es  wird  erkannt,  dafs  sie 
Strahlenbündel  zum  Complex  beitragen  und*  folglich  sämtlichen 
Complexkegeln  angehören.  Die  unendlich  ferne  Ebene  des  Tetraeders 
kommt  bei  Ampire  gar  nicht  zur  Geltung,  die  drei  anderen  Ebenen 
des  Tetraeders  aber  werden  als  singulare  Ebenen  insofern  erkannt, 
als  für  jeden  Punkt  einer  solchen  Ebene  der  Complexkegel  in  zwei 
Ebenen  zerfällt,  von  denen  die  eine  die  gegenüberliegende  Ecke  des 
Tetraeders  enthält,  die  andere  mit  der  Tetraederebene  zusammenfällt. 

7.  Der  Axencomplex  kann  auf  verschiedene  Weisen  durch  Bezug- 

26* 
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nähme  auf  eine  einzige  Fläche  F^  definirt  werden.  Eine  derartige 
oben  recapitulirte  Erzeugxmg  fand  sich  bereits  bei  Ampere  vor. 
Anschaulicher  sind  die  Sätze,  welche  Chasles  zu  diesem  Zwecke 
beibrachte.  Der  Complex  erscheint  als  Ort  der  Azen  der  Tangenüal- 
kegel  einer  Fläche  F^  oder  speoieller  der  Kegel,  welche  eüien 
Focalkegelschnitt  derselben  projiciren.  Andererseits  gehiJren  ihm  die 
Lote  an,  welche  man  von  beliebigen  Punkten  des  Baumes  auf  ihre 
Polarebenen  nach  F^  fällen  kann.  Von  hier  aus  gelangt  man  durch 
einen  letzten  Schritt  zu  der  endgültigen  Definition  Beje's*),  bei 
welcher  der  Axencomplex  als  Ort  der  Strahlen  erscheint,  welche  mit 
ihren  reciproken  Polaren  hinslchtUoh  einer  Fläche  F^  rechte  Winkel 
bestimmen.  Auf  diese  Zusammenhänge  weist  Chasles  durch  Fragen 
«m  Schlüsse  seiner  Note  ausdrücklich  hin.  Chasles  yervoUstaadigt 
das  bisher  Bekannte  noch  durch  die  Sätze,  dafs  ein  unendlich  femer 
Punkt  einen  Strahlenbüschel  (Nr.  57),  eine  Ebene  die  Tangenten  eines 
Kegelschnittes  zum  Complex  beiträgt  (Nr.  58);  Chasles  bringt  den 
letzteren  Satz  in  der  Form:  „Von  dem  Inbegriff  der  Normalen,  welche 
man  auf  unter  sich  confocalen  Flächen  ^|  errichten  kann,  umhüllen 
die  einer  Ebene  angehörigen  einen  Kegelschnitt.  Ihre  Fufspunkte  e^ 
füllen  eine  „focale  a  noeud^';  die  entsprechenden  Tangentialebenen 
schneiden  sich  in  einer  zur  Ebene  senkrechten  Geraden.*'  Nähere  Be- 
stimmungen über  den  Kegelschnitt  hat  er  also  nicht  hinzugefügt,  wie 
er  sich  auch  mit  der  Angabe  begnügt,  dals  die  in  einem  Punkte  za- 
sammenlaufenden  Normalen  der  Flächen  einen  Kegel  zweiten  Grades 
erfüllen,  ohne  selbst  Ampere's  genauere  Angaben  zu  wiederholen. 
DaTs  aber  der  jGragliche  Kegel  den  MittelpuiUdi  der  Fläche  und  die 
unendlich  fernen  Punkte  ihrer  Axen  enthält,  hat  Chasles  1838  in 
«iner  schon  behandelten  Arbeit  ausgesprochen  [XXX,  8],  und  es  lieb 
sich  auch  erkennen,  mit  welchen  Mitteln  Chasles  die  geometrische 
Begründung  des  Satzes  vollzogen  dachte.  Bei  dem  einer  Ebene  (o) 
angehörenden  Complexkegelschnitt  knüpfte  Chasles  ohne  Zweifel  an 
seine  früheren  Entwickelungen  [XXX,  6]  über  die  specielle  Schar^Bcbir 
an,  welche  die  um  einen  Punkt  P  beschriebenen  Kreise  mit  einem 
beliebigen  Kegelschnitt  bestimmen.  P  ist  hierbei  der  Berührungs- 
punkt der  einzigen  Fläche  der  Schar,  welche  a  zur  Tangential- 
ebene hat.  Kegelschnitte  dieser  Schar-Schar  werden  von  beliebigen 
Flächen  des  Systems  ausgeschnitten.  Die  Complexcurve  ist  die  am 
genannten  Orte  eingeführte  Parabel.  Sicher  bedurfte  es  noch  einer 
ordnenden  Hand,  um  die  Einzelheiten  Amp&re's  und  Chasles'  in 
ein  harmonisches  Ganzes,  die  Theorie  des  Axencomplexes,  einzufügen« 


•)  Reye,  Die  Geometrie  der  Lage,  Bd.  2,  erste  Auflage,  HannoTer 
1868  (S.  146  ff.).  Den  obigen  Eückblick  habe  ich  hauptsächlich  mit  Rfick- 
flicht  auf  eine  Notiz  Reye*s  in  der  dritten  Auflage  deuelben  Werkes 
(Bd.  2,  Leipzig  1892)  eingeschaltet  (Anmerkung  zur  Geschichte  dieses  Axen- 
complexes, S.  147—148). 
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D&ls  Ghaales  liniengeometriscbe  AnBcbauungen  durcbans  nicht  allzu 
fem  lagen,  zeigen  seine  Entwickelungen  über  einen  anderen  tetraedralen 
Complex,  den  zwei  ähnliche  Bäume  erzeugen.  Die  ersten  Angaben 
Über  denselben  stammen  schon  aus  dem  Jahre  1830  [XXII,  4]. 

8.  In  der  soeben  ausftlhrlich  besprochenen  Note  spricht  Chasles 
sein  Bedauern  aus,  dafs  er  den  Entfemungseigenschaften  des  Kegel- 
schnittes nichts  analoges  bei  den  Flächen  F^  an  die  Seite  setzen  könnte. 
Diese  Lücke  wurde  durch  yerschiedene  jetzt  ausführlich  zu  besprechende 
Schriften  ausgefüllt.  Zunächst  handelt  es  sich  um  Abwandlungen  des 
SatxeS)  nach  dem  drei  Oberflächen  Jg,  (7,,  H^  eines  Büschels  eine  be- 
liebige C^erade  in  Punktepaaren  einer  Wolution  treffen.  Überlegungen, 
wie  sie  von  Chasles  und  Sturm  [XXIV,  6]  beim  Eeffelschnitt- 
büsehel  angestellt  waren,  ergeben  die  beiden  gleichwertigen  Sätze: 
y,Zieht  man  durch  die  Punkte  P  und  M  zwei  parallele  Sehnen  Q'Q" 
und  O'D"  einer  Fläche  G^,,  durch  P  und  .AT  zwei  parallele  Sehnen 
RB"  und  WW  einer  Fläche  JJ,,  so  gehört  P  einer  dritten,  mit  ö, 
und  H^  zu  einem  Büschel  gehörigen  Fläche  F^  an,  wenn  M  und  N 
fest  bleiben,  und  die  Belation  besteht: 

Die  Bichtungen  der  beiden  Paare  paralleler  Sehnen  können  hierbei 
beliebig  verschoben  werden.  Ein  specieller  Fall  ist  die  Erweiterung 
des  oben  [S.  227*]  angegebenen  Kegelschnittsatzes  von  Sturm:  „Ver- 
schiebt man  zwei  in  P  sich  schneidende  Sehnen  Q'Q"  nnd  B'i?" 
zweier  Flächen  G^  und  H^  sich  selbst  parallel  derart,  dafs  die  Beziehung 
PO'-  PO" 

pwrp-ii"  =•  «""*• 

obwaltet,  so  bleibt  P  auf  einer  mit  G^  und  H^  zu  einem  Büschel 
gehörigen  Fläche  f^."  Als  Specialfall  ergiebt  sich  aus  dem  ersten 
Theorem,  wenn  M  und  N  Mittelpunkte  von  G^  und  H^  angehörigen 
Kreisen  werden,  aber  auch  mit  Hülfe  der  Potenzeigenschaft  des  Kreises 
aus  der  zweiten  Gleichung  der  folgende  Satz:  „Berühren  die  Geraden 
PQ  und  PR  in  Q  und  R  Kreise  zweier  Flächen  G^  und  Hg,  so  be- 
steht die  Beziehung 

p^.=  const., 

wenn  P  auf  einer  Fläche  F^  des  durch  G^  und  H^  bestimmten 
Büschels  sich  bewegt."  Diese  im  wesentlichen  von  Walker*) 
herrührende  Betrachtung  (S.  22  ff.)  verknüpft  einige  der  sofort  zu 
betrachtenden  Erzeugungen  der  Flächa  F^,  Ist  F^  ein  einschaliges 
Hyperboloid,  so  können  G^  und  H^  in  unendlich  dünne  elliptische 

*)  Walker,  (j^ometrical  propoaitions  relatinff  to  focal  properties  of 
Burfacea  and  curves  of  the  secona  order,  Camb.  Dubl.  Joum.,  Bd.  7  (11), 
1868,  S.  16—88. 
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Cylinder  ausarten.  Man  erhält  —  diesen  Schluls  hat  Walker  nicht 
gezogen  —  zunächst  folgende  Erweiterung  einer  von  Chasles  auf- 
gestellten Erzeugung  des  orthogonalen  Hyperboloids:  „Schreiten  die 
Endpunkte  Q  und  E  der  Strecken  PQ  und  PBj  die  beständig  xa 
zwei  festen  Ebenen  parallel  bleiben,  so  über  zwei  Oerade  q  und  r, 

dafs  die  Beziehung 

PQ 

y^  =  const. 

obwaltet,  so  bleibt  P  auf  einem  einschaligen  Hyperboloid."  Um 
ein  gegebenes  Hyperboloid  zu  erzeugen,  kann  man  für  q  und  r  zwei 
beliebige  reciproke  Polargerade  desselben  nehmen,  welche  dasselbe  in 
imaginären  Punkten  treffen.  Gehen  PQ  und  PB  in  die  Entfernungen 
des  Punktes  P  von  den  windschiefen  Geraden  über,  so  hat  man  es 
mit  dem  orthogonalen  Hyperboloid  zu  thun,  das  auf  unendlich  viele 
Weisen  in  dieser  Art  erzeugt  werden  kann  [XXIX,  8],  Jetzt  lasse 
man  G^  in  eine  Kugel,  H^  in  einen  unendlich  dünnen  Cylinder 
übergehen.  Eine  Ebene,  welche  einen  Kreis  des  Cylinders  enthält, 
schneidet  natürlich  auch  die  Kugel  und  folglich  auch  die  Fläche  F^ 
in  einem  Kreise;  man  erhält  also  den  Lehrsatz:  „Eine  Fläche  F^ 
enthalte  die  beiden  Kreise,  welche  eine  Kugel  mit  einem  Paare  conjugirt- 
imaginärer,  von  der  reellen  Geraden  l  ausgehenden  Ebenen  gemein 
hat.  Legt  man  von  jedem  Punkte  von  F^  aus  einmal  eine  Tangente  PQ 
an  die  Kugel,  zieht  andererseits  parallel  zu  der  Ebene  eines  reellen 
Kreises  von  ^"2  ®^^  Gerade  PR  nach  Z,  so  besteht  die  Relation 

Wenn  nun  endlich  der  Kreis  sich  auf  einen  Punkt  reducirt,  so  folgt: 
„Eine  Fläche  F^  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Entfernungen  von 
einem  Punkte  und  einer  Geraden  in  constantem  Verhältnis  stehen, 
wobei  jedoch  die  Entfemimg  von  der  Geraden  parallel  zu  der  Ebene 
eines  Heises  von  F^  zu  messen  ist."  Die  Analogie  dieser  „modularen 
Erzeugung"  MacCullagh'szu  dem  Brennpunkt-Theorem  von  Pappus 
[VI,  2]  ist  offenbar,  während  der  erstere  Satz  der  Bobillier'schen 
Erweiterung  desselben  [VH,  5]  entspricht.  Aus  der  ursprünglichen 
Form  des  Walker 'sehen  Theorems  erhält  man  den  zweiten  Satz: 
„Sind  PQ'  und  PQ''  die  Entfernungen  eines  Punktes  einer  Flädie  >', 
von  zwei  reellen  Ebenen,  die  aus  einer  unendlich  kleinen  Kugel 
mit  dem  Mittelpunkte  S  Kreise  der  Fläche  F^  herausschneiden,  so 
besteht  für  jeden  Punkt  P  von  F^  die  Relation 

^%^  =  const.« 

Auch  bei  dieser  zweiten  Erzeugung,  welche  Mac  CuUagh  als  „um- 
bilicar"  bezeichnet,  kann  man  eine  Kugel  von  endlichem  Radius  be- 
nutzen, wobei  statt  PS  die  Tangente  eintritt,  welche  sie  aus  P  erhält 
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9.  Bevor  ich  auf  die  genauere  Besprechung  der  einschlägigen 
-Arbeiten  eingehe,  werde  noch  kurz  die  Art  angedeutet,  in  der  Willock's 
Erzeugung*)  der  Flächen  F^  von  Walker  begründet  wird.  Die 
Producta  3fD'  •  MD"  und  N^'  •  -ATSl"  können  bei  der  ursprünglichen 
Fassung  des  Theorems  auch  an  Flächen  ermittelt  werden,  welche 
zu  G^  und  jBTg  ähnlich  sind.  Man  kann  dann  G^  und  H^  selbst  in 
imaginäre  oder  reelle  Kegel  übergehen  lassen.  Die  Spitzen  derselben 
sind  conjugirte  Punkte  von  F^,  So  entsteht  (S.  150)  das  Theorem: 
^Die  Gleichung 

PQ    PR  . 

besteht,  wenn  man  P  auf  einer  Fläche  F^  bewegt,  die  Q  und  R 
zu  conjugirten  Punkten  hat,  unter  SRO  und  919t  aber  die  zu 
PQ  und  PB  parallelen  Durchmesser  geeigneter  Hülfsflächen  ö, 
und  JJj  versteht."  Wenn  R  einer  von  drei  bestimmten  zu  Q  con- 
jugirten Punkten  ist  —  ein  von  B  ausgehender  Kegel  zweiten 
Grades  muls  nämlich  die  Schnittcurve  der  Fläche  F^  mit  einer  un- 
endlich kleinen  Kugel  um  Q  enthalten  —  ninmit  diese  Relation  die 
einfachere  Form  an: 

PQ  :  1^  =  const 

10.  Die  modulare  Erzeugung  der  Flächen  F^  ist  länger  als  die 
umbüicare  bekannt.  Im  Jahre  1837  teilte  MacCullagh**)  dieselbe 
mit.  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren 
Entfernungen  von  einem  festen  Punkte  S  —  einem  Focalpunkte  —  und 
einer  Geraden  —  der  zugehörigen  Directrix  —  in  einem  constanten 
Veiiiältnis  stehen,  wobei  jedoch  die  letztere  Entfernung  parallel  zu 
«iner  Hülfsebene  gemessen  werden  mufs,  welche  einen  Kreis  der 
Fläche  F^j  gleichgültig  aus  welcher  der  beiden  Scharen,  enthält.  Bei 
dem  hyperbolischen  Paraboloid,  bei  dem  das  constante  Verhältnis  —  der 
Modul  —  den  Wert  1  annimmt,  werden  die  Geraden  zu  den  Hülfsebenen 
parallel.  Während  alles  andere  constant  bleibt,  kann  der  Focalpunkt 
und  mit  ihm  die  Directrix  verschoben  werden.  Der  Focalpunkt  — 
diesen  Irrtum  hat  MacOullagh  in  der  späteren  Arbeit  berichtigt  — 
beschreibe  stets  die  Focalellipse.  Die  Rotationsflächen  mit  eigentlichen 
Brennpunkten  —  also  das  zweischalige  Rotationshyperboloid,  das 
verlängerte  Sphäroid  und  das  Rotationsparaboloid  —  entbehren,  wie 
Mac  Cullagh  ausdrücklich  anführt,  der  modularen  Erzeugung,  hin- 
gegen ist  dieselbe  gerade  bei  den  Rotationsflächen  zweiter  Ordnung 

*)  Will  eck,  The  focal  generation  of  surfaces  of  the  second  order, 
€amb.  Dubl.  Jonm.,  Bd.  4  (8),  1849,  S.  149—160.  Man  vergleiche  Chasles' 
Erweiterung  des  Brennpunktbegriffs  [XXXj  11]. 

•^Mac  Cullagh,  On  the  Properties  of  Surfaces  of  the  second 
Order,  Proc.  Irish  Ac,  Jahrgänge  1886-1840,  Bd.  1,  1841,  S.  89—90 
<Nr.  6,  1837).     [Vergl.  S.  401*.] 
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ohnd  Bretmpnnkte  ftüf  sehr  elegante  Weise  schoA  1836  yoii  Chasles 
liachgewieseü  worden .♦)  Ein  Punkt  nämlich,  dessen  Entfernungen  PQ 
und  PS  tön  äiner  Geraden  q  und  einem  Punikte  8  in  einem  constanten 
Verhßltnissle  stehen,  beschreibt  in  der  durch  q  und  S  festgelegten  Ebene 
einet  Kegelschnitt  mit  dem  Brennpunkte  S  tind  der  zugeh((rigen 
Directrix  q;  die  Gleichung 

PO 

-^  _  CoÜÄt. 

definirt,  wenn  man  S  und  Q  (auf  q)  festhält,  eine  Kugel,  welche 
mit  der  zu  ^  in  Q  senkrechten  Ebene  einen  der  Fläche  angehörigen 
Kreis  gemein  hat.  Sein  Mittelpunkt  liegt  mit  q  und  8  in  einer 
Ebene.  Die  t^lUche  entsteht  daher  durch  Rotation  eines  Kegelschnittes 
um  seine  Kebenaxe  und  hat  zum  t^ocalkegelschnitte  den  Kreis,  weldien 
die  Brennpunkte  beschreiben.  I)ie  Directrices  erfüllen  einen  Boiations- 
cylinder. 

11.  l)iese  Überlegung  läfst  sich  auf  Flächen  F^  im  allgemeinen 
übertragen.  In  einer  späteren  Arbeit,**)  in  welcher  er  alle  diese 
Verhältnisse  einer  im  wesentlichen  rechnenden  ausftlhrlichen  Be- 
handlung unterzieht,  weist  Mac  Cullagh  implicite  auf  elementarem 
Wege  nach,  dafs  eine  gegebene  modulare  Erzeugung  stets  eine  Flädie 
zweiter  Ordnung  ergiebt.  Wenn  nämlich  PQ  die  Entfernung  des 
Punktes  P  von  der  Geraden  q  bedeutet,  jedoch  gemessen  parallel  zu 
einer  £)bene  a,  8  ein  fester  Punkt  ist,  so  definirt  die  Gleichung 

PQ 

— —  8äs  const. 

eine  Fläche,  welche  mit  den  zu  a  parallelen  Ebenen  Kreise  ^-  oder, 
wenn  die  Constante  gleich  1  ist.  Gerade  —  gemein  hat  Statt  der 
festen  Ebene  a  kann  man  aber  eine  zweite  einsetzen,  welche  in  ihr 
Bjrnunetrisch  liegt  hinsichtlich  einer  zu  q  senkrechten  Ebene.  Als* 
dann  gelangt  man  zu  einem  zweiten  Büschel  paralleler  Ebenen,  welche 
Kreise  ^^  beziehungsweise  Gerade  ^^^  der  Fläche  enthalten  (S.  460). 
Diese  Eigenschaft  aber  kommt  nur  den  Fläohen  F^  zu. 

Mac  Cullagh  benutzt  folgende  üntersuchungsmethode:  Augen- 
scheinlich ist  die  {x^  ^)^ Ebene,  welche  den  Focalpunkt  S(odcrXi,fii) 
enthält  und  zu  der  die  Directrix  im  Punkte  iS"'(oder  a;,,^,)  senloreckt 
steht,  eine  Hauptaxenebene.  Wird  die  y-Axe  parallel  aur  Directriiebeoe 
gewählt,  ist  9  der  Neigungswinkel  derselben  gegen  die  (^  y)-EbeD^ 
und  ist  endlich  m  der  Modi^L,  so  besteht  (S.  449)  fOr  jeden  Punkt  c,  y,  f 
der  Fläche  die  Gleichung 

*)  Vergl.:  ft.  a.  0.  S.  62**. 

^  Mac  Cullagh,  On  the  Surfaces  of  the  Second  Order,  Proc 
Irißh  Ac,  Jahrgänge  1840—1844,  Bd.  2,  1844,  S.  446^607    (Nr.  48,  i843X 
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welche  mit  der  Gleichung  Äer  gegebenen  Fläche  F^, 

identisch  werden  muss.  Mac  Cullagh  untersucht  sehr  ausföhflicil 
^wohl  die  Mittelpunkiflilchen  als  auch  die  Paraboloide.  Ich  will 
mich  im  wesentlichem  auf  den  ersten  Fall 

beschrlaken.  Di«  oben  eingeführten  Punkte  S  und  S'  besthreibeil 
alsdann  die  beiden  Kegelscfanitte 

welche  (S.  453)  einander  hinsichtlich  eines  Hauptschnittes  der  Flache  i^^ 
polar  gegenüberstehen.  Zudem  liegt  der  Punkt  S'  auf  der 
Normale  des  ersten  Kegelschnittes,  des  Focalkegelschnittes,  im  ent- 
^rechenden  Punkte  S^  Andererseits  schneidet  die  S  enthaltende 
Eb^e  eines  Kreises  von  F^  den  aus  den  Directrices  gebildeten 
Cylinder  in  einem  Kegelschnitte,  dessen  Normale  iu  dem  S  ent^ 
sprechenden  Punkte  @ '  den  Punkt  8  enthält.  Der  Modul  m  =  }/l  — B 
bleibt  offenbar  fär  all«  Punkte  des  Focalkegelschnittes  der  gleiche. 
Mac  Cullagh  bezeichnet  nun  einen  Focdkegelschnitt  als  modular 
oder  umbilicar,  je  nachdem  sich  an  seine  Focalpunki»  modulare 
Erzeugungen  mit  reellen  Bestimmungsstücken  knüpfen  lassen  oder 
nicht.  B^  dem  einschaligen  Hyperboloid  sind  sowohl  Focakllipse 
als  auch  Focalhjperbel  modular,  Ton  den  beiden  Moduln  m  und  m\ 

IC 

XU  denen  die  Winkel  ^  und  ^  —  H>  gehören,  ist  der  «rstere  gröfser 

als  1,  der  letztere  liegt  zwischen  den  Grenzen  sin  9  und  1;  es  be- 
steht (S.  459)  die  Relation 

cos'y    ,    sin'y 
m*      '      m  ■ 

Beim  einschaligen  Rotationshjpetboloid  (^  =^  0)  geht  übrigens  die 
zweite  Art  der  modularen  Erzeugung  verloren.  Beim  Ellipsoid 
(0  <  m  <  006  ^)  ist  nur  die  Focalellipse,  beim  zweischaligen 
Hjperboloid  (l  >  »»  >  00s  tp)  nur  die  Focalhjperbel  modular. 
Beim  dliptischen  Paraboloid  ist  die  eine  Focalparabel  modulftr;  der 
Modul  hat  den  Wert  cos  9.  Beim  hyperbolischen  Paraboloid  sind 
die  beiden  Focalparabeln  modular,  zu  jeder  gehört  der  Modul  1. 
Jedoch  ergiebt  sich,  wenn  9  i^«  0,  m  »=  1  ist,  ein  para^lischer 
Cylindex-.  Beim  Kegel  bilden  die  beiden  Focalstrahlen  die  (modu- 
lare) Focalhyperbel,  die  ebenfalls  modulare  Focalellipse  reduciit 
sich  auf  die  Spitze  des  Kegels,  sodaTs  zu  zwei  ersten  Scharen 
mod«]arer  Erzeugungen  noch  eiue  einzelne  hinzutritt,  bei  welcher 
der  Puftkt   8   mit    der  Spitze    des  Kegels,  die   Directrix   mit   der 
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Hanptaxe  zusammenfällt.  Mac  Cullagh  wiederholt  hier  einen  bei 
früherer  Gelegenheit  gegebenen  elementarßn  Beweis*);  die  Erzeugungen 
der  ersten  Art  fallen  fort,  weon  es  sich  um  einen  Botationskegel 
handelt. 

12.  Eine  Fläche  F^  beschreibt  bei  wechselndem  Modul  einen 
Büschel,  wenn  ein  Focalpunkt  S^  dessen  Directrix  8  und  die  Stellungen 
der  Ereisebenen  vorliegen;  die  letzteren  mögen  mit  der  8  enthalten- 
den, zu  8  senkrechten  Hauptoxenebene  den  Winkel  q>  einschlieDsen. 
Ist  jetzt  iHq  ein  bestinmiter  Wert  zwischen  den  Grenzen  1  und  cos  9, 
so  erhält  man  für  m  >  niQ  einschalige  Hyperboloide,  F^  geht  dann 
durch  die  Zwischenform  des  Kegels  (m  =  m^)  in  ein  zweischaliges 
Hyperboloid  über  und  verwandelt  sich,  nachdem  man  für  m  =  cos  fp 
ein  elliptisches  Paraboloid  erhalten  hatte,  in  ein  Ellipsoid.  Für  m  =  1 
geht  F^  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid  über.  Der  Focalkegelschnitt^ 
welcher  S  enthält,  ist,  je  nachdem  m  innerhalb  oder  aufserhalb  der 
Grenzen  1  und  cos  9  liegt,  eine  Hyperbel  oder  eine  Ellipse**),  für 
die  Werte  1  und  cos  q>  selbst  eine  Parabel,  für  m^  ein  Geradenpaar. 
An  der  Betrachtimg  dieses  Büschels  (S.  6 ff.)  hat  Townsend  diese 
Verhältnisse  nochmals  ausführlich  erörtert  in  einer  Arbeit,  auf  die  ich 
später  genauer  zurückkonmie.***) 

13.  Die  umbilicare  Erzeugung  der  Flächen  F^  haben  un- 
abhängig von  einander  Salmon  und  Amiot  —  die  Schreibweise  des 
Namens    schwankt    zwischen  Amyot  und   Amiot  —  angegeben.'}') 

*)  FuTsnote  zu  S.  457;  Mac  Cullagh  fOhrt  folgende  mir  nicht  zu- 
gänglich gewordene  Quelle  an:  Examination  Papers  of  the  year  ISSS, 
§.  Ä.VI,  üniversity  Calendar  for  1889. 

•*)  Der  Büschel,  welchen  der  Fl&chenbüschel  auf  der  durch  S  be- 
stimmten Hauptaxenebene  ausschneidet,  enthält  den  unendlich  kleinen 
Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  S.  Ein  zweiter  unendlich  kleiner  Kegel- 
schnitt des  Büschels,  dessen  Mittelpunkt  s  angehört,  geht  in  einen  Nulll^is 
über,  wenn  er  parallel  zu  8  auf  eine  Kreisebene  von  F^  projicirt  wird. 
Das  einzige  reelle  Geradenpaar  des  Büschels  gehört  dem  oben  erw&hnteo 
Kegel  an. 

***)  Townsend,  On  a  principle  in  the  theory  of  surfaces  of  the 
second  order,  and  its  application  to  M.  Jacobi's  method  of  generating 
the  ellipsoid,  Camb.  Dubf.  Joum.,  Bd.  8  (7),  1848,8.1— 28,97—108,148— 159. 

t)  Mac  Cullagh  erwähnt  auf  S.  467  der  oben  [3.  408^|  genannten 
Schrift,  Amiot  sei  nicht  der  erste,  welcher  die  in  der  umbilicaren  &- 
zeugunff  der  Flächen  F^  liegende  Analogie  zu  Brennpunkteigenschaften  des 
Kefi^elscnnittes  bemerkt  habe,  und  fährt  dann (S. 468)  fort. . .  „Mr.  Salmon 
had  in  fact  proposed  it  Tdas  Theorem)  for  investigation  to  the  studenti 
of  the  Üniversity  of  Dublin,  at  the  ordinary  ezaminations  in  Octobo', 
1842 ;  and  it  was  published,  towards  the  end  of  that  year,  in  the  Univerntj 
Calendar  for  1843,  some  months  before  the  date  of  M.  Cauchy^s  report, 
by  which  the  Contents  of  M.  Amyot's  memoir  were  fbrst  made  known. 
The  parallelism  of  the  two  given  planes  to  the  circular  sections  of  the 
surface  is  also  stated  in  the  Calendar;  but  this  remarkable  relaüon  h 
not  noticed  by  M.  Amyot,  nor  by  M.  Cauchy  (See  the  Examination 
Papers  of  the  year  1842,  p.  XIV,  quest.  17.  18;  in  the  Calendar  for  1848.)" 
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Salmon*)  gewann  seinen  Satz  durch  Umformung  im  Polarsjstem 
einer  Kugel  aus  dem  Satze:  „Ist  das  Product  der  Entfernungen  einer 
Ebene  it  von  zwei  Punkten  S'  und  S"  constant,  so  berührt  sie  eine 
Botationsfläche  B^  mit  den  Brennpunkten  S'  und  iS"^^^  Dieser  Satz 
folgt  sofort  aus  dem  Umstände,  daijs  die  Fuispunktfläche  der  Rotations- 
fläche R^  bezüglich  S'  eine  Kugel  ist.  Ist  M  der  Mittelpunkt  der  Hülfe- 
kugel,  und  sind  PQ'  und  P§"  die  Abstände  des  —  eine  Fläche  F^ 
beschreibenden  —  Poles  P  der  Ebene  jt  von  den  Polarebenen  der 
beiden  Brennpunkte,  so  besteht  die  Gleichung 

Mit  man  luunlich  von  jedem  der  beiden  Punkte  A  tmd  B  ein  Lot 
A%  bezw.  B^  auf  die  Polarebene  des  anderen  nach  der  Hülfskugel, 
so  besteht  die  Beziehung 

AM  _BM 

A^~  B^' 

Wenn  man  erst  P  und  S\  hernach  P  und  8"  für  A  und  B  einsetzt, 
so  folgt  die  soeben  genannte  Itelation.  Bei  dieser  Herleitung  ent- 
steht natürlich  die  Frage:  Welchen  Ort  beschreibt  der  Mittelpunkt 
M  einer  Kugel,  bezüglich  deren  zu  einer  Fläche  F^  eine  Rotations- 
^he  B^  reciprok  ist?  Der  unendlich  ferne  Kegelschnitt  der  letzteren 
steht  offenbar  dem  Tangentialkegel  polar  gegenüber,  den  F^  aus  M 
empfängt.  Dieser  Kegel  muis  also  ein  Botationskegel  sein.  Die 
Spitze  desselben  gehört  nach  dem  St  ein  er 'sehen  Theorem  [XXXV,  2] 
einem  Focalkegelschnitt  an.**)  Man  erhält  jedoch  eine  Botationsfläche 
mit  imaginären  Brennpimkten  aus  F^^  wenn  M  einem  modularen 
Focalkegelschnitte  angehört.  Salmon  hat  nach  Mac  Cullagh's 
Angabe  an  der  oben  [S.  410  f]  genannten  Stelle  in  der  That  bemerkt, 
dafe  umbilicare  Erzeugungen  sich  gerade  an  solche  Focalkegelschnitte  * 
knüpfen,  welche  bei  der  modularen  Erzeugung  nicht  in  Betracht 
kommen.  Er  fügt  dann  hinzu,  dafs  die  geradlinigen  Flächen  F^  die 
ombilicare  Erzeugung  nicht  zulassen. 


Die  angeführte  Quelle  ist  mir  nicht  zugänglich  geworden.  Man  mufs 
hierzu  übrigens  bemerken,  dafs  zwar  der  erwähnte  Bericht  Cauchy's,  auf 
den  ich  unten  genauer  eingehe,  erst  in  der  Sitzung  vom  17.  April  1843  er- 
stattet wurde.  Die  Abhandlung  ist  aber  bereits  am  26.  December  1842 
der  Pariser  Akademie  vorgelegt  worden,  also  ebenfalls  „gegen  Ende  des 
Jahres  1842".  Vergl.:  Amiot,  Sur  une  nouvelle  mäthode  de  gän^ration 
et  de  discnssion  des  surfaces  du  deuxiäme  ordre,  Comptes  rendus,  Bd.  15, 
1842,  S.  1196—1197. 

•)  Salmon,  On  the  Generation  of  Surfaces  of  the  Second  Degree, 
Proc.  Iriflh  Ac,  Jahrg.  1845—1847,  Bd.  8,  1847,  S.  636  —  638  (Nr.  69, 
1846—7). 

**)  Diese  höchst  einfache  Bemerkung  hat  anscheinend  zuerst  Cromo  na 
gemacht.  Vergl. :  Cremona,  Solution  de  la  question  545  (yoir  t.  XIX,  p.  404), 
KouT.  Ann.  de  Math.,  Bd.  20,  1861,  S.  95—96. 
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14.  Amiot*)  bemerkt  in  fleiner  1848  reröffentlidhten  Arbeit, 
dafs  eine  mnbilicare  Erzeugung  einer  Oberfläche  F^  auf  eine  Gleichung 
von  der  Form 

'\-k{ax-\-by-\-Cj8  +  d)  («lÄ  +  ^iy +  ^^  +  ^i)  =  0 

fUhre,  wobei  x^^  y^,  0^  der  feste  Punkt  B  ist,  und 

aa;  4"  ^y  +  c^  +  rf  =  0 ,     dj^x '\- b^p '\-  c^z  +  <^i  =  0 

die  beiden  in  Betracht  kommenden  Ebenen  sind.  Die  Verfügbaren 
Constanten  genügen,  um  die  Identität  mit  einer  gegebenen  Gleichung 
zweiten  Grades  herbeizuführen.  Diese  Aufgabe  Mrird  durch  den  Um- 
stand erleichtert,  dafs  8  offenbar  einer  Hauptaxenebene  angehört,  m 
der  die  Directrix,  die  Schnittlinie  der  beiden  zugehörigen  Directorebenes 
(„plans  directeurs")  —  in  einöm  Punkte  8'  —  senkrecht  steht  Bei 
den  Mittelpunktflächen  beschreiben  nun  8  und  8'  in  jeder  von  zwei 
Hauptaxenebenen,  während  die  Hülfsebenen  sich  selbst  parallel  fort- 
schreiten, zwei  reelle  Kegelschnitte,  welche  Amiot  als  Focale  und  8jn- 
focale  bezeichnet  Für  die  dritte  Hauptaxenebene  sind  die  beiden  Kegel- 
schnitte imaginär.  Bei  dem  Ellipsoid  und  dem  zweischaHgen  Hyper* 
boloid  knüpfb  sich  allemal  an  jeden  Punkt  der  einen  Eocale  eine  vOllig 
reelle  umbilicare  Erzeugung,  während  bei  dem  einschaligen  Hypeiboloid 
sowohl  zu  den  Punkten  der  einen  als  auch  der  anderen  Focale  Paaie 
imaginärer  Ebenen  gehören.  Nachdem  Amiot  analoge  Resultate  f&r 
die  Paraboloide,  den  Kegel  und  die  Oylinder  entwickelt  hat^  legi  er 
zum  BchluD)  die  allgemeinste  Gleichung  der  Fläche  F^  bei  der  U1ite^ 
Buchung  dieser  Verhältnisse  zu  Grunde.  Die  Directorebenen  sdmeideii 
bekanntlich  die  Fläche  F^  in  Kreisen.  Diese  Thatsaehe  hätte  Amiot 
nicht  entgehen  können,  wenn  er  statt  des  Punktes  8  allgemeiner  eine 
'Kugel  €^  eingesetzt  hätte.  Wenn  in  der  That  die  Tangente  Pf, 
welche  ^2  ^^^^  K=>^0  aus  einem  Punkte  der  Fläche  J^^  eihilt«  la 
den  Entfernungen  PQ'  und  PQ"  des  Punktes  P  von  zwei  Ebenen  «'««0, 
Tt"  ^  0  in  der  Beziehung  steht 

PT«  =  kPQ' '  PQ'\ 

so  kann  die  Gleichung  von  F^  auf  die  Form 

gebracht  werden;  die  Fläche  enüiält  augenscheinlich  die  Kreise, 
welche  die  Kugel  mit  den  Ebenen  gemein  hat  Bereits  1828  hatte 
Bobi liier  sich  der  soeben  erwähnten  Darstellung  der  Fläche  F,  zur 
Ermittelung  ihrer  Kreisschnitte  bedient  [IX,  3]. 


*)  Amiot,  Memoire  sur  une  nouyelle  m^thode  de  g^^raÜon  et  de 
discussion  des  surfaces  du  deuzi^me  ordre,  Liouy.  Jonm.,  Bd.  8,  1843, 
8.  161—208. 
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Cauchy,  der  sich  för  Amiot's  Arbeit  »ehr  lebhaft  interevsirt 
za  haben  scheint,  hat  eine  Reihe  eigener  Entwickelungan  teils  in 
den  Bericht*)  eingeflochten,  den  er  dar  Pariser  Akademie  über  die 
Abhandlang  eratattete,  teils  in  einigen  selbständigen  dem  Berichte 
angehängten  Noten  näher  ausgeführt,  sodaft,  wie  wenigstens  Poncelet 
meint**),  die  üntersuchongsmethode  Amiot's  nicht  mit  genügender 
Dentlid^eit  herrortritt  Hervorzuheben  ist  hier  Folgendes:  Die 
definirende  Gleichung 

ergebe  eigentlich  zwei  Oberflächen  F^^  F^^  Erst  wenn  man  jedem  der 
Lote  PQ^  und  PQ"  ein  Vorzeichen  beilegt,  welches  beim  I>urchgang 
durch  die  betreffende  Ebene  wechselt,  werde  die  Fläche  eindeutig 
festgelegt.    Allgemeiner  stellt  (S.  805)  eine  Gleichung  zweiten  Grades 

eine  Fläehe  zweiter  Ordnung  dar,  wenn  die  Gröfsen  r^,  r^,  •  •  •,  r», 
die  Entfenrangen  eines  laufenden  Punktes  P  Ton  n  festen  Punkten 
Oj,  O,,  •  •  -,  0^,  nur  im  zweiten  Grade  auftreten;  i?i,  Pj,  •  •  •, l>m  Bind 
die  mit  Yorzeiehen  behafteten  Entfernungen  des  Punktes  P  von 
in  feeten  Ebenen.     Insbesondere  zieht  Oauchy  die  Gleichung 

in  Betradit.  Es  steUt  sich  hier  --  offenbar  handelt  es  sich  um' 
Mao  CnlUgh's  modulare  Erzeugung  —  eine  völlige  Analogie  zu 
Amiafs  Erzeugung  heraus;  man  kann  auch  den  Focalen  eine  geo* 
jnetjisdbe  Bedeotong  abgewinnen ,  für  deren  Punkte  die  beiden  in 
Amiot'f  Erzeugung  vorkommenden  Ebenen  conjugirt-imaginir  werden. 
Ferner  gilt  (S.  816)  der  Satz;  ^hneiden  sich  in  einer  Geraden,  über 
welche  nuHi  einen  Punkt  P  führt,  die  Directorebenen  eines  Focal- 
Punktes  8  der  Fläche  F„  so  steht  die  Polarebene  von  P  beständig 
im  Punkte  S  zu  PS  senkrecht/^  Cauchy  entwickelt  diesen  Satz 
unter  Benutzung  der  aJlgemeineren  Gleichung 

r«  =  ?bÄ, 

*}  Cauchy,  Rapport  sur  un  Memoire  de  M.  Amyot  relatif  Aoy 
surfacea  du  second  ordre,  Comptes  rendus,  Bd.  16,  1843,  S.  783— 828; 
Cauchy,  Suite  des  Notes  annex^ea  au  rapport  sur  le  Memoire  de  M. 
Amyot,  ibidem,  1843,  S.  885^890. 

**)  Poncelet,  Kote  relative  k  la  r^clamation  de  M.  Amyot,  et 
anz  obseryadons  de  MM.  Chatles  et  Cauchy,  qui  y  ont  donn^  Heu 
(aäances  des  19  et  24  avril  1843),  ibidem,  8.  947'-9M.  Poncelet  hebt 
zuDäcbst  hervor,  Cauchy  habe  mit  seiner  gewöhnlichen  Fruchtbarkeit  ge- 
zeigt, in  welcher  Weise  Amiot's  Entwickelangen  erweitert  werden  könnten, 
nOiit  dann  aber  fort  (8.  947):  „Lee  amateurs  de  cette  brauche  de  Math^- 
matiqaes  regretteront  n^anmoins  que,  sous  ces  ddveloppements,  auzqnels 
je  auis  le  premier  k  rendre  justice,  les  id^s  de  Tanteur  du  Memoire  et  le 
x:aractäre  ae  sa  m^thode  aient  j^  certains  ägards  disparu.  eto/^ 
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wobei  Sl  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  p^^  p,  ist. 
Für  den  FaU 

war,  wie  auch  Cauchj  hervorhebt,  der  analoge  Satz  der  Ebene 
bereits  1838  [XXX,  3]  von  Chasles  entwickelt  worden.  Auf  den 
Fall  der  Ebene  geht  Canchy  noch  mit  einigen  Theoremen,  die  aber 
von  geringerem  Interesse  sind,  naher  ein. 

15.  An  Cauchy's  Bericht  knüpfte  Chasles*)  mehrere  Be- 
merkungen, welche  für  diese  Theorie  von  der  gröfsten  Bedeu^mg 
sind.  1829  [XXIV,  6]  und  1838  [XXX,  4]  habe  er  auf  verschiedene 
Weisen  gezeigt,  dafs  die  Gleichung 

für  alle  Punkte  eines  Kegelschnittes  erfallt  sei,  wenn  PT  die 
Tangente  bedeutet,  welche  man  von  P  aus  an  einen  Kreis  l^en 
kann,  PQ\  PQ''  die  Abstände  des  ]?imktes  P  von  zwei  festen  Ge- 
raden Vj  V  sind.  Kreis  und  Kegelschnitt  können  beliebig  gegeben 
werden,  die  reellen  Geraden  V  und  V  enthalten  dann  ihre  Schnitt- 
punkte. Beide  Curven  weisen  für  den  Schnittpunkt  von  V  und  /" 
dieselbe  Polare  auf.  Lasse  man  jetzt  den  Radius  des  Kreises  un- 
endlich klein  werden,  so  entstehe  das  Analogen  zu  Amiot^s  Sats 
in  der  Ebene.  Der  Mittelpimkt  des  unendlich  kleinen  Kreises  sei 
der  Fufspunkt  des  vom  Schnittpunkte  der  Geraden  l\  l"  auf  dessen 
Polare  gefällten  Lotes;  V  und  V  sind  durch  ihren  Sdmittpunkt  ein- 
deutig bestimmt. 

Im  Baume  gilt  das  allgemeine  Theorem:  „Wenn  eine  Kugel  G^ 
eine  Fläche  F^  in  zwei  Kreisen  schneidet,  so  bestimmt  sie  an  einem 
beliebigen  Punkte  P  von  F^  eine  Potenz  JPT*,  welche  zu  dem  Product 
PQ' '  PQ"  seiner  Entfernungen  von  den  Ejreisebenen  proportional  isi**^ 
Es  folgte  im  Grunde  schon  aus  dem  1838  gegebenen  Beweise  fOr 
den  allgemeineren  Satz  der  Ebene.  Chasles'  Entwickelung  fthit 
in  der  That  zu  folgender  Umformung  des  Theorems  der  Ebene:  „Triilt 
ein  Kegelschnitt  in  je  zwei  Punkten  die  Kreise,  welche  die  Ebenen  %' 
und  n"  aus  einer  Kugel  herausschneiden,  so  ist  fOr  irgend  zw« 
Punkte  P  und  Pq  desselben 

PT«      _       IPpTg       ^ 

Nur  die  letzte  Beobachtung  ist  jetzt  noch  zu  leisten,  daüs  alle  durch 
Pq  gelegten  Kegelschnitte  der  betrachteten  Art  die  durch  die  beiden 
Kreise  und  P^  eindeutig  festgelegte  Oberfläche  zweiter  Ordnung  er- 
füllen,  um  von  dem  Theorem  der  Ebene  zu  dem  entsprechenden  des 


*)  Apr^s  la  iecture  de  ce  Rapport.  M.  Chasles  demande  la  parole  el 
präsente  les  observations  suivantes,  ibidem,  S.  828—833. 
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Baumes  fortzuschreiten.  Diese  letzen  Schritte  hat  Chasles,  wie  er 
zugiebt  (S.  832),  1838  nicht  ausgeführt,  obwohl  er  auf  räumliche  Er- 
weiterungen des  Satzes  der  Ebene  hingewiesen  habe.  Die  Kugel 
d^  allgemeinen  Theorems  gehe  in  einen  Focalpunkt  Amiot's  über, 
wenn  ihr  Badius  unendlich  klein  wird.  Fasse  man  aber,  wie  es 
nach  dieser  Entwickelung  sein  mufs,  einen  Focalpunkt  der  Fläche  JF^ 
als  den  '^Mittelpunkt  einer  unendlich  kleinen  Kugel  auf,  die  zwei 
Kreise  mit  F^  gemein  hat,  so  erkenne  man  in  den  Focalen  Amiot's 
Kegelschnitte,  die  auf  Grund  anderer  Eigenschaften  schon  eingeführt 
seien.  Zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  die  einer  dritten  ein- 
geschrieben sind,  sie  längs  Kegelschnitten  berühren,  durchdringen 
sich  in  zwei  Kegelschnitten.  Erfüllen  nun  die  von  P  ausgehenden 
Tangenten  von  F^  einen  Botationskegel,  so  hat  jede  ihm  ein- 
geschriebene Kugel  zwei  Kreise  mit  F^  gemein;  seine  Spitze  ist  ein 
Focalpunkt  von  F^.  Die  Spitzen  der  F^  umschriebenen  Botations- 
kegel erfüllen  zwei  Kegelschnitte,  wie  zuerst  Steiner  [XXXV,  2] 
entwickelt  habe;  dieselben  sind  mit  Amiot's  Focalen  identisch. 
Jede  Normale  eines  Focalkegelschnittes  triflpfc  die  zu  ihrem  Fuls- 
punkte  gehörige  Directrix,  die  Schnittlinie  der  Ebenen  der  beiden 
zugehörigen  Kreise. 

Cauchy's  Polareigenschaffc  folgt  ohne  weiteres  aus  Chasles' 
neuer  Auffassung.  Denn  für  jeden  Punkt  P  der  Directrix  des 
Focalpunktes  S  ergeben  die  Nullkugel  um  S  und  die  gegebene  Fläche 
Fj  die  gleiche  zu  PS  senkrechte  und  S  enthaltende  Polarebene. 
Auf  diese  Weise  tritt  aber  die  frühere  im  Apercu  gegebene  Definition 
der  Focalkegelschnitte  mit  der  neuen  in  Zusanmienhang.  Ohne 
weiteres  ergeben  sich  jetzt  noch  die  beiden  im  ersten  Teile  der 
Note  aufgestellten  — jedoch  1838  nicht  angeführten  —  Sätze:  „Werden 
zwei  Gerade  sich  selbst  parallel  so  verschoben,  dafs  ihre  Schnittpunkte 
mit  einem  Kegelschnitte  K^  einem  Nullkreise  angehören,  so  beschreibt 
der  Mittelpunkt  desselben  einen  zu  K^  confocalen  Kegelschnitt,  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  einen  zweiten  Kegelschnitt,  der 
einem  auch  K^  enthaltenden  Büschel  angehört."  Je  zwei  zusammen- 
gehörige dieser  Kegelschnitte  sind  Focale  und  Synfocale  einer  Ober- 
fläche F^j  die  K^  zum  Hauptschnitte  hat. 

16.  Auf  diese  Ausführungen  nahm  einmal  Ponceletin  der  bereits 
angeführten  Note,  dann  auch  Amiot*)  selbst  Bezug.  Amiot  betont, 
von  Poncelet  unterstützt,  dafs  seine  Untersuchung,  deren  Haupt- 
resultate er  anführt,  eine  durchaus  selbständige  gewesen  sei,  dals  er 
sich  keineswegs  der  Entwickelungen  Chasles'  bemächtigt  habe,  um 
sie  weiter  zu  bilden.  Aus  der  Poncele  tischen  Note  hebe  ich  zwei 
Punkte  hervor.    Mit  demselben  Rechte,  mit  dem  man  Amiot's  Satz  als 


^  Remarques  de  M.  Amyot   k  Toccasion  des  räflexions  pr^sent^es 
parM.  Chasles  äla  säance  pr^c^dente,  ibidem,  S.  938—939. 
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umnittelbare  Folge  der  Cbaslea'sehenEntwickeluogezi  bezeichne,  könne 
mi^n  da«  Theorem  auch  Sturm  zuweisen.  Der  oben  [SL  i^7^]  an- 
gefahrte Satz  eorgebe,  weuu  dcir  eiue  gegebene  EegeUdmitt  ia  oinen 
Erei3,  der  zweite  iu  ein  Geradeppaar  i^bergeht,  sofort  deu  Säte  toq 
Chasles  iu  der  {Ibeue.  Den  entsprecheudeu  rtumUehen  Hülfissatz 
über  drei  Flachen  F^^  G^  H^  eine«  Büschels  habe  ^war  Sturm  uicht 
gegeben;  doch  aei  ^ese  £rweiterang  evident  Bei  B^nutauug  einer 
Kugel  Cr^  und  eines  {Ibenenpaares  if|,  die  sich  in  Kreisen  einer 
Flache  F^  durchschneiden,  entstehe  nun  die  Yerallgemeinenuig  der 
Amiot'sc^en  Begel.  Aber  weder  Sturm  nqqh  Chasles  seihst  bktteo 
die  angedeuteten  Schlüsse  wirklich  gebogen-  Die  zweite  Bemerkung 
bezieht  sich  auf  die  Homologie-Beziehung.  WqUc  man  eine  Flache  f^ 
als  relief  perspectiyisches  Bild  einer  Kugel  darstellen,  go  m1la$e  das 
Centrum  der  Beziehung  eben  in  einen  cLer  Fooalpunkte  Amiot's 
verlegt  werden.  Aus  dieser  Bemerkung  hätten  sich  für  diese  Jxp^ 
wichtige  Folgerungen  ziehen  lassen.  In  Auschluls  hieran  bringt 
übrigens  Poncelet  die  ^ohon  oben  [XJXj  1]  erwShnte  Äufeerung 
über  Brejsig. 

17,  In  seiner  Erwiderung  hUt  Chasles"*)  im  Ganzen  aa  den 
AusfELhrungen  der  ersten  Note  fest  Er  habe  die  Priorität  Amiot's 
für  den  Kaum  keineswegs  bezweifelt,  und  nur  auf  den  Zusammen- 
hang der  Kntwickelungen  mit  den  entspreehenden  yon  ihm  fOr 
die  Ebene  gegebenen  hingewiesen.  Es  scheine  ihm  femer,  aU  ob 
Amiot  die  Bedeutung  seiner  Relation  überschätze,  wenn  er  injJirds« 
Äquivalent  ftlr  die  Brennpunkteigenschaften  des  Kegelschnitts  eiiblicka 
Um  die  Analogie  zu  treffen,  müsse  man  nicht  sowohl  die  eimtehien 
Focalpunkte,  als  vielmehr  die  beiden  von  ihnen  erftUlten  Kegel- 
schnitte als  den  Brennpunkten  analoge  Grebilde  einführeot  Die 
schönen  oben  [XXKY,  4, 5]  besprochenen  Entwickeluugen  berecbtifteq 
wohl  zu  dieser  letzten  Äuiserung,**) 

Nicht  unerwähnt  darf  eine  Eigenschaft  bleiben,  die  Chaslee 
in  der  Fussnote  zu  S.  1108  angiebt,  welche  eine  Erweitenmg  eines 

*)  B^ponse  de  M.  Chasles  au  sujet  de  deux  Notes  ins^r^s  dans 
les  Comptes  rendus  des  sdances  des  24  avril  et  8  mai,  tome  XYI,  pages 
938  et  947,  ibidem,  S.  1105—1110. 

**)  Poncelet  nahm  noch  einmal  das  Wort,  um  aaszuföhren,  daü 
durch  die  neuen  Erklärungen  Chasles*  die  Zweifel,  zu  welchen  seine  eiste 
Note  geführt  habe,  vollkommen  gelöst  seien,  die  Unabhängigkeit  der 
Amiorschen  Untersuchung   von   der  Abhandlung   des   Jahres  1838  sn- 

gegeben  sei.  Es  seien  indes,  um  die  Analogie  zwischen  Oberfl&chen  UDd 
urven  »weiter  Ordnung  zu  vervollständigen,  noch  immer  einige  Jifickea 
auszufüllen;  so  bestehe  im  Baume  noch  kein  Analogen  zu  dem  Satze: 
,.Per  Kreis  über  der  Hauptaxe  eines  Kegelschnittes  ist  die  FuCspunktcurre 
aesselben  hinsichtlich  eines  jeden  der  beiden  Brennpunkte.'*  Vexgl.:  Apr^s 
cette  lecture,  M.  Poncelet  prend  la  parole  et  s'ezpnme  a  pen  pr^s  ea 
ces  termes,  ibidem,  S.  1110—1112.  Die  genannte  Lücke  glaubt«  Chasles 
übrigens  schon  ausgefüllt  zu  haben  [Yergl.:  S.  402*]. 
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-Saties  Yon  Amiot  (S.  939)  biiaet:  „Zwei  beliebige  Punkte  S\  S" 
eines  Focalkegelschnittes  einer  Fläche  F^  sind  die  beiden  Brenn- 
punkte einer  bestimmten  F^  eingeschriebenen  Rotationsfläche  i?^*  ^^® 
Spitse  O  des  F^  und  R^  gemeinsamen  Tangentialkegels  hat  bezüglich 
des  Focalkegelschnittes  die  Polare  B'S'',^*"  Die  rein  geometrische 
Ableitung  des  Satzes  aus  den  früher  angegebenen  Theoremen  ist 
leicht.  Die  Brennpunkte  einer  Rotationsfläche,  welche  dem  von  0 
ausgehenden  Tangentialkegel  von  F^  eingeschrieben  ist,  gehören  den 
Focalstrahlen  desselben  an,  also  nach  dem  Satze  von  Jacobi  [XXXV,  4] 
ilen  Tangenten,  die  der  betrachtete  Focalkegelschnitt  aus  0  empfängt. 
Da  jede  B^  eingeschriebene  Kugel  F^  in  zwei  Ejreisen  schneidet, 
so  sind  die  Brennpunkte  von  i?,,  als  Mittelpunkte  ihr  eingeschriebener 
Nnllkngeln,  zugleich  Focalpunkte  von  i^,;  sie  müsseb  deshalb  mit 
den  Berührungspunkten  S\  S"  der  Tangenten  des  Focalkegelschnittes 
zusammenfallen.  Wird  ein  Punkt  F  über  den  Berührungskegel- 
.schnitt  E^  geführt,  so  bleibt,  wie  Chasles  weiter  hervorhebt,  die 
Summe  oder  der  unterschied  von  PS'  und  PS"  constant;  es  föllt 
femer  beständig  die  Normale  von  F^  mit  dem  Halbirungsstrahle 
«ines  der  beiden  Winkel  zusammen,  die  PS'  imd  PS''  einschliefsen. 
In  der  Directrix  s'  von  S'  für  F^  schneiden  sich  offenbar 
ihre  Polarebene  nach  0  und  die  S'  für  die  Rotationsfläche  22,  zu- 
gehörige Directrix-Ebene.  Zu  einem  Punkte  M  von  s'  gehört  nämlich 
für  R^  und  F^  dieselbe  Polarebene,  die  zu  MS'  in  S'  senkrecht 
steht.  Die  zu  einem  Kegelschnitte  K^  von  F^  gehörigen  Focal- 
punkte, die  Brennpunkte  der  längs  K^  berührenden  Rotationsfläche, 
entsprechen  also  den  beiden  in  der  Ebene  von  K^  enthaltenen 
Directrices.  Diese  Regel  gab  Amiot,  jedoch  nur  für  solche  Kegel- 
schnitte, deren  Ebenen  zu  einer  Hauptaxenebene  von  F^  parallel  sind  ^) 
Bereits  1841  hatte  übrigens  Jellet**)  die  Entwickelung  für  diejenigen 
Kegelschnitte  durchgeführt,  deren  Ebenen  eine  Hauptaxe  enthalten, 
und  hatte  daran  eine  Construction  einer  Oberfläche  F^  geknüpft, 
von  der  ein  Focalkegelschnitt  und  die  Endpunkte  der  zu  seiner 
Ebene  senkrechten  Hauptaxe  vorliegen. 


^  A.  a.  O.  S.  412*.  Die  Rechnung  wird  für  das  Ellipsoid  durch- 
geführt (S.  176,  182j),  feir  die  übrigen  Flächen  werden  analoge  Sätze  an- 
gegeben. Ahnliche  Entwickelungen  enthält  die  Schrift:  Amiot,  Memoire  aar 
diverses  propri^tes  des  surfaces  du  deuziäme  ordre  d^duites  de  la  thäorie 
des  focales,  Liouv.  Journ.,  Bd  10,  1845,  S.  109—136.  Amiot  gelangt  auf 
recht  verwickelten  Wesen  zu  vielen  der  oben  angeführten  Resultate, 
z.  B  (S.  126)  zu  ChasTes'  Bestimmunff  des  Polarsystems  eines  Focal- 
kegelschnittes mit  Hülfe  der  Tangentiiuebenen  und  Normalen  einer  zu- 
gehörigen Fl&che  F^j  femer  (S.  181)  zu  Steiner^s  Theorem  von  den  JP, 
umschnebenen  Botaüonskegeln. 

**)  Jellet,  A  note  on  some  new  Properties  of  Surfacea  of  the  second 
Order,  Proc.  Irish  Ac,  Jahrg.  1840—1844,  Bd.  2,  1844,  S.  92—94  (Nr.  29, 
1841). 

JabrMbarichi  d.  Deuttohen  Mathem.-Vereinignxig.    V,  2.  27 


Digitized  by  LjOOQ IC 


416    £•  Kotier.  Bericht  Aber  die  Eniwickelung  der  ^yntheÜBchen  Geometrie 

18.  Der  von  Chasles  aufgestellte  Satz  schliefst  eine  weiter» 
bedeutsame  Analogie  der  Focalkegelschnitte  su  den  Brennpuzdtoi 
des  Kegelschnittes  ein.  Strahlen,  welche  einen  Focalkegelflchniti 
treffen,  werden  an  der  Fläche  F^  in  Strahlen  reflectirt,  die  ihn  eben- 
falls txeffen.  Mit  dieser  Bemerkung  schliefst  Plücker  1846  sein 
System  der  analytischen  Geometrie  des  Baumes  ab.*)  Der  Unter- 
Buchung der  Focaleigenschaften  sind  zwei  §§  des  Hauptabschnittes 
dieses  Werkes  gewidmet**)  Plücker  fuhrt  die  Focalpunkte  als 
Spitzen  von  Botationskegeln,  die  F^  umschrieben  sind,  in  die  Be- 
trächtung  ein  und  folgert  dann  seine  Besultate  hauptsächlich  daraus, 
dafs  auch  die  Brennpunkte  von  F^  eingeschriebenen  RotationsflSchen 
Focalpunkte  sind.  Seine  Rechnung  gestaltet  sich  besonders  bei  Ein- 
führung Yon  £benencoordinaten  sehr  elegant.  Eine  grofse  Reihe  der 
oben  entwickelten  Beziehungen  werden  von  Plücker  nochmals  be- 
wiesen. Nach  seinen  Untersuchungen  sind  z.  B.  zwei  F^  umschriebene 
Rotationskegel,  deren  Spitzen  demselben  Focalkegelschnitte  angehdren, 
einer  Kugel  zugleich  umschrieben,  was  auch  aus  Chasles'  £nt- 
Wickelungen  folgen  würde.  Alle  diese  Rotationskegel  kann  man,  da 
ihre  Axen  den  Focalkegelschnitt  berühren,  hiemach  aus  einem  muDget 
von  ihnen  ableiten. 

Ghasles  hebt  in  der  zuletzt  bezeichneten  Fuisnote  (zu  S.  1108) 
noch  hervor,  dafs  der  Berührangskegelschnitt  von  E^  und  F^  toüS'  und 
S"  aus  —  wie  jeder  Kegelschnitt  von  R^  —  durch  je  einen  Rotations^ 
kegel  projicirt  wird.  Dreht  man  die  Ebene  des  Kegelschnittes  um 
die  Directrix  s'  des  Punktes  8\  so  bleibt  der  eine  Brennpunkt  S' 
von  J?j  fest;  man  hat  den  von  Plücker  (S.  295)  rechnend  er- 
wiesenen Satz:  „Dreht  sich  die  Ebene  eines  Kegelschnittes  der 
Fläche  F^  um  die  Direclaix  eines  Focalpunktes  von  F^  so  wird  er 
von  demselben  aus  beständig  durch  einen  Rotationskegel  projieizt*^ 
Diesen  Satz,  welcher  übrigens  schon  in  einem  oben  [XXXV,  2]  an- 
gefahrten Theorem  Bobillier's  Torgebildet  ist,  hat  Ingram  in 
folgender  Weise  verallgemeinert:  „Man  schneide  die  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts der  Fläche  F^  mit  den  cyklischen  Ebenen  des  Kegels,  welchen 

*j  A.  a.  0.,  S.  850^  (S.  S34V  Der  Satz  findet  sich  auch  in  der  Ab- 
handlung: Plücker,  8ur  la  Räflexion  de  la  Lumi^re,  dane  le  cas  des 
surfaces  du  second  degr^,  analogue  ä  celle  qui  aus  foyers  dee  leetbns 
coniques  a  donn^  le  nom,  Crelle's  Joura.,  Bd.  86,  1847,  S.  100— 106 
(Abb.,  Bd.  1,  8.  466—461).  Auf  8.  460  findet  sich  Ch^sles*  Reffel  für  die 
Ermittelung  des  Eegelschnittea,  längs  dessen  F^  die  von  einem  Ponkte  S' 
eines  FocalkegelBchnitteH  ausgehenden  Strahlen  nach  einem  zweiten  Pmkle 
S"  desBelben  hin  reflectirt. 

**)  Botations-Flächen  zweiter  Clasae.  Botations-Kegel,  die  einer  Flicbe 
zweiter  Classe  umschrieben  sind  (§  10,  8.  842 — ^276).  Aotations-Ke^  die 
den  Flächen  zweiter  Ordnung  umschrieben  sind.  Focalpunct  und  DureiBtriz 
(§  11,  S.  276—801).  Dafs  confocale  Flächen  F,  mit  dem  unendlich  fernen 
Kugelkreise  in  eine  Schar  gehören,  wird  in  merkwürdig  irriger  Weise 
(S.  832)  interpretirt.    Hierauf  komme  ich  an  anderer  Stelle  zurück. 
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er  an  einem  Focalpunkte  S  bestimmt.  Diese  Geraden  schneiden  sicsh 
auf  der  Directrix  des  Punktes  S  und  bestimmen  mit  derselben  die 
Ebenen  zweier  Kreise  von  jP,/^  Der  Satz  ist,  wie  andere  von  Ingram 
aufgestellte  Sätze,  eine  unmittelbare  Folge  des  ümatandes,  dafs  zwei  — 
die  beiden  im  Satze  erwähnten  —  Kreise  von  F^  der  unendlich  kleinen 
Kugel  mit  dem  Mittelpimkte  S  angehören.^) 

19.  Ich  wende  mich  nunmehr  zu  der  oben  [8.  410***]  erwähnten 
Arbeit  von  Townsend  zurück.  Auch  Townsend  macht,  zunächst 
ohne  von  der  Entwickelung  Chasles'  Kenntnis  zu  haben,  den  wichtigen 
Schritt,  anstatt  der  Punkte  sowohl  bei  der  modularen  als  bei  der 
umbüicaren  Erzeugung  Kugeln  einzuführen,  die  F^  in  zwei  Punkten 
berOhren.  Ihre  Mittelpunkte  erftOlen  die  drei  Hauptaxenebenen.  Die 
&«ifle,  in  denen  eise  Eiäche  F^  eine  sie  doppelt  berührende  Kugel 
sofanaidet.  Hegen  in  reellen  oder  imaginären  Ebenen,  je  nachdem  es 
sich  um  eine  Kugel  des  einen  Systems  (mit  nmbilicarer  Erzeugung) 
oder  um  eine  Kugel  eines  der  beiden  anderen  Systeme  (mit  modularer 
Erzeugung)  handelt.  Aus  dem  Satze,  dafs  zwei  sich  doppelt  berührende 
Flächen  F^  und  G^  für  jeden  Punkt  der  Berfihmngssehne  gleiche  Polar- 
ebenen  besitzen,  gewinnt  Townsend,  indem  G^  in  eine  unendlich 
kleine  Kugel  übergeht,  Oauchj's  Polareigenschaft  und  aus  ihr  folgende 
Begeh  „Eine  Ebene  7t  schneide  die  Directrices  5^,  s^^  s^  dreier  Punkte 
5^,  S^y  S^  eines  Focalkegelschnittes  der  Fläche  JP,  in  den  Punkten 
T^,  T^  T^,  In  dem  Pole  von  n  nach  F^  schneiden  sich  die  Ebenen, 
zu  denen  S^  Tj,  8^  T„  S^  T,  in  S^,  S^,  S^  senkrecht  stehen."  Sind  S^ 
und  S^  die  Schnittpunkte  der  Ebene  tt  mit  dem  Focalkegelschnitt, 
so  liegen  S^  T^  und  S^T^  m  n  selbst,  und  man  erhalt  als  Ort  ftkr 
den  Pol  die  zu  xc  senkrechte  Gerade,  in  welchen  die  in  S^  und  ^3 
errichteten  Normalebenen  zu  S^T^  und  S^T^  sich  schneiden.  Diese 
Ebenen  enthalten  aber  die  Tangenten  des  Focalkegelschnittes  in  den 
Punkten  S^  und  iS^;  als  Ort  fibr  den  Pol  von  «  ergiebt  sich  mithin 
das  Lot,  welches  Ton  dem  Pole  der  Ebene  n  nacb  dem  Focalkegel- 
aefanitt  auf  die  Ebene  gefällt  ist.  Townsend  fügt  hinzu,  daüs  ein 
früherer  geometrischer  Beweis  dieses  wichtigen  Theorems  ihm  nioht 
bekannt  geworden  sei^  nnr  ^ia  den  Specialfiall^  welcher  sich  auf 
Normane  and  TangeotialebeDe  einer  Fläche  F^  bezieht,  sei  ein  solcher 
Beweis  Ton  Mac  Oullagh  gegeben  worden  (S.  28).  In  dem  zweiten 
Teile  der  Sebrift  wird  nun  dies  naher  ausgeführt  Townsend  giebt 
U.er  eine  ganze  Reihe  der  Sätze  Chasles'  aus  dem  Jahre  1837,  nicht 
<Ame  neoBB  hinzuzufügen.  Ein  Beispiel  biete  der  Satz  auf  S.  104: 
„Bcrfihien  zwei  Oberflächen  F^  und  G^^  welche  eine  Hauptaxenebene 
gemein  haben,  sieh  libigs  eines  Kegelschnittes  K^^  so  berühren  sich 

*)  Ingram,  On  certain  Properties  of  the  Surfaces  of  the  Second 
Begzee,  Proc.  Irish  Ac.,  Jahrg.  1846—1847,  Bd.  3.  1847,  S.  442^444. 
(No.  65,  1846—7).  Ingram,  On  certain  Propertied  of  Curves  and  Surfaces 
of  the  Second  Degree,  ibidem,  S.  602—605  (^No.  67,  1846—7). 

27» 
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die  in  der  Hanptaxenebene  gelegenen  Focalen  in  zwei  Punkten,  deren 
Directrices  der  Ebene  von  K^  angehören." 

20.  Aus  der  modularen  Erzeugung  der  Oberflächen  F^  hat 
Townsend  noch  einen  sehr  naturgemäfsen  Beweis  für  das  Theorem 
abgeleitet,  das  Jacobi  1834  in  einem  mehrfach  bereits  erwiUmten 
Schreiben*)  an  Steiner  der  Gärtnerconstruction  der  Ellipse  an  die 
Seite  gestellt  hat.  Die  Ebene  eines  der  beiden  Kreise  der  Fl&che  F,, 
welche  einen  Punkt  P  derselben  enthalten,  schneide  in  i^i,  i^,  Bi 
die  Directrices  dreier  beliebigen  Punkte  S^,  S^^  S^  eines  modularen 
Focalkegelschnittes.     Es  bestehen  dann  (S.  156)  die  Gleichungen 

FSt  =  kPBi  PSi  =  kPEi,   PSz  =  kPBi. 

Das  Dreieck  Ri  Bi  Bi  bleibt  sich  selbst  congruent,  wenn  die  Ebene 
des  Kreises  sich  selbst  parallel  bewegt  wird.  Wenn  man  die  Kreas* 
ebene  auf  eine  Hülfsebene  nach  der  Regel 

B^B^  ==  kB%B$y   -^-^1  =  kB^Btj   B^^B^  =  kBiBf 

ähnlich  abbildet,  so  entspricht  jedem  Punkte  P  der  Fläche  F^  ein 
Punkt  Q  in  der  Ebene  des  Dreiecks  B^B^B^  nach  der  Begel 

B,Q^8,P,   B,Q  =  S,P,   B^Q^S,P 

Townsend  bemüht  sich,  auch  umgekehrt  zu  zeigen,  daOs  bei 
willkürlicher  Wahl  von  Ä^,  S^  S^  und  1^,  iJ„  B^  notwendig  eine  Fläche  F, 
mit  den  modularen  Focalpui^ten  S^,  iS*,,  S^  entsteht  Dafs  man 
es  überhaupt  mit  einer  Fläche  F^  zu  thun  habe,  folgert  Tonwsend 
aus  einer  Formel  von  Salmon 

a«6V— ^(a«0^—  m«)  (?—  w«)  +  a«(6«+  c*—  a^)l^  =  0, 

welche  die  Seiten  a,  6,  c  eines  Dreiecks  mit  den  Entfernungen  2,  m, « 
seiner  Ecken  von  einem  beliebigen  Punkte  in  der  Ebene  des  Dreiecks 
verknüpft.'^)  Man  setze  nun  allgemeiner  statt  der  Entfernungen 
P/S|,  PS^y  P8^  die  Tangenten  ein,  welche  drei  Kugeln  K^^  E^^  K^  mü 
den  Mittelpunkten  S^^  S^,  S^  aus  P  empfangen  und  constroire  zu- 
nächst zwei  zu  K^  und  K^  concentrische  Kugeln,  Ki  und  Ki^  aus  deren 
Punkten  K^  und  K^  Tangenten  von  den  Längen  B^B^  und  ^i2| 
empfangen.  Dem  neuen  Orte  G^  gehören  die  Schnittpunkte  von  Ki^ 
Ki^  Ki  an,  zu  jedem  anderen  reellen  Punkte  von  G^  gehört  eine  za  ÜC^ 
concentrische  und  sie  umschliefsende  Kugel.  Townsend  schlieDst 
daraus,  dafs  if,,  £^,  K^  modulare  Focalkugeln  von  G^  sind  und  an 
der  Grenze  in  modulare  Focalpunkte  S^,  S^,  8^  von  F^  übergehen. 
Die  Analogie   dieser  von  Jacobi  angegebenen  Constniction  zu 


*)  Auszug  aus  einem  Schreiben* des  Herrn  Prof.  Dr.  C.  G.  J.  Jacobi 
zu  Königsberg  i.  Pr.,  an  den  Herrn  Prof  Dr.  J.  Steiner  zu  Berlin,  Crelle's 
Joum.,  Hd.  12,  1834,  S.  137—140  (Ges.  W.,  Bd.  7,  S.  7—10). 
••)  Vergl.  die  Pufsnote  zu  S.  150. 
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der  G^&rtnerconstniction  der  Ellipse  und  der  analogen  Construction 
der  Hjperbel  tritt  sofort  hervor,  wenn  man  beachtet,  dafs  zu  jedem 
Punkte  P  einer  Ellipse  mit  den  Brennpunkten  F'^  F"  ein  zwischen 
F*  und  F"  gelegener  Punkt  Q  der  grofsen  Aie  A'  A"  nach  der 
Begel  gehört 

rp^A'Q-,    F"P=^Ä'Q. 

Diese  Begel  ist  nur  eine  Umschreibung  der  Entfemungseigenschaft 

F'P+F"P  =  A'A'\ 

Bei  der  Hyperbel  greift  eine  ähnliche  Überlegung  Platz.  Jacob i 
hebt  femer  hervor,  dafs  P  einen  Kegelschnitt  auch  dann  beschreibt, 
wenn  Q  nicht  über  Ä  A'\  sondern  über  eine  beliebige  Gerade  l  ge- 
führt wird.  Eine  entsprechende  Verallgemeinerung  ist  auch  bei  dem 
räumlichen  Theorem  möglich,  was. Hermes  zuerst  ausgeführt  hat. 
Man  braucht,  um  sie  in  Townsend's  Sinne  zu  begründen,  nur  an- 
statt der  modularen  Focalpimkte  reelle  modulare  Focalkugeln  ein- 
zuführen. Ich  will  diese  Überlegung,  die  Townsend  selbst  übrigens 
nicht  angestellt  hat,  mit  einigen  Worten  schildern.  Es  sei  jetzt 
das  Dreieck  U^U^Ü^  aus  demjenigen  U\U'%Uz^  welches  die  Direc- 
trices  dreier  reellen  Focalkugeln  desselben  modularen  Systems  auf 
einer  Ereisebene  ausschneiden,  nach  der  Regel 

UiUi=küiUi,     UtUi=kUiüu     üiüi=  küiUi 

entstanden.  Alsdann  sind  die  Tangenten,  welche  die  Focalkugeln 
aus  einem  Punkte  P  von  F^  erhalten,  gleich  den  Entfernungen  eines 
Punktes  Q  der  Ebene  U^U^U^  von  C/,,  U^,  ü^.  Sind  0^,  Oj,  O« 
die  Mittelpunkte,  r^,  r,,  r,  die  Radien  der  Kugeln,  so  ist 

Errichtet  man  also  auf  a  oder  U^U^Ü^  Lote  üiV^,  U^V^,  Ü^V^ 
von  den  Längen  r^,  r^,.r^j  und  wird  der  Punkt  Q  in  der  Ebene  a 
verschoben,  so  ergeben  die  Beziehungen 

PO.^QV,,     PO,=  QV,,     PO,=  QV, 

nach  und  nach  alle  Punkte  der  Fläche  JPj. 

21.  Jacobi  selbst  hat  aber  seine  Theoreme  aus  dem  Ivory' sehen 
8atze  abgeleitet,  wie  er  entschieden  hervorhebt.  Die  Schnittcurve 
zweier  ungleichartigen  confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung  schneidet 
auf  zwei  zu  ihnen  confocalen  Flächen  der  dritten  Art  acht  Paare  —  je 
in  dem  gleichen  Octanten  gelegener  —  conjugirter  Punkte  aus  („corre- 
sponding  points^^).  Sieht  man  conjugirte  Punkte  als  entsprechend  an, 
so  treten  die  gleichartigen  confocalen  Flächen  in  afQne  Beziehung  Es 
besteht  nun  der  Ivory'sche  Satz*):  „Zwei  Paare  PP'  und  QQ'  con- 

^  Ivory,  On  the  Attractions  of  homogeneous  EUipsoids,  Phil.  Trans, 
f.  1809,  Part.  11,  1809,  S.  345—372  (S.  363,  856). 
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jugirter  Punkte  liegen  so,  dafe  die  Strecken  FQ'  und  P'Q  einander 
gleich  sind.^  Wählt  man  auf  zwei  confocalen  EUipsoiden,  um  etwae 
bestimmtes  vor  Augen  zu  haben,  drei  feste  Paare  conjugirter  Punkte 
WiWi^  TVaWi,  TTsWi  aus,  so  bestehen  fftr  zwei  conjugirtt 
Punkte  /\  P'  die  Gleichungen 

WiP'^WiP,     TTgP'^iriP,     WnP'=WiP. 

Zieht  sich  jetzt  das  eine  Ellipsoid  um  die  Focalellipse  E^  zosammen, 
so  dafs  nun  Wi^  TTg,  TFj  Punkte  inneriialb  derselben  sind,  so  gehört, 
zu  jjBdem  Punkte  P  des  Ellipsoids  ein  Punkt  P'  im  Innern  dar 
Focalellipse  nach  der  angegebenen  Regel.  Wj^^  W^y  W^  sind  beliebige 
Punkte  des  Ellipsoids  auTserhalb  der  Ebene  der  Focalellipse.  Die 
Überlegungen  gelten  nun  genau  so  wie  vorher  weiter,  auch  wenn 
W^,  Wj,  Wj  in  Punkte  Z^,  Z^,  Z,  des  Hauptschnittes  H^  in  der  Ebene 
der  Focalellipse  E^  übergehen,  nur  dafs  dann  W*i,  W%y  Wi  in 
Focalpunkte  S^^  8^,  8^  übergehen.  Die  Focalellipse  grenzt  zugleich 
—  hierin  liegt  eine  weitere  Analogie  zu  der  G^ärtnerconstructioa  — 
das  (Gebiet  ab,  dessen  Punkten  reelle  Punkte  des  Ellipsoids  auf  Grund 
der  Jacobi' sehen  Construction  entsprechen.  Analoge  Überlegungen 
gelten  für  alle  Oberflächen  F^. 

Wenn  man  nach  der  Methode  von  Townsend  [XXXV,  20]  zu 
jedem  Punkte  eines  Elipsoids  den  zugehörigen  Punkt  der  Ebene  R^R^R^ 
construirt,  so  kommt  man  ebenfalls  nur  auf  Punkte  im  Innern  einer 
Ellipse,  während  die  Punkte  i2|,  R^^  R^  einer  zweiten  Ellipse  angehgren. 
Bei  der  erwähnten  ähnlichen  Transformation  entstehen  diese  EU^Mea 
aus  Schnitten  des  längs  H^  dem  Ellipsoid  umschriebenen  CjUndn^ 
und  des  zu  J^  gehörigen  Directrix-Cylinders.  Man  gewinnt  ao«  der 
Vergleichung  beider  Methoden  den  Satz:  „Der  Directrix-Cy linder  eines 
modularen  Focalkegelschnittes  E^  einer  Fläche  F^  und  der  ihr  längs 
des  zugehörigen  Hauptschnittes  H^  ^umschriebene  Cjlinder  wu^deo 
von  einer  Ereisebene  der  Fläche  JFs  in  Kegelschnitten  Hi  und  Ei 
geschnitten,  die  zu  H^  und  E^  ähnUeh  sind.  Das  lineare  ÄhalichkeitB- 
Verhältnis  von  H^  und  Hi  ist  dasselbe  wie  das  von  E^  und  Ei  und 
stellt  den  Modul  der  zu  Punkten  des  Kegelschnittes  E^  gehörigen 
modularen  Erzeugungen  dar." 

22.  Zwei  Bruchstücke  der  Untersuchungen  Jacobi's  über  diese 
schönen  Theoreme  sind  von  Hermes  herausgegeben  worden.*) 
Das  erste  von  ihnen  bietet  eine  Behandlung  der  ganz  amJogeo 
Sätze  in  der  Ebene  mit  Hülfe  des  Ivorj 'sehen  Theorems.  Derartige 
Entwickelungen  hatte,  noch  ehe  die  Bruchstücke  veröffentlicht  waren, 


*)  Geometrische  Theoreme  (Bruchstücke  ans  den  hinterlassenen 
Papieren  von  C.  G.  J.  Jacob i,  mitgetheilt  durch  Heim  O.  Herrn ea.X  Qwöe't 
Joum.,  Bd.  78,  1871,  S.  179—206.  Die  beiden  Bruchstücke  selbst  (S.  179 
—  187,  S.  189—206)  sind  ohne  die  Zusätze  von  Hermes  veröffentlicht: 
Ges.  W.,  Bd.  7,  S.  42-68. 
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€ohB  gegeben.^)  Er  führt  anmachst  die  18^34  von  Jaoobi  ge- 
gebenen Andeutungen  aus  und  untersucht  dann  noch  etwas  allgemeiner 
die  Verwandtschaft  y  welche  zwischen  zwei  Ebenen  mit  den  Pnnkte- 
paaren  AB  und  Ä^B^  durch  die  Grleichungen 

PA  =  P^A^;     PB  =  Pi^i 

yermittelt  wird.  Geraden  der  einen  Ebene  entsprechen  nach  Jacobi's 
Theorem  Kegelschnitte  der  anderen.  Ein  Kegelschnitt  der  einen 
Ebene  wird^  sobald  er  einen  Kegelschnitt  mit  den  Brennpunkten 
A  und  B  doppelt  berfihrt,  in  einen  Kegelschnitt  transformirt,  der 
einen  solchen  mit  den  Brennpunkten  A^  und  B^  doppelt  berOhrt, 
im  aDgemeinen  gem&fs  einem  speciellen  Falle  eines  Theorems  von 
Jacobi**)  jedoch  in  eine  Curve  C^  übergefQhrt. 

Das  zweite  von  Jacobi  hinterlassene  Bruchstück  setzt  nun  die 
entsprechende  oben  geschilderte  Betrachtung  für  Oberflächen  F^ 
Toraus,  welche  Hermes  einschaltet  (S.  187 — 189).  Es  behandelt 
folgende  Aufgabe:  Sind  Z^Z^Z^  und  R^B^R^  beliebige  Dreiecke  und 
bleibt  von  den  beiden  durch  die  Gleichungen 

Z,P'  =  R,Q,     Z^P'~R,Q,     Z,P'=R^Q 

yerbandaien  Punkte  Q  und  P'  der  letztere  in  der  Ebene  Z^Z^Z^^ 
80  beschreibt  Q  eine  Fläche  F^  Man  kann  nänüidb  in  der  Ebene 
Z^Z^Z^  ein  za  R^R^R^  congruentes  Dreieck  8^828^  so  construiren^ 
dals  die  Beziehangen  stattfind^i 

Um  dieses  Dreieck  festzustellen ,  hat  man  zuerst  in  den  affinen 
Ebenen  Z^Z^Z^  und  R^R^R^  zwei  homologe  Z^Z^Z^  und  R^^R^R^ 
nmschriebene  Kegelschnitte  von  gleicher  Brennpunktentfemung  fest- 
zustellen, bei  denen  überdies  sowohl  die  Hauptaxen,  als  auch  die 
Nebenazen  homologe  Gerade  der  affinen  Ebenen  sind.  Bringt  man  den 
zweiten  Kegelschnitt  auf  eine  der  vier  möglichen  Arten  so  in  die 
Ebene  des  ersten,  dafs  beider  Brennpunkte  zusanunenfallen,  so  geht 
Äji^jBj  in  das  Dreieck  8i8^8i  über;  die  Fläche Fj,  welche  den  Z^Z^Z^ 
nmschriebenen  Kegelschnitt  zum  Hauptschnitt,  den  8^  8^8^  umschriebenen 
Kegelschnitt  zum  Focalkegelschnitt  hat,  ist  zu  der  dargestellten  Fläche 
congment.  Aber  Jacobi  giebt  andererseits  Regeln,  nach  denen  man  die 
Natur  der  dargestellten  Fläche  von  vorne  herein  beurteilen  kann.  Ist  z.  B. 

^j-^s'^^ -^«^8?     -Ra-^i^^s-^i»     RiRf^Z^Z^^ 

so  entsteht  (8.  62)  ein  EUipsoid  oder  ein  zweischaliges  Hyper- 
boloid,  je  nachdem  mit  den  Strecken  Yz^Z^—R^Rl,  yZ^Z^^R^I?^, 
yZ^Z* —  -Ri-Bj  ein  Dreieck  gebildet  werden  kann  od^r  nicht. 

^  Cohn,   Ober  confokale  Kegelschnitte,   Crelle's  Joum.,  Bd.    64, 
1867,  8.  S29—343. 

•^  a.  a.  0.  8.  420*  (8.  10). 
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Eine  sehr  ausfülirliclie  Erörterung  dieser  Verhältnisse,  in  welcher 
unter  anderem  die  oben  angegebene  Erweiterung  des  r&umliolieii. 
Theorems  begründet  und  auch  auf  manche  Punkte  eingegangen  wird^ 
die  nach  Jacobi's  ersten  Ausführungen  ebenfalls  sich  auf  das 
lyory'sche  Theorem  zurückfuhren  lassen,  hat  Hermes  in  einer 
selbständigen  Arbeit  gegeben.^) 


XXXYI.  Ebene  nnd  unebene  Cnrven  dritter  Ordnong. 

1.  Aus  dem  Umstände,  dafs  eine  Baumcurve  E^  an  jedem  ihrer 
Punkte  einen  Kegel  zweiten  Grades  bestinunt,  leitet  Chasles  mit 
Hülfe  des  PascaPschen  Satzes  in  der  oben  [S.  239**]  erwähnten  Note**) 
folgendes  Theorem  (Nr.  3)  ab:  „Jede  Ecke  eines  aus  sieben  Punkten 
einer  Eaumcurve  R^  gebildeten  Siebenecks  liegt  mit  den  drei  Punkten 
in  einer  Ebene,  welche  die  von  der  Ecke  ausgehenden  Flächen  des 
Siebenecks  mit  ihren  gegenüberliegenden  Kanten  gemein  haben.^^  Ein 
vorliegendes  Siebeneck  ist,  sobald  es  zwei  dieser  Relationen  erfüllt, 
einer  Raumcurye  2^  eingeschrieben.  Sodann  folgen  verschiedene 
Formen  des  Satzes:  „Drei  projectivische  Ebenenbüschel  erzeugen  eine 
Baumcurve  2^,"  Offenbar  gleichwertig  mit  diesem  Theorem  ist***) 
der  folgende  Satz:  ,^ine  Baumcurve  R^  beschreibt  die  vierte  Ecke 
eines  Tetraeders,  wenn  die  von  ihr  ausgehenden  Ebenen  sich  um 
feste  Gerade  drehen  und  die  drei  anderen  Ecken  auf  Geraden  fort- 
schreiten." Ein  anderes  zur  Erzeugung  von  B^  benutztes  Bewegungs- 
gesetz enthält  anders  ausgedrückt  das  Theorem  (Nr.  7):  „Eine  Baum- 
curve R^  erzeugen  drei  Ebenenbüschel,  welche  drei  von  einem  vierten 
Ebenenbüschel  ausgeschnittene  Strahlenbüschel  projiciren-" 

Dafs  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  zugleich  eine  Baumcurve 

*)  Hermes,  Die  Jcicohiache  Erzeugungsweise  der  Flächen  sweiteii 
Grades,  Crelle's  Joum.,  Bd.  78,  1871,  S.  209 — 272.  Beispielsweise  wird 
(S.  220)  Dupin's  Satz  begründet,  nach  welchem  jeder  der  beiden  Focal- 
kegelschnitte  die  räumlichen  Brennpimkte  des  anderen  enthält.  AuTs»- 
ordentlich  leicht  liefsen  sich  auch  nach  der  besprochenen  Methode 
Jacob i's  Andeutungen  gemäfs  für  jede  Erümmungslinie  einer  Fläche  F, 
Paare  reeller  oder  imaginärer  räumlicher  Brennpunkte  nachweisen;  ich  be- 
spreche die  einschlägigen  Arbeiten  erst  im  zweiten  Bande  dieses  Beferates. 

•*)  Es  wurde  bereits  hervorgehoben,  dafs  Chasles  diesem  Theorem 
eine  irrige  Wendunjf  gab.  Die  Spitzen  der  Kegel  zweiten  Grades,  welche 
sechs  Pimkte  projiciren,  erfüllen  die  Weddle'sche  Fläche  F^  und  nicht 
eine  Baumcurve  R^. 

***)  Der  von  Chasles  gegebene  Satz  (Nr.  6)  bedurfte  einer  Ver- 
besserung. Wenn  man  drei  Ecken  eines  Tetraeders  über  feste  Gerade 
führt  und  drei  Ebenen  desselben  um  feste  Gerade  dreht  —  wobei  die 
sechs  Geraden  nicht  unabhängig  voneinander  sind  —  so  beschreibt  die  letzte 
Ecke  eine  Baumcurve  i2,,  die  letzte  Ebene  schmiegt  sich  hingegen  einer 
zweiten  Baumcurve  91,  an.  Chasles  verlangt  aber,  dafs  auch  diese 
Ebene  einen  Büschel  beschreiben  soll.  Entsprechende  Bemerkungen  sind 
bei  dem  dualen  Theorem  (Nr.  16)  zu  machen. 
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dritter  Klasse  ist,  liefs  Möbius  bereits  in  dem  Theorem  hervortreten 
[XJLIil,9]:  „Jede  Schmiegnngsebene  einer  Ranmcmre  B^  schneidet 
die  übrigen  Schmiegongsebenen  in  Tangenten  eines  Kegelschnittes/^ 
Chasles  hebt  zon&chst  (Nr.  14)  hervor,  dafs  eine  abwickelbare 
Fläche  F^  eine  Baumcurve  B^  zur  Cuspidalcorve  hat,  und  läiJBt  dann 
den  Dualismus  an  Eigenschaften  von  F^  hervortreten.  Drei  projec- 
tivische  Pnnktreihen  —  Chasles  bringt  (Nr.  18)  den  besonderen  Fall 
projectivisch-ähnlicher  Punktreihen  —  erzeugen  z.  B.  die  Reihe  der 
Tangentialebenen  einer  Fläche  F^, 

Bekanntlich  kann  man  den  besprochenen  Dualismus  mit  Hülfe 
eines  Nullsystems  evident  machen,  durch  welches  jedem  Punkte 
von  R^  seine  Schmiegungsebene  zugeordnet  wird.  Auf  dieses  Null- 
System  hat  Chasles  ausdrücklich,  wie  schon  oben  erwähnt,  erst 
-1857  hingewiesen.*)  Den  Gang  seiner  Entwickelung  erkennt  man 
aus  seinem  Hülfstheorem  (Nr.  41):  „Irgend  drei  Punkte  Ä,  B,  C 
einer  Baumcurve  B^  liegen  mit  dem  Schnittpunkte  P  ihrer  Schmiegungs- 
ebenen  in  einer  Ebene  n^*"  Wenn  man  B^  von  P  aus  auf  eine 
Ebene  projicirt,  so  entsteht  eine  rationale  Curve  Cj,  deren  Wende- 
punkte von  den  Strahlen  PÄ^  PBy  PC  ausgeschnitten  werden;  die 
Wendelinie  von  B^  bestimmt  also  mit  P  eine  Ä^  By  C  enthaltende 
Ebene.  Für  solche  Schmiegungsebenen  einer  Baumcurve  B^^  welche 
einen  Punkt  P  derselben  enthalten,  besteht  eine  ganz  analoge  Über- 
legung, die  Chasles  bereits  1837  angestellt  hat.*^*^) 

Chasles  weist  in  der  Note  des  Apercu  nochmals  auf  da» 
Auftreten  von  Baumcurven  B^  bei  der  unendlich  kleinen  Bewegung 
eines  Körpers  hin  (Nr.  12)  und  spricht  femer  (Nr.  11)  den  Satz- 
aus:  n^er  Mittelpunkt  einer  Fläche  F^^  sowie  allgemeiner  ihr  Pol 
nach  einer  beliebigen  Ebene  durchläuft  eine  Baumcurve  1^,  wenn  F^ 
einen  Büschel  beschreibt."***)  Die  allgemeinere  Form  des  Satzes 
kann  (Nr.  19)  dualistisch  umgeformt  werden.  Bereits  Bobillier 
hatte  den  ersteren  Ort  als  gemeinsame  Curve  zweier  Oberflächen  Pji  ^i 
gekennzeichnet.  Allein  es  blieb  zweifelhaft,  ob  er  erkannt  hatte,  dals 
beide  Flächen  noch  eine  Gerade  als  einen  aufserwesentlichen  Be- 
standteil neben  dem  betrachteten  Orte  miteinander  gemein  haben,  f) 
Chasles  giebt  femer  (Nr.  20)  den  Satz:  „Bleibt  von  einer  Axe 
mnes  Tangentialkegels  einer  Fläche  F^  ein  Punkt  fest,  so  um- 
hüllt die  Yerbindungsebene  der  beiden  anderen  Axen  eine  abwickel- 
bare Fläche  F^.'' 

2.  Für  einige  der  angefahrten  Sätze  sind  rein  geometrische  Be- 

♦J  a.  a.  0.  S.  376t  (Nr.  48). 

•*)  Chasles,  Aper9u  historique,  Fofsnote  zu  S.  249. 
***)  Wenig   später,    1838,   gab  Chasles   über  die  Mittelponktcurve 
eines  speciellen  Büschels  von  Flächen  F^ ,  in  welchem  nämlich  eine  Engel 
vorkommt,  mehrere  bereits  besprochene  Sätze  [XXX,  8]. 
t)  Vergl.  das  auf  S.  249*  angeführte. 
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weise  in  den  oben  geschilderten  Entwickelnngen  Hesse' s  von  1843 
enthalten.  Insbesondere  gilt  dies,  wie  bereits  herrorgehoben*),  Ton 
Höbins'  Satz  [XXTTI,  9]:  „Eine  Bamncnrve  A,  —  definirt  als  Sdinitlr 
curve  zweier  Kegel  zweiten  Ghrades  mit  einer  gemeinsamen  Mantellinie  — 
bestimmt  an  jedem  ihrer  Punkte  einen  Kegel  zweiten  Ghrades  imd  ist 
somit  dnrch  sechs  Punkte  A^  B^  C^  2>,  E^  F  eindeutig  festgelegt^ 
Ferner  giebt  Hesse  [XXXIY,  18]  eine  allerdings  dem  Continuitäts- 
prinoip  unterworfene  Begründung  des  Satzes:  „Jeder  Punkt  des 
Baumes  sendet  eine  Sehne  einer  Baumcurve  B^  aus.^^  Hesse  lehrt 
diese  Sehne  einfach  zu  construiren,  wenn  auilser  dem  Ptmkte  P  nocli 
«echs  Punkte  von  i^  vorliegen«  An  der  genannten  Stelle  war  ja 
•der  sehr  elegante  Zusammenhang  zwischrai  den  acht  Schnittpunkten 
dreier  Oberfiftchen  F^  aus  dem  Theorem  entwickelt  worden:  „Irgend 
zwei  von  acht  assocürten  Punkten  bestimmen  eine  S^me  dar  Baum- 
curve JKg,  welche  die  sechs  anderen  Punkte  festlegen.*' 

8.  1847  gab  Sejde  witz**)  die  jetzt  in  der  sjnthetischeii  6<o- 
Hietrie  übliche  Definition:  „Diejenigen  Punkte,  in  denen  sich  homologe 
Strahlen  zweier  collinearen  Strahlenbttndel  —  mit  den  Seheiteln^,  8' — 
treffen,  erfüllen  eine  Baumcurve  B^.^  Das  Erzeugnis  hat  in  der 
That  mit  einer  beliebigen  Ebene  die  drei  Doppelpunkte  zweier  eoUi- 
nearen  Felder  gemein.  Bezeichnet  man  eine  SS'  enthaltende  Eboie 
mit  cti  oder  ßl^  je  nachdem  man  sie  dem  ersten  oder  dem  zweiten 
Bündel  zuweist,  so  ist  jeder  Punkt  von  B^  der  Schnittpunkt  von 
drei  Ebenen  a/,  j9,-  und  ai  oder  ßi  Die  Curve  erscheint  also  als 
Erzeugnis  dreier  projectivischen  Ebenenbtkschel.  Die  Aze  des  einen 
ist  SS\  die  der  anderen  entsprechen  SS\  je  nachdem  man  diese 
Gerade  in  den  einen  oder  anderen  Bündel  einordnet.  Die  Curve 
ist  mithin  die  Schnittcurve  zweier  Kegel  zweiten  Grades  mit  den 
Spitzen  S  und  S'  und  der  gemeinsamen  Mantellinie  SS'. 

Ist  S"  ein  fester  Punkt  von  12^,  so  beschreiben,  wenn  P  B^ 
durchläuft,  die  beiden  Ebenen  PSS"  und  PS' 8"  zwei  projectivische 
Ebenenbüschel  der  beiden  gegebenen  Bündel,  FS"  durchlftuft  also 
einen  Kegel  zweiten  Grades.  B^  wird  daher  (S.  207)  von  jedem  ihrer 
Punkte  aus  durch  einen  Kegel  zweiten  Grades  projicirt;  je  zwei  Punkte 
von  B^  sind  die  Scheitel  zweier  collinearen  B^  erzeugenden  Strahlen- 
bündel. Hiemach  ist  B^  durch  sechs  Punkte  eindeutig  bestimmt 
Nach  ihrem  Verhalten  zur  unendlich  fernen  Ebene  kann  man  die 
Baumcurven  B^  in  vier  grofse  Klassen  einordnen.  Die  unendlidi 
fernen  Punkte  können  sämtlich  reell  sein,  oder  es  können  zwei  von 
ihnen  imaginär  werden,  oder  unter  sich  oder  endlich  mit  dem  dritten 
Punkte  zusajnmenfallen.     Seydewitz  bezeichnet  (S.  212)  die  Cmve 


•)  Vergl.  die  Bemerkung  von  S.  394** 

**)  Seydewitz,  Lineare  Konstraktion  einer  Curve  doppelter  Krftm- 
mang,  Granert's  Arch.,  Bd.  10,  18i7,  S.  203—214. 
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in  diesen  vier  F&llen  als  räumliche  Hyperbel ,  räumliche  Ellipse, 
psraboliscfae  Hyperbel,  i^nmliche  Parabel."')  Seydewitz  giebt  die 
eotqprechenden  Sätze  tkber  das  Erzeugnis  zweier  collinearen  Strahlenr 
Mder,  dessen  Identität  mit  der  Baumcnrve  B^  er  jedoch  nicht  er^ 
^kannt  zu  haben  scheint,  jedenfalls  nicht  hervorhebt. 

4.  Ans  Seydewitz'  Entwickelangen  hätten  sich  noch  manche 
ligensehafken  der  Baumcnrve  B^  ableiten  lassen,  die  sich  zum 
TeU  in  der  vorhin  [S.  425'*']  erwähnten  Abhandlung  Ghasles'  von 
1857  zuerst  ausgesprochen  finden.  Zwei  homologe  Ebenenbüschel 
der  gegebenen  Bündel  mit  den  Axen  a  und  a'  erzeugen  z.  B.  ein 
die  Banmcurve  22,  enthaltendes  Hyperboloid,  denn  die  beiden  Schnitt* 
ponkte  P,  Q  von  R^  mit  einer  a  enthaltenden  Ebene  bestimmen 
oiftnbar  an  S  und  S'  zwei  homologe  Ebenen  der  Bündel  und  also 
such  der  Ebenenbüschel  mit  den  Axen  a  und  a\  Das  Hyperboloid 
wird  daher  einmal  von  den  Sehnen  von  R^  erfüllt,  welche  die 
Gerade  a  treffen,  andererseits  von  den  Geraden,  welche  zu  a  in  den 
verschiedenen  Bündeln  homolog  sind,  die  mit  dem  ersten  zusammen 
iZ,  erzeugen.  Auf  das  so  entstandene  einschalige  Hyperboloid  weist 
Chasles  in  der  That  hin  (Nr.  16),  nachdem  er  (Nr.  6)  ein  Theorem 
über  die  Erzeugung  von  B^  durch  collineare  Strahlenbündel  voran- 
fsachickt  hat  Aus  dem  so  erhaltenen  Satze  folgert  Chasles  aus* 
drücklich  (Nr.  17),  dafs  von  jedem  Baumpunkte  E  genau  eine  Sehne 
von  R^  ausgeht  Augenscheinlich  ist  die  Sehne  die  zweite  von  JE 
ausgeh^de  Gerade  des  Hyperboloids,  welches  R^  mit  der  Verbindungs- 
linie des  Punktes  E  mit  einem  beliebigen  ihrer  Punkte  bestimmt. 
Wesentlich  einfacher  kann  man  freilich  die  betreffende  Sehne  als  den 
von  E  ausgehenden  Strahl  e  bezeichnen,  welcher  die  zu  SE  oder  f 
und  S'E  oder  g'  homologen  Strahlen  f'  und  g  zugleich  trifft,  das 
keifst  als  Schnittlinie  der  beiden  homologen  Ebenen  fg  und  f'g'. 
Auch  wenn  sie  R^  nicht  in  reellen  Punkten  trifft,  ist  diese  Gerade, 
da  sie  in  alle  R^  erzeugenden  collinearen  Strahlenbündel  homologe 
Ebenen  entsendet,  davon  unabhängig,  wie  man  die  beiden  R^  er- 
zeugenden Bündel  auswählt  um  dies  zu  erkennen,  braucht  man  nur 
irgend  eine  dar  Begelscharen  in  Betracht  zu  ziehen,  welche  neben  e 
unendlich  viele  eigentliche  Sehnen  von  JS^  enthalten.  Mit  irgend 
drei  derselben,  e|,  e,,  e^,  bestimmt  e  an  jedem  Punkte  von  R^  einen 
Ebenmiwurf  von  demselben  Doppelverhältnis. 

Aus  den  Darlegungen  von  Seydewitz  folgt  femer  der  Satz, 
den  Chasles  jetzt  (Nr.  27)  von  allen  Einkleidungen  frei  ausspricht: 
,J)rei  beliebige  projectivische  Ebenenbüschel  erzeugen  eine  Baum- 
curvaiJy''  und  s^e'uunittelbare  Folge:  „Eine  Baumcurve  22,  liegt  mit 

g*)  Für  die  Baumcurve  iZ,  schlägt  Seydewitz  (S.  207)  die  nicht  eben 
ücuiche  Beteichnung   ,, räumlicher  Kegelschnitt   dritter  Ordnung*^   vor. 
ie  Banmcurve  dritter  Klasse  bezeichnet  er  (S.  213}  als  einen  „excentrischen 
Segel  dritter  Klasse''. 
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zwei  beliebigen  ihrer  Sehnen  auf  einem  eindeutig  bestimmten  Hyper- 
boloid" (Nr.  20).  Nach  dem  ersten  Theorem  ist  eine  Bamncnire  M^  durch 
eine  Sehne  und  fünf  Punkte  eindeutig  bestinmit  Fünf  Punkte 
eines  einschaligen  Hyperboloids  liegen  nun  in  (Nr.  31)  zwei  ihm 
angehörigen  Baumcurren  B^.  Jede  der  beiden  (Teradenscharen  des 
Hyperboloids  besteht  aus  Sehnen  der  einen  dieser  beiden  Gurren. 
Auf  jeder  dieser  Sehnen  entsteht,  wenn  nun  R^  um  vier  Punkte  sidi 
dreht,  eine  Involution.  Hiemach  kann  man,  wie  Chasles  henror- 
hebt,  leicht  die  Eaumcurven  R^  construiren,  welche  vier  Punkte 
des  Hyperboloids  enthalten  und  eine  Gerade  desselben  berühren, 
auf  ihr  eine  Strecke  von  gegebener  Länge  abschneiden  u.  s.  w.  Zum 
SchluTs  erwähnt  Chasles  noch  zwei  mit  22,  in  Verbindung  stehoide 
Begelflächen  F^  und  F^,  Erstere  besteht  (Nr.  56)  aus  den  eine 
Gerade  treffenden  Sehnen  von  i2^,  letztere  aus  den  i2g  und  zwei 
Gerade  /j,  Zj  treffenden  Geraden  (Nr.  57).  Die  Ordnung  dieser  Flftche 
vermindert  sich  um  r  Einheiten,  wenn  l^  und  1^  zusammen  r  Punkte 
von  7^3  enthalten.  Eine  Fläche  F^  erzeugen  zwei  22,  angehorige 
projectivische  Punktreihen  (Nr.  55). 

Als  ein  Theorem  von  Chasles  entwickelt  Cayley*)  den  Satz: 
„Jeder  von  zwei  homologen  Punkten  zweier  coUinearen  Bäume  be- 
schreibt eine  Baumcurve  22,,  wenn  ihre  Verbindungslinie  einen  festen 
Punkt  enthält.**  Ausdrücklich  ausgesprochen  hatte  Chasles  jedodi 
diesen  Satz  nur  für  den  Fall  ähnlicher  Räume  [XXII,  4]. 

5.  Sucht  man  durch  eine  Einteilung  eine  Übersicht  über  die 
Formen  zu  gewinnen,  die  eine  ebene  Curve  dritter  Ordnung  annehmen 
kann,  so  hat  man  einerseits  den  durch  Projection  unveränderlichen 
Eigenschaften  Rechnung  zu  tragen,  und  man  wird  andererseits  die 
Gestaltung  der  unendlich  fernen  Äste  in  Betracht  ziehen,  wie  das  die 
Unterscheidung  von  Ellipsen,  Hyperbeln  und  Parabeln  bei  Curven 
zweiter  Ordnung  nahe  legt.  Man  wird  also  zunächst  das  anschauliche 
Resultat  Newton's  benutzen ♦♦),  dafe  jede  Curve  Cj  in  eine  diver- 
girende  Parabel  C3  projicirt  werden  kann,  um  eine  Anzahl  von  Haupt- 
arten zu  erhalten,  und  wird  dann  jede  dieser  Arten  in  verschiedene 
Species  zerlegen,  indem  man  die  Fluchtlinie  der  Ebene  von  Ci  in 
verschiedene  Lagen  zu  dieser  Curve  bringt  Aus  den  fünf  von 
Newton  unterschiedenen  wesentlich  verschiedenen  Arten  divergirender 
Parabeln  erhält  man  die  fünf  Arten  von  Curven  Cjt  Einteilige  und 
zweiteilige  allgemeine  Curven  Cg  (sechster  Klasse),  sodann  die 
Curven  C^  mit  einem  Knotenpunkte,  isolirten  Punkte  oder  Rückkehr* 
punkte.  Die  unendlich  ferne  Punktgruppe  von  ^C^  kann  nun  ent- 
halten:   Drei    reelle  Punkte,   einen  reellen  Punkt  und  zwei  imagi- 


*)  Cayley,   Demonstration  d*un  th^or^me  de  M.  Chasles,   Lionv. 
Joum.,  Bd.  10,  1846,  S.  883—384. 
♦^  Vergl.  S.  öttf. 
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nftre  Punkte,  einen  reellen  und  einen  zweifachen  Pnnkt  oder  endlich 
einen  dreifachen  Punkt.  Auf  diese  Weise  gewinnt  man  vier  yer- 
schiedene  Species  einteiliger  und  sechs  verschiedene  Species  zwei- 
teiliger Gurren  C^,  indem  die  unendlich  ferne  Orappe  bei  den 
letzteren  zwei  getrennte  oder  unendlich  nahe  Punkte  des  paren 
Zuges  enthalten  kann.  Von  Gurven  mit  einem  Knotenpunkt  hat 
man  nach  dem  analogen  Princip  neun  verschiedene  Species  zu 
unterscheiden;  die  unendlich  ferne  Gruppe  kann  sowohl  Punkte  des 
pareu  als  auch  des  unparen  Bestandteils  enthalten,  sie  kann  auch 
neben  dem  Doppelpunkte  der  Gurve  einen  dem  paren  oder  dem  un- 
paren Bestandteile  angehörenden  oder  dem  Doppelpunkte  unendlich 
nahen  Punkt  von  C,  aufnehmen.  Hierzu  kommen  nach  dem  gleichen 
Princip  fünf  Species  von  Gurven  mit  einem  isolirten  Punkte  und  sechs 
Species  von  Gurven  C^  mit  einem  Bückkehrpunkte. 

6.  Will  man  in  dies  Salmon-Gaylej'sche  Schema"')  die  72 
in  New  ton 's  Enumeratio  unterschiedAien  Formen  einordnen,  so  mufs 
man  dieselben  gruppenweise  als  Varietäten  der  Species  zusanunen- 
faasen,  wie  dies  Salmon  naher  ausfOhri  Newton  fügt  nämlich  als 
weiteres  unterscheidendes  Merkmal  das  Auftreten  von  Durchmessern 
hinzu.  Die  Halbirungspunkte  der  zu  einer  Asymptote  parallelen 
Sehnen  von  C,  gehören  im  allgemeinen  einer  Hyperbel  an,  die  aber 
such  in  einen  Durchmesser  und  die  herausgegriffene  Asymptote  zer- 
fallen kann.  Der  unendlich  ferne  Punkt  der  letzteren  charakterisirt 
sich  alsdann  als  ein  Wendepunkt  von  C^.  Newton  entwickelt  aus- 
drücklich, dafs  eine  Gurve  C^  entweder  einen  oder  drei  in  einem 
Punkte  zusammenlaufende  Durchmesser  besitzt.**)  Nach  dieser 
Unterscheidung    zerfällt  jede   Species,    bei    der  die  unendlich  ferne 

^  Analytische  Greometrie  der  höheren  ebenen  Gurven  von  George 
Balmon.  Deutsch  bearbeitet  von  Fiedler,  Leipzig  1873,  S.  200 ff.  Ent- 
wickelungen  solcher  Art,  allerdings  weniger  senau  ausgefOhrt,  finden  sich 
'bereits  in  der  ersten  Auflage  von  Salmon  s  Buch.  Yerffl.:  Salmon, 
A  treatise  on  the  hiffher  plane  curves:  intended  as  a  sequel  to  a  treatise 
on  conic  sections,  Dublin  1862,  S.  181,  132,  143  ff.  Eine  sehr  genaue  Unter- 
suchung der  New  tonischen  Einteilung,  ihres  Zusammenhangs  mit  dem  oben 
geschilderten  Schema  und  mit  der  weiter  unten  geschilderten  Plücker^- 
8<^en  Einteilung  wird  in  der  Arbeit  gegeben:  Gayley,  Od  tiie  Classification 
of  Gubic  Curves  (Read  18th  April,  1864.),  Cambridge  Trans.,  Bd.  11, 
1871,  S.  81 — 128.  Ähnliche  Ziele  verfolgen  zwei  Arbeiten  von  Bellavitis. 
Vergl-:  Bellavitis,  Sulla  classificazione  delle  curve  della  terza  classe, 
AttT  dell'  i  r.  Ist.  Veneto,  Ser.  2,  Bd.  4,  1863,  S.  234—266  und  Bella- 
vitis, Sulla  classificazione  deUe  curve  del  terzo  ordine  (Ricev.  il  1^.  Agosto 
1861)  Mem.  d.  soc.  Italiana  d.  sc.  res.  in  Modena,  Bd.  26,  Parte  seconda, 
Modena  1866,  S.  1—60. 

•^  De  Gua  hat  [a.  a.  0.  S.  229*,  S.  226]  ausdrücklich  hervorgehoben, 
dafs  er  den  von  ihm  als  neu  bezeichneten  allgemeinen  Wendepunktsatz 
aus  Newton *s  Durchmessersatz  mit  Hülfe  der  „Theorie  des  Ombres  ou 
Projections  des  Courbes"  abgeleitet  habe.  Er  bietet  dann  (S.  313ff.)  eine 
rechnende  Herleitung  des  Satzes. 
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Omppe  »US  einem  reellen  nnd  zwei  imaginären  Punkten  besteht,  in 
zwei  Varietäten,  welche  sich  durch  verschiedene  Gestaltung  des  nn- 
paren  Zuges  unterscheiden;  derselbe  ist  im  allgemeinen  eine  die 
Asymptote  durchsetzende  Serpentine,  deren  unendlich  ferne  T^e  n 
vertBchiedenen  Seiten  der  Asymptote  liegen,  im  besonderen  Falle  hia- 
gegen  ein  coochoidaler,  ganz  zu  einer  Seite  der  Asymptote  li^n- 
der  Zug.  Bei  Speicies  mit  drei  unendlich  fernen  reellen  Punkten  hat 
man  entweder  zwei  oder  drei  Varietäten  nach  der  Anzahl  der  mög- 
licher Weise  auftretenden  reellen  Durchmesser  anzunehmen. 

Newton  unterscheidet  femer  die  Fälle,  ob  die  dr^  Asymptotaa 
ein  Dreieck  bilden  oder  einen  Punkt  miteinander  g^nein  hab&L 
Als  einen  besonderen  Fall  hebt  er  es  ferner  herror,  wenn  die  OiUTe  C^ 
eine  Ecke  des  Asymptotendreiecks  enthält.  Hierbei  tritt  als  beson- 
dere Form  die  zweiteilige  Gurve  C^  mit  Mittelpunkt  auf,  dem 
der  ihr  angehörige  Mittelpunkt  ist  zugleich  der  Schnittpunkt  ihrer 
Asymptoten.  Auch  die  anderen  Formen  von  Curven  C^  mit  Mittel- 
punkt werden  angeführt.  Ein  weiteres  Einteilungs]Hrincip  bildet,  be- 
sonders in  dem  Falle  eines  unendlich  fernen  Wendepunktes;,  die  lAgt 
der  Satellite  der  unendlich  fernen  Creraden  gegen  das  Asymptotendreieck; 
diese  Unterscheidung  hängt  damit  zusammen,  dafs  Newton  drei  Artea 
hyperbolischer  Äste  betrachtet,  die  sich  zwei  yerschiedenen  Asymptoten 
anschliefsen.  Ein  solcher  Ast  kann  nach  Art  eines  Hyperbelastes 
▼erlaufen,  eingeschrieben  sein.  Er  kann  femer  seine  beiden  Asymptoten 
schneiden  und  ist  dann  umschrieben,  er  kann  endlich  nur  eine  sein«- 
beiden  Asymptoten  schneiden.  Diese  Verhältnisse  hängen  natörlidi 
▼on  der  Lage  der  Satellite  ab.  Endlich  wird  bei  einem  Zuge  mit 
drei  unendlich  fernen  Wendepunkten  unterschieden,  ob  er  in  den 
drei  Gebieten  verläuft,  die  den  Seiten  des  Asymptotendreiecks  sn- 
liegen  oder  in  denjenigen,  die  übereck  gegen  dasselbe  liegen. 

7.  Offenbar  hat  das  obige  Schema  auch  bereits  Newton  Tor- 
geschwebt,  der  seine  Formen  zunächst,  hauptsächlich  nadi  ihrem 
Verhalten  im  Unendlichen,  in  14  (venera  einordnet,  ohne  dabei  ganz 
consequent  zu  bleiben.  Newton  unterscheidet  vier  Hauptfbrmi»  der 
Gleichung  von  C^: 

xy^+ey^f{x),    xy  ^  f{x),    y^^f{x),    y^f{x), 
wobei 

f{x)  =  ax^  +  ftx'  -f  c«  +  d 

gesetzt  wird.  Die  zweite  Gleichung  stellt  die  Tridentcurve,  die 
vierte  die  cubische  Parabel  dar;  die  unendlich  ferne  Gerade  wird 
bei  der  einen  und  der  anderen  Curve  zur  Tangente  in  einem  Knoten- 
punkte und  in  einer  Spitze.  Die  dritte  Gleichung,  welche  Curven  mit 
unendHoh  femer  Wendetangente  darstellt,  liefert  die  fünf  diver^renden 
Parabeln.  Die  65  anderen  Formen  leitet  Newton  aus  der  eisten 
Gleichung  ab.    Die  ^-Axe  fallt  mit  einer  Asymptote  sosammeii^  die 
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beiden  anderen  werden  durch  die  x-Axe  und  eine  Parallele  zur 
y-Axe  harmonisch  getrennt.  Man  erhält  nnn,  wenn  a  >  0;  a  <C0\ 
a  SB  0,  5^0  ist,  Curyen  mit  drei  reellen  Asymptoten,  einer  reellen 
Asymptote  oder  Cnrven,  welche  die  xmendlich  ferne  Gerade  berühren. 
Im  Falle  a  =  0,  h  =  0  erhält  man  Curven  mit  einem  unendlich 
fernen  zweifachen  Punkte;  Newton  leitet  diese  Curven  aus  Kegel- 
schnitten ab  und  bezeichnet  sie  als  Hyperbolismen  der  Ellipse,  der 
Hyperbel  oder  der  Parabel,  je  nachdem  der  unendlich  ferne  zweifache 
Pmikt  ein  isolirter  Punkt,  ein  Knotenpunkt  oder  eine  Spitze  ist. 
Uan  erhält  eine  Curve  mit  einem  Durchmesser,  bezw.  mit  drei  Durch- 
messern, wenn  man  e  =  0,  bezw.  c=^0,  &* —  ac  =  0  setzt  u.  s.  w. 
Um  die  Hauptform  festzustellen,  unter  welche  eine  vorgelegte  Curve  C^ 
fällt,  benutzt  Newton  die  Gleichung 


«•/'(*)  +  l  =  o 


für  die  Abscissen  der  zur  ^-Axe  parallelen,  also  von  einem  speciellen 
Punkte  der  Curve  C^  ausgehenden  Tangenten.  Je  nachdem  dieselbe 
zwei  oder  vier  reelle  Wurzeln  besitzt,  hat  man  es  mit  einer  ein- 
teiligen oder  einer  zweiteiligen  Curve  zu  thun.  Eine  Doppelwurzel 
weist  auf  einen  isolirten  Punkt  oder  einen  Knotenpunkt  hin,  eine 
dreifache  Wurzel  auf  eine  Spitze. 

8.  Auf  Inconsequenzen  in  der  Einteilung  Newton's  wurde  schon 
frühzeitig  hingewiesen.  Schon  Stirling***)  unterscheidet  76  Formen. 
Zwei  weitere  hat  Murdoch**),  wie  Cayley  an  dem  oben  [S.  429*] 
genannten  Orte  (S.  81)  anführt,  hinzugefügt.  Baur***)  gelangt  auf 
Grund  einer  sehr  klaren  Darlegung  derNewton'schenEntwickelung — 
der  ich  in  dem  obigen  gefolgt  bin  —  ebenso  wie  Cayley  zu  dem 
Besuhat,  dafs  eine  consequente  Durchführung  ihrer  Prindpien  zu 
78  Formen  führt.  Ein  unparer  Zug  dritter  Ordnung  kann  nämlich,, 
auch  wenn  er  von  einem  isolirten  Punkte  oder  einem  paren  Zuge 
begleitet  ist,  die  unendlich  ferne  Gerade  in  drei  Wendepunkten 
schneiden  oder  dieselbe  in  einem  Wendepunkte  schneiden  und  an 
anderer  Stelle  berühren  und  endlich  —  anstatt  einer  —  die  beiden 
Ton  Newton  unterschiedenen  Formen  annehmen,  wenn  ein  Wende- 
punkt und  zwei  gewöhnliche  Punkte  desselben  im  Unendlichen  liegen 
(S.  41).  Baur  selbst  gelangt,  da  er  sieben  wesentlich  verschiedene 
divergirende  Parabeln  annimmt,  zu  96  verschiedenen  Formen  von 
Curven  C^;  hierauf  komme  ich  später  zurück. 

•)  a.  a.  0.  8.  6* 

**)  a.  a.  0.  8.  efü*.    Eine  der  Formen  fahrt  llAurdoch  auf  Cramer 

zurück.     Wie   Cityley  an   anderer  Stelle   [a.  a.  0.  8.  446^    angiebt, 

unteraoheidet  Murdoch  schon  drei  Arten  einzügiger  divergirenden  Parabeln. 

*^  Baur,  Synthetische  Einteilung  der  ebenen  Linien  HL  Ordnung,. 

Stuttgart  1888  (Anhang,  S.  43ff.)- 
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9.  1835  unterschied  Plücker*)  bei  einer  Classification  der 
-Corven  C^  219  Arten,  indem  er  die  Beziehungen  der  unendlich 
fernen  Geraden  zu  Cj  viel  weiter  Terfolgte  als  Newton.  Plftcker 
geht  davon  aus,  dafs  es  in  dem  Büschel 

pqr  —  jüÄ  =  0 

der  Curven  C^^  welche  die  drei  Asymptoten  QR^  RP^  PQ  oder 
j>  =  0,  5  =  0,  r  =  0  in  denselben  der  Satellite  5  =  0  angehörigen 
Punkten  P^,  Q^^  R^  schneiden,  im  allgemeinen  drei  Curven  mit 
Doppelpunkt  giebt.**)  Die  Parameter  /äj,  fi^,  fij  dieser  Curven 
bilden  nun  mit  den  Werten  f*  =  0  und  fi  ^  oo,  ftir  welche  sich  die 
Curve  auf  den  Inbegriff  der  drei  Asymptoten  oder  auf  die  Satellite 
reducirt,  fOnf  Intervalle,  innerhalb  deren  sich  fi  verändern  kami, 
ohne  daljs  die  Curve  C,  ihren  Charakter  verändert.  Mit  den  drei 
zu  |[^,  fi,,  fij  selbst  gehörenden  Übergangsformen  liefert  der  Büschel 
also  acht  verschiedene  Formen,  allgemeiner,  wenn  n  (=  0,  1,  2,  3) 
voneinander  verschiedene  reelle.  Curven  mit  zweifachem  Punkte  im 
Büschel  vorkommen,  2n  -{-  2  Formen.  Plücker  betrachtet  nun 
alle  möglichen  Anordnungen  der  Asymptoten  und  der  Satellite  gegen 
-einander.  Zunächst  unterscheidet  er  die  Fälle,  ob  letztere  einen 
der  Schnittpunkte  P,  ^,  Ä  der  Asymptoten  —  die  zunächst  ein 
Dreieck  bilden  sollen  —  von  den  anderen  trennt  oder  nicht;  in  beiden 
Fällen  kommt  noch  die  Grenzlage  hinzu,  in  denen  die  Satellite 
einen   der  Punkte  P,  Q,  R  enthält     In  den  betreffenden  Punkt  ge- 

*)  Plücker,  System  der  analytischen  G^metrie,  Berlin  1^5  (Ab- 
•schniU  3,  §  6,  S.  220 ff.). 

**)  Dreht  man  eine  Gerade  um  P^ ,  so  beschreibt  der  Mittelpunkt  der 
von  RP  und  PQ  auf  ihr  abgegrenzten  Strecke  eine  Hyperbel,  deren 
Asymptoten  zu  i2P  und  PQ  parallel  sind.  Dieselbe  hat  mit  den  beiden 
entsprechend  gebildeten  Hyperbeln,  wie  Plücker  nachweist,  die  ,^t(el- 
punKte^^  des  Büschels,  die  Doppelpunkte  der  in  ihm  enthaltenen  rationalen 
Curven  gemeinsam  (S.  178 — 180).  Giebt  man  von  einer  Curve  C,  die  Asymptoten 
und  einen  Doppelpunkt,  so  ist  die  Satellite  der  unendlich  fernen  Geraden 
eindeutig  bestimmt.  Zwei  von  den  drei  rationalen  Curven  des  Büschdt 
können  sich  zu  einer  Curve  mit  Spitze  vereinigen.  Dieser  Punkt  selbst 
gehört  der  EUipse  an,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  POR  in  ihren  Mittel- 
punkten berührt  (S  191).  Je  drei  zusammengehörige  Mittelpunkte  bilden 
ein  Polardreieck  der  genannten  Ellipse,  dessen  Schwerpunkt  mit  denyeni^en 
der  Gruppe  Pj  Q^  Äj  zusammenfällt  (S.  193,  194).  Sind  alle  drei  MittelDoiätt 
reell,  so  ist  der  im  Innern  der  Ellipse  gelegene  ein  isolirter  Punkt  der 
ihn  enthaltenden  Curve,  die  anderen  beiden  Punkte  sind  eigentliche 
Knotenpunkte  ihrer  Curven.  Sollen,  während  das  Asymptotendreieck  rcft- 
liegt,  die  beiden  Tangenten  im  Doppelpunkte  S  einen  gegebenen  reellen 
oder  imaginären  Winfel  bilden,  so  beschreibt  8  einen  Kegelschnitt;  alle 
diese  Kegelschnitte  haben  eine  doppelte  Berühran|f;  die  BÜrührungssehne 
ist  die  Polanrerade  des  Asymptotendreiecks  hinsichtlich  seines  Höhenpxmktet. 
Stehen  die  Tangenten  im  Doppelpunkte  8  aufeinander  senkrecht,  so  gehört  S 
der  Berührungssehne  an  (S.  267).  Projectivische  Verallffemeinerungen  dieser 
Sätze  finden  sich  in  der  Arbeit:  Cayley,Ona  Case  of  the  Involution  of  Cubic 
Curves  (Read  22Pebruary,  1864.)  Cambridge  Trans.,  Bd.  11,  1871,  8.  «9— 80. 
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langt  dann  auch  einer  der  Mittelpunkte,  so  dals  der  Büschel  höch- 
stens sechs  verschiedene  Formen  beiträgt.  Kommt  eine  Gurve  mit 
Rückkehrpunkt  in  dem  Büschel  vor,  so  vereinigt  sie  zwei  der  drei 
rationalen  Cnrven  des  allgemeinen  Falles  in  sich.  Die  zugehörige 
Lage  der  Satellite  wird  natürlich  besonders  aufgeführt,  ebenso  der 
Fall,  da(s  nur  einer  der  drei  Mittelpunkte  reell  bleibt.  Die  analogen 
üntersdieidungen  werden  auch  in  dem  Falle  gemacht,  dafs  die 
Satellite  zu  einer  Asymptote  parallel  wird  und  einer  der  Mittel- 
punkte sich  ins  Unendliche  entfernt,  wobei  Plücker  insgesamt  sechs 
verschiedene  Büschel  unterscheidet.  Entfernt  sich  endlich  die  Satellite 
ganz  ins  Unendliche,  so  kommt  in  dem  Büschel  nur  noch  eine 
Curve  mit  Doppelpunkt  vor;  er  liefert  vier  wesentlich  verschiedene 
Curven.  Plücker  betrachtet  femer  Büschel  mit  drei  gemeinsamen, 
durch  einen  Punkt  gehenden  Asymptoten  und  macht  ganz  analoge 
Unterscheidungen  fEir  den  Fall,  dafs  zwei  der  gemeinsamen  Asymp- 
toten imaginär  werden.  Insgesamt  gelangt  er  zu  158  auf  36  Büschel 
verteilte  und  in  ebenso  vielen  Figuren  erläuterte  Formen.  Einzelne 
Büschel  liefern  .je  nur  eine  Gurvenform.  Dies  tritt  z.  B.  ein,  wenn 
die  drei  gemeinsamen  Asymptoten  in  Wendetangenten  übergehen 
und  einen  Punkt  miteinander  gemein  haben. 

10.  Nach  ähnlichen  Kegeln  classificirt  nun  Plücker  die- 
jenigen Curven  Cg,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  berühren  und 
osculiren.  Im  ersten  dieser  Fälle  (Fall  2)  zieht  er  zur  näheren  Unter- 
scheidung diejenige  Parabel  heran,  welche  C^  in  dem  zweifachen 
Punkte  ihrer  unendlich  fernen  Gruppe  fün^unktig  osculirt.  Giebt 
man  von  einer  Curve  C^  die  genannte  Parabel  und  die  geradlinige 
Asymptote,  sowie  ihre  beiden  letzten  Schnittpunkte  mit  Cg,  deren 
Verbindungslinie  zur  Axe  der  Parabel  parallel  ist,  so  beschreibt  die 
Curve  Cj  einen  Büschel.  Als  gleichartig  betrachtet  Plücker  zwei 
Curven  des  Büschels,  welche  durch  keine  zwei  von  den  in  ihm 
enthaltenen  zerfallenden  oder  rationalen  Curven  getrennt  werden. 
Bei  der  Aufzählung  der  in  Betracht  kommenden  Büschel  beachtet 
Plücker  die  Lage  der  parabolischen  und  der  geradlinigen  Asymp- 
tote gegeneinander  und  gegen  die  erwähnte  Hülfsgerade.  Ähnlich 
behandelt  er  Büschel  von  Curven  C,,  die  eine  semicubische  Parabel  C^ 
im  Unendlichen  siebenpunktig  berühren  und  in  zwei  Punkten 
schneiden.  Diese  Punkte,  deren  Verbindungslinie  den  unendlich 
fernen  Wendepunkt  von  C^  enthält,  können  reell  oder  imaginär 
sein,  mit  der  Spitze  der  Curve  zusammenfallen  u.  s.  w.  (Fall  4). 
Ähnlich  werden  Curven  mit  zwei  parallelen  Asymptoten  behandelt 
(Fall  3).  Zwei  Fälle  für  sich  (5  u.  6)  bilden  die  Tridentcurve  und 
die  cubische  Parabel,  bei  denen  die  unendlich  ferne  Gerade  zur 
Tangente  in  einem  Doppelpunkte  oder  einer  Spitze  wird. 

11.  Euler  hatte  eine  Einteilqng  der  Curven  dritter  Ordnung 
in     16    Arten    lediglich    nach    dem    Verhalten    im    Unendlichen    ge- 

Jahretbericht  d.  Deutschen  Mathem. -Vereinigung.   V,  8.  28 
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geben.'*')  Als  Bevision  derselben  giebt  Plücker  an  einer  anderen  Stelle 
des  besprochenen  Buches  (S.  163)  folgende  Einordnimg  der  Cnrven 
dritter  Ordnung  in  19  Arten.  Die  unendlich  ferne  Punktgmppe  einer 
Curve  C3  kann  zuerst  aus  drei  von  einander  verschiedenen  reellen 
oder  einem  reellen  und  zwei  imaginären  Punkten  bestehen  ^  f^ner 
kann  eine  der  Asymptoten  in  eine  Wendetangente  übergehen,  oder 
es  gilt  dies  von  allen  dreien.  Dies  führt  im  ganz^i  auf  sechs 
verschiedene  Falle,  von  denen  Euler  den  letzten  —  ein  reeller  und 
zwei  imaginäre  unendlich  ferne  Wendepunkte  —  nicht  aufiführt 
Es  folgen  (Fall  7)  zunächst  Curven  mit  einer  gewöhnHch^i  und 
einer  parabolischen  Asymptote.  Die  letztere  berührt  im  Unend- 
lichen sechspunktig,  wenn  die  geradlinige  Asymptote  im  Unendlidien 
osculirt,  was  einen  besonderen  Fall  (8)  ergiebi  Genau  wie  Euler 
unterscheidet  Plücker  sechs  verschiedene  Fälle  von  Curven  C^  bei 
denen  die  unendlich  ferne  Gerade  einen  zweifachen  Punkt  und 
einen  von  ihm  getrennten  einfachen  Punkt  enthält,  der  auch  in  einen 
Wendepunkt  übergehen  kann  (Fälle  9 — 14);  er  schliefst  seine  Ein- 
teilung, wie  Euler,  mit  der  Tridentcurye  und  der  cubischen  Parabel 
ab  (FWe  18  u.  19).  Bei  Euler  bilden  diejenigen  Curven,  welche 
die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Wendetangente  haben,  eine  einzige  Art 
(14);  Plücker  hingegen  unterscheidet  drei  verschiedene  Fälle  (15—17) 
solcher  Curven,  nämlich  zunächst  semicubische  Parabeln,  sodann 
Curven  C3,  die  mit  einer  semicubischen  Parabel  eine  si^npunktige 
bezw.  neunpimktige  Berührung  eingehen.  Diese  letzte  Unterscheidung 
wird  man  vielleicht  weniger  gerechtfertigt  finden.  Mit  gleichem  Bedite 
könnte  man  es  jedenfalls  anmerken,  wenn  die  Curve  C,  in  einem  ein- 
fachen unendlich  fernen  Punkte  eine  sechspxmktige  Osculation  mit  einem 
Kegelschnitte,  eine  neunpunktige  Osculation  mit  anderen  Curven  C^ 
oder  endlich  eine  3 n -punktige  Osculation  mit  Curven  Cn  eingeht 
12.  Newton 's  berühmter  Satz,  nach  dem  jede  Curve  Cg  als  Schatten 
einer  der  fünf  divergirenden  Parabeln  angesehen  werden  kann,  wurde 
von  Nicole**)  und  Clairaut***)  in  1733  veröffentlichten  Arbeiten 
behandelt.  Nicole  beschränkt  sich  darauf^  an  Schnitten  eines  Kegels, 
den  eine  divergirende  Parabel  an  einem  festen  Punkte  bestimmt,  vw- 
schiedene  der  von  Newton  aufgezählten  Formen  nachzuweisen  und 
führt  dies  genauer  bei  den  zweiteiligen  Curven  durch.  Clairaut 
hingegen  gründet  einen  wirklichen  Beweis  des  Satzes  auf  die  "Hiat- 
Sache,  dafs  eine  Curve  Cg  nicht  mehr  als  drei  —  selbstverständlich 
reelle  —  Wendepunkte  besitzen  kann.  Die  Wendepunkte  von  C, 
bestimmen    an    einem   beliebigen    Punkte   S    Wendestrahlen   („cotes 

•)  a.  a.  0.  S.  6tt-  Eine  Vergleichung  derselben  mit  Newton's 
14  ffenera  ciebt  Bellavitis  in  der  Tabelle  auf  S.  42,  43  der  oben  [S. 429*1 
an  letzter  Stelle  genannten  Schrift. 

**)  Vergl.  die  zweite  auf  S.  6*^  genannte  Abhandlung. 
•^)  Vergl.  die  auf  S.  6**  genannte  Abhandlung. 
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d'inflerion^^)  des  Kegels,  der  C^  von  S  aus  projicirt  (S.  491). 
Man  könne,  schliefst  Olairaut  weiter,  hieraus  ableiten,  dafs  der 
Kegel  nicht  mehr  als  drei  Wendestrahlen  aufweist  und  auch  Schnitte 
mit  zwei  oder  weniger  als  zwei  Wendepimkten  im  Endlichen  besitze. 
Solche  Ebenen  sind  zu  einem  oder  zwei  Wendestrahlen  des  Kegels 
parallel,  da  dieselben  auf  jeder  ebenen  Ourve  des  Kegels  die  Wende- 
punkte ausschneiden.  Auf  diese  Art  kann  eine  Curve  C^  von  einem 
beliebigen  Punkte  8  aus  in  eine  Curve  Cg  projicirt  werden,  die  zwei 
oder  überhaupt  keine  Wendepunkte  besitzt;  falls  0$  nicht  schon  eine 
divergirende  Parabel  ist,  hat  sie  die  Gleichung 

xy^  =  aa?  +  "bei?  +  ca:  -f-  (?. 

Wenn  man  den  Punkt  S  zum  Anfangspimkt  der  —  schiefwinkligen  — 
Coordinaten  macht,  und  die  Längeneinheit  passend  bestimmt,  kann 
man  den  Cs  und  Cs  projicirenden  Kegel  durch  die  Gleichung 

darstellen;  Cs  ist  sein  Schnitt  mit  der  Ebene  e  ^^  1,  Mit  der 
Ebene  x  =^  1  hat  der  Kegel  die  divergirende  Parabel 

y"  =  dz^  +  CjS*  -f-  5;?  +  a 

gemein.  Zu  dem  so  offenbar  gewonnenen  Theorem,  dals  eine  Curve  C^ 
von  einem  beliebigen  Punkte  aus  in  eine  der  fünf  divergirenden 
Parabeln  projicirt  werden  kann,  braucht  man  in  Wirklichkeit  nur 
die  Voraussetzung:  „Jede  Curve  C^  besitzt  wenigstens  einen  reellen 
Wendepunkt"  Dies  deutet  auch  Clairaut  (S.  493)  mit  der  Be- 
merkung an:  Projicirt  man  eine  divergirende  Parabel  C^  von  einem 
beliebigen  Punkte  aus,  so  ergeben  die  beiden  ins  Unendliche  gehenden 
Äste  der  Curve  solche  Teile  des  Kegels,  welche  in  einem  zur 
Ebene  der  Curve  parallelen  Wendestrahle  aneinander  grenzen.  Die 
zugehörige  Wendeebene  selbst  sei  zur  Ebene  der  Parabel  parallel. 
In  dieser  Bemerkung  liegt  der  Beweis  fast  vollständig  enthalten, 
den  Chasles  von  Newton's  Theorem  gegeben  hat.*)  Will  man 
eine  Curve  C^  in  eine  divergirende  Parabel  C»  projiciren,  so  mufs 
man  die  Projectionsebene  parallel  zu  der  Ebene  nehmen,  welche  den 
Projectionspunkt  0  und  eine  Wendetangente  von  C^  enthält  Um 
die  entstehende  Curve  0%  in  Newton's  Sinne  als  eine  divergirende 
Parabel  nachweisen  zu  können,  hat  man  nur  noch  Maclaurin's 
Resultat  [XXTV,  3]  zu  benutzen:  „Je  zwei  Punkte  einer  Curve  Cj, 
deren  Verbindungslinie  einen  Wendepunkt  W  enthält,  werden  durch  W 
und  eine  Gerade  w  harmonisch  getrennt"  Diese  Gerade  wird 
offenbar  in  einen  Durchmesser  von  C»  projicirt  Da  in  der  Rich- 
tung der  Sehnen  von  Ca,  welche  der  Durchmesser  halbirt,  offenbar 

*)  Chaslea,  Sur  la  g^n^ration  des  courbes  du  troisi^me  degr^,  par 
lea  cinq  paraboles  diveigentes,  et  par  les  cinq  courbes  ä  centre,  Apercu 
historique,  Note  20,  S.  848—360. 

28* 
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keine  Asymptote  vorkommt,  so  ist  0$  eine  divergirende  ParabeL 
Ohasles  macht  sogleich  darauf  aufmerksam,  dafs  man  jede  Cuire 
auch  in  eine  Curve  mit  Mittelpunkt  projiciren  könne,  man  brauche 
zu  diesem  Zwecke  nur  die  Polare  eines  Wendepunktes  W  —  so 
bezeichnet  er  die  Gerade  w  —  ins  Unendliche  zu  projiciren. 

13.  Ohasles'  und  Glairaut's  Entwickelungen  yerknüpfte 
Möbius  mit  Stetigkeitsbetrachtungen  in  einer  1852  veröffentlichten 
Abhandlung,  von  der  eine  Anzeige  schon  1849  erschien."')  Zur  besseran 
Veranschaulichung  projicirt  Möbius  die  Curve  Cj  auf  eine  Kugel 
von  dem  Mittelpunkte  derselben  aus.  Aus  einem  unparen  Zuge  von 
Cg  entsteht  eine  einfache  —  in  sich  zurücklaufende  —  sphftrisdie 
Curve,  welche  mit  einem  gröfsten  Kreise  der  Kugel  entweder  ein  Paar 
gegenüberliegender  Punkte  gemein  hat,  oder  deren  dreL  Hingegmi 
projicirt  sich  ein  parer  Zug  in  zwei  Zwillingscurven.  Aus  Stetig- 
keitsbetrachtungen schliefst  nun  Möbius,  dafs  eine  einfiiche  sphi* 
rische  Curve  dritter  Ordnung,  wenn  sie  Knotenpunkte  oder  Spitien 
nicht  enthält,  drei  Paare  von  Wendepunkten  enthftlt,  im  anderen 
Falle  hingegen  nur  ein  Paar  (S.  106  ff.).  Eine  einfache  sph&riache 
Curve  enthält  (S.  98  ff.)  auch  im  allgemeinsten  Falle,  wenn  sie 
aus  dem  unparen  Zuge  einer  Curve  d,  entsteht,  stets  eine  ungerade 
Anzahl  von  Wendepunktpaaren,  und  zwar  mindestens  deren  drei, 
wenn  sie  frei  von  Knotenpunkten  und  Spitzen  ist.  Eine  ZwiUings- 
curve  enthält  Paare  von  Wendepunkten  in  gerader  Anzahl,  falls 
sie  zu  einer  Curve  dritter  Ordnung  gehört,  überhaupt  keine  solchen. 
Hieraus  ergeben  sich  nun  fünf  Haupttypen  von  sphärischen  Curven 
dritter  Ordnung,  welche  Möbius  dadurch  als  vorhanden  nachweist, 
dafs  er  sie  in  divergirende  Parabeln  projicirt.  Der  Kegel,  welche 
die  sphärische  Curve  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  aus  projicirt,  be- 
sitzt die  Gleichung 

fy^z  +  ax^  +  hx^e  +  cxe^  -(-  (?^  =  0, 

wobei  die  ^-Axe  mit  einem  Wendestrahle,  die  (x,y) -Ebene  mit  der 
zugehörigen  Wendeebene,  die  (a;,  £r)- Ebene  mit  der  Polarebene  des 
Wendestrahls  zusammenfällt.     Der  Kegel  schneidet  (S.  121)  die  Ebene 

e  =  const. 

in  einer  divergirenden  Parabel 

y^  =  ax^  +  ßx^  +  yOJ  +  ^• 

14.  Aus  den  Symmetrieverhältnissen  dieser  Curven  schüelst 
Möbius,  dafs  die  drei  reellen  Wendepunkte  jeder  ebenen  Curve  (7, 

*)  Möbius,  Über  die  Grandformen  der  Linien  der  dritten  Ordnung, 
Leipz.  Abb.,  Bd.  1,  1862,  S.  1—82  (Ges.  W.,  Bd.  2,  S.  80—176).  V^gi 
auch:  Herr  Möbius  berichtete  über  eine  von  ihm  verfafste  Abhandlung 
über  die  Grundformen  der  Linien  der  dritten  Ordnung,  Leipz.  Ber.  f  1848, 
Bd.  2,  1849,  S.  12—16  (Ges.  W.,  Bd.  2,  S.  177—182). 
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(ohne  Ejiotenpnnkt  oder  Spitze)  in  einer  Geraden  liegen.  Diese  Wende- 
linie  zerlegt  mit  den  drei  Wendetangenten  die  Ebene  in  drei  Vier- 
ecke F,,  Fj,  F3  und  in  yier  Dreiecke  D^,  Dj,  Dj,  D^j  von  denen 
das  let^  nnr  yon  Stücken  der  Wendetangenten  begrenzt  sei.  Mob  ins 
unterscheidet  (S  174ff.)  die  drei  Hanptfalle,  dafs  der  unpare  Zag 
die  Vierecke  F^,  V^j  F^  dorchzielit,  dafs  die  drei  Wendetangenten 
einen  Punkt  mit  einander  gemein  haben,  oder  dafs  endlich  der  un- 
pare Zug  die  Dreiecke  D^,  D^,  D,  durchzieht.  In  den  beiden 
ersten  Fällen  handelt  es  sich  stets  um  einzügige  Gurven  C3.  In 
dem  letzten  Falle  hingegen  kann  der  unpare  Zug  von  einem  in  D^ 
gelegenen  paren  Zuge  oder  isolirten  Punkte  begleitet  sein.  Zwei 
Arten  ftbr  sich  bilden  einerseits  die  Gurven  mit  einem  Knotenpunkte, 
andererseits  diejenigen  mit  einer  Spitze.  Auf  diese  Weise  ent- 
stehen insgesamt  sieben  statt  der  sonst  unterschiedenen  fünf  Arten. 
Drei  derselben  bestehen  aus  einzügigen  Gurven  vom  Geschlecht  1. 
Die  Anzahl  der  reellen  Tangenten,  welche  eine  Gurve  C^  aus  einem 
Punkte  P  aufserhalb  derselben  empfängt,  verändert  sich  bei  einer 
stetigen  Bewegung  des  Punktes  P  jedesmal  um  zwei  Einheiten,  wenn 
P  eine  der  Wendetangenten  oder  die  Gurve  C,  selbst  überschreitet. 
Durchzieht  nun  die  Gurve  C,  die  drei  Gebiete  F^,  Fj,,  F,,  so  er- 
reicht die  Anzahl  der  reellen  Tangenten  den  gröfsten  überhaupt 
möglichen  Wert,  C^  erhält  aus  jedem  Punkte  im  Innern  des  Drei- 
ecks D4  sechs  reeÜe  Tangenten.  Hingegen  erhält  eine  einzügige 
Curve  Cj,  welche  die  Gebiete  D^,  2>g,  Dj  durchzieht,  aus  keinem 
Punkte  von  D^  reelle,  überhaupt  aus  keinem  Punkte  mehr  als  vier 
Tangenten.  Auf  diese  von  Möbius  nicht  hervorgehobene  Unter- 
scheidung hat  übrigens  Ghasles  bereits  1829  aufinerksam  gemacht."') 
Gbasles  interessirt  allerdings  vorzugsweise  die  aus  dem  Dualitäts- 
prindp  folgende  Thatsache,  dafs  eine  Gurve  Cg  äufserlich  das  Bild 
einer  Gurve  C^  darbieten  kann.  Baur  hat  in  dem  oben  erwähnten 
Buche  die  Einteilung  der  Gurven  C^  in  sieben  Arten  angenommen 
und  gelangt  bei  consequenter  Benutzung  der  von  Newton  heran- 
gezogenen Unterscheidungscriterien  zu  96  verschiedenen  Formen  von 
Gurven  Cg. 

15.  Möbius  untersucht  femer  ausführlich  die  Beziehungen 
zwischen  collinear  verwandten  Gurven  C5  und  (7$.  Die  Wendetangenten 
und  Wendepunkte  sowie  die  von  ihnen  ausgehenden  Tangenten  von  C, 
werden  in  analoge  Elemente  von  C«  umgeformt;  das  gleiche  gilt  von 
einem  etwaigen  zweifachen  Punkte  und  den  Tangenten  desselben. 
Bei  rationalen  Gurven  C3  und  Cs  ist  in  der  That  die  Zugehörigkeit 
zu  derselben  Art  auch  eine  hinreichende  Bedingung,  um  zwischen 
ihnen  eine  collineare  —  selbstverständlich  reelle  —  Beziehung  ein- 


•)  Vergl.  die  zweite  oben  [S.  288*]  genannte  Schrift  und  die  Bemer- 
kung von  8.  4dl**  über  Murdoch. 
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zuleiten;  zunächst  können  zwei  Coryen  Cs  und  C9  mit  isolirten 
Punkten,  indem  man  den  drei  Wendepunkten  von  C^  in  irgend  einer 
Reihenfolge  diejenigen  von  C3  zuweist,  offenbar  auf  sedis  Arten  in 
collineare  Beziehung  gesetzt  werden.  Enthält  jede  der  Gurren  C^ 
und  Ci  einen  Knotenpunkt,  bezw.  eine  Spitze,  so  können  sie  auf  swei, 
bezw.  auf  unendlich  viele  Arten  collinear  bezogen  werden.  Zwei 
gleichartige  Curven  C^  und  Ci  vom  (Geschlecht  1  sind  hingegen  nur 
dann  collinear  verwandt  —  und  können  alsdann  auf  sechs  Arten 
collinear  bezogen  werden  —  wenn  sie  die  gleiche  „Charakteristik*^  ^ 
besitzen  (S.  170).     Diese  Invariante  geht  in  die  Gleidiung 

^^  —  aWC^  +  y  +  ^y  =  o 

ein,  welche  die  Curve  C^  bei  Anwendung  eines  ganz  bestinmxten 
abgekürzten  barycentrischen  Calcüls  darstellt  Das  zu  Grunde  liegende 
Dreieck  wird  durch  die  Wendetangenten  von  C^  bstimmt.  a;  -|-  y  +  jr  =  0 
ist  die  Gleichung  der  Wendelinie.  Bezieht  man  nun  auf  die  drei 
Wendepunkte  von  C^  diejenigen  von  Ci  in  irgend  einer  Reihenfolge, 
weist  femer  die  Wendelinien  einander  zu,  so  ist  eine  collineare  Be- 
ziehung eindeutig  gegeben.  •  Wenn  man  in  der  Ebene  von  Ci 
den  analogen  baiycentrischen  Calcül  anwendet,  wie  in  deijenigen 
von  Cj,  so  bestehen  für  zwei  homologe  Punkte  die  Gleichungen 

Offenbar  mufs  also  die  zu  Cj  collineare  Curve  Ci  die  gleiche 
Charakteristik  g  aufweisen,  das  heifst  in  der  Form 

darstellbar  sein.  Alle  Curven  C,  mit  isolirten  Punkten  besitzen  die 
gleiche  Charakteristik  1.  Unter  sich  collinear  verwandt  sind  auch  alle 
Curven  C3,  deren  reelle  Wendetangenten  einen  Punkt  miteinander 
gemein  haben. 

1851  hatte  Salmon"')  einen  Satz  entwickelt,  aus  welchem 
eine  Beziehung  zwischen  zwei  collinear  aufeinander  bezogenen 
Curven  CJ,  und  Ci  folgt.  Wird  nämlich  der  Punkt  0,  von  dem  aus 
man  die  Tangenten  OÄ^  OB^  OC,  OD  an  die  Curve  C,  gelegt  hat, 
auf  derselben  unendlich  wenig  versdioben,  so  drehen  sich  ^e  Tangenten 
zunächst  um  die  Punkte  Ä,  B^  C,  D,  Weil  der  Polarkegelschnitt  von  0 
die  Punkte  Ay  J9,  C,  D  enthält  und  in  0  die  Curve  C,  berührt,  so 
bleibt  der  Wurf  0(ABCD)  zunächst,  wenn  0  unendlidi  wenig  auf 
Cg  verschoben  wird,  und  demnach   auch,  wenn  0  die  ganze  Curve 


*)  Salmon,  Th^orämea  sur  les  courbes  de  troiai^me  degr^,  Crelle*8 
Joum.,  Bd.  42,  1861,  S.  274—276  und  Salmon,  Higher  phuie  curres, 
Dublin  1862,  S.  160. 
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dnrdiläTift,  zu  sich  selbst  projectivisch.  Augenscheinlich  können 
nur  solche  Curven  Cs  und  C$  colünear  bezogen  werden,  weldie 
projectiyische  Tangentenwürfe  aufweisen. 

16.  In  den  eben  geschilderten  Entwickelungen  spielt  der  Satz 
eine  grofse  BoUe,  dafs  eine  Curve  Cg  nicht  mehr  als  drei  Wende- 
punkte besitzt.  Auf  demselben  beruhte  bereits  Clairaut's  Ge- 
dankengang, von  Poncelet  wird  der  Satz  1832*)  als  evident  be- 
zeichnet, Chasles  sieht  ihn  1829  in  der  oben  nochmals  erwähnten 
Notiz  [S.  238*]  ebenfalls  als  unbedingt  richtig  an.  Es  wurde  bemerkt, 
dafs  Möbius  den  Satz  durch  Stetigkeitsbetrachtungen  gewann.  Ich 
muTs  nunmehr  die  wichtigen  Entwickelungen  nachtragen,  diePlücker 
in  seinem  „System  der  analytischen  Geometrie'^,  also  1835,  nach  dieser 
Richtung  hin  gegeben  hat.  Osculirt  eine  Curve  Cj  die  reellen  Wende- 
tangenten BC^  CÄ^  AB  in  den  Punkten  -ä^,  B^,  C^,  so  besteht  unter 
Berücksichtigung  der  Vorzeichen  nach  Carnot 's  Theorem  die  Gleichung 
ABl .  BCl  .  CÄ\  _ 

aus  welcher  sich  (S.  45)  die  Gleichung 

AB^  •  JBfi  •  CÄi  

AC^    BA^'  CB^  ~  ^' 

also  das  Besultat  ergiebt:  „Drei  reelle  Wendepunkte  einer  Curve  C^ 
liegen  stets  in  einer  Geraden"  und  femer  „eine  Curve  Cj  besitzt 
entweder  einen  reellen  Wendepunkt,  oder  deren  drei,  welche  einer 
Geraden  angehören". 

Aber  Plücker  gelangt  zu  dem  viel  allgemeineraa  Satze:  „Eine 
allgemeine  Curve  C^  enthält  neun  Wendepunkte,  von  denen  sechs 
imaginär  und  drei  reell  sind."  Sind  nämlich  $,  i}  cartesische 
Coordinaten  oder  überhaupt  Coordinaten  von  der  Art,  dafs 

die  allgemeinste  Gleichung  einer  Geraden  ist,  so  besteht  für  einen 
Wendepunkt  der  Curve   ?7(|,  rj)  =  0  die  Gleichung 

1^  =  0       oder       17«  U„-  2  U,  U,U^-\-  P|  U,,=  F(|,,)  =  0, 

wobei  Ui  und  ZJ,*  erste  und  zweite  Differentialquotienten  sind. 
Wenn  man  die  Gleichung  einer  Curve  C«  auf  die  Form  bringt 

?7(|, ,,)  =  /;(|,  ij)  +  /;  _  2  (I,  ij)  =  0, 

unter  /i,(^,  i^)  =  0  den  Inbegriff  ihrer  Asymptoten,  also  unter  /*«  —  2  (S»  v) 
eine  Form  (n  —  2)****  Grades  versteht,  so  nimmt  F($,  ij)  folgende 
Form  an 


♦)  a.  a.  0.  S.  227*^  (Trait^,  Bd.  2,  Nr.  166). 
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wobei  jeder  zugefügte  Index  den  Grad  der  betreffenden  Function 
andeutet.  Die  Wendepunkte  der  gegebenen  Curre  C«  ergeben  sich 
mithin  aus  der  Gleichung 

/in-ed,  1?)  —  /;-»(!,  1?)/in-4(£,  V)  =  0, 

werden  auf  C«  von  einer  Curve  Csin—»)  ausgeschnitten.  Eine  Gurve  C» 
besitzt  also  3n(n  —  2)  Wendepunkte  (S.  264).  Bei  der  Cuire  C, 
legt  Plücker  die  Asymptotengleichung 

pqr  +  «i?  +  /3g  +  yr  =  0 

zu  Grunde,  und  behandelt  unter  Benutzung  der  Identit&t 

p+q+r=k 

p  und  q  als  unabhängige  Yerftnderliche."')  Die  Wendepunkte  werden 
alsdann  (S.  265)  von  der  Curve  dritter  Ordnung 

€cp^  +  ßgr^  +  yr^—^ßyp  —  ^yaq—3aßr'\-2(ßy  +  ya  +  aß)k^0 

ausgeschnitten.  JDiese  Curve  geht,  sobald  C^  einen  Doppelpunkt 
besitzt,  in  drei  von  ihm  ausgehende  Gerade  über.  Enthält  aber  C^ 
eine  Spitze,  so  fallen  zwei  der  drei  Greraden  mit  der  Spitzentangente 
zusammen.  Eine  Spitze  absorbirt  also  acht  von  den  neun  Wende- 
punkten einer  allgemeinen  Curve  Cg,  ein  zweifacher  Punkt  deren  sechs 
und  zwar  vier  imaginäre  und  zwei  reelle  oder  sechs  imaginäre,  je 
nachdem  es  sich  tun  einen  Knotenpunkt  oder  einen  isolirten  Punkt 
handelt  (S.  266). 

Dafs  eine  allgemeine  Curve  C,  drei  reelle  und  sechs  imaginäre 
Wendepunkte  enthält,  sucht  Plücker  auch  allein  aus  dem  Umstände 
abzuleiten,  dafs  die  Verbindungslinie  zweier  reellen  oder  imaginären 
Wendepunkte  stets  noch  einen  dritten  enthält  (S.  285).  Plücker 
giebt  ohne  nähere  Ausführungen  den  Satz,  dafs  eine  Gruppe  ans  mehr 
als  drei  reellen  Punkten  nicht  bestehen  kann,  in  der  die  Verbindungs- 
linie je  zweier  Punkte  einen  dritten  Punkt  aufnimmt,  bezeichnet  es 
als  unmöglich,  dafs  vier  Paare  conjugirt- imaginärer  Wendepunkte 
vorliegen,  deren  reelle  Träger  von  einem  einzigen  reellen  Wende- 
punkte ausgehen  und  behält  schliefslich  die '  einzige  Möglichkeit 
übrig,  dafs  C,  drei  Paare  conjugirt -imaginärer  Wendepunkte  besitzt, 
deren  jedes  mit  je  einem  reellen  Wendepunkte  von  C^  auf  einer 
reellen  Geraden  liegt. 

Nach  diesen  Entwickelungen  kann  die  Curve  C^  in  zwölf  Arten 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

pqr  —  «5*««  0 


*)  Mit  Benutzunff  dieses  Coordinatensystems  entwickelt  Plücker  die 
oben  [S.  482*^]  angerahrten  Sätze  über  die  Mittelpunkte  eines  Büschels  von 
Curven  C,  mit  gemeinsamen  Asymptoten  und  gemeinsamer  Satdlite  der 
unendlich  fernen  Geraden. 
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daxgestellt  werden;  -^  =«  0,  g  =  0,  r  =  0  oder  BC^  CA,  AB  sind 
drei  Wendetangenten,  deren  Wendepunkte  A^y  B^,  C^  der  Wendelinie  l 
oder  Ä  =  0  angehören.  Bei  vier  von  den  zwölf  überhaupt  möglichen 
Darstellungen  einer  gegebenen  Curve  C^  ist  die  Wendelinie  eine 
reelle  Gerade.  Plücker  erblickt  in  dem  umstände,  dafs  die  obige 
Gleichung  neun  willkürliche  Constante  aufweist,  einen  Beweis  dafOx, 
dafs  jede  Curve  C,  einmal  oder  mehrmal  in  dieser  Form  dargestellt 
werden  kann;  er  knüpft  hieran  die  obigen  einer  Ergänzung  sehr 
bedürftigen  Betrachtungen  über  die  Configuration  der  Wendepunkte. 

17.  Ich  hebe  noch  folgende  Sätze  Plücker's  hervor:  „Durch  einen 
Punkt  P  der  Ebene  geht  eine  bestimmte  der  Gurven  C,,  die  drei 
Gerade  in  drei  einer  Wendelinie  angehörigen  Punkten  osculiren.  Die 
Tangente  des  Punktes  P  enthält  den  Schnittpunkt  der  Wendelinie 
mit  der  „Polare"  des  Punktes  P  bezüglich  des  aus  den  Wende- 
tangenten gebildeten  Dreiecks."  Der  Schnittpunkt  dieser  Polare  mit 
irgend  einer  der  Wendetangenten  trennt  den  Punkt  P  von  den  beiden 
anderen  harmonisch  (S.  289).  Der  zweite  Satz  (S.  1288)  lautet: 
J[>ie  Gurven  des  betrachteten  Büschels  haben  für  jeden  Punkt  der 
Wendelinie  den  gleichen  Polarkegelschnitt.  Derselbe  enthält  die 
Ecken  des  aus  den  drei  Wendetangenten  gebildeten  Dreiecks  und 
den  Pol  L  desselben  hinsichtlich  der  Wendelinie  l.  L  ist  ein  isolirter 
Punkt  der  durch  ihn  bestinunten  Gurve  des  Büschels.  Die  Polar- 
kegelachnitte  büden  einen  Büschel,  dessen  Geradenpaare  zu  den  drei 
Wendepunkten  gehören."  Diese  Sätze  lassen  sich  in  einfacher  Weise 
mit  Theoremen  von  Bobillier  in  Verbindung  bringen.  Die  be- 
trachteten Gurven  gehören  in  einen  Büschel  mit  den  beiden  Gurven 
Ci  und  Cs',  Ton  denen  die  erste  aus  der  dreifach  zählenden  Wende- 
linie, die  zweite  aus  den  drei  Wendetangenten  besteht.  Cs  kann 
man  als  Gruppe  von  drei  Strahlen  betrachten,  die  von  einem  be- 
liebigen Punkte  der  Wendelinie  ausgehen.  Demnach  hat  nach  dem 
Theorem  von  Bobillier  [XXVI,  8]  ein  Punkt  der  Wendelinie  für 
jede  Gurve  des  Büschels  den  gleichen  Polarkegelschnitt.  Da  auch 
Cs'  diesen  Polarkegelschnitt  bestimmt,  enthält  derselbe  die  Schnitt- 
punkte der  Wendetang'enten  und  den  Punkt  X,  dessen  Polargerade 
nach  Cs'  mit  der  Wendelinie  zusammenfällt.  Aus  anderen  Theoremen 
von  Bobillier  [XXVI,  6,  8]  folgt  leicht,  dafs  die  Polargeraden  eines 
beliebigen  Punktes  bezüglich  der  Gurven  C,  des  Büschels  einen  Strahlen- 
büschel bilden.  Demselben  gehören  als  Polargeraden  von  Cs  und  Cz 
die  Wendelinie  und  die  Polare  des  Punktes  P  bezüglich  des  aus  den 
Wendetangenten  gebildeten  Dreiecks  an.  Für  die  P  enthaltende  Gurve 
des  Büschels  geht  die  Polargerade  in  die  Tangente  im  Punkte  Püber,  die- 
selbe verbindet  also  P  mit  dem  Scheitel  des  genannten  Strahlenbüschels. 

18.  Für  die  synthetische  Geometrie  von  besonderer  Bedeutung 
sind  noch  Ansätze  für  die  projectivische  Erzeugung  der  Gurven  Cg, 
weldie  sich  in  Plücker's  Buch  finden.     Die  Gleichung 
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pcir  —  as  =  0 

kann  man  als  Resultat  der  Elimination  von  |  aus  den  Gleichungen 

qr  —  5  =  0,       cts  —  {p  =  0 

darstellen,  von  denen  für  jeden  Wert  von  J  die  erste  eine  bestimmte 
Hyperbel  mit  den  Asymptoten  g  =  0  imd  r  =  0,  die  zweite  einen 
zugehörigen  von  dem  letzten  Schnittpimkte  der  Asymptote p^O  aus- 
gehenden Strahl  darstellt.  Die  Schnittpunkte  M  und  M^  eines  Strahles 
und  der  zugehörigen  Hyperbel  gehören  Cj  an.  Der  Mittelpunkt  von 
MM^  halbirt  nach  einer  bekannten  Hyperbeleigenschaft  zugleich  die 
Strecke,  deren  Endpimkte  die  Asymptoten  ^  =  0,  r  =  0  auf  der 
Geraden  MM^  ausschneiden.  Diese  Eigenschaft  gestattet,  wenn  man 
die  drei  Asymptoten  gegen  einander  vertauscht,  aus  einem  Punkte 
einer  Curve  C^  eine  ihr  angehörige  Punktmenge  abzuleiten  (8.  167). 
Eine  ähnliche  Bemerkung  kann  man,  wie  Plücker  hervorhebt,  aus 
dem  Umstände  ableiten,  dafs  die  Gleichung 

pqr  —  «5*  =  0 

einer  Curve  C^  als  Resultat  der  Elimination  von  X  aus  den 
Gleichimgen 

pq  —  Xs  =  0y     as  —  Xr  =  0 

aufgefafst  werden  kann  (S.  281).  Bei  veränderlichem  X  beschreibt 
der  Kegelschnitt  pq  —  Xs  ^=^  0  einen  Büschel,  der  zwei  unendlidi 
ferne  Punkte  imd  die  Berührungspunkte  zweier  von  ihnen  aufigehenden 
Tangenten,  1>  =  0,  $  =  0,  von  Cq  zu  Grundpunkten  hat  Der  Strahl 
as  —  Xr  =s  0  dreht  sich  um  den  Berührungspunkt  einer  von  dem 
dritten  imendlich  fernen  Punkte  ausgehenden  Tangente  r  =  0  von  C|. 
Vorzugsweise  benutzt  aber  Plücker  diese  Gleichungsform  zur  Unter- 
suchung der  zwölf  Geraden,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  zur 
Satellite  haben.  Mit  der  projectivisch  verallgemeinerten  Aufgabe 
hatte  sich,  wie  oben  [XXIV,  3]  erwähnt,  Maclaurin  beschäftigt. 

Ich  werde  später,  bei  Besprechung  der  Plücker 'sehen  Gleichungen, 
auf  die  überaus  wichtigen  Schlufsbemerkungen  des  be^>roeheaeB 
Buches  zurückkommen. 

19.  Steiner  hatte  die  Frage  aufgeworfen  [XXVn,  17],  welchen 
Ort  ein  Punkt  P  beschreibt,  wenn  seine  Polaren  nach  drei  Kegel- 
schnitten einem  Büschel  angehören,  und  hatte  die  Lösung  für  den  Fall 
angegeben,  in  dem  die  drei  Kegelschnitte  zwei  Punkte  miteinander  ge- 
mein haben;  dieselben  gehören  auch  dem  der  Aufgabe  nun  geiifig(Bidea 
Kegelschnitte  an.  Die  naheliegende  Betrachtung,  mit  deren  Hülfe 
man  in  der  synthetischen  Geometrie  den  Ort  als  eine  Curve  Cj  er- 
kennt, hat  zuerst  A.  Jacobi*)  angestellt  (1846).    Wenn  ein  Punkt  P 

•)  a.  a.  0.  8.  817**. 
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die  Gerade  l  durchläuft,  beschreiben  seine  Polaren  nach  drei  Kegel- 
schnitten Kij  Ki^  Ki'  projectivische  Strahlenbüschel  und  erzeugen  also 
drei  Kegelschnitte.  Dieselben  haben  drei  Punkte  miteinander  gemein, 
zu  deren  jedem  für  JTg,  Ki,  Ki'  derselbe  Punkt  von  l  conjugirt  ist. 
Daneben  schneiden  sich  je  zwei  von  ihnen  in  dem  Pole  eines  der  drei 
Kegelschnitte  iTg,  JT«,  Ki'  nach  l,  A.Jacobi  giebt  diese  Überlegung 
zunächst  ftir  den  Fall  dreier  Geradenpaare  (8.  97)  und  hebt  dann 
auBdrflcklich  hervor,  dafs  sie  auch  fOr  den  Fall  dreier  Kegelschnitte 
gültig  bleibt  (S.  102).  Um  diese  Curve  C^  als  „Tripelcurve"  eines 
Netzes  von  Kegelschnitten  nachzuweisen  und  ihre  zahlreichen  schönen 
Eigenschaften  zu  erhalten,  brauchte  man  nur  die  Resultate  aneinander 
zu  reihen,  welche  Seydewitz  über  den  Kegelschnittbüschel  bereit 
gestellt  hatte  [XXX,  12].  Zwei  für  jeden  der  drei  Kegelschnitte 
Ki.Ki,  Ki'  conjugirte  Punkte  P,  $;  -P'jÖ';  i^",Ö";  •  •  •  sind  „Wechsel- 
punkte^^  für  jeden  der  Büschel  Ki,  Ki';  Ki' ,  K^;  Z'g,  Ki,  ferner  fCb: 
jeden  weiteren  Büschel,  den  zwei  diesen  Büscheln  beliebig  entnommene 
Kegelsdmitte  miteinander  bestimmen.  Aus  jeder  Ecke  0  des  Polar- 
dreieeks,  welches  die  Kegelschnitte  irgend  eines  dieser  Büschel  mit- 
einander gemein  haben,  werden  daher  die  Pimktepaare  P$,P'$',P"^",.  • . 
durch  die  Strahlenpaare  einer  Involution  projicirt.  Die  Strahlen  OPyOQ 
enthalten  —  da  der  vorliegende  Ort  eine  Curve  Cj  ist  —  noch  wenigstens 
ein  weiteres  Paar  PqQq  conjugirter  Punkte;  für  alle  Kegelschnitte  der 
betrachteten  Mannigfaltigkeit  ist  mithin  nach  dem  Staudt-Hesse 'sehen 
Satee  [XXn,  3;  XXXVI,  23]  der  Schnittpunkt  0^  von  PQ^  und  F^Q  zu 
O  conjugirt,  demnach  gehört  0  der  Curve  an.  Sie  ist  der  Ort  der 
Doppelpunkte  aller  in  der  Mannigfaltigkeit  enthaltenen  Geradenpaare. 
Dafs  die  bisher  eingeführten  Kegelschnitte  eine  lineare  Mannigfaltig- 
keit zweiter  Stufe,  ein  Netz  bilden,  welches  den  durch  zwei  seiner 
Individuen  bestimmten  Büschel  vollständig  enthält,  kann  man  aus 
dem  oben  angegebenen  Gergonne-Bobillier 'sehen  Theorem  [XXVI,  1  ] 
folgern. 

20.  Man  kann  die  Curve  Cj  nach  dem  obigen  mit  Hülfe  irgend 
dreier  Paare  von  Wechselpunkten,  die  nicht  Paare  gegenüberliegender 
Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  sind,  definiren.  An  jedem  ihrer 
Punkte  bestimmen  diese  drei  Paare  FQ,  F'Q\  F"Q''  Strahlenpaare 
einer  Involution.  Dieser  Involution  angehörige  Tangentenpaare  em- 
pfangen aus  einem  Punkte  0  von  Cg  auch  Kegelschnitte  ftg;  Äi;  ff«' 
der  Scharen,  welche  durch  die  Punktepaare  F'Q\  F"Q''\  F"Q'\  FQ\ 
FQ,  F'Q'  festgelegt  sind,  femer  beliebige  Kegelschnitte  der  Scharen, 
welche  irgend  zwei  der  schon  eingeführten  Kegelschnitte  bestimmen. 
Wiederum  hat  man  diese  Mannigfaltigkeit  als  in  sich  abgeschlossenes 
lineares  System  zweiter  Stufe,  als  eine  Schar-Schar  nachzuweisen. 
Cg  erweist  sich  als  Ort  der  in  dieser  Schar-Schar  vorkommenden  Pimkte- 
paare. Schneiden  sich  nämlich  in  0  zwei  gemeinsame  Tangenten  a,  h 
der  Kegelschnitte  ff 2  tmd  ff i,  so   sind  a,  6;   OF,  OQ;  OF",  OQ'; 
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0P'\  0(j['  vier  Strahlenpaare  einer  Involution,  und  0  gehört  der 
Curve  Cg  an. 

Wesentlich  auf  Grund  der  letzten  Überlegung  sprach  ich  oben 
[XXV,  2]  die  Vermutung  aus,  Chasles  habe  bereits  1835  den  Satz 
gekannt:  „Drei  Kegelschnitte  U^^  7,,  W^  empfangen  Tangentenpaare, 
die  einer  Involution  angehören,  aus  Punkten  einer  Curve  C^.^  Nach 
dem  Satze  von  Chasles  gehörten  einer  Curve  C^  gewisse  27  Punkte- 
paare an;  die  einen  waren  ausgeartete  Curven  zweiter  Klasse  der 
Scharen,  die  U^^  V^  W^  paarweise  besünunen,  die  anderen  spielten 
die  gleiche  Bolle  in  den  neuen  Scharen,  welche  die  bereits  ermittelten 
Punktepaare  mit  den  gegebenen  Kegelschnitten  bestimmen.  Wenn 
man  U^  festhält,  F,  und  W^  beliebig  einer  Schar  entnimmt,  so 
bleiben  18  von  jenen  54  Punkten,  mithin  die  Curve  C^  selbst,  fest. 
Man  hat  deshalb  zunächst  folgendes,  mit  dem  obigen  Satze  völlig 
gleichwertiges  Theorem:  „Die  Ecken  eines  zwei  Kegelschnitten  um- 
schriebenen vollständigen  Vierseits  durchlaufen  eine  Curve  C5,  wenn  der 
eine  Kegelschnitt  fest  bleibt,  der  andere  in  einer  Schar  bewegt  wird.** 

21.  Indessen  lange,  bevor  die  eben  geschilderten  Beziehungen  in 
der  synthetischen  Greometrie  aufgefunden  und  weiter  ausgeffthrt 
wurden,  waren  dieselben  von  Hesse  und  Cayley  mit  den  Hfil£i- 
mittein  der  analytischen  Geometrie  erwiesen  worden.  Ich  wül 
zunächst  Hessens  Entwickelungen,  die  mit  dem  Jahre  1844  be- 
ginnen, im  Zusammenhange  schildern.  Hesse*)  geht  bei  der  Be- 
stimmung der  Wendepunkte  einer  Curve  C«  von  der  Identität  aus: 

f\fn-^  fif.fi»  +  nfn  =  ;r^  ifnfn  -fxX)f-  (IT^h?  "  «'' 

welche  zwischen  einer  homogenen  Function  /*(«!,  «j,  %)  «*^  Grades, 
ihren  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  xmd  der  aus  ihren 
zweiten  Differentialquotienten  gebildeten  Hesse 'sehen  Determinante  9 
—  dieselbe  wird  schlechthin  als  Determinante  der  gegebenen  Function 
bezeichnet  —  obwaltet. 

Diese  Formel  fOhrt  nun,  nach  dem  bereits  von  P lücker  ein- 
geschlagenen Beweisverfahren,  sofort  zu  einer  Curve  Z(n  —  2)*" 
Ordnung,  welche  mit  einer  Curve  Cn  nur  die  Wendepunkte  gemein 
hat.  Unter  der  Voraussetzung,  dafs  o^  beständig  gleich  1  ist,  x^,  x^ 
aber  cartesische  Coordinaten  sind,  hat  mit  der  Curve  C«: 

/*(«?!,  a^a,  2:3)  =  0 
schon  nach  Plücker's  Entwickelung  die  Curve  C^t^^ii 

die    Wendepunkte    —    d.    h.     die    Punkte    mit    unendlich    grofsen 


*)  Hesse,    Über   die    Wendepunete    der    Curven    dritter    Ordnung, 
Crelle's  Journ.,  Bd.  28,  1844,  S.  97—107  (Abb.,  8.  128— ISO). 
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Krammimgsradien  —  und  die  Asymptoten  gemein.  Die  Identität 
«eigt  nun,  dafe  die  Curve  C^n^e' 

^±fnfnfzz  =  9>{^i^  ^.^)  =  0 

nur  die  Wendepunkte  von  Cn  ausschneidet  (S.  131).*)  Cs«  — 6,  die 
Hesse'sche  Cnrve  von  C,  ist  covariant  zu  (7«;  hierin  besteht  bekannt- 
lich der  groüse  Fortschritt  gegen  Plücker's  Entwickelung.  Ist  /*,  und 
mit  ihr  y,  eine  Form  dritten  Grades,  so  werden  Ergebnisse  einer  vor- 
bereitenden Arbeit**)  Hesse 's  anwendbar.  Nach  einem  Hauptresultate 
derselben  besitzt  die  Hesse 'sehe  Determinante  der  Function  f  ••{-  tip 
die  Form  /*-|-  Ty,  wobei  T  eine  gebrochene  Function  dritten  Grades 
von  t  ist  (S.  113).  Hieraus  folgt  zunächst  das  schöne  Resultat:  „Jede 
Curve  C5,  welche  die  neun  Wendepunkte  einer  Curve  C^  überhaupt 
enthält,  hat  dieselben  auch  zu  Wendepunkten.^  Jede  Curve  C^  dieses 
Büschels  hat  eine  andere  Curve  desselben  zur  Hess  ersehen  Curve  und 
ist  ihrerseits  die  Hesse'sche  Curve  von  drei  verschiedenen  Curven  des 
Büschels.  Eine  Gleichung  vierten  Grades  (T  =  t)  bestimmt  die- 
jenigen Curven  des  Büschels,  deren  jede  mit  ihrer  eigenen  Hesse 'sehen 
Curve  zusammenfällt,  von  denen  also  eine  jede  aus  drei  Geraden 

^1  =  0,     3^8  =  0,     1^8  =  0 

besteht.     Die  Gleichung  jeder  Curve  des  Büschels  ist  dann 

yl  +  yl  +  yl  +  ^^yiMz  =  o,***) 

•)  1861  [a.  a.  0.  S.  238***  (S.  264flr.)]  giebt  Hesse  folgende  symme- 
trische Herleitmig  dieses  wichtigen  Besultates.  Eine  homogene  Gleichung 
n*^  Grades  fn{x^<,  a?,,  a;,)  =  0  stellt,  wenn  x,^  a;,,  a?,  ganze  lineare 
Functionen  cartesischer  Coordinaten  sind,   eine  Chirve  C^  dar.    Für  einen 

Wendeptmkt  besteht  die  Gleichung  ^'i  x^  dx^  d*  x^  ^=  0,  Aufserdem 
waltet  noch  eine  Identität  o,  rCj  -^a^x^  -}-  a»x^  ^  a  ob.  Auch  hier  er- 
gieht  sich  für  die  Coordinaten  der  Wendepumdie  zunächst  eine  Gleichung 
{Sn  —  4)ten  Grades,  die  Hesse  mit  Hülfe  der  Curvengleichu^  reducirt. 
Auch  in  der  unten  FS.  446***]  genannten  Schrift  von  1847  bietet  Hesse  eine 
Herleitui^  seines  satzes  (S.  147  S.). 

*^  Hesse,  Über  die  Elimination  der  Yariabeln  aus  drei  algebra« 
ischen  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  mit  zwei  Yariabeln,  Crelle's 
JounL,  Bd.  28,  1844,  8.  68—96  (Abb.,  S.  89—122). 

***)  Hiernach  sind  von  den  neun  Wendepunkten  einer  Curve  Cj, 
welche  durch  die  Gleichxmgspaare 

y^-0,yl  +  yl^O;      y^«0,  yj-f  yJ-0;       y^  -  0,  yJ  +  yS^o 

dargestellt  werden  (S.  135),  drei  reell,  die  übrigen  imaginär,  sobald  Cg 
eine  reelle  Curve  ist.  yj  =*  0  kann  man  dann  als  eine  reelle  Gerade  be- 
trachten, v,  =0,  ya  =  0  sind  entweder  conjugirt-imaginär  oder  reell;  im 
ersten  Falle  enthält  yi  =  0  drei  reelle  Wendepunkte,  im  zweiten  Falle  trägt 
jede  der  drei  Geraden  genau  einen  reellen  Wendepunkt.  Der  geometrische 
Ausdruck  fSr  diese  Verhältnisse  ist  bekanntlich  der  später  zu  erörternde 
Satz:  „Je  zwei  Ecken  eines  Wendeliniendreiecks  sind  dreifache  Punkte 
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Von  einem  dieser  Wendeliniendreiecke  kann  man  durch  lineare 
Substitutionen,  die  Hesse  ausführlich  erörtert,  zu  den  drei  übrigen 
übergehen  (S.  121).  Befriedigender  als  durch  die  Betrachtang 
Plücker's,  auf  den  Hesse  ausdrücklich  (S.  134)  verweist,  war  so  die 
Verteilung  der  neun  Wendepunkte  auf  die  zwölf  Wendelinien  zum 
Ausdruck  gebracht.  Die  Verbindungslinie  irgend  zweier  Wendepunkte 
ist  nach  diesen  Entwickelungen  die  Seite  eines  bestimmten  Wende- 
liniendreiecks und  enthält  mithin  noch  einen  dritten  Wendepunkt.*) 
Sechs  von  sieben  herausgegriffenen  Wendepunkten  einer  Curve  Cj 
mögen  zu  zwei  und  zwei  auf  drei  von  dem  siebenten  Wendepunkte 
ausgehenden  Wendelinien  liegen.  Dieser  bestinmite  Punkt  der 
Gruppe  ist  dann  zugleich  ein  Wendepunkt  einer  beliebigen  Curve  Cj, 
welche  die  sieben  Wendepunkte  von  (7j  enthält,  da  seine  erste 
Polare  auch  für  Cs  aus  zwei  Geraden  besteht.  Eine  ähnliche  von 
Hart  angestellte  Betrachtimg**),  welche  Salmon  mit  der  vorigen 
zugleich  1852  mitteilt,  erweist  den  Hesse'schen  Satz,  dafs  die  neun 
Wendepunkte  einer  Curve  Cs  zugleich  Wendepunkte  jeder  Curve  C, 
eines  Büschels  sind. 

22.  Durch  Hesse 's  Betrachtungen  war  bereits  dargethan,  dafs  die 
Auffindung  der  Wendepunkte  einer  gegebenen  Curve  C^  auf  die 
Auflösung  einer  Gleichung  vierten  Grades,  zweier  Gleichungen  dritten 
Grades  und  von  linearen  Gleichungen  zurückkommt.  In  der  That 
gewinnt  man  nach  Auflösung  der  Gleichung  T  =  <  sofort  die 
Gleichungen  der  Curven  G^i,  Gs\  Gs\  G$^^  die  in  Wendeliniendreiecke 
ausarten.  Die  Polarkegelschnitte  von  Gi  nach  drei  beliebigen  nicht 
in  einer  Geraden  liegenden  Punkten  P,  Q,  B  haben  nur  die  drei  Ecken 
des  Wendeliniendreieckes  Gs  mit  einander  gemein,  woraus  man  eine 
Gleichung  dritten  Grades  zu  ihrer  Bestinmiung  ableiten  kann.  Um 
die  Wendepunkte  festzulegen,  hat  man  das  analoge  fOr  Gi'  zu  leisten. 
Hesse  spricht  dieses  Resultat  jedoch  erst  in  einer  durch  Jacobi 
veranlafsten  Arbeit***)  ausdrücklich  aus,  in  der  er  eine  allgemeinere 

einer  Involution  dritter  Ordnung ,  Ton  der  die  auf  ihrer  Verbindungslinie 
liegenden  Wendepunkte  eine  Gruppe  bilden."  Einen  •  elementuen  rech- 
nenden Beweis  dafür,  dafs  eine  diver^rende  Parabel  zwei  im  Endlichen 
liegende  Wendepunkte  besitzt,  ^ebt  die  Notiz:  Cayley,  On  the  inflexions 
of  the  cubical  divergent  parabolas,  Quart.  Joum,  Bd.  6,  1864,  S.  199 — S03. 
*)  In  der  That  ist  es  leicht,  Hessens  Normalform  der  Gleichung 
einer  Curve  (7,  in  die  Plücker'sche 

zu  transformiren.  Eine  solche  Herleitung  hat  audi  Hesse  schon  gekannt. 
Vergl.:  Abb.  von  Hesse,  S.  692 ff.  (Anmerkung  zu  S.  116),  Diese  Trans- 
formation findet  sich  in  der  Arbeit:  Cayley,  On  Cubic  Cones  and  Cordes 
(Read  April  18,  1864.},  Cambridge  Trans.,  Bd.  11,  1871,  S.  129—144  (S.  1S7'. 
**)  Salmon,  Higher  plane  curves,  S.  141  u.  142. 
***)  Hesse,  Algebraische  Auflösung  deijenigen  Gleichungen  9teB 
Grades,  deren  Wurz^  die  Eigenschaft  haben,  dafs  eine  gegebene  rationale 
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Klasse  von  Gleichungen  nennten  Grades  mit  Hülfe  einer  Gleichung 
vierten  Grades  und  zweier  Gleichungen  dritten  Grades,  also  a.vi 
algebraischem  Wege  auflöst.  Die  eben  geschilderte  Ueberlegung 
kann  man  fOr  den  Fall  der  Wendepunkte  einer  Curye  C7,  als  die  geo- 
metrische Interpretation  des  Gedankenganges  der  Abhandlung  ansehen. 
23.  Die  oben  [S.  444*]  genannte  Abhandlung  Hesse 's  bringt 
noch  (S.  133)  das  wichtige  Theorem:  „Eine  Curve  Gji 

enthält  die  Paare  conjugirter  Punkte  (zugeordnete  harmonische  Polen- 
paare), welche  drei  Kegelschnitte 

/l  — 0,     /i  — 0,     /i  =  0 

miteinander  gemein  haben."  Für  die  ursprünglichen  können  drei 
Kegelschnitte  der  Mannigfaltigkeit 

hfl  +  hf*  +  V»  =  0 

eintreten.  Hesse  folgert  hieraus  die  Entstehung  der  Curve  C,  als 
Tripelcnrve:  ,,Die  Schnittpunkte  gegenüberliegender  Seiten  eines 
ToUstandigen  Vierecks  beschreiben  eine  Curve  C3,  wenn  die  Ecken 
desselben  auf  einem  festen  Kegelschnitte  fortschreiten  und  stets  mit 
vier  festen  Fimkten  zusammen  einem  beweglichen  Kegelschnitte  an- 
gehören." SoU  diese  Curve  mit  der  Hesse 'sehen  Curve  einer  ge- 
gebenen Curve  Cj 

/•(a?i,  Xj,  rrs)  =  0 

zusammenfiallen,  so  braucht  man  nur  (S.  133) 

r  —K      /•  —K      f  —IL 

'^~dx,'     ^^~dx^'     '^~dx^ 
zu  setzen. 

Eine  Curve  Q  ist  die  H  e  s  s  e  'sehe  Curve  dreier  Curven  Ci,  Ci',  Ci"  und 
enthalt  deshalb  auch  drei  Systeme  von  Paaren  conjugirter  Punkte.  Aus 
zwei  Paaren  FQ  und  P^  Q^  conjugirter  Punkte  desselben  Systems  kann 
man  nach  dem  Satze  vom  vollständigen  Yierseite,  den  Hesse  schon 
1840  aufgesteUt  hatte  [XXXIV,  16]  und  jetzt  am  Anfange  (S.  Iö9)  einer 
neuen  Abhandlung*)  rechnend  erweist,  ein  drittes  Paar  conjugirter- 
Punkte  des  Systems  linear  ableiten.  Für  jeden  Kegelschnitt  mit  den 
beiden  Paaren  PQ^  P^Q^  conjugirter  Punkte  sind  auch  die  Schnittpunkte 


und  symmetELBche  Function  B{Xj^^  x  )  je  zweier  Wurzeln  ar^^,  x  eine  dritte 
Wurzel  x^  giebt,  so  dafs  gleichzeitig:  x^=  G{Xj^,  x^)^  x^^  ^i^fi'»  ^x)» 
x^^Six^^  Xj),  CreUe's  Joum.,  Bd.  34,  1847,  S.  193  —  208  (Abh., 
S.   137—164). 

•)  Hesse,  Über  Curven  dritter  Ordnung  und  die  Kegelschnitte, 
welche  diese  Curven  in  drei  verschiedenen  Puncten  berühren,  Crelle's 
Joum.,  Bd.  36,  1848,  S.  148—176  (Abh.  S.  166—192). 
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PP^^  QQ^  und  PQ^y  P^Q  zueinander  conjugirt  Zunächst  ergeben  sich 
hier  die  drei  Systeme  von  C^  eingeschriebenen  vollstfindigen  Vierseiten. 
Man  erkennt  femer,  indem  P^  imd  Q^  an  P  und  Q  heranrücken,  dafs 
je  zwei  conjugirte  Punkte  den  gleichen  Tangentialpunkt  besitzen. 
Da  C^  aus  einem  ihrer  Pimkte  vier  Tangenten  empföngt,  aus  denen 
man  auf  drei  Arten  zwei  Paare  bilden  kann,  so  ergiebt  sich  noch 
eine  Bestätigung  dafOr,  dafs  (7,  genau  drei  Systeme  von  Paaren 
conjugirter  Punkte  enthält. 

Bereits  Maclaurin  hatte,  wie  oben  [XXIV,  3]  angeführt,  die 
drei  Systeme  von  (7j  eingeschriebenen  vollständigen  Vierseiten  auf- 
gedeckt. Van  Bees  hatte  dann  bei  der  Quetelet-van  Rees 'sehen 
Focale  ein  bestimmtes  dieser  Systeme,  von  dem  die  beiden  unendlich 
fernen  Ereispunkte  ein  Paar  bilden,  näher  untersucht  [XXV,  1]. 

24.  Hesse  behandelt  nun  Kegelschnitte,  welche  C^  in  drei  Punktoi 
P,  Pi,  Pj  berühren.  Aus  dem  aUgemeinen  Satze  (S.  178):  „Zu  sechs 
Schnittpunkten  einer  Curve  C^  mit  einem  Kegelschmtte  sind  in  jedem 
ihrer  drei  Systeme  sechs  einem  Kegelschnitte  angehörige  Punkte 
conjugirt"  folgt,  wenn  der  erste  Kegelschnitt  zunächst  in  eine  Doppel- 
gei^e,  hernach  in  ein  Geradenpaar  ausartet,  daCs  es  drei  Sysirane 
von  Kegelschnitten  der  betrachteten  Art  giebt,  tmd  dafs  die  sechs 
Berührungspunkte  zweier  Kegelschnitte  desselben  Systems  einem  Kegel- 
schnitte angehören.  Bei  jedem  Kegelschnitte,  welcher  C^  in  drei 
Punkten  P,  P^,  Pg  berührt,  liegen  die  Schnittpunkte  §,  Q^^  Q^  von 
PiP^^  P2-P»  PPt  °^*  ^8  *^  ®i^®r  Geraden  /.  Es  gehört  also  jeder 
Kegelschnitt  der  bezeichneten  Art  thatsächlich  in  ein  bestimmtes  der 
beü-achteten  drei  Systeme.  Q^  Qi^Q^  sind  die  zu  P,  P^,  Pj  conjugirten 
Punkte.  Dafs  nur  diese  drei  Systeme  von  Kegelschnitten  der  be- 
trachteten Art  existiren,  folgt  auch  daraus,  dafs  die  Tangenüalpunkte 
von  P,  Pi,  Pg  stets  einer  Geraden  angehören.  Indem  man  die  Gerade  / 
zuerst  in  eine  Tangente,  dann  in  eine  Wendetangente  von  C,  über- 
gehen läfst,  gelangt  man  zu  drei  Systemen  von  Kegelschnitten,  die  C^ 
an  einer  Stelle  vierpunktig,  an  einer  anderen  Stelle  zweipunktig  be- 
rühren, und  zu  drei  Gruppen  von  je  neun  Punkten,  in  deren  jedem 
Cj  von  einem  Kegelschnitte  sechspunktig  berührt  wird.  Jeder  dieser 
27  Punkte  hat  einen  Wendepunkt  zum  Tangentialpunkt  Zwei  von 
diesen  27  Punkten  liegen,  je  nachdem  sie  der  gleichen  Gruppe  oder 
zwei  verschiedenen  Gruppen  angehören,  mit  einem  Wendepunkte  oder 
einem  Punkte  der  dritten  noch  übrigen  Gruppe  in  einer  Geraden. 
Es  giebt  also  81  Gerade,  deren  jede  mit  Cj  drei  Osculationspunkte 
fünfter  Ordnung  gemein  hat.  Hesse  weist  hier  auf  eine  Ab- 
weichung von  einem  Lehrsatze  hin,  den  Steiner*)  kurze  2ieit  vor- 
her   etwa    in    folgender  Weise   aufgestellt    hatte:    „Mit   Hülfe   einer 

*)  Steiner,  Geometrische  Lehrsätze,  Crelle's  Joum.,  Bd.  32,  1846, 
8.  182—184  (Ges.  W.,  Bd.  2,  S.  369—878). 
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algebraisch  auflösbaren  Gleichung  kann  man  27  Punkte  einer  Curve 
Cj  —  9  reelle  und  18  imaginäre  —  ermitteln,  in  deren  jedem 
sie  von  einem  Kegelschnitte  sechspunktig  berührt  wird.  Es  giebt 
108  Gerade,  deren  jede  drei  von  diesen  27  Punkten  enthält  Zur 
Erläuterung  fügt  Steiner  bei,  dafs  die  neun  reellen  Punkte  zu 
drei  und  drei  auf  neun  Geraden  verteilt  sind,  drei  bestimmte  unter 
ihnen  haben  einen  Punkt  miteinander  gemein.  Offenbar  enthält  jede 
Ton  ihnen  die  Berührungspunkte  der  Tangenten,  die  von  einem 
Wendepunkte  ausgehen.  Ohne  Zweifel  hat  Steiner  die  Überlegung, 
daCs  zu  jeder  der  zwölf  Wendelinien  eine  Gruppe  von  neun  Geraden 
gehört,  zu  jener  falschen  Anzahl  108  geführt.  Augenscheinlich 
kommt  aber  jede  der  ausgezeichneten  Geraden  in  vier  Gruppen  vor, 
und  man  hat  12  -6  -f"^^^'^!  verschiedene  Gerade  der  ge- 
nannten Art 

25.  Auch  die  Angaben  über  die  Bealit&tsverhältnisse  treffen  nur 
für  die  zweizügige  Curve  Cg  zu.  Die  einzügige  Curve  O3  besitzt 
offenbar  3  reelle  und  24  imaginäre  Osculationspunkte  der  bezeichneten 
Art;  weitere  Modificationen  würden  bei  den  rationalen  Curven  Cj 
eintreten.  Hierauf  hat  Plücker  aufinerksam  gemacht.*)  Aus  der 
Gleidiungsform  einer  Curve  C^: 

hh  -  ft«/?  =  0 

schlieljst  Plücker  einen  bereits  von  Poncelet**)  angegebenen  Hülfs- 
satz:  „Berührt  ein  Kegelschnitt  (/^  =  0)  eine  Curve  C3  zweimaf 
dreipunktig,  so  schneidet  die  Verbindungslinie  dieser  Berührungs- 
punkte (^1  =  0)  einen  Wendepunkt  (/i  =  0,  ^1  ==  0)  der  Curve  Cj 
ans.^  Hiemach  sind  die  gesuchten  Punkte  die  Berührungspimkte 
von  Tangenten,  welche  die  Wendepunkte  von  C^  aussenden.***) 
Nach  Besprechung  der  Bealitätsverhältnisse  fügt  Plücker  noch 
hinzu,  dafs  die  Auffindung  der  betrachteten  Pimkte  auf  eine  al- 
gebraisch auflösbare  Gleichung  dann  und  nur  dann  führe,  wenn 
das  entsprechende  von  den  Wendepunkten  gelte.  Das  sei  aber 
bisher  noch  nicht  als  möglich  erwiesen.  Der  Zufall  fügte  es,  dafs 
diese  kritischen  Bemerkungen  und  die  Abhandlung  Hessens,  welche 
den  erforderlichen  Nachweis  erbringt,  in  demselben  Bande  des 
Crelle^schen  Journals  erschienen.  Die  oben  geschilderte  Art,  in 
der  man  jetzt  Hessens  Satz  zu  begründen  pflegt,  und  die  auch 
Steiner  in  Anwendung  gebracht  haben  wird,  war  schon  fast  voll- 
ständig in  Hesse 's  Abhandlung  von  1844  enthalten. 

*)  Plücker,  Über  Curven  dritter  Ordnung  und  analytische  Be- 
weisführung, Crelle^s  Joum.,  Bd.  34,  1847,  S.  329—336  (Abb.,  Bd.  1, 
S.  404—412). 

**)  Vergl.  a.  a.  0.  S.  227  ~  (Trait^,  Bd.  2,  Nr.  161). 
•^  Insbesondere  hat  eine  Curve  C,,  wenn  sie  eine  Parabel  im  Un- 
endlichen sechspunktig  berührt,  noch  einen  unendlich  fernen  Wendepunkt.* 
Plücker  hatte  diese  Bemerkung  bereits  1836  gemacht  [XXXVI,  11]. 
Jahresbericht  d.  DeaiMhen  Hathem.-Vereiziigimg.   V,  8.  29 
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26.  Dals  Steiner  bei  Entwickelimg  seiner  Sätze  den  von  Plficker 
bezeichneten  Ausgangspunkt  genommen  hat,  scheint  aus  einem  Theorem 
hervorzugehen,  das  er  an  einer  anderen  Stelle  mitteilt:*)  „Es  giebt  neun 
Kegelschnitte,  welche  eine  Curve  Cj  dreipunktig  berühren,  und  über- 
dies drei  Punkte  A^  B^  C  derselben  enthalten;  drei  derselben  sind 
reell.  Es  giebt  12  Kegelschnitte,  —  unter  ihnen  vier  reelle  — , 
welche  auTser  uä,  B^  C  drei  dieser  Osculationspunkte  enthalten.  Zu 
einer  Gruppe  von  Osculationspunkten  gehören  unendlich  viele  Gruppen 
ABC.  Jeder  Kegelschnitt,  der  die  drei  reellen  Osculationspunkte 
P^  Qy  R  enthalt,  oder  in  einem  derselben  osculirt,  schneidet  drei 
derartige  Punkte  auf  C^  aus.'^  Hiemach  enthält  C^  auch  Gruppen 
von  neun  Punkten,  in  deren  jedem  drei  Punkte  A^  B^  C  vereinigt 
liegen.  Eine  Gerade,  welche  aus  jeder  der  beiden  Gruppen  einen 
Punkt  enthält,  schneidet  —  das  war  Plücker's  Theorem  —  einen 
Wendepunkt  von  Cj  aus.  Steiner  giebt  freilich  auch  (S.  380) 
Poncelet's  Theorem  über  C^  fOnfpunktig  berührende  Kegelschnitte 
[XXIV,  8]  und  kann  auch  von  ihm  aus  zu  dem  Theorem  über  sedis- 
punktig  berührende  Kegelschnitte  übergegangen  sein. 

Augenscheinlich  rühren  die  letzten  Theoreme  aus  einer  quadra- 
tischen Transformation  her.  Bei  einer  Transformation  durch  reciproke 
Badien  entsteht  z.  B.  aus  einer  Ellipse,  die  den  Pol  0  der  Transformation 
enthält,  eine  circulare  Curve  C3,  welche  0  zum  isolirten  Punkt  hat 
Ihren  drei  Wendetangenten  entsprechen  drei  Krümmungskreise  der 
Ellipse,  die  den  Punkt  0  enthalten.  Die  Wendelinie  von  C,  geht  in 
einen  Kreis  über,  welcher  die  Osculationspunkte  der  drei  Krümmungs- 
kreise  mit  0  verbindet.  Dieses  Theorem  stellt  Steiner  (S.  377) 
einer  ganzen  Reihe  von  Sätzen  voran..  In  analoger  Weise  werden, 
wenn  zwei  Curven  C^  und  Ci  durch  eine  quadratische  Transformation 
auseinander  entstehen  und  also  die  Hauptpunkte  A,  B^  C  bezw. 
A\  B\  C'  ihrer  Ebenen  enthalten,  die  Greraden  der  ersten  bezw. 
zweiten  Ebene  in  Kegelschnitte  transformirt,  welche  die  Punkte 
A\  B\  C  bezw.  A^  B,  C  enthalten.  Aus  den  Wendetangenten 
und  Wendelinien  von  Ci  entstehen  die  Kegelschnitte  der  oben  be- 
trachteten Gruppe.  In  ähnlicher  Weise  erweitert  Steiner  sein  be- 
kanntes Schliefsungstheorem  (S.  371  ff):  „Es  giebt  entweder  unendlich 
viele  oder  überhaupt  keine  einer  Curve  Cz  eingeschriebene  einfache 
2n-Ecke,  deren  Seiten  abwechselnd  zwei  feste  Punkte  P  und  Q  von 
Cs  enthalten.^^**)     Statt  der  Seiten  können  Kegelschnitte  einigten, 

•)  Steiner,  Sätze  über  Curven  zweiter  und  dritter  Ordnung, 
Crelle'B  Joum.,  Bd.  32,  18i6,  S.  800—304  (Ges.  W.,  Bd.  2,  S.  376—380). 

**)  Steiner  giebt  für  die  Fälle  n  »»  2,  3,  5  das  unter  den  Punkten 
P  und  Q  bestehende  Gesetz  an.  Er  scheint  dae  Theorem  benutst  zu 
haben:  „Gehen  die  Seiten  eines  C,  eingeschriebenen  einfachen  2«i-EckB 
abwechselnd  durch  P  und  Q  hindurch,  so  kann  man  zwei  in  P  nnd  Q 
n-punktig  berührende  Curven  der  Ordnung  ^(n  -f  r)  constmiren,  welche 
C,  noch  in  denselben  r  (»»  1, 2, 3)  Punkten  treffen.^'   Hiemach  erhält  man  be- 
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die  drei  feste  Punkte  von  C^  und  daneben  abwechselnd  die  Pnnkte 
P  und  Q  enthalten  (S.  373).  Gehen  femer  C«  und  C^  mittels  einer 
quadratischen  Verwandtschaft  aus  einander  hervor,  so  dafs  0$  zwei 
Hauptpunkte  P'  und  Q'  ihrer  Ebene  enthält  und  C^  die  beiden 
entsprechenden  Hauptpunkte  P,  Q  zu  Doppelpunkten  hat,  so  ergiebt 
sieh  sofort  Steiner's  Satz,  dafs  C^  entweder  unendlich  viele  oder 
überhaupt  keine  einfache  2n-Ecke  eingeschrieben  werden  können, 
deren  Seiten  abwechselnd  die  Punkte  P  oder  Q  enthalten. 

Neun  im  Sinne  Steiner's  zusammengehörige  Osculationspunkte 
enthalt  nun,  wie  Hesse  hervorgehoben  hat,  jede  der  drei  Gruppen,  auf 
welche  er  [XXXVI,  24]  die  Orte  sechsptmktiger  Berührung  einer 
Curve  C3  mit  Kegelschnitten  verteilte.  Jedem  Dreieck  eines  zu  der 
Gruppe  gehörigen  Cj  eingeschriebenen  vollständigen  Vierseits  können 
neun  Kegelschnitte  umschrieben  werden,  die  in  den  bezeichneten 
Punkten  dreipunktig  berühren. 

27.  Die  bisherigen  Resultate  Hesse's  können  nun  dem  Dualitäts- 
princip  unterworfen  werden.  In  einer  neuen  Arbeit  definirt  Hesse*) 
die  Curve  Ä«  n**'  Klasse  durch  eine  Gleichung  «**"  Grades 

/•(a,  5,  c)  —  0 
unter  den  Coefficienten  —  Liniencoordinaten  —  einer  an  ihr  gleitenden 
Geraden  i    1.      1  rv 

es  zeigt  sich  dann,  dafs  die  Tangenten  von  Punkten  mit  dem  Krümmungs- 
radius 0,  also  die  Tangenten  der  Spitzen  von  $,1,  die  Gleichung 

erfüllen.  Die  Curve  ß^  dritter  Klasse,  welche  auf  diese  Weise  aus  einer 
gegebenen  Curve  &^  entsteht,  wird  als  Hüllcurve  der  Paare  conju- 
girter  Strahlen  erkannt,  welche  drei  Kegelschnitte  miteinander  gemein 
haben.  Hesse  steUt  nun  (S.  199)  den  vorher  entwickelten  Eigen- 
schaften der  Curve  C^  die  entsprechenden  Eigenschaften  der  Curve  fig 
gegenüber.  Es  folgt  ein  Beweis  für  Cajlej's  Satz:  „Schneidet  eine 
Gerade  eine  Curve  Cg  beständig  in  zwei  conjugirten  Punkten  desselben 
Systems,  so  umhüllt  sie  eine  Curve  &s^,  dem  das  duale  Theorem 
gegenübertritt  [Vergl.:  XXXVI,  28].     Enthält  nämlich  die  Gerade 

kanntlich  Gruppen  von  n  bezw.  —  wenn  (7,  zweiteilig  und  n  gerade  ist  — 
Sn  reellen  Punkten,  von  denen  je  zwei  ein  Panktepaar  der  gesuchten 
Alt  büden.  Für  den  FaU  n  ^  B  weist  Steiner  (S.  372)  auf  eine  solche 
Gruppe  von  drei  reellen  Punkten  P,  Q^  B  hin.  Die  Bedingung',  dafs 
QR,  BP,  PQ  dieselben  Punkte  auf  C,  ausschneiden  sollen,  wie  die 
Tangenten  in  den  Punkten  P,  Q^  B,  charakterisirt  in  der  That  (S.  379) 
zugleich  drei  OBCulationspunkte  von  Kegelschnitten,  die  drei  Punkte  A^  B, 
C  von  Cp  miteinander  gemein  haben. 

*)  Messe,  Ueber  Curven  dritter  Classe  und  Curven  dritter  Ordnung, 
Crelle's  Joum.,  Bd.  38,  1849,  S.  241—266  (Abb.,  S.  198—210). 

29* 


Digitized  by  LjOOQ IC 


452    £•  Kotier.  Bericht  über  die  Entwickelnng  der  synthetiflchen  Geometrie, 
ein  Paar  conjagirter  Pnnkte  der  Curve  C^ 

yj  +  yS  +  yS  +  6«yiy«y«  —  o, 

80  bestehen  (8.  203,  205)  die ^ drei  Gleichungen: 

p»  +  |pJT— 1-0, 

2^J  +  2>;  +  2>S,+  6nV,6,  — 0. 

Mit  Hülfe  der  beiden  ersten  Gleichungen  kann  man  aus  n  drei  Werte 
von  n  ableiten.  Für  jeden  derselben  stellt  die  letzte  Oleidiang 
eine  der  drei  genannten  Curven  ßg  dar.  Ihre  Bückkehrtangenten 
schneiden  sich  (S.  206)  zu  drei  und  drei  in  den  Ecken  der  Wendelinien- 
dreiecke  von  Cy  Man  übersieht  hiemach  sogleich,  dals  eine  ge- 
gebene Curve  &^  auch  umgekehrt  aus  drei  Curven  C^  abgeleitet 
werden  kann,  und  hätte  dann  den  Satz:  „Eine  Curve  S^  kann  auf 
drei  Arten  als  Ort  der  Geraden  dargestellt  werden,  auf  denen  die 
Kegelschnitte  eines  Netzes  Punktepaare  einer  Involution  ausschneiden, 
oder,  was  dasselbe  ist,  als  Hüllcurve  der  Geradenpaare  dieses  Netzes.^' 
Der  dual  gegenüberstehende  Satz  würde  die  bestimmtere  von  Cajlej 
gegebene  Fassung  des  oben  angeführten  Satzes  von  Chasles  sein: 
„Jede  Curve  C,  ist  auf  drei  Arten  der  Ort  der  Punkte,  aus  denen 
Kegelschnitte  einer  Schar-Schar  einer  Involution  angehörende  Tangenten- 
paare empfangen.^'  Diese  nahe  liegenden  Schlüsse  hat  Hesse  nicht 
gezogen;  jedoch  stellt  er  nach  eingehender  Untersuchung  noch  folgendes 
wichtige  Theorem  auf:  „Eine  Curve  C^  empfBinge  aus  einem  ihrer 
Punkte  P  die  Tangenten  PA,  PB,  PC,  PD.  Die  Geradenpaare 
BC,AD',  CA,  BD',  AB,  CD  sind  dann  Paare  conjugirter  Tangenten 
dreier  Curven  ft,"  (S.  210). 

Hesse  beschäftigt  sich  nun  in  einer  letzten  hier  zu  nennenden 
Arbeit*)  mit  der  Configuration  der  Wendepunkte  einer  Curre  C^. 
Die  Ecken  der  Wendelinien- Dreiecke  liegen  zu  vier  und  vier  auf 
neun  Geraden  verteilt,  welche  ihrerseits  die  Rückkehrtangenten  einer 
Curve  &^  sind.  Von  diesen  neun  Geraden  enthält  offenbar  jede 
einzelne  die  Berührungspunkte  der  von  einem  Wendepunkte  von  C^ 
ausgehenden  Geraden,  sie  gehen  zu  drei  und  drei  durch  zirölf 
Punkte  hindurch. 

28.  Mit  Hessens  Entwickelungen  hängen  diejenigen  Caylej's, 
welche  ebenfalls  1844  einsetzen,  aufs  engste  zusammen.  Cajiej 
entvdckelt^)  zunächst  den  Satz:  „Je  zwei  gegenüberliegende  Ecken 

3He 8  B 6 ,  Eigenschaften  der  Wendepuncte  der  Curven  dritter  Ordnung 
er   Bückkehrtangenten   der  Curven  dritter  Classe,   CreUe's  Joum., 
Bd.  88,  1849,  S.  267—261  (Abb.,  S.  211-216). 

^  Cajley,   Memoire   sur   les    courbes   du    troisiäme   ordre,  LiouT. 
Joum.,  Bd.  9,  1844,  S.  285—293 
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eines  einer  Curve  C^  eingeschriebenen  Vierseits  haben  denselben 
Tangentialponkt;  die  drei  so  entstehenden  Tangentialpunkte  liegen 
auf  einer  Geraden/^     Cayley  benutzt  die  Darstellung 

der  Cnrve  C„  wobei  |)  =  0,  g  =  0,  r  =«  0,  5  =  0  die  Seiten 
eines  derartigen  Vierseits  sind.  In  sehr  anschaulicher  Weise  wird 
der  erwähnte  Satz  an  den  ebenen  Cnryen  C^  einer  Flftche  F^  mit 
Tier  Knotenpunkten  entwickelt.  Die  Verbindungslinien  dieser  Knoten- 
punkte schneiden  die  Ecken  eines  auf  O3  gelegenen  vollständigen 
Vierseits  aus.  Die  drei  anderen  Geraden  der  Fläche,  welche  einer 
Ebene  angehören,  schneiden  die  drei  Tangentialpunkte  aus.  Be- 
zeichnet man  zwei  Paare  gegenüberliegender  Ecken  eines  C^  ein- 
geschriebenen Vierseits  als  einander  entsprechend,  so  folgert  Cayley 
(8.  287)  den  Satz:  „Entsprechen  zwei  Punktepaare  von  C^  einem  und 
demselben  dritten  Punktepaare,  so  entsprechen  sie  auch  einander*^ 
aus  dem  Theorem:  „Eine  Curve  (7g  enthält  die  Punkte,  von  denen 
ans  drei  Punktepaare  durch  Strahlenpaare  einer  Involution  projicirt 
werden."     In  der  That  schreitet  infolge  der  Relation 

(tg(-BP,0— tg(CiP,0)  (tg(CP,Z)  —  tg{Ä^P,D)  (ig (ÄP.T)  — ig (B^P.D) 
=  (tg  (J5, P,  I)  -  tg  (CP,i))  (tg  (CiP,Z)  -  tg  (ilP,  0)  (tg  (^iP,  0  —  tg  (PP,  ö) 
—  l  fällt  mit  der  x-Axe  zusammen  —  ein  Punkt  P,  an   dem  die 
Punktepaare  ÄA^^  -^-^i»   CCi    Strahlenpaare    einer   Involution   be- 
stimmen, auf  der  Curve  C^ 

fort,  wobei 

j,_0,   i?i— 0;       3  =  0,    ^1  =  0;       r  —  0,    r^  =  0 

die  Geraden  BC^^  B^C;  CA^,  C^-l;  AB^^  A^B  darstellen.  Aufser 
den  Punktepaaren  AA^^  BB^^  CC^  enthlQt  also  C^  noch  die  drei 
Schnittpunkte  PC^,  P^C;  CA^,  C^A,  AB^,  A^B.  Da  man  in 
der  zu  Grunde  gelegten  metrischen  Relation  A  und  A^,  B  und  P^, 
C  und  Cj  miteinander  vertauschen  kann,  so  bestimmen  je  zwei  der 
zu  Grunde  gelegten  Punktepaare  ein  Cg  eingeschriebenes  Vierseit, 
wie  es  der  erste  Sat2  verlangt. 

Nach  der  obigen  Entwicklung  kann  eine  Gleichung  von  der 
Form 

p  +  g  +  r  +  ?  -  ^' 

wobei  |7,  Qy  r,  s  ganze  lineare  Functionen  der  Coordinaten  x^  y 
sind,   auf  unendlich  viele  Weisen  in   eine  Gleichung  von  der  Form 


I  ft  I  Vi  I  ^1        ^0 

^  fp  +  fQ^  gt  +  a'B^  ht  +  Ks      " 


ep  +  t'q  ^  fp  +  fq^  gr  +  g' 8  ^  hr  +  h' 8 
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transformirt  werden,  mid  es  entspricht  dann  jedes  Pnnktepaar 

ep  +  e'q^O,    ^r  +  /Ä  =  0;       fp  +  fq^O,    Är  +  Ä's=0 

dem  festen  Pnnktepaare 

Indem  Gayley  diese  Transformation  wirklich  durchfährt,  zeigt  sich, 
dafo  die  Verbindungslinie  zweier  conjugirten  Punkte  —  weldie  eines 
jener  eingefOhrten  Paare  bilden  —  eine  Gurre  dritter  Klasse  berfihri, 
da  die  Coefficienten  ihrer  Gleichung  in  eine  homogene  Gleidiung 
dritten  Grades  eingehen. 

29.  In  der  zweiten  Arbeit*)  leitet  nun  Gayley  den  Satz:  y^Drei 
Kegelschnitte  emp&ngen  aus  Punkten  einer  Gurve  C9  Tangenotea- 
paare,  die  sich  in  LiYolution  befinden^'*  zunächst  aus  dem  specteUeren 
Falle,  wo  die  Kegelschnitte  in  Punktepaare  ausarten,  durch  BinfBhmng 
einer  Schar-Schar  in  der  Art  ab,  wie  ich  es  oben  [XXXYI,  20]  an- 
deutete. Er  giebt  aber  sodann  einen  höchst  eleganten  directen  Beweis 
des  Satzes.    Geht  die  homogene  Gleichung 

zweiten  Grades  durch  die  Annahme  £r  =  1  in  die  Gleichung  des 
f-ten  der  drei  Kegelschnitte  über,  so  geht  die  Gleichung 

fi  (a?,  y,  e)  fi{x^,  yoi  ^0)  —  (^«0  aS  +  yo  ä^  +  ^  ä7>)  ~  ^ 
durch  die  Annahmen  ^er  =»  1 ,  je^q  =  1  in  die  Gleichung 

'^i  {x  —  ajo,  y  —  %)  =  0 
des  Ton  dem  Punkte  (x^^  j/q,  {z^^^^  1))  ausgehenden  Tangentenpaares 
dieses  Kegelschnittes  über.     Aus  der  Identität 

^*i  +  l^^%  +  f*s*s  =  Öl 
die  fOr  jeden  Punkt  {x^^  y^,  {e^  =«  1))  der  betrachteten  Gnrve  besteht, 
ergiebt  sich  nun  die  Gleichung  der  Gurre  G^  in  Determinantenform. 
Aus  einer  leichten  Umformung  des  spedelleren  Theorems  ent- 
springt die  folgende  lineale  Erzeugung  der  Gmre  Cg,  die  Grafsmann^) 

*)  Cayley,  Nouvelles  remarques  bot  les  courbes  da  troisifeme  ordre, 
Liouv.  Joum.,  Bd.  10,  1846,  S.  102—108. 

•^  Grafs  mann,  Grundzüge  zu  einer  rein  geometrischen  Theorie  der 
Gurven,  mit  Anwendung  einer  rein-geometrischen  Analyse,  Grelle^s  Joonk., 
Bd.  31,  1846,  S.  111—182  (S.  125).  Grafsmann  beweist  zunächst  nur, 
dafs  die  oben  erwähnte  Definition  stets  eine  Gurve  C.  liefert.  Erst  später 
hat  er  ausgefohrt,  dafs  jede  Gurve  C,  in  dieser  Weise  erzeugt  werden 
kann;  er  rahrt  die  Ergänzung  darauf  zurfick,  dafs  entsprechende  Seiten 
der  Ihreiecke  ABC  vjiK  A^B^C^  sich  in  drei  Punkten  ^oi^ot^  der  Gurre 
schneiden,  begnügt  sich  dann  allerdings  mit  dem  Zusatz,  es  sei  möglich, 
solche  einer  Gurve  C,  eingeschriebene  Dreiecke  zu  finden,  deren  ^ten 
drei  vorgeschriebene  Punl^e  derselben  enthalten.    Yergl.:  Grafsmann, 
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neben  anderen  minder  anschaulichen  Entstehungsweisen  giebt.  „Ein 
Punkt  P  beschreibt  eine  Curve  Cj,  wenn  seine  Verbindungslinien  PÄ, 
PBj  PC  mit  den  Ecken  eines  Dreiecks  auf  den  Seiten  J^^  Ci ,  C^  Ä^^ 
A^B^  eines  zweiten  drei  in  einer  (Geraden  liegende  Punkte  %,  8,  S 
aussehneiden.  Die  Dreiecke  ABC  und  Äj^ B^  C^  sind  C^  eingeschrieben.^ 
In  der  That  werden,  da  uiS(,  ^93,  C^  Paare  gegenüberliegender  Ecken 
eines  vollständigen  Vierseits  sind,  die  Punktepaare  ÄÄ^^  -^-^n  CC^ 
von  jedem  Punkte  der  bezeichneten  Curve  aus  durch  Strahlenpaare  einer 
Involution  projicirt. 

XXXVn.    Ebene  algebraische  Curven. 

1.  Plücker  hat  Euler's  Versuch*),  die  Curven  vierter  Ordnung 
nach  der  Art  ihres  Verhaltens  im  Unendlichen  zu  classificiren,  weiter 
ausgebildet.  Die  erste  1836  verfafste  Arbeit**)  erfuhr  mannig- 
fache Modificationen,  nachdem  Plücker  1839  allgemeiner  diese  Ver- 
hältnisse bei  Curven  Cn  untersucht  hatte,  jedoch  wesentlich  mit 
Bücksicht  auf  Curven  C^.***)  Hierbei  stieg  die  Anzahl  der  zu  unter- 
scheidenden Arten  unt^  consequenter  Berücksichtigung  der  Unter- 
scheidungscriterien  von  135  auf  152.  Versteht  man  allgemein  unter 
Slft(x,  y)  eine  Form  fi*^  Grades,  so  haben  die  beiden  Curven  C„  und  C'n 

Ä„+Ä„-x=0(x^2),     Ä„=0 

die  Asymptoten  miteinander  gemein.  Bei  passender  Bestimmung 
von  An— X  kann  nun  die  Curve  (7»  in  Einzelcurven  zerfallen.  Sie 
kann  zunächst  die  geradlinigen  Asymptoten  von  Cn  und  eine  Anzahl 
von  Ellipsen  enthalten,  von  denen  jede  C^  in  zwei  coi^jugirt- 
imaginären  einfiachen  unendlich  fernen  Punkten  berührt.  Endlich  wird 
Cn  für  jeden  m-fachen  Punkt  der  unendlich  fernen  Gruppe  von  Cn 
noch  eine  „Asymptote«»^' Ordnung^^  au&ehmen  können,  eine  Cürve  (7m, 
welche  nur  diesen  einen  unendlich  fernen  Punkt  aufweist  und  m 
unendlich  nahe  Asymptoten  von  Cn  vertritt.  Eine  Asymptote  zweiter 
Ordnung  ist  entweder  eine  Parabel  oder  ein  Paar  paralleler  Geraden; 
als  eine  Asymptote  dritter  Ordnung  kann  man  entweder  eine  Curve  C^ 


Über  die  Erzeugung  der  Curven  dritter  Ordnung  durch  gerade  Linien,  und 
über  geometrische  Definitionen  dieser  Curven,  Grelles  Joum.,  Bd.  36, 
1848,  §.  177—182  (S.  180).  Selbstverständlich  komme  ich  auf  die  wichtigen 
Entwickelungen  Grafs  mann' s,  welche  mit  der  Erzeugung  der  algebraischen 
Curven  durch  projectivische  Büschel  von  Curven  niedrigerer  Ordnung  aufs 
genaueste  zusaimnenhängen,  an  anderer  Stelle  in  aller  Ausführlichkeit  zurück. 
♦)  Vergl.  a.  a.  0.  S.  Öfti  Cap.  11. 

•^  Plücker,  finum^ration  des  courbes  du  quatritoe  ordre,  d'apres 
la  nature  difförente  de  leurs  brauchen  infinies,  Liouv.  Joum.,  Bd.  1,  1836, 
S.  229—252  (Abb.,  Bd.  1,  S.  302—322.  Man  vergleiche  die  von  Schön- 
flies zugefiSgten  Anmerkungen  (S.  604 — 607)). 

*^  FlÜcker,  Theorie  der  algebraischen  Curven,  gegründet  auf  eine 
neue  Behandlungsweise  der  analytischen  Geometrie,  Bonn  1839  (9. 14 — 154): 
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mit  unendlich  fernem  oder  im  Endlichen  gelegenen  zwei^Gkchen 
Punkte  oder  drei  parallele  (jerade  einführen.  Hiemach  xmiencYkei6ßt 
Plücker  (S.  Id6ff)  bei  Curven  C^  folgende  acht  Fälle:  Die  unendlidi 
ferne  Gruppe  besteht  1)  aus  vier  imaginären  Punkten,  2)  aus  zwei 
reeUen  und  zwei  imaginären  Punkten,  3)  aus  vier  reellen  Punktai, 
4)  aus  einem  zweifachen  und  zwei  imaginären  Punkten,  5)  aus  einem 
zweifachen  und  zwei  reellen  Punkten,  6)  aus  zwei  zweifachen  Punkten^ 
7)  aus  einem  dreifachen  und  einem  einfachen  Punkte,  8)  aus  einem 
vierfachen  Punkte.  Auf  imaginäre  Asymptoten  nimmt  Plücker, 
ebenso  wie  Euler  keine  Bücksicht;  er  fOhrt  im  ersten  Falle  z.  B. 
nur  eine  Form  auf.  Jede  von  zwei  einfachen  A^mptoten  kann 
unabhängig  von  der  anderen  zwei,  drei  oder  vier  aufeinanderfolg^ide 
unendlich  ferne  Punkte  von  C^  enthalten.  Es  sind  deshalb  im 
zweiten  Falle,  da  die  imaginären  Asymptoten  nicht  in  Betracht  ge- 
zogen werden,  sechs  Arten  zu  unterscheiden. 

2.  Im  dritten  Falle  wQrden  auf  den  ersten  Anblick  15  ArtMi 
möglich  sein;  jedoch  berührt  die  letzte  Asymptote  mindestens  drei- 
punktig  oder  genau  vierpunküg,  wenn  das  gleiche  von  den  drei 
ersten  gilt.  Von  den  zehn  so  bleibenden  Arten,  die  Euler  audi 
wirklich  anführt  (Geschlecht  15 — 24),  schlieÜBt  Plücker  noch  die- 
jenige aus,  bei  welcher  C^  von  zwei  Asymptoten  im  Unendlichen  dr^- 
punktig,  von  zwei  anderen  vierpunktig  berührt  werden  würde.  Es 
liegen  hier  (S.  36  u.  S.  29)  die  beiden  allgemeinen  Gesetze  zu  Grunde: 
„Berührt  eine  Gurve  C«  im  Unendlichen  m  Asymptoten  fij-,  94-, . .  ., 
Mm-punküg,  und  sind  einzelne  der  fii  Ton  n  verschieden,  so  ist 

m 

^fii  <nm  —  ^(m—  1)  (m  —  2)" 

und:  „Enthält  eine  jede  von  m  Asymptoten  mindestens  n  —  m  -}-  ^ 
aufeinanderfolgende  unendlich  ferne  Punkte  von  O«,  so  kann  keine 
andere  Asymptote  Cn  im  Unendlichen  (n  —  w  +  l)-punktig  be- 
rühren.^ Das  erste  Gresetz  folgt  sofort  aus  dem  Jacobi 'sehen  Schnitt- 
punkttheorem; das  zweite  Theorem,  welches  mit  dem  Caylej'sch^i 
Schnittpunkttheorem  in  Zusammenhang  steht,  leitet  Plücker  aus 
der  Gleichung 

P1P2P9  •  •  •  i^m  (Po  •  «^«-m-l  +  Sln^m^a)  +  Ä^  =  0  (a^t,  r£»-S) 

ab.  Die  dargestellte  Curve  Cn  liat  mit  jeder  der  Asymptoten  |>^  «s  0, 
|?2  =  0,  . .  .,  jp,„  =s  0  mindestens  n  —  w  -j-  2  aufeinanderfolgende 
Punkte  im  Unendlichen  gemeinsam.  Von  den  Schnittpunkten  der 
Asymptote  |)^  «=  0  liegen  2,  3,  . . .,  «  —  m  —  1  unendlich  ian, 
wenn  a  die  Werte  2,  3,  .  . .,  n  —  m  —  1  annimmt.  Beducirt  sidi 
Ä»_m— a(a  =  «  —  m)  auf  eine  Constante,  so  berührt  die  Asymptote 
im  UnendHchen  (n  —  m)-punktig,  und,  falls  diese  Constante  den  Wert  0 
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annimmt,  wenigstens  in  tt  —  m  4-  ^  aufeinanderfolgenden  Punkten.  An 
zahlreichen  Beispielen — his  zu  n=S  hinauf —  erläutert  PI ück er  diese 
Begeln.  Ähnliche  Verhältnisse  greifen  auch  dann  Platz,  wenn  mehrere 
der  Asymptoten  von  Cn  parallel  werden  oder  sich  ins  unendliche  ent- 
fernen. Es  besteht  femer  ein  Zusammenhang  zwischen  den  Ordnungen, 
mit  denen  eine  Gurre  d,  geradlinige  und  parabolische  Asymptoten 
oder  allgemeiner  Asymptoten  m^'  Ordnung  im  unendlichen  osculirt. 

3.  Im  Trierten  Falle  unterscheidet  P lücker,  indem  er  auf  die 
imaginären  Asymptoten  keine  Bücksicht  nimmt,  zwölf  verschiedene 
Arten,  von  denen  Euler  nur  sieben  angeflQirt  hatte.  C^  besitzt  ent- 
weder eine  parabolische  Asymptote  oder  einen  unendlich  fernen 
Doppelpunkt  mit  imaginären,  reellen  oder  zusammenfallenden  Tan- 
genten. Im  zweiten  dieser  ünterfälle  entstehen,  da  jeder  der  beiden 
Gurvenzweige  seine  Tangente  berühren  oder  osculiren  kann,  drei  Arten. 
Im  dritten  ünterfiiUe  kann  es  sich  um  eine  unendlich  ferne  Spitze 
oder  um  zwei  sich  berührende  oder  osculirende  Curvenzweige  handeln, 
die  in  beiden  Fällen  reell  oder  imaginär  sein  können.  Noch  specieller 
kann  schlielslich  einer  von  den  zwei  oder  drei  aufeinanderfolgenden 
Doppelpunkten  in  eine  Spitze  übergehen,  wobei  man  dann  eine  un- 
endlich ferne  Spitze  zweiter  oder  dritter  Art  erhält.  Drei  von  den 
so   entstehenden  zwölf  Arten  hat  Plücker  erst  1839   hinzugefügt. 

Bezüglich  eines  zweifachen  Punktes  ihrer  unendlich  fernen  Gruppe 
mufs  sich  nun  C^  auf  eine  der  zwölf  beschriebenen  Arten  verhalten, 
während  sie  zu  zwei  reellen  unendlich  fernen  Punkten  eine  der  sechs 
erwähnten  Beziehungen  haben  kann.  Doch  ist  jede  Combination  der 
einen  Art  inuuer  nur  mit  einigen  Zusammenstellungen  der  anderen  Art 
verträglich.  Plücker  gelangt  infolge  der  im  vierten  Falle  gemachten 
Unterscheidungen  1839  zu  47  Arten  des  fünften  Falles,  während  er  1836 
nur  deren  39  aufgeführt  hatte.  Femer  wird  eine  zu  Unrecht  in  die  erste 
Bearbeitung  aufgenommene  Form  gegen  eine  andere  in  ihr  übersehene 
Form  vertauscht  Bereits  Euler  hatte  zwei  von  den  42  =  7  •  6 
Arten,  die  nach  seinem  Einteilungsprincip  im  fünften  Falle  auf- 
treten würden,  ausgeschlossen  und  ausdrücklich  hervorgehoben,  es 
möchten  bei  genauerer  Untersuchung  sich  noch  andere  Arten  als 
unmöglich  erweisen.  Plücker's  Angabe  von  1836,  nach  der  noch 
adit  der  Eul  er 'sehen  Arten  auszuschliefsen  sein  würden,  bedarf  nach 
Schönflies'  Bemerkung  einer  Modification.  1836  führt  Plücker 
femer  35,  1839  hingegen  38  Arten  von  Curven  C^  auf,  deren  un- 
endlich ferne  Punktgruppe  aus  zwei  zweifachen  Punkten  besteht. 
Hierbei  ist  jedoch,  wie  Schönflies  hervorhebt,  eine  Curvenform 
übersehen,  die  einen  unendlich  fernen  Knotenpunkt  mit  zwei  oscu- 
lirenden  Asymptoten  besitzt,  während  sich  in  dem  anderen  unendlich 
fernen  Punkte  zwei  Zweige  berühren.  Die  entsprechende  Form  mit 
zwei  im  Endliehen  liegenden  zweifachen  Punkten  führt  Plücker  an 
anderer  Stelle  (S.  192,  Nr.  Xn)  auf. 
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Ein  dreifacher  Punkt  der  unendlich  fernen  Gruppe  von  C^  kann 
entweder  ein  Wendepunkt  oder  ein  zweifacher  Punkt  mit  unandlicb 
femer  Tangente  oder  endlich  ein  dreifacher  Punkt  von  C^  sein.  Im 
ersten  ünterfalle  erhält  man  als  Asymptote  dritter  Ordnung  eine  semi- 
cubische  Parabel,  bei  welcher  die  Ordnung  der  Osculation  zwischen 
den  Grenzen  sechs  und  elf  schwankt,  während  gleichzeitig  die  gerad- 
linige Asymptote  zwei-,  drei-  oder  vierpunktig  im  unendlichen  be- 
rühren kann.  Von  den  acht  verschiedenen  Arten,  die  Plficker  bei 
einer  vorbereitenden  Überlegung  ins  Auge  gefalst  hatte  (S.  114),  zählt 
er  bei  der  definitiven  Classification  nur  drei  Hauptarten  auf,  wobei 
er  aUein  auf  die  geradlinige  Asymptote  Bücksicht  nimmt  Insgesamt 
giebt  Plücker  1839  hier  24  Arten  an,  denen  er  noch  15  Art«n 
—  gegenüber  12  Arten  der  ersten  Einteilung  —  von  Curven  C^ 
hinzugesellt,  deren  unendlich  ferne  Gruppe  ein  vierfacher  Punkt  ist 
Wiederholt  nimmt  Plücker  hierbei  noch  auf  Euler  Bezug,  der 
diese  letzten  Fälle  sehr  summarisch  behandelt  hatte. 

4.  Ein  folgender  Abschnitt  des  Buches  bietet  eine  mit  ziemlich 
primitiven  Mitteln  durchgeführte  Discussion  der  mehrfachen  Punkte 
einer  Gurve  Cn-  Insbesondere  giebt  Plücker  Regeln,  nach  welchen 
man  Spitzen  erster,  zweiter  und  dritter  Art  unter  sich  und  von 
Punkten  unterscheiden  kann,  in  denen  sich  zwei  Curvenzwdge  be- 
rühren, bezw.  osculiren.  Dann  folgt  eine  weniger  ausführliche  Be- 
sprechung der  dreifachen  Punkte.  Nachdem  hierauf  die  bei  einer 
Curve  C^  möglichen  Paare  von  zweifachen  Punkten  ausführlich  er- 
örtert sind  —  was  eine  Verallgemeinerung  des  Einteilungsgeschäftes 
ist  —  stellt  Plücker  Curven  C^  mit  drei  zweifachen  Punkten 
(S.  194)  in  der  Form 

ag*r*  +  ßr^P^  +  yP^^  +  pqru  =  0 

dar,  wobei  ps^O,  gssQ,  r«sO  die  Verbindungslinien  der  zwei- 
fachen Punkte  sind,  u  ^^  0  eine  Gerade  bedeutet  Da  jeder  der  drei 
zweifachen  Punkte  imaginäre,  reelle  oder  zusanmienfallende  Tangenten 
aufweisen  kann,  unterscheidet  Plücker  zehn  verschiedene  Fälle. 
Er  entwickelt  dann  (S.  196)  den  Satz:  „Die  sechs  Tangenten  einer 
rationalen  Curve  C^  in  ihren  drei  Doppelpunkten  berühren  in  jedem 
Falle  einen  Kegelschnitt^^  Ein  specieller  von  Plücker  hervor- 
gehobener Fall  ist  der  von  Chasles  [XXIV,  5]  aus  Transversalen- 
Sätzen,  von  Steiner  [XXVII,  11]  mit  Hülfe  einer  quadratisdien 
Verwandtschaft  abgeleitete  Satz:  „Bei  einer  Curve  C^  mit  drei  Bflck- 
kehrpunkten  haben  die  Tangenten  der  letzteren  einen  Punkt  mit- 
einander gemein.**  Man  kann  mit  Hülfe  einer  quadratischen  Ver- 
wandtschaft*) auch  leicht  den  allgemeinen  Satz  ableiten,  ebenso  wie 

*)  Solche  Beweise  siebt  Salmon  in  der  zweiten  Auflage  seines  oben 

S3.  429*]  genannten  BucAes  (S.  319—320),  wahrend  er  in  der  ersten  Auflage 
en  Beweis  Plücker 's   reproducirt.     Beide  Sätze  hängen  mit  dem  ans 
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das  zweite  Theorem:  „Die  sechs  Tangenten  von  Q,  welche  die 
Doppelpunkte  enthalten,  aber  aofseriialb  derselben  berühren,  sind 
Tangenten  eines  Kegelschnitts,^^  welches  Cayley  rechnend  entwickelt 
hat.*) 

5.  Unter  den  Curven  C^  vom  Geschlecht  1  sind  insbesondere  die 
bicircTÜaren  Cnrven,  welche  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  zu 
Doppelpunkten  haben,  hervorzuheben.  Viele  der  von  alters  her  unter- 
suchten Curven,  die  PascaFsche  Schnecke,  das  Cartesische  Oval,  die 
Leomiscate  gehören  dieser  grolsen  Klasse  an,  auf  deren  Besonderheit 
zuerst  Chasles  hingewiesen  hat.**)  Zunächst  finde  hier  Steiner's 
einfache  Gonstruction  der  Tangente  einer  allgemeinen  Lemniscate  Er- 
wähnung.***) Jeder  Punkt  der  Lenmiscate  halbirt  die  Strecke,  welche 
auf  seiner  Tangente  die  auf  seinen  Brennstrahlen  in  den  Brennpunkten 
selbst  errichteten  Lote  abschneiden.  Bicirculare  Curven  C^  zeichnen 
sich  femer  durch  einfache  Brennpunkteigenschaften  aus. 

6.  Um  bei  algebraischen  Curven  zur  Definition  der  Brennpunkte 
zu  gelangen,  legt  Plückerf)  fftr  eine  Curve  n*®'  Klasse  ft»  eine 
Gleichung  n*^  Grades 

in  Liniencoordinaten  v,  w  zu  Grunde,  d.  h.  er  betrachtet  &n  a.ls 
Hüllcurve  der  Geradenschar 

y  -\-  vx  -\-  to  =  0, 

Eine  Gerade  mit  den  Coordinaten  v  und  w  schneidet  auf  der  y-Axe 
die  Strecke  —  k^  ab,  für  ihren  Neigungswinkel  (p  gegen  die  x-Axe 

—  das  Coordinatensystem  der  Xj  y  ist  rechtwinklig  —  hat  man  die 
Beziehung 

—  v  =  \%<p. 

Poncelet'schen  Transversalensätzen  folgenden  Theorem  zusammen:  ,J)ie 
sechs  Tangenten  eines  Kegelschnittes,  welche  die  Ecken  eines  Dreieckes 
enthalten,  schneiden  die  Seiten  desselben  in  sechs  Punkten  eines  zweiten 
Kegelschnittes."    (Vergl.  a.  a.  0.  S.  161*»,  S.  271.) 

51  Cayley,  Note  on  a  family  of  curves  of  the  fourth  order,  Camb. 
cum.,  Bd.  6  (9),  1860,  S.  148—162  (S.  150).  Cayley  mebt  noch 
den  Satz:  „Liegen  drei  voirden  sechs  Berührungspunkten  der  Tangenten 
zweiter  Art  in  einer  Geraaen,  so  gilt  dasselbe  von  den  drei  anderen." 
Cayley  geht  von  der  Mannigfaltigkeit  der  Kegelschnitte  aus,  die  drei 
Punkte  enthalten  und  eine  Gerade  berühren.    Der  Ort  ihrer  Mittelpunkte 

—  Cayley  bezieht  sich  auf  Hearn,  anstatt  auf  Gergonne  |TV\  2]  — 
oder  auch  ihrer  Pole  nach  einer  beliebigen  Geraden  ist  eine  unicursale 
Curve  C^. 

♦^  Chasles,  Aper9u  Mstorique,  S.  260  (Pufenote  2). 
•^)  Steiner    Einfache  Construction  der  Tangente  an  die  allgemeine 
Lemniscate,    CreÜe's  Joum.,   Bd.  14,    1836,    S.  80—82  (Ges.  W.,   Bd.  2, 
S.  19—23). 

t)  Plücker,  Über  solche  Puncte,  die  bei  Curven  einer  hohem 
Ordnung  als  der  zweiten  den  Brennpuncten  der  Kegelschnitte  entsprechen, 
Crelle's  Joum.,  Bd.  10,  1883,  S.  84—91  (Abb.,  Bd.  1,  S.  290-297). 
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Die  Neigungswinkel  fp^y  fp^^  .  . .,  g>n  der  Tangenten,  welche  fi«  ans 
dem  Punkte  Xqj  y^  empflbigt,  werden  offenbar  mit  Hülfe  der  Gleichung 

7lf{v)  ^f{v,  —  yQ  —  vxQ)=gn  +  gn-iv  +  gn-tv^-i bffo^'^^O 

festgelegt  ^i»  ^d  •  •  •)  i^»  sind  dabei  symmetrische  Functionen  der 
OrölÜsen  — ^^u  — tg^j»  •  •  •»  — tg^«.  Als  Brennpunkt  einer 
Curve  ßn  bezeichnet  nun  Plücker  einen  Punkt  (^o'  ^o)'  ^^^  ^®™  ^^  zwei 
Tangenten  mit  den  Neigungswinkeln  +  ^  ~  +  arctg  y—l  empf&ngt. 
Dieser  Bedingung  genügen  die  Schnittpunkte  der  beiden  Cuiren  C« 
und  C» : 

^0  — ^1  +  ^4  — ^«±"    =0, 

Ä  — ft  +  Ä  — ^7  ±  •  •  •  —  Ö. 

Da  die  Gleichung  besteht 

80  senden  Punkte  von  C«  und  Cn  Tangentengruppen  aus,  die  bezw. 
den  Bedingungen  genügen  (k'  nnd  k"  sind  ganze  Zahlen): 

9>i  +  98H f-9>»— -^"l «»      7^1  + 98  H f-  qp«=*"^. 

Für  den  speciellen  Winkel  ^  gilt  aber  die  Beziehung 

tg(9>  +  *)  — *«*• 
Die  eingeführten  Brennpunkte  sind  deshalb  vom  Coordinatensystem 
unabhängig.  Die  beiden  trigonometrischen  Beziehungen  definiren, 
wie  auch  die  Coordinatenaxen  liegen,  zwei  die  Brennpunkte  —  deren 
Anzahl  also  n'  ist  —  enthaltende  Curven  C«.  Hält  man  das  Coordi- 
natensystem fest,  so  wird  die  einzelne  Conre  durch  die  Gleidmng 

9>i  +  9j  +  •  •  •  +  9«  =  const. 
dargestellt 

Plücker  spricht  nochmals  (S.  291)  ausdrücklich  eine  sehr  merk- 
würdige Anschauung  aus,  zu  der  er  bei  der  analogen  Behandlting  der 
Brennpunkte  des  Kegelschnittes  gelangt  war.*)  Die  Aussage,  dais  die 
Tangenten  eines  Kegelschnittes  0^,  die  von  einem  Brennpunkte  F 
ausgehen,  mit  einer  beliebigen  Geraden  die  Winkel  +  ^  einschliefsen, 
kommt  mit  Poncelet's  Definition  überein,  nach  welcher  ein  Brenn- 
punkt ein  (ideeller)  Schnittpunkt  zweier  Tangenten  ist,  die  C^  mit 
einem  nm  F  beschriebenen  Kreise  gemeinsam  hat,  oder  das  Centmm 
einer  zwischen  beiden  Curven  obwaltenden  Homologie -Beziehung. 
Plücker  folgert  ans  seiner  Definition  das  Besultat,  dafs  zwei  conjngirt- 
imaginäre,  Yon  F  ausgehende  Tangenten  durch  zwei  in  F  sich  senkredit 
schneidende  Gerade  harmonisch  getrennt  werden;  dies  ist  nur  ein  anderer 

*)  Plücker,  Analytisch -geometrische  Entwicklungen,  Bd.  2,  Essen 
1831,  S.  64. 
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Ansdmck  für  das  de  la  Hire'sche  Resultat  [VI,  3],  aus  dem 
Poncelet  seine  Definition  ableitete  [XVHI,  2].  Aus  der  Anschauung 
heraus,  daDs  bei  der  Umdrehung  eines  festen  Winkels  {tfi)  um  seinen 
Scheitel  beide  Schenkel  die  ganze  Ebene  überdecken,  zieht  nun 
Plücker  die  Folgerung,  dafs  ,Jede  durch  den  Brennpunkt  gehende 
(imaginäre)  gerade  Linie  eine  Tangente  des  KegelschniÜes  ist^.  Auch 
1835*)  und  1847 ♦♦)  ist  Plücker  auf  diese  Äufserung  zurück- 
gekommen, bei  der  „ihn  das  Bewufstsein  der  analytischen  und  geo- 
metrischen Continuitftt,  das  ihn  sonst  nie  yerlieOs,  im  Stiche  liefs,^ 
wie  es  Schönflies  ausdrückt. •♦*) 

7.  Salmon  gab  Plücker's  Definition  |die  uns  jetzt  geläufige 
Wendung  f):  „Die  Brennpimkte  einer  Curve  ßn  sind  die  Schnitt- 
punkte der  Tangentengruppen,  welche  sie  aus  den  imendlich  fernen 
Ereispunkten  empfängt;  eine  reelle  Curve  S^  besitzt  deshalb  n  reelle 
und  ft  (n  —  1)  imaginäre  Brennpunkte.^*  Er  entwickelt  aus  dieser 
Anschauung  mehrere  Sätze  über  die  Brennpunkte  circularer  Curven  C, 
und  bidrcularer  Curven  O4,  welche  er  in  Gemeinschaft  mit  Hart 
gefunden  hatte.  Vier  der  n*  Brennpunkte  von  &n  sind,  wenn  sie 
die  beiden  unendlich  fernen  Ereispunkte  aufnimmt,  in  dem  Schnitt- 
punkte der  ihnen  zukommenden  Tangenten  vereinigt.  Jede  von 
ihnen  enthält  femer  noch  n  —  2  Punkte,  deren  jeder  zwei  Brenn- 
punkte des  allgemeinen  Falles  au&iimmt;  endlich  weist  &n  noch 
n  —  2  reelle  und  (»  —  2)  («  —  3)  imaginäre  einfache  Brennpunkte 
auf,  von  deren  jedem  zwei  Tangenten  von  ß«  ausgehen,  welche  die 
unendlich  fernen  Ereispunkte  enthalten,  aber  nicht  in  ihnen  selbst 
berühren.  Bei  einer  circularen  Curve  C^  —  sechster  Elasse  — 
liegen  die  16  einfachen  Brennpunkte  zu  vier  und  vier  auf  Ereisen 
verteilt  (S.  173).  Im  Sinne  des  Continuitätsgesetzes  ist  das 
Theorem  offenbar  eine  Umformung  des  bereits  erwähnten  Satzes 
[XXXVI,  15]:  ,^ie  Gruppe  der  Tangenten,  welche  eine  Curve  G, 
aus  einem  sie  durchlaufenden  Punkte  empföngt,  bleibt  zu  sich 
gelbst  projectivisch.^^  Auf  vier  Arten  kann  man  also  den  Tangen- 
ten, welche  eine  circulare  Curve  C^  aus  einem  unendlich  fernen 
Ereispunkte  erhält,  diejenigen  projectivisch  zuordnen,  welche  von 
dem    anderen    ausgehen.      Die   vier    Brennpunkte,   in    deren  jedem 


•)  System  der  analytischen  Greometrie  (S.  102). 

**)  a.  a.  0.  S.  895  t  (Nr.  18)  (Abb.,  Bd.  1,  S.  428).  In  ganz  analoger 
Weise  gelangt  Plücker  zu  der  merkwürdigen  Anschauung,  dafs  eme 
Fläche  F^  aus  jeder  Tangente  eines  ihrer  FocalkegelschniUe  unendlich 
viele  imaginäre  Tangentialebenen  empfange,  da  eine  von  einer  solchen 
Tangente  ausgehende  Tangentialebene  mit  irgend  einer  reellen  Ebene  den 
Wiiiel  ^  einschliefst  [Vergl.  S.  418*»]. 

***)  Man  vergleiche  hierzu  die  Anmerkungen  von  Schön  flies 
(Plücker's  Abb.,  Bd.  1,  S.  608—604).  • 

t)  Salmon,  Higher  plane  curves,  Dublin  1862,  S.  119  ff.  Man  ver- 
gleiche auch  die  oben  [S.  488*]  genannte  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1861. 
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zwei  entsprecbende  Tangenten  solcher  Gruppen  sich  schneiden,  gehören 
einem  der  vier  Hart 'sehen  Kreise  an.  Salmon  hebt  ausdrücklich 
hervor,  dab  das  Bestreben,  diesen  Satz  naturgemäfs  zu  erweisen, 
ihn  und  Hart  zu  dem  Theorem  vom  Doppelverhältnis  der  allgemeinen 
Curve  C,  geführt  habe  (FuTsnote  zu  S.  151). 

Bei  einer  Transformation  durch  reciproke  Badien  gehen  offenbar 
die  einfachen  Brennpunkte  einer  circularen  Curve  C^  in  einfache 
Brennpunkte  einer  bicircularen  Curve  C^  über.  Auch  eine  bieirculare 
Curve  C^  besitzt  mithin  16  einfache  Brennpunkte,  die  zu  vier  und 
vier  Kreisen  angehören.  Sind  A,  Bj  C  drei  Brennpunkte  desselben 
Kreises  und  a,  ß,  y  passend  gewählte  Constante,  so  besteht  (S.  125) 
für  jeden  Punkt  P  von  C^  die  Relation 

aPil  +  /3P5  +  yPC«.0. 

Ein  naturgemäljser  Beweis  dieses  ziemlich  umständlich  abgeleiteten 
Theorems*)  ergiebt  sich  bekanntlich,  wenn  man  die  bicirculare 
Curve  C^  als  Hüllcurve  eines  Kreisbüschels  zweiter  Ordnung  dar- 
stellt. **)  Diese  metrische  Darstellung  ist,  wenn  imaginäre  Bestimmungs- 
stücke nicht  zugelassen  werden,  nur  bei  zweiteiligen  bicircularen 
Curven  C^  möglich;  bei  einzügigen  Curven  der  genannten  Art  ver- 
teilen sich  die  vier  reellen  Brennpunkte  auf  verschiedene  der  Hart- 
schen  Kreise.  Salmon  erörtert  dies  an  der  circularen  Curve  (7,, 
in  welche  die  bicirculare  Curve  C^  unter  der  Annahme  a  +  ^+  y 
=  0  übergeht  (S.  172  ff.).  Artet  eine  bicirculare  Curve  C^  in  eine 
Curve  mit  zwei  unendlich  fernen  Spitzen,  also  in  ein  Cartesisches 
Oval  aus,  so  geht  noch  einer  ihrer  vier  reellen  einfachen  Brenn- 
punkte in  den  reellen  Schnittpunkt  der  Spitzentangenten  über.  Die 
drei  anderen  reellen  Brennpunkte  liegen  auf  einer  Geraden,  in  welche 
einer  der  Hart 'sehen  Kreise  ausartet.     Bereits  Chasles***)  hat  in 


*)  Nach  Salmon's  Angabe  [vergl.  die  erste  auf  S.  438*  genannte 
Schrift]  hat  Hart  seinen  Satz  aus  dem  Umstände  abgeleitet,  dafs  bei 
einer  dnrch  die  Gleichung  aTA  -f  ^Pfi-f  yPC»  0  dargestellten  Cnrre 
sich  noch  ein  vierter  Punkt  D  ei^eot,  der  ror  einen  der  Funkte  A^  B,  C 
eintreten  kann  und  mit  denselben  auf  einem  Kreise  lie^. 

•^  Vergl.  z.B.  Salmon-Fiedler,  Ebene  Curven,  Leipzig  1873,  S. 304 ff. 

***)  Chasles,  Sur  les  ovales  de  Descartes,  on  liflnes  aplan^tiques, 
Aper9U  historique,  Note  21,  S.  350—858  (S.  352).  Chasles  giebt  zon&chst 
die  oben  [XXY,  3]  erwähnten  Quetelet*Bchen  S&tze  über  das  Cartesische 
Oval  wieder  und  schlierst  daran  folgende  Umfonnung  seiner  ursprünglichen 
Definition:  „Durchlaufen  die  Punkte  P^  und  P,  zwei  Kreise  derart,  dafs 
PtPm  beständig  einen  Punkt  0  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
Jhj  ,  M^  enthält  so  beschreibt  der  Schnittpunkt  P  von  M^  P  und  M^  P,  ein 
Cartesisches  Oval.''  Dieselbe  findet  sich  übrigens  schon  in  der  Abhandlung: 
Sur  les  lignes  dirimantes  k  deux  foyers  coi^jug^u^s,  Quet.  Corr.,  Bd.  6,  1829, 
S.  116—120  (S.  118).  Zum  Schlufs  hebt  Chasles  nochmals  hervor,  daüs 
die  Curve  zwei  unendlich  ferne  Doppelpunkte  besitze,  also  von  der  achten 
Klasse  sei.  Nach  einer  Angabe  von  Salmon  (Higher  plane  curves,  Dublin 
1852,  Fufsnote  zu  S.  203)  hat  erst  Cayley  darauf  aufmerksam  gemadit. 
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der  Tbat  darauf  aufinerksam  gemacht,  dafs  zu  den  beiden  ursprünglieben 
Brennpunkten  J\  und  F^  eines  Cartesischen  Ovals,  auf  welche  sich  seine 
definirende  Gleichung 

bezieht,  noch  ein  dritter  Brennpunkt  hinzutritt,  der  für  einen  der 
ersteren  eintreten  kann.  8almon  reprodncirt  einen  von  Caylej 
herrührenden  Beweis  und  giebt  (S.  1 24)  für  den  dritten  Brennpunkt  F^ 
die  Relation 

8.  Die  beiden  Tangenten,  welche  eine  Onrve  ß«  mit  unendlich 
femer  (w  —  l)-facher  Tangente  aus  den  beiden  Kreispunkten 
empfängt,  beschreiben,  wenn  Sn  eine  Schfür  mit  den  GrundtaÄgenten 
^1,  ^,  . . .,  fs»— 1  durchläuft,  projectivische  Strahlenbüschel;  der  einzige 
Brennpunkt  von  Sn  beschreibt  also  einen  Kreis.  Derselbe  enthält  den 
Brennpunkt  jeder  Curve  ß«  —  i  niit  {n  —  2)-facher  unendlich  femer 
Tangente,  welche  irgend  2n —  2  der  Geraden  ^i,  ^«, . . .,  ^»— i  berührt. 
Eine  solche  Curve  ßn  —  i  hildet  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  der 
letzten  Gnmdtangente  eine  Curve  der  Schar.  Die  2n  Kreise,  welche  in 
der  beschriebenen  Art  zu  je  2n  —  1  von  2«  festen  Geraden  gehören^ 
haben  einen  Punkt  miteinander  gemein,  den  Brennpunkt  der  eindeutig 
bestimmten  Curve  ft„  mit  (n  —  l)-facher  Tangente,  welche  jene  2n 
Gerade  berührt  Durch  diese  —  allerdings  erst  1871  —  von  Clifford*) 
angestellte  Betrachtung  entsteht  folgende  Reihe  von  Theoremen: 
„Die  vier  den  Dreiecken  eines  Yierseits  umschriebenen  Kreise  haben 
einen  Punkt  miteinander  gemein.  Die  fünf  den  Vierseiten  eines 
Fünfseits  auf  diese  Art  entsprechenden  Punkte  gehören  einem  Kreise 
an.  Die  sechs  Fünfseite  eines  Bechsseits  ergeben  auf  die  beschriebene 
Weise  sechs  Kreise  mit  einem  gemeinsamen  Punkte  u.  s.  w."  Bereits 
Lambert  [VI,  7]  hatte  den  einem  Dreieck  umschriebenen  Kreis 
als  Ort  der  Brennpunkte  der  ihm  eingeschriebenen  Parabeln  erkannt. 
Poncelet  und  Steiner  hatten  diesen  Satz  mit  den  Mitteln  der 
synthetischen  Geometrie  auf  naturgemäfse  Art  erwiesen  und  sofort 
dann  den  ersten  Schritt  des  obigen  Theorems  gethan  [XX Vm,  2]. 
Das  auf  das  Fünfseit  bezügliche  Teiltheorem  ist  in  folgendem  Satze 
Miquel's**)  enthalten:  „Die  Endpunkte  jeder  Seite  eines  einfachen 

dalÜB  die  Curve  die  unendlich  fernen  Ereispunkte  zu  Spitzen  hat,  demnach 
nur  noch  von  der  sechsten  Klasse  ist.  Vergl.  Cayley,  Addition  au 
Memoire  sur  quelques  transmutations  des  lignes  courbes,  insär^  dans  le 
volmne  pr^c^dent,  Liouv.  Joum.,  Bd.  16,  1860,  S.  361—866  (S.  354).  Der 
von  Salmon  aufgenommene  Beweis  für  die  Existenz  des  dritten  Brenn- 
punktes des  Cartesischen  Ovals  findet  sich  am  Schlüsse  der  Abhandlung. 
*)  Clifford,  Synthetic  proof  of  MiqueTs  theorem,  Messenger  of 
Math.,  Bd.  6,  1871,  S.  124—141  (Abschn.  HI  u.  IV). 

**)  Miquel,  Memoire  de  g^om^trie  (Deuxi^me  partie),  Liouv.  Joum., 
Bd.  10, 1845,  S.  347—360.  Miquel  giebt  (S.  349)  einen  Satz  für  die  Kugel,  aus 
welchem  der  oben  angefOhrte  durch  stereogpraphische  Projection  hervorgeht. 
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Fünfecks  verbinde  man  mit  dem  Schnittpunkte  der  ihr  angrenzenden 
Seiten  durch  einen  Kreis,  zwei  einander  folgende  dieser  Kreise 
schneiden  sich,  aulser  in  einer  Ecke  des  Fünfecks,  noch  in  einem 
zweiten  Punkte.  Die  fünf  so  entstehenden  Punkte  gehören  einem 
Kreise  an.'^ 

9.  Poncelet  hatte  sich  eingehend  [XXI,  1]  mit  den  Beziehungen 
zwischen  zwei  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  polarredproken 
Curven  Cn  und  Cm  beschäftigt.  Die  Zahl  m  gab  zugleich  die  An- 
zahl der  Tangenten,  welche  Cn  aus  einem  Punkte  empfangt,  und  war 
daher  im  allgemeinen  gleich  n(n  —  l).  Poncelet  hob  femer  hervor, 
daüs  die  Polarcurve  Pn—i  eines  beliebigen  Punktes  P  nach  Cn 
einen  jeden  zweifachen  Punkt  von  Cn  enthält.  Jeder  eigentliche 
Knotenpunkt,  wie  auch  jeder  isolirte  Punkt  vermindert  deshalb 
augenscheinlich  die  Anzahl  der  von  P  ausgehenden  Tangenten  um 
zwei  Einheiten.  Über  den  Einflufs  einer  Spitze  von  C»  ist  Poncelet 
weniger  im  Klaren,  doch  bemerkt  er,  dafs  auch  sie  die  Ordnungszahl 
von  Cm  um  wenigstens  zwei  Einheiten  herabmindert*)  Poncelet 
spricht  femer  aus,  dafs  aus  den  Doppeltangenten  und  Wendetangenten 
von  Cn  Doppelpunkte  und  Spitzen  von  Cm  sich  ergeben,  nnd  dals 
mit  Hülfe  der  so  entstandenen  zweifachen  Punkte  es  sich  erkläre, 
dafs  ihr  Cn  und  nicht  eine  Curve  von  der  Ordnung  m(m  —  1) polar 
gegenüberstehe. 

Die  vollständige  Ausbildung  dieses  Gedankenganges  ist  Plücker's 
Verdienst.  Zunächst  bemerkt  Plücker,  dafs  man  zu  einer  Aufklärung 
der  Frage  nicht  gelangt  mit  der  Annahme,  dafs  jeder  zweifache  Punkt 
der  einen  von  zwei  polarredproken  Curven  d  und  Cm  ^e  Ordnungs- 
zahl der  anderen  nur  um  zwei  Einheiten  vermindert.  Hierzu  mülste 
die  Anzahl  der  zweifachen  Punkte  bei  einer  von  beiden  Curven  die 
überhaupt  mögliche  Grenze  [-J(m  —  1)  («*  —  2)  bezw.  j(n  —  1) 
(n  —  2)]  überschreiten.**)  1835  erzielte  Plücker***)  einen  wesent- 
Uchen  Fortschritt  mit  der  Erkenntnis,  dals  die  Polare  P«  —  i  eines  be- 
liebigen Punktes  P  in  einem  zweifachen  Punkte  von  Cn  mit  getrennten 
Tangenten  eine  von  beiden  verschiedene  Gerade  berührt,  hingegen  in 
jedem  Bückkehrpunkt  von  Cn  auch  die  Tangente  mit  Cn  gemein  hat 
(S.  243 — 247).     Besitzt  also  C»  d  Doppelpimkte  imd  x  Spitzen,  so  ist 

m  =  n{n  —  i)  —  26  —  3x. 

Eine  von  Doppelpunkten  und  Spitzen  freie  Curve'  (7„  besitzt  nun 
Sn{n  —  2)  Wendepunkte.    Eine  gleiche  Anzahl  von  Bückkehrpunkten 


*)  Hiemach  ist  das  oben  angefahrte  zu  corrigiren.  Es  mufs  [S.  170, 
Z.  10  V.  0.1  heifsen  ,,eine  Spitze  xmi  weniffstens  zwei  Einheiten^*. 

**)  Plücker,  Analytisch -geometrische  Entwicklungen,  Bd.  2,  Essen 
1831  (Fufsnote  zu  S.  288).  Plücker  hebt  das  Bedenken  an  dem  Special- 
falle der  Curven  C,  hervor. 

•**)  Plücker,  System  der  analytischen  Geometrie  etc.,  Berlin  18S6. 
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besitzt  Cm  und  daneben  eben  so  viele  (r)  Doppelpunkte,  als  On 
Doppeltangenten  aufweist;  es  gilt  also  die  Formel 

n  =  n(n  —  1)  (n(n  —  1)  —  1)  —  9n(n  —  2)  —  2t, 

nach  welcher  eine  allgemeine  (von  Doppelpunkten  nnd  Spitzen  freie) 
Curve  Cn  t  =  \n(n  —  2)  (w*  —  9)  Doppeltangenten  besitzt.  Mit 
diesem  wichtigen  Resultat  schlofs  Plücker  sein  System  der  ana- 
lytischen Geometrie  ab  (S.  290—292).*) 

10.  In  seinem  1839**)  erschienenen  Buche  begründet  Plücker 
zunächst  durch  Stetigkeitsbetrachtungen  ausführlicher,  dafs  in  zwei  be- 
züglich eines  Kegelschnittes  polarreciproken  Curven  nicht  blofs  Doppel- 
punkte und  Doppeltangenten,  sondern  auch  Wendepunkte  und  Spitzen 
einander  entsprechen.  Er  läfst  einen  Cnrvenbogen  durch  eine  drehende 
Bewegung  seiner  Tangente  entstehen,  mit  der  sich  ein  Fort- 
schreiten des  Drehpimktes  auf  der  Tangente  verbindet.  Beim  Über- 
schreiten eines  Wendepunktes  ändert  nur  die  drehende  Bewegung 
der  Tangente,  hingegen  beim  Überschreiten  einer  Spitze  nur  die  fort- 
schreitende Bewegung  des  Punktes  ihre  Bichtimg,  so  dafs  zwischen 
beiden  Singularitäten  vollkommene  Dualität  besteht.  Einer  Spitze 
zweiter  Art,  in  der  bei  der  drehenden  und  der  fortschreitenden  Be- 
wegung die  Richtung  sich  umkehrt,  steht  nach  dieser  Anschauung  eine 
Singularität  gleicher  Art  dual  gegenüber.  Plücker  läfst  zur  Er- 
läuterung dieser  Verhältnisse  zunächst  Polygonzüge  an  Stelle  der 
Curvenbogen  eintreten  (S.  202  ff).  Die  Anzahl  der  Wendepunkte  ver- 
ringert sich  aber  durch  das  Auftreten  von  Doppelpunkten  und  Spitzen. 
Jeder  Doppelpunkt  absorbirt  sechs,  jede  Spitze  acht  Wendepunkte,  denn 
(Fufsnote  zu  S.  208):  „Was  in  der  300.  Nummer  des  Systems  zu- 
nächst für  den  Fall  der  Curven  dritter  Ordnung  bewiesen  worden 
ist,  gilt  offenbar  bei  Curven  jeder  beliebigen  Ordnimg."  Hiemach 
bestehen  (S.  211)  zwischen  Ordnungszahl  n  und  Elassenzahl  m  einer 
Curve  und  den  Anzahlen  d,  x,  r,  i  ihrer  Doppelpunkte,  Spitzen, 
Doppeltangenten  und  Wendetangenten  die  Beziehimgen,  welche  als 
Plücker'sche  Oleichungen  eine  grofse  Bolle  in  der  Wissenschaft  spielen: 

m  =  w  (n  —  1)  —  2d  —  3x, 
n  =  m{m  —  l)  —  2r  —  3*, 
t  =  3w  (w  —  2)  —  6(J  —  8x, 
X  =  Sm(m  —  2)  —  6  t  —  8t. 

*)  Dieses  Resultat  findet  sich  ohne  Beweis  auch  schon  angegeben  in 
der  Notiz:  Plücker,  Solution  d'une  question  fondamentale  concemant  la 
throne  g^n^rale  des  courbes,  Crelle'B  Joum.,  Bd.  12,  1834,  S.  106—108 
(Abb.,  Bd.  1,  S.  298—301).  Plücker  hebt  hier  Poncelet's  erste  Ansätze 
zur  Lösung  der  Aufgabe  ausdrücklich  hervor.  Nur  scheint  es  ihm  ent- 
gangen zu  sein,  dafs  Poncelet  die  Dualität  zwischen  Wendepunkten  und 
Kückkehrpunkten  bereits  hervorgehoben  hatte. 

^  Plücker,  Theorie  der  algebraischen  Curven,  Bonn  1839. 
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Diese   Gleichungen,  Yon  denen  jede  die  Folge  der  drei  übrigen  ist, 
formt  Plücker  in  mannigfacher  Weise  um.     Es  möge  die  Beziehong 

m  —  n=l{t  —  K) 

hier  Platz  finden  und  die  Formel,  welche  die  Anzahl  der  Doppel- 
tangenten einer  Curve  Cn  mit  6  Doppelpunkten  und  %  Spitzen  angiebt: 

T  =  ifi(n— 2)(n*— 9)  — (2d  +  3x)(«(«  — 1)  — 6)  +  2d(a— 1) 
-i-|x(«— 1)  +  6ÄK. 

Eine  Beihe  von  Zahlenbeispielen  für  seine  Gleichungen  (»  ^  *m  ^  10) 
stellt  Plücker  tabellarisch  zusammen  (S.214).  Eine  1837  erschienene 
Abhandlung  enthält  vorläufige  Angaben  über  diese  wichtigen  Formeln^). 
Plücker  bestrebte  sich,  aucb  Singularitäten  höherer  Alt  in  seinen 
Gleichungen  zu  berücksichtigen.  Beispielsweise  wird  gezeigt,  daüs  ein 
a-facher  Punkt  mit  voneinander  verschiedenen  Tangenten  genau  wie 
der  Inbegriff  von  |a(a  —  1)  einfachen  Doppelpunkten  zu  behandeln 
ist,  das  heifst,  die  Klassenzahl  um  a(a  —  1)  Einheiten  vermindert 
und  6  '  \a(a —  l)  Wendepimkte  absorbirt  Die  oben  eingeführte 
Hülfscurve  [XXXVI,  16],  welche  mit  Cn  die  Asymptoten  gemein  hat 
imd  ihre  Wendepunkte  ausschneidet,  enthält  (S.  224)  den  genannten 
Punkt  (3  a — 4)'fach  und  berührt  in  ihm  die  Cn  zukommenden  Tangenten. 
Für  den  Fall  a  =  2  ist  hierin  ein  ausdrücklicher  Beweis  dafHr  ent- 
halten, dais  ein  Doppelpunkt  sechs  Wendepunkte  absorbirt  Eine 
entsprechende  Entwicklung  fQr  die  Spitze  erster  Art  hat  Plücker  nicht 
gegeben,  obwohl  er  über  den  Einflufs  von  Spitzen  zweiter  und  dritter 
Art  auf  die  Anzahl  der  Wendepunkte  sich  Rechenschaft  zu  geben  sucht 
Auch  aus  dem  Verhalten  der  Hesse 'sehen  Curve  kann  man  den 
Einflufs  eines  Doppelpunktes  oder  einer  Spitze  auf  die  Anzahl  der 
Wendepunkte  eimitteln.  Die  Hesse'sche  Curve  enthält  jeden  Doppel- 
punkt von  Cn  ebenfalls  zweifach  und  berührt  auch  seine  Tangenten. 
Eine  Spitze  von  Cn  ist  ein  dreifacher  Punkt  der  Hesse'schen  Curve; 
die  Tangente  der  Spitze  zählt  als  Tangente  der  Hesse'schen  Curve 
zweifach.  Ersteres  hat  Hesse  aus  folgendem  Theorem  geschlossen: 
„Wenn  eine  homogene  Form  n^^  Grades  von  x^  y^  e  an  einer  SteUe 
zugleich  mit  ihren  ersten  Differentialquotienten  verschwindet,  so  gilt 
dasselbe  von  ihrer  Hesse'schen  Determinante;  das  Verhältnis  der  Werte, 
welche  entsprechende  zweite  Differentialquotienten  der  beiden  Functionen 
an  der  betreffenden  Stelle  annehmen,  ist  constant**).**  Beide  Sätze 
finden  sich  in  einer  etwas  früher  liegenden  Abhandlung  von  Cayley.***) 

*)  Plücker,  Note  sur  les  points  singolierg  des  Courbea,  Lionv.  Jouim., 
Bd.  2,  1887,  S.  11—16  (Abb.,  Bd.  1,  S.  884-338). 

**^  Auszug  zweier  Schreiben  des  Prof.  Hesse  an  den  Herrn  Pro! 
Jacobi  imd  emes  Schreibens  des  Prof.  Jacobi  an  Herrn  Prof.  Hesse, 
Crelle's  Joum.,  Bd.  40,  1860,  S.  316-818  (Abb.,  S.  267— i61  rS.  268)). 

**^  Cayley ,  Becherches  sur  F^limination,  et  sur  la  th^cnrie  des  courbes, 
Crelle's  Joum.,  Bd.  84,  1847,  S.  80—46  (S.  48). 
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11.  Die  Definition  der  synthetischen  Geometrie  für  die  Hesse'sche 
Curve  findet  sich  in  einer  kurzen,  aber  inhaltreichen  Note  yon 
Steiner.*)  Nach  Anführung  der  Plücke raschen  Gleichungen,  die 
jedoch  merkwürdigerweise  nicht  auf  ihren  Autor  zurückgeföhrt  werden, 
folgt  zunächst  der  Satz  über  Polarenyeloppen:  „Die  m^  Polare  einer 
Carve  C»  nach  einem  Punkte,  welcher  eine  Cnrve  Cr  durchläuft,  unohüUt 
eine  Curve  C7r(r-|-«m— 8)(«— m)-"  Hieran  schliefst  sich  der  „allgemein 
bekannte^  Plücker'sche  Satz  von  der  gemischten  Polare  [XXVI,  9] 
und,  ausdrücklich  auf  ihn  zurückgeführt,  das  neue  Theorem:  „Hat  die 
m**  Polare  eines  Punktes  P  nach  einer  Curve  C«  einen  Doppelpunkt  Q^ 
so  enthält  die  (n  —  m  —  1)*®  Polare  von  Q  nach  Cn  den  Punkt  P  zwei- 
fach." Steiner  stellt  nun  weiter  die  Sätze  auf:  „Eine  Curve  Cs (*  —  «)* 
beschreibt  der  Punkt,  dessen  erste  Polare  nach  0„  einen  Doppelpunkt 
besitzt;  der  Ort  dieses  Doppelpunktes  selbst  ist  eiue  Curve  C^{n—t)', 
welche  die  Wendepunkte  von  C^  ausschneidet."  Steiner  hebt  hervor, 
dals  die  ersten  Polaren  aller  Punkte  der  Ebene  ein  Netz  bilden,  dafs 
femer  ein  Büschel  sich  in  P  berührender  ersten  Polaren  eine  Curve  ent- 
hält, die  P  zum  Doppelpunkt  hat.  Die  Curve  (7s(n— s)  kann  also  als 
Ort  der  Punkte  definirt  werden,  in  denen  zwei  Curven  Cn-^ij  die  aus 
zwei  festen  Büscheln  erster  Polaren  entnommen  sind,  sich  berühren. 
Man  erhält  bekanntlich,  von  dieser  Definition  ausgehend,  sehr  leicht 
zwei  projectivische  Büschel  von  Curven  der  Ordnung  2n  —  3,  deren 
Erzeugnis  ans  der  Hesse'schen  Curve,  der  erst-en  Polarcurve  eines 
Hülfspunktes  und  aus  einer  Hülfsgeraden  besteht.**)  Fafst  man  die 
Hesse'sche  Curve  als  Ort  des  Punktes  auf,  dessen  Polarkegelschnitt 
nach  Cn  in  zwei  Gerade  zerfÄllt,  so  erkennt  man  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  Cn  sofort  die  Wendepunkte  dieser  Curve.  Als  unmittel- 
baren Ausdruck  dieser  Definition  erkannte  Salmon***)  die  Gleichung 
der  Hesse 'sehen  Curve,  nachdem  er  entwickelt  hatte,  dafs  der 
Polarkegelschnitt  eines  Wendepunktes  die  Wendetangente  enthält 
und  also  zerfällt  Für  den  Fall  der  Curven  C^  hatte  schon  Hesse 
seine  Curve  als  Ort  der  Doppelpunkte  der  Geradenpaare  erkannt, 
die  in  einem  Kegelschnitt-Netze  auftreten;  «iber  er  hob  nicht  hervor, 
dafis  das  Netz  sich  aus  den  Polarkegelschnitten  von  C^  zusammensetzt. 


*)  Steiner,  Allgemeine  Eigenschaften  der  algebraischen  Curven, 
Berliner  Ber.,  1848,  S.  310—816  (Crelle's  Joum.,  Bd.  47,  1864,  S.  1—6, 
Ges.  W.,  Bd.  2,  S.  493—600). 

*^  Steiner  giebt  (S.  600)  den  allgemeineren  Satz:  „Ein  Pankt,  in 
dem  sich  zwei,  festen  Büscheln  entnommene  Curven  C  und  C  berühren, 
beschreibt  eine  Curve  Cg  •  jo— »"•  Offenbar  als  specielle  Fälle  dieser  Curve 
führt  er  einmal  die  Hesse^che  Curve  einer  Gnmdcurve,  dann  die  Jacobi'- 
sehe  Curve  eines  Netzes  von  Curven  C^  mit  ■|^n(n  -j-  3)  —  2  gemeinsamen 
Punkten  ein  (S.  499).  Ebenda  findet  sich  die  Angabe,  dafs  in  einem 
Büschel  3(n  —  1)'  Curven  mit  Doppelpunkt  vorkommen. 

***)  Salmon,  Higher  plane  ciurves,  Dublin  1862,  B.  71. 

30  • 
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12.  Nachdem  es  ihm  gelungen  war,  die  Anzahl  der  Doppel- 
tangenten einer  Curve  (7„  festzustellen,  war  bei  Plücker  der  Wunscb 
liatürlich,  die  Curven  C^,  bei  denen  Doppeltangenten,  an  Zahl  28, 
zuerst  auftreten,  in  dieser  Beziehung  zu  untersuchen.  Versteht  man 
unter  Piiq^r^^  s^  Formen  ersten  Grades,  unter  f^  eine  Form  zweiten 
Grades,  so  stellt  die  Gleichung 

i^i^i*"!^!  — ß/1  =  Ö 
eine  Curve  C^  mit  den  vier  Doppeltangenten  p^  =  0,  g^  «=  0,  r^  ==  0, 
s^  =  0  dar,  deren  Berührungspunkte  dem  Kegelschnitt  f^  =  0  an- 
gehören. Da  die  Form  vierzehn  willkürliche  Constante  enüi&lt,  kann 
jede  Curve  C^  in  der  beschriebenen  Art  dargestellt  werden.  Plücker 
schlofs  nun*),  dafs  die  Berührungspunkte  von  irgend  drei  beliebigen 
der  28  Tangenten  mit  denen  einer  vierten  Tangente  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen.  Späteren  Untersuchungen  blieb  es  vorbehalten, 
die  aus  diesem  zu  weit  gefafsten  Theorem  entspringenden  Irrtümer  zu 
beseitigen.  Hingegen  behauptete  einen  dauerden  Platz  die  Über- 
legung, durch  welche  Plücker  die  Existenz  von  Curven  C^  mit  28 
reellen  Doppeltangenten  nachwies,  von  denen  auch  eine  jede  in  reellen 
Punkten  C^  berührt  (S.  247).     Die  Curve 

(y«  -^)(x—l){x  —  \)  —  2  (y»+  x{x  —  2)y+  k  =  0 

geht  für  A;  =  0  in  eine  Curve  mit  drei  Knotenpunkten  über  und 
besteht  deshalb  für  sehr  kleine  k  von  einem  bestimmten  Vorzeichen 
aus  vier  getrennten  Zügen,  von  denen  jeder  den  anderen  aus- 
schliefst, imd,  weil  sich  die  vierteilige  Curve  im  ganzen  derjenigen 
mit  drei  Knotenpunkten  nahe  anschliefst,  notwendig  eine  durch 
zwei  Wendepunkte  ermöglichte  Einbiegung  besitzt.  Augenscheinlich 
ergeben  sich  also  24  Doppeltangenten,  von  denen  jede  zwei  ver- 
schiedene Züge  von  C^  berührt,  und  vier,  von  denen  jede  einen  der 
vier  Züge  zweimal  berührt. 

13.  Oben  [XXIV,  9,  12]  sind  Poncelet's  metrische  Definitionen 
für  die  Polargerade  und  die  erste  Polare  eines  Punktes  nach  einer 
Curve  Cn  geschildert  worden.  In  analoger  Weise  hat  lange  vor  der 
Veröffentlichung  der  zweiten,  allerdings  schon  1830  entstandenen, 
Poncele tischen  Entwickelung  die  ganze  Kette  der  Polaren  eines 
Punktes  nach  einer  Curve  Cn  oder  einer  Oberfläche  JP«  Grafsmann**) 
definirt.  Auf  einer  Geraden  l  kann  man  aus  einer  ihrer  Gruppen 
Ä^A^  ...  An  einen  harmonischen  Mittelpunkt  erster  Ordnung,  zwei 
harmonische  Mittelpunkte  zweiter  Ordnimg,  drei  harmonische  Mittel- 
punkte dritter  Ordnung,  . .  .  bezüglich  eines  Punktes  S  von  l  mit 
Hülfe  der  Gleichimgen  (für  P)  ableiten 

•)  Plücker,  Algebraische  Curven,  Bonn  1839  (S.  228ff.). 
•*)  Grafs  mann,  Theorie  der  Centralen,  Crelle's  Joum.,  Bd.  24,  1842, 
S.  262—282,  S.  372—880;  Bd.  26,  1843,  S.  67—73. 
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it  >  I  >  m  ^  1 

Offenbar  hat  man  das  Theorem:  ,Jst  R  ein  harmonischer  Mittelpunkt 
m**'  Ordnung  von  -4^^  . .  .  J^  bezüglich  ^,  so  ist  zugleich  Q  ein 
harmonischer  Mittelpunkt  {n  —  »*)*•'  Ordnung  von  ÄiÄ^  ...  ^^ 
bezüglich  i?."  Wenn  jetzt  die  Gerade  l  um  Ä  gedreht  wird, 
Äij  Ä^j .  .  . ,  J.»  ihre  Schnittpunkte  mit  einer  Fläche  Fn  sind,  so  be- 
schreiben die  harmonischen  Mittelpunkte  »i*®'  Ordnimg  eine  Fläche  Smy 
die  w*®  Centrale  von  S  bezüglich  2^«.  Versteht  man  anter 
fhipi^iVi«)  eine  homogene  Function  k^^  Grades,  so  besitzt  (S.  270,  276) 
die  Fläche  F^i 

ftlr  den  Anfangsptmkt  S  der  Coordinaten  als  m^  Centrale  die  Fläche  Sm: 

m 

wobei  Wjfc  und  w*  Ä**  Binomialcoefficienten  bedeuten.  In  der  Reihe 
der  Flächen  Fn^  Sn^u  Sn—2^  . .  .,  iS^i  ist  Ä^  ^e  m^  Centrale  nicht 
nur  von  F„,  sondern  auch  von  Sn—iy  ^«— a,  . . .,  ^m+i.  Aus  der 
Definition  folgt  augenscheinlich:  „Gehört  Q  der  w**"^  Centrale  von  P 
an,  so  liegt  P  umgekehrt  auf  der  (n  —  wt)**°  Centrale  von  Q,"^ 
Grafs  mann  spricht  seinen  Satz  für  den  Fall  m=  1  aus,  der  auf  ganz 
analoge  Weise  bei  ebenen  Curven  in  der  1866  veröffentlichten  Arbeit  von 
Poncelet  erledigt  wird.  Genau  nach  der  oben  geschilderten  Schluf sweise 
Poncelet's  entwickelt  Grafsmann,  dafs  die  (n — !)*•"  Centralen 
einer  Curve  C»  nach  Punkten  einer  Geraden  einen  Büschel  bilden, 
dafs  folglich  eine  Gerade  die  erste  Centrale  von  (w  —  1)'  Punkten, 
den  Grundpunkten  des  zugehörigen  Büschels  (n  —  1)**'  Centralen 
ist.  Entsprechend  bilden  die  (n  —  1)*^^  Centralen  einer  Fläche  F^ 
nach  den  Punkten  einer  Ebene  einen  Bündel;  die  Ebene  ist  die  erste 
Centralebene  jedes  der  (n  —  l)*  Grundpunkte  des  Bündels.  Bückt 
der  Punkt  S  auf  der  jer-Axe  ins  Unendliche  hinaus,  so  gilt  nunmehr  für 
einen  Punkt  P  der  ersten,  zweiten,  dritten  . . .  Centrale  die  Gleichung: 

^PA,  =  0,      ^2!^Ä,  •  PÄt  =  0, 
JPAt  ■  PA,  •  PA,  ==  0, 

k>l>m>i 
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Die  so  entstehenden  zur  Richtung  der  jer- Achse  gehörigen  Centralen 
besitzen  (S.  374)  für  die  FlÄche  F^: 


die  Oleichungen 

m 

^(n  —  l)„^ifn,^i{x,  yy  =  0.      (««1.1,. ..,!.- 1) 

Im  Falle  der  Ebene  kommt  man  ofifenbar  auf  C  ramer 's  ^diametres 
curvilignes".  [XXIV,  1]  Unterscheiden  sich  die  Gleichungen  von  JP« 
und  Fn  nur  in  Gliedern,  deren  Dimension  geringer  ist  als  n  —  w, 
so  haben  beide  für  jeden  unendlich  fernen  Punkt  dieselbe  erste, 
zweite,  ...,  m^  Centrale,  sie  sind  in  Bezug  auf  die  unendlich  ferne 
Ebene  concentral  im  w**"  Grade  (S.  376).  Durch  coUineare  Trans- 
formation entstehen  aus  ihnen  Flttchen,  die  in  Bezug  auf  eine  Ebene 
im  Endlichen  concentral  im  w*®°  Grade  sind. 

14.  Grafs  mann  benutzt  nun  (S.  377  ff.)  folgende  beiden  Satze: 
„Von  den  m  harmonischen  Mittelpunkten  m**'  Ordnung  einer  Gruppe 
A^A^  ...  An  nach  einem  ihrer  Punkte  Ai  ist  der  eine  mit  As  identisch; 
die  anderen  sind  harmonische  Mittelpunkte  (m  —  !)*•'  Ordnung  von 
JiiA^  ...  Ai-^iAi^x  •  •  •  An  nach  At^  und  „Enthält  eine  Gruppe 
A^A^  . »  ,  An  einen  ihrer  harmonischen  Mittelpunkte  nt^'  Ordnung 
hinsichtlich  eines  Punktes  /S,  so  ist  der  betreffende  Punkt  A«  zu- 
gleich ein  '  harmonischer  Mittelpunkt  m^'  Ordnung  der  nach  Aus- 
scheidung von  Ai  verbleibenden  Gruppe  A^  , . .  Ai^iAi^x  .  . ,  An  be- 
züglich iS>."  Da  eine  Gruppe  von  r  Punkten  mit  der  Gruppe  ihrer 
r^^  harmonischen  Mittelpunkte  für  jeden  Punkt  ihres  Tr&gers  zu- 
sammenfällt, so  sind  insbesondere  etwaige  mehrfache  Punkte  einer 
Gruppe  A^A^,  .  .  An  harmonische  Mittelpunkte  (n  —  !)*•'  Ordnung 
derselben  bezüglich  irgend  eines  Punktes  ihres  Trägers.  Hiemach  sind 
bei  einer  Fläche  Fn  die  (n  —  !)*•  Centrale  und  die  erste  Polare  eines 
Punktes  5,  andererseits  die  erste  Centrale  und  die  Polarebene  von  5 
identisch.  Entsprechendes  gilt  bei  Curven  Cn  Man  bat  z.  6.  die  Satze: 
„Jeder  der  Punkte,  in  welchen  die  Polargerade  eines  Punktes  5 
nach  einer  Curve  C^  dieselbe  schneidet,  trennt  mit  8  zusammen  zwei 
Punkte  der  Curve  harmonisch"  und  „Jeder  Punkt  des  Polarkegel- 
schnittes einer  Curve  C^  nach  einem  ihr  angehörigen  Punkte  S  trennt 
zwei  Punkte  der  Curve  von  8  harmonisch."  Mit  dem  ersten  Theorem 
in  Zusammenhang  steht  auch  folgender  von  Cayley*)  gelegentlich  auf- 
gestellter Satz:  „Man  schneide  eine  jede  von  n  Geraden  einer  Ebene  mit 


*)  Cayley,  Sur  quelques  th^orämes  de  la  ff^omdtrie  de  positioa. 
Suite  du  memoire  tome  XXXI  p.  213,  Crelle's  Joum.,  Bd.  84,  1847, 
S.  270—276  (S.  274). 
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der  Polargeraden  eines  festen  Punktes  8  bezüglich  der  aus  den  n  —  1 
übiigen  Geraden  bestehenden  Gurre  Cn^i»  Die  n  so  entstandenen 
Punkte  liegen  alsdann  auf  der  Polargeraden  des  Punktes  S  bezüglich 
der  aus  den  n  Strahlen  zusammengesetzten  Curve  (7^/^  Bei  mehreren 
von  Plücker  gegebenen  Wendepunkteigenschaften  der  Curven  Cj 
kam  die  nach  dem  Falle  n  =  3  dieses  Satzes  entstandene  Gerade  in 
Betracht  [XXXVI,  17j.  Im  dritten  Teile  seiner  Abhandlung  giebt 
Grafs  mann  zunächst  eine  Polarentheorie  für  Flächen  w*®'  Klasse  und 
deutet  dann  zum  Schlufs  auf  eine  Verallgemeinerung  der  Definitions- 
gleichung for  harmonische  Mittelpunkte  hin,  mit  deren  Hülfe  man  neue 
einer  Fläche  Fn  bezüglich  eines  Poles  zugeordnete  Flächen  definiren  kann. 
15.  Als  Jacobi'schen  Satz  bezeichnet  man  bekanntlich  folgende 
Erweiterung  des  oben  [XXVI,  3]  angegebenen  Cramer-Plücker'- 
schen  Theorems:  „y(m  —  1)  (^  —  2)  von  den  Schnittpunkten  zweier 
Curven  Q,  und  Cm  sind  (n^m)  durch  die  nm  —  ^(m — l)(w»  —  2) 
übrigen  eindeutig  bestimmt."  Jacobi*)  beweist  denselben  (S.  336 ff.) 
durch  folgende  Betrachtung:  Sind  /^(i,  y)  =  0  und  fmi^,  y)  ==  0 
die  Gleichungen  zweier  Curven  C»  und  Cm,  n^d  ist  ^„  — ^C^»  y)  oin© 
beliebige  Fonn  (n  —  «»)*•*  Grades,  so  ist 

fn{x,   y)  +  9n^m{x,   y)fm{sii,   y)  =  9n{x,   t/)  ==  0 

die  Gleichung  einer  Curve  C«,  welche  die  mn  Schnittpunkte  von  Cm 
und  Cn  enthält.  Bezeichnet  man  jetzt  j(r  -f-  l)(r  +  2)  mit  (p{r\ 
so  kann  man  q>{n  —  m)  von  den  tp(n)  —  1  wesentlichen  willkürlichen 
Constanten,  die  9n{x,  y)  an  sich  enthält,  bei  passender  Bestimmung 
der  Constanten  von  gn  —  m  vernichten.  Die  mn  Schnittpunkte  von  Cm 
und  Cn  werden  daher  von  einer  Curve  Cn  mit  nur  q>(n)  —  q>(n — m)  —  1 
willkürlichen  Constanten  ausgeschnitten; 

q>(m  —  3)  =  mn  —  g>(n)  +  (p(n  —  w)  +  1 

von  den  mn  Schnittpunkten  beider  Curven  sind  deshalb  durch  die 
übrigen  bestimmt.  Zwischen  den  mn  Schnittpimkten  der  beiden 
Curven  Cm  nnd  Cn  bestanden  nach  einer  vorangegangenen  Arbeit 
Jacobi's**)  die  Gleichungen 

dx   dy        dx   dy 
wobei    die  Summaüon   sich    über    alle   mn  Schnittpunkte    erstreckt. 

*)  Jacobi,  De  relationibus,  quae  locum  habere  debent  inter  puncta 
intersectionis  duanun  corvarum  vel  triam  superficieram  alffebraicarmn  dati 
ordinis,  simol  cum  enodatione  paradoxi  algebraici,  CreUe  s  Joum.,  Bd.  15, 
1836,  S.  286—308  (Ges.  W.,  Bd.  3,  1884,  8.  329—364). 

**)  Jacobi,  Theoremata  nova  algebraica  circa  systema  duamm  aeqnati- 
onum  inter  duas  variabiles  propositarum,  Crelle's  Journal,  Bd.  14,  1885, 
S.  281—288  (Ges.  W.,  Bd.  3,  S.  286—294). 
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In  dem  an  sich  wichtigsten  Teile  der  Entwickelung,  auf  den  jedoch 
hier  nicht  einzugehen  ist,  weist  nun  Jacobi  nach,  dafs  alle  diese 
Gleichungen,  wenn  Cm  vorliegt,  aus  q>{m  —  3)  von  ihnen  abgeleitet 
werden  können,  wie  es  der  Jacobi 'sehe  Satz  verlangt 

16.  In  analoger  Weise  stellt  (S.  344ff.)  die  Gleichung 

fn{x,  y,  z)  +  gn-m(x,  y,  e)fm{x,  y,  x)=gn{x,  y,  e)  =  0, 

wenn  ^«__m(^»  y^  ^)  ©iiiö  willkürliche  Form  (n  —  m)*^  Grades  ist, 
eine  Fläche  Qn  dar,  welche  die  Schnittcurve  zweier  Flächen  P«  und 
Fm  oder  fn{x^yj^)  =  0  und  fmino^y^e)  =  0  enthält  (n^m).  Wenn 
man  unter  i/;(r)  die  Zahl  ^(f  +  l)(r  -f-  2)(r  +  3)  versteht,  so  kann 
man  bei  passender  Wahl  von  gn—m  die  Anzahl  der  wesentlichen  will- 
kürlichen Constanten  von  g^  auf  i\f{n)  —  t(;(»  —  m)  —  1  reduciren. 
Die  gleiche  Anzahl  von  Punkten  auf  Ff^  genügt  deshalb,  um  ihre 
Schnittcurve  mit  einer  Fläche  F^  festzulegen.  Man  sieht  also:  „Alle 
Flächen  F«,  welche  t(;(n)  —  i/;(n  —  m)  —  1  Punkte  einer  Fläche  F„ 
enthalten,  schneiden  dieselbe  in  einer  festen  Baumcurve  i^«". 

17.  Die  Gleichung 

fnip^  y»  z)+gn-m{x,  2^,  e)fm{x,  y,  z)  +^«-l(^»  V^  ^)fl{^^  !fj  ')  ' 

^gn(p),y,e)  =  0 

stellt,  wie  juan  auch  die  willkürlichen  ganzen  Functionen  gn  —  m  {^^yj^) 
und  gn—iQc,  y,  e)  vom  (n  —  fn)*^  und  (n  —  Z)**°  Grade  bestimmt, 
eine  Fläche  Gn  dar,  welche  die  nml  Schnittpunkte  der  Flächen  F«, 
Fm,  Fl  oder  fn{x,  y,  z)  =  0,  fjx,  y,  z)  =  0,  fi{x,  y,z)  =  0  enthält 
(w  ^  w  ^  l).  Die  Function  gn  (ar,  y,  z)  weist,  wenn  n  <Cfn  -}-  l  ist, 
nach  passender  Bestinmiung  von  gn—m  und  gn—i  noch 

Xi  =  H^)  —  H^  —  m)  —  ^{n  —  l)—l 
wesentliche  willkürliche   Ck>nstante  auf.     Wenn  n^m  -{-  l  ist,  be- 
sitzt die  Function  gni^^y^z)  jedoch  noch 

%2  =  '^(n)  —  ^{n  —  fn)  —  ilf(n  —  l)-\-^if{n  —  m  —  l)—l 

wesentliche  willkürliche  Constante,  da  man  jetzt  für  das  Flächenneti 
die  Darstellung 

fni^y  Vy  ^)  +  {gn-m{x,  y,  z)  +  gn-m-l{X,  y,  z)fi{X,  y,  z))U{x,  y,  t) 

+  (gn-i{x,y,z)  —  gn-m-iix,yyZ)fm(x,y,z))fi(x,y,z)=gn(x,yyi)  =  0 

geben  kann,  wobei  gn—mj  gn—h  gn—m—i  willkürliche  ganze  Functionen 
(n  —  *»)*•",  (n  —  0**",  (n  —  m  —  ?)*«°  Grades  sind.  Man  folgert 
also:  „Eine  Fläche  Gn  enthält  alle  nml  Schnittpunkte  dreier  Flächen 
Fnj  Fm,  Fl  (w  ^  w  ^  l),  sobald  nur  x^  oder  ^g  ©rste  dieser  Punkte 
ihr  angehören.^^  Jacobi  erörtert  auch  im  Räume  den  Zusammenhang 
der  Schnittpunktsätze  mit  einem  Systeme  von  Gleichungen: 

>       ^      =  0,        (a+/»4-yi"+«+'-«) 
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wobei  R  die  Functionaldetenniiiaiite  der  dr^i  Functionen  fn^  fmy  fi  ist, 
die  Summation  aber  über  sftmtlicbe  Schnittpunkte  der  drei  Flächen 
fn  =  0,  /in  =  0,  fi=^  0  zu  erstrecken  ist. 

18.  Eine  geometrische  Wendung  hat  den  obigen  Sätzen  Plücker*) 
gegeben,  der  sie  unabhängig  von  Jacobi  entwickelte  und  mit  dem 
Satze  von  den  notwendigen  Punkten  beim  Büschel  algebraischer 
Curven  bezw.  Bündel  algebraischer  Flächen  in  Verbindung  brachte 
[XXVI,  3].  Wenn  nämlich  <jp(n)  —  g>(n  —  m)  —  1  von  <jp(n)  —  2 
einen  Büschel  von  Curven  Cn  festlegenden  Punkten  einer  Curve  Cm  an- 
gehören, so  besteht  aus  Cm  und  der  Curve  Cn  —  m^  welche  die  aufser- 
halb  Cm  gelegenen  <jp(n  —  iw)  —  1  Grundpimkte  enthält,  eine  Curve 
C,  welche  neben  den  gegebenen  (p(n)  —  2  Punkten  auch  die  zu- 
gehörigen q>(n  —  3)  notwendigen  Punkte  aufiiehmen  mufs;  unter 
diesen  befinden  sich  q>(fn  —  3)  oder  mn  —  ^(w)  -{-  q>{n  —  w)  +  1 
Punkte  von  Cm,  gemäfs  Jacobi's  Satz.  Ganz  entsprechend  folgt 
der  zweite  soeben  angefCLhrte  Satz  Jacobi 's. 

Den  dritten  Jacobi 'sehen  Satz  erweist  Plücker  durch  folgende 
Betrachtung:  Auf  der  Schnittcurve  der  Flächen  Fm  und  Ft  nehme 
man  t(;(«)  —  ^(n  —  m)  —  i/;(n  —  l) — 1  Punkte  willkürlich  an,  auf  den 
Flächen  Fm  und  Fiy  aber  aufserhalb  ihrer  Schnittcurve,  ij;(n  —  l)  —  1 
bezw.  t(;(n  —  m)  —  1  Punkte,  welche  zwei  Flächen  Gn  —  i  und 
Gn  —  m  festlegen.  Die  Flächen-Aggregate  FmCn  —  m  und  FiGn^i  ge- 
hören dann  einem  durch  t(;(w)  —  3  Grundpunkte  festgelegten  Bündel 
an,  in  welchen  man  zwei  beliebige  die  erste  Punktgruppe  enthaltende 
Flächen  Fn  und  Fn  aufnehmen  kann.  Eine  Fläche  Fn  hat  also  mit 
zwei  Flächen  Fm  und  Fi  nml  feste  Punkte  gemein,  sobald  sie  ^(n) 
—  tf;  (n  —  m)  —  t(;(n  —  /)  —  1  erste  Punkte  ihrer  Schnittcurve  ent- 
hält. Plücker  teilt  freilich  dieses  Eesultat  ohne  die  Beschränkung 
n  <i  m  -}-  l  mit.  Erst  1846  giebt  er  das  richtige  Resultat  fElr  den 
Fall  w  ^  m  -|-  ?,  wobei  er  den  oben  gegebenen  Beweis  von  Jacobi 
reproducirt.**)  Doch  läfst  sich  auch  der  geschilderte  Beweis 
modificiren,     gemäfs     einer     Bemerkung,    die     Salmon     bei     der 

*)  Plücker,  Th^orömes  gdn^ranx  concemant  les  ^qaations  d*un 
degr^  quelconqae  entre  im  nombre  quelconque  d'inconnaes,  Örelle's  Joum., 
Bd.  16,  1887,  S.  47—57  (Abb.,  Bd.  1,  S.  323—883). 

**)Plücker,  System  der  Geometrie  des  Raumes,  Düsseldorf,  (1846), 
1852.  Einleitende  Betrachtungen,  §  3,  das  Zählen  der  Constanten,  S.  36 — 46 
(Abb.,  Bd  1,  S.  607—610).  Analoge  Correcturen  sind  an  den  Sätzen  von  1887 
über  die  Wert^pruppen  anzubringen,  für  welche  vier  ganze  Functionen  von 
vier  Veränderlichen  zugleich  verschwinden.  Plücker  spricht  in  der  be- 
treffenden Arbeit  übrigens  anstatt  von  Schnittpunkten  algebraischer  Flächen 
von  den  Wertetripeln,  für  welche  drei  ganze  Functionen  dreier  Verfnder- 
lichen  zugleich  verschwinden  und  wendet  eine  analoge  Umschreibung  auch 
fSr  den  Fall  der  Ebene  an.  Dafs  er  den  1837  gemachten  Fehler  1846 
corrigirt  habe,  hebt  Plücker  auf  eine  Äufserung  Cayley's  hin  in  der 
oben  [S.  272**^]  angeführten  Arbeit  nochmals  hervor  (Abb.,  Bd.  1,  Fufs- 
note  zu  S.  416). 
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Begründung  des  Cayley'schen  Schnittpankttheorems  der  Ebene 
gemacht  hat. 

Auf  den  Fall  der  Ebene  kam  Plücker  bereits  1839  zurück.'^) 
Er  verweist  (8.  12)  hier  nachdrücklich  auf  seine  oben  [XXVI,  3] 
angeführten  Sätze  über  notwendige  Punkte  beim  Büschel  algebraischer 
ebenen  Curven  und  beim  Bündel  algebraischer  Flächen  und  bemerkt, 
dafs  Jacobi  nur  Euler  nenne.  8eine  eigene  1837  vOTöffentlichte 
Arbeit  sei  übrigens  gleichzeitig  mit  der  besprochenen  Arbeit  Jacobi's 
in  Grelle 's  Händen  gewesen,  obwohl  ia  einem  späteren  Bande  des 
Crelle'schen  Journals  erschienen;  in  der  That  ist  die  Arbeit  vom 
ö*«"  März  1836  datirt 

19.  Cajley**)  gewann  das  nach  ihm  benannte  Schnittpunkt- 
theorem  als  eine  Frucht  von  Jacobi's  Entwickelungen.  Der  Inbegriff 
von  ebenen  Curven  d,,  welche  die  ml  Schnittpunkte  zweier  Curven 
Cm  und  Ci  oder  /*«(ic,  y)  =*  0  xmd  /)(a;,  y)  =  0  enthalten,  kann 
(w  ^  m  ^  Z)  in  der  Form  dargestellt  werden: 

/«(«,  y)  =  9n^m{x,  y)fm{x,  y) -{- 9n^i{x,  y)fi(x,  y)  =  0; 

9n  —  m(^i  y)  luid  gn^i{x^y)  sind  hierbei  willkürliche  Formen  (n  —  m)*~ 
und  (n  —  i)**°  Grades.  Ist  jetzt  n7>m-\-l^  so  hat  man  bei 
Einführung  einer  neuen  willkürlichen  Fimction  ^„-.,„  — i(a?,  y)  für 
das  betrachtete  Curvennetz  die  Darstellung: 

fn(x,  y)  =  {ßn-m(x,  y)  +  ^«  ^  „ « ,(a?,  y)fi{x,  y))fmix,  y) 
+  (9n^i{x,  y)—gn-m-i{x,  y)fm(x,  y))fi{x,  y\ 
fn{xy  y)  enthält  daher  (einschliefslich  einer  multiplicativen  Constante) 
entweder  («  <  m  -|-  0 

q>(n  —  w)  +  fp(n  —  l)  =  (p{n)  —  mZ  +  tp(m  +  ?  —  n  —  3) 
oder  (w  ^  w  +  0 

ip(n  —  w)  +  9>(»»  — 0  —  9(**  —  ^  —  w)  =  tp(n)  —  ml 
willkürliche  Constante.  Daraus  folgt  —  da  g>( —  1)  und  g>{ —  2) 
verschwinden  —  Cayley's  Satz:  ,Jst  m  '\-  l  —  3^»^i«^7, 
so  enthält  eine  Curve  C«  im  allgemeinen  sämtliche  Schnittpunkte 
zweier  Curven  Cm  und  d,  sobald  siem^  —  g>(m  -^  l  —  n  —  3)  der- 
selben aufweist.  Hingegen  sind  die  ml  Schnittpunkte  für  Curven 
voneinander  unabhängig,  deren  Ordnungszahlen  den  Wert  m-^l  —  3 
übersteigen.'^  Hiemach  enthält  z.  B.  eine  Curve  C»  entweder  alle 
(w  +  1)  (n  —  m  +  2)  Punkte,  in  denen  zwei  Gruppen  Cm-f-i  und 
Cn-^m-{-9  von  w  -)-  1  bezw.  n  —  m  +  2  Geraden  sich  durchschneiden, 

*)  Plücker,  Algebraische  Ciurven,  Bonn  1889  (Einleitende  Be- 
merkungen, S.  1 — 18). 

**)  C.ayley,   On  the  intersection  of  cunres,   Camb.  Jonm.,   BdL  8, 
1843,  S.  211—213. 
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oder  sie  enthält  mehr  als  einen  von  diesen  Punkten  nicht.  Wenn 
alle  Geraden  der  zweiten  Gruppe  sich  ins  Unendliche  entfernen^  so 
entsteht  Plücker's  oben  [XXXVJi,  2]  erwähnter  Asymptotensatz. 

20.  Es  leuchtet  ein  —  und  Salmon*)  hat  eine  solche  Überlegung 
dnrchgeföhrt  — ,  wie  man  nach  Plücker's  Vorgang  einen  geometri- 
schen Beweis  des  Theorems  zu  gestalten  hat.  Man  wähle  (p(n) 
—  9  (ft  —  l)  —  g>(n  —  m)  =  im  —  tp(m  -^  l  —  n  —  8)  Schnitt- 
punkte zweier  Curven  C«  und  Ci  zusammen  mit  (p(n  —  l)  —  1 
bezw.  g>(n  —  m)  —  1  Punkten  von  Cm  tmd  C|,  welche  Curven  (7„— / 
und  Cn  —  m  festlegen,  zu  Grundpunkten  eines  Büschels  von  Curven  C»; 
offenbar  kommen  die  zerfallenden  Curven  Cm  Cn  —  m  tmd  CiCn  —  i  in 
demselben  vor.  Unter  den  Punkten,  welche  alle  Curven  des  Büschels  noch 
miteinander  gemein  haben,  befinden  sich  auch  die  ip(m-{-l  —  n  —  3) 
letzten  Schnittpunkte  von  C«  und  Cj.  Jede  die  erste  Punktgruppe 
enthaltende  Curve  (7»  nimmt  dieselben  auf,  da  sie  in  einen  solchen 
Büschel  eingeordnet  werden  kann.  Diese  Schlufsweise  gilt  aber, 
wie  Salmon  ausdrücklich  hervorhebt,  nur,  wenn  n  <  w  +  Z  ist. 
Denn  die  durch  <p(n  —  l)  —  1  Punkte  von  Cm  bestinmite  Curve  Cn—i 
zerflült,  sobald  n  —  ^  ^  wt  ist,  in  Cm  und  eine  Curve  C7«  —  <  —  «• 
Hiermit  ist  aber  auch  der  Grund  aufgedeckt,  aus  dem  der  letzte 
Jacobi'sche  Flächensatz  verschiedene  Formen  hat,  je  nachdem 
« < f» -j- ^  oder  n'^m-j-l  ist.  Man  würde  Plücker's  geometrischen 
Beweis  für  den  zweiten  Fall  in  folgender  Weise  umwandeln  müssen. 
Man  verbinde  zwei  Gruppen  von  t(;(n  —  l)  —  if;(n  —  l  —  m)  —  1 
bezw.  t(;(n  —  m)  —  ^(n  —  m  —  l)  —  1  Punkten,  die  man  auf  zwei 
Flächen  Fm  und  Ft  aufserhalb  ihrer  Schnittciunre  angenommen  hat, 
mit  ^(n  —  l  —  m)  festen  Punkten  auüserhalb  Fm  und  Fi  durch 
Flächen  Fn^m  imd  Fn-^'h  Die  genannten  Punkte  bestimmen  dann 
mit  p  =^  ^(n)  —  ^(n  —  l)  —  t(;  («  —  m)  +  ^  (w  —  w  —  l)  —  1 
Punkten  der  Schnittcurve  von  Fm  und  Fi  einen  Bündel  von  Flächen  JP«, 
in  dem  die  zerfallenden  Flächen  FiF^^i  und  FmFn  —  m  auftreten; 
unter  den  »' —  t(;(M)  -j"  3  übrigen  Grundpunkten  des  Bündels  finden 
sich  noch  Imn  —  i(;(n)  +  tf'(w  —  Z)  +  i(;(n  —  w)  —  t/;(n  —  l  —  tw) 
-f-  1  oder  Imn  —  p  Punkte  der  Schnittcurve  von  Fi  und  Fm-  Sie 
sind  allein  durch  die  p  ersten  Punkte  bestimmt,  da  man  irgend  zwei 
sie  enthaltende  Flächen  F^  und  F^  in  einen  Bündel  der  beschriebenen 
Art  einordnen  kann. 

21.  Die  weitere  an  sich  selbstverständliche  Ausführung  des 
J ac ob i' sehen  Gedankens  gab  Cayley  1847.**)  Versteht  man  unter 
xin)  die  Anzahl  der  Terme  in  einer  ganzen  Function  n^*^  Grrades 
von  m  Veitoderlichen,  setzt  man  %(o)  =  1  und  %{ — r)  =  0,  so 
enthält  die  Function 

^  Salmon,  Higher  plane  curves,  Dublin  1852  (S.  24). 
•^Cayley,   On  the  theory  of  Involution  in  geometry,  Camb.  Dubl. 
Joum.,  Bd.  2  (6),  1847,  S.  62—61. 
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9ifi+9if%'\ bffafa 

wenn  /i,  /i,  .  . .,  /*«  gegebene  Functionen  «j.*^,  w,*^, . .  ^  fi«*^  Grades, 
ffu  9%i  ' '  'j  9a  aber  willkürliche  Functionen  (n  —  *h)**">  (»*  —  ♦*»)**"» 
. . .,  (n  —  Wa)**°  Grades  der  m  Veränderlichen  sind,  folgende  Anathl 
willkürlicher  Constanten: 

X(n  —  fii)  +  x(w  —  ti,)  H h  %(»»  —  ««)  —  Z(»*  —  »H  —  »4) 

—  X(n  —  fij  —  fis) z(n  —  fla-l  —  «a) 

+  x(n—n^  —  n^  —  n^)'\ [-  x{n  —  na-t  —  na^i  —  n^) 

+  . . .  +  (_  1)«  - 1  j^(n  _  n,  -  ti, Ha). 

Als  specielle  Folgerung  wird  angeführt:  „Die  n^n^n^  Schnittpunkte 
dreier  Flächen  Fn^,  F,,,  F^  sind  für  jede  Fläche,  deren  Ordnungs- 
zahl gröfser  als  ^^  +  ^2  +  ^3  —  4  ist,  voneinander  unabhängig. 
Hingegen  sind  für  eine  Fläche  Fn^  deren  Ordnungszahl  kleiner  als 
Wj  +  n^  +  «8  —  3  ist,  einzelne  der  n^fi^^  Punkte  von  den  anderen 
abhängig.     Man  hat  aber  mehrere  XJnterfälle  zu  unterscheiden.^ 

Die  synthetische  Geometrie  machte  sich  vorzugsweise  die  Schlufe- 
weise  Plücker's  zu  eigen,  wobei  jedoch  etwas  schwankendes  insofern 
in  die  Resultate  eindrang,  als  z.  B.  die  g>(n)  —  2  gegebene  Punkte 
enthaltenden  Curven  Cn  nicht  inuner  einen  Büschel,  sondern  anter 
besonderen  umständen  ein  lineares  System  zweiter  oder  höherer 
Stufe  bilden.  Diese  Unsicherheit  übertrug  sich  natürlich  auf  die  ab- 
geleiteten Sätze."  Viele  wichtigere  Resultate  freilich  hingen  nicht 
direct  von  dem  Ja cobi' sehen  Satze  ab,  sondern  von  dem  Theorem: 
„Liegen  ml  von  den  mn  Schnittpunkten  zweier  Curven  Cm  tmd  C»  auf 
einer  Curve  Ci,  so  gehören  die  übrigen  einer  Curve  (7„  — 1  an,"  von 
dem  der  Fall  m  =  n  bereits  von  Gergonne  aufgestellt  war  [XXVI,  1], 
während  den  auf  eine  Gruppe  von  m  Geraden  bezüglichen  Satz 
Poncelet  erwähnt  hatte  [XXIV,  9].  Man  pflegte  diesen  Satz 
nach  einer  Schlufsweise,  die  Salmon*)  auf  den  Gergonne 'sehen 
Fall  anwendete,  aus  dem  Ja cobi 'sehen  Schnittpunkttheorem  ab- 
zuleiten. Späteren  Untersuchungen  blieb  die  Erkenntnis  vorbehalten, 
dalis  man  zuerst  den  Restpunktsatz  in*  der  erwähnten  Form  erweisen 
könne,  und  hiervon  ausgehend,  die  Gültigkeitsgrenzen  des  Jacobi'- 
schen  Theorems  zu  untersuchen  habe.  Sowohl  die  synthetische,  wie 
auch  die  analytische  Geometrie  hatten  mit  der  Vertiefung  der  ge- 
schilderten Beweismethoden  vollauf  zu  thun. 


*)  Salmon,  Higher  plane  curves,  8.  22. 
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Bei  einigen  Autoren  ist  auf  Lehrsätze  oder  Gebilde  hingewiesen,  die  nach 
denselben  benannt  sind.  Der  Übersichtlichkeit  wegen  sind  in  einigen 
Fällen  nicht  alle  die  Stellen  aofgefClhrt,  in  welchem  ein  Autor  nur  in  dem 
genannten  Zusammenhange  erwähnt  wird.  Genau  gekennzeichnet  sind 
diejenigen  Noten,  welche  ausführliche  Angaben  über  selbständige  Druck- 
werke enthalten. 


AdrianuB  Romanus  109. 
D'Alembert  72*^  112  190*^. 
Aguilonius  5  f  46  52  94  95. 
Amiot  410  411 412  413  414  415  416  417. 
Ampäre  71  82—83  271  291  397  399 

403  404. 
Anger  156  ftf  280  315  343—344. 
Apollonius  4*  13  32  41  45—46  53  54 

68  71—72  107  280  282  283  296  308. 
Apollonius.     Aufgabe:  XV;  Potenz- 

satz:  n,  11. 
Archimedes  4  65*. 
August  152—153. 

Baltzer  99  120. 

Baur  431*^437. 

Beaugrard  42. 

Bellavitis  104—105  429  434. 

Beltrami  37. 

B^rard  283. 

Bemoulli  (Johann)  190*^. 

Berthot  73. 

Beseel  20*. 

Binet  69  76—77  82  83  110  260  289 
291  362  397  399  403. 

Binet'sches  (orthogonaleB)  Hyper- 
boloid: IX,  7. 

Blondel  29* 

Bobillier  27  61—62  63  73  74—75  77  92 
166  172—175  176  177  178  182  197— 
198  199  200  206  227  242  244  246— 
251  262  270  284  285  294  299  349 
387  397  398—399  402  406  412  418 
425  441. 

Bobillier  -  Gergonne^sches  Theorem : 
XXVI,  1. 

Bobillier-Poncelet'sche  Erzeugungdes 
einschaligenHjperboloids:  ^X  YXl,9. 


Bobillier-Steiner'scher  Tetraedersatz: 

XXni,  2;  199**. 
Bodenmiller  106. 
Booth  61. 
Bordoni  367. 
Bosse  8**. 
Braikenridge  9**  10  12  15—16  17  19 

33  143  195. 

Braikenridge -Maclaurin'sches  Be- 
wegungsgesetz :  I,  7. 

Bret  57. 

Breysig  155  •*•  344  416. 

Brianchon  2  14**  16—17  20  24**  34 
—38  39  42—43  44  48—49  50  51 
76  84  87  122  124  128  130  131 
147—148  153  156  165  167  228 
244  262  283—284. 

Brianchon's  Satz:  II,  5,  16. 

Brianchon -Poncelet^sches  Theorem: 
m,  11. 

Brioschi  199. 

Brückner  145*. 

Burmester  155. 

Camerer  108  t  H^- 

Camot  2*  2**— 3  20  23—24  26—26 

34  49  50  77  89  110  111  112—113 
122  124  147  228. 

Camot'scher  Satz:  11,  11. 

Casey  119—120. 

Castillon  45  145  146. 

Cauchy  122—123  160  193  *••  223  410 
411  413—414  415  419. 

Cayalerius  9  t  13  282. 

Cayley  27  104 118  120 149 156  196  199 
236  376  386-387  389  401  428  429431 
432  444  446  461  452—454  469  462^ 
463  466  470—471  473  474—476. 
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Cayley'sches  Schnittpunkttheorem: 
XXXVn,  19. 

Chasles  2  7  14  t  18  21  ^8  S9  43  44 
46  49  67  62  69  70  71  74  77—78 
83  86  87  89  91—92  96  97  118  130 
133  139  141  146  164  167—158  168 
170—171  176—186  186  188—191 
192—193  196  198—199  213  224— 
226  226—227  229  232  236—288  289 
240  250  268  260  261  264  266  269 
270  271  281  282  284—303  304—805 
306  308  321  322  324  326  336  342 
846  346  363  ♦—363  366—374  376— 
377  387  389  390  396  899—406  406 
407  408  414—416  416—417  418  419 
424—426  427—428  436—436  437 
439  444  452  458  469  462—463. 

Christmann  115*. 

Clairaut  6  76***  208  434—435  436 
439. 

Clavius  94***. 

Clebsch  162  203  268. 

Clifford  463. 

Cohn  423. 

Coriolis  78  162  166  166. 

Costa  36. 

Cotes  6**t  221. 

Cotes'  Theorem:  XXIV,  2. 

Craig  16. 

Gramer  6  t  220  221  243  431  470  471. 

Gramer 's  Paradoxon:  XXVI,  3. 

Grelle  474. 

Gremona  57  411. 

Dandelin  21—22  60—61  62  88  91  95 

97—98  100—101  112  118  161  178 

176  177  178  235  242  301  385  389 

395. 
Darboux  90  118  120  386. 
Daviel  92  93. 
Davies  25. 
Dechales  94ttt. 
Delambre  96  96*. 
Desargues  6*  6  8  42  43~>44  46  62  55 

66  85  155. 
Desargues.    Involutionssatz:    lY,    6; 

Satz     von     den     perspectivischen 

Dreiecken:  1,7. 
Descartes  41 1  66*  72  101 110  195  459. 
Dieu  64. 
Duleau  76  262. 
Dupin   68—60*   60  **   74   79  81—82 

111—112  159  397  398  424. 
Dupuis  112. 
Durrande  21   39  88  89  114  115  118 

148  158  208—209  272  318. 


Encontre  50—61  131  148  165. 

Euklid  6  9  14  42  52  201. 

Euler  6tt  ö7  66—67**  72—73  103 
110  145  151  152  189  190  191  208 
243  286  314  336  344—345  346  368 
433  434  455  456  457  458  474. 

Eyriaud  64. 

Faure  278. 

Fenwick  25. 

Fermat  67*  99*  109. 

Ferrers  104  199. 

Ferriot  24  60. 

Feuerbach  36*  87. 

Feuerback     Kreis,  Theorem:  DI,  11, 

Fiedler  36—37  90  118. 

Finl^y  25. 

Fomier  60. 

Fran9ais  112. 

Le  Fran9ois  98  235  320. 

Fr^gier  44—45. 

Frögier'sches  Theorem:  IV,  8. 

Fresnel  92  104. 

Fr^zier  80***. 

Frobenius  114—115  118  120. 

Frost  25. 

Fufs  110  112  145—146  151   162  181. 

Garbinski  262. 

Gardiner  149. 

Gaultier  112— 113 114 115  117 120 1S2. 

Gaufs  39**  103  315. 

Geiser  105. 

Gergonne  19—20  22  24  26  35  40  49 
50  84—85  97  101  107  114  120  1« 
128  130  138  148  149  151  161—167 
169  170  199  202  228  229  231  24<0— 
243  244—245  253  262  277  283  318 
366  387  388  396  469  476. 

G^rono  367. 

Gill  25. 

Giorgini  77  191—192  363  366  367  S74. 

Göpä  271  329. 

de  la  Goumerie  157. 

Grandus  56**. 

GraiBmann  454—455  468—471. 

Graves  400. 

S'Gravesuide  129. 

Gregory  297**. 

Gnmert  112. 

Gruson  53. 

De  Gua  229*  429. 

Gudermann  106**. 

Hachette  59  60  67  68*  70  73  76  78 
80  87*  92—93  96  109  110  111  190 
191  207  260. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


Autoren  -Register. 


479 


Hachette^Bcher  (orthogonaler)  Kegel: 

77  •. 
Halley  4  30  96—96. 
Hamilton  37  149. 
Hankel  !••  123. 
Hart  103  119  446  461  462. 
Hanmann  108**. 
Heam  469. 

Hermes  27ttt  ^^l  ^^^  ^23  424. 
Hesse  22   120t  188   196  238^   271 

294  803  386  387—388  389  391  392— 

896   396  426  444—448  449  461— 

462  466  467. 
Hesse'ßche  Cur?e:  XXXVI,  21. 
Hesse-Staadt'scher  Satz:  XXII,  3. 
Hipparch  93. 
de  la  Hire  6***7— 8  30  43  46—47  62 

64—66  66—67  70  141. 
de  la  Hire.  Brennpunkttheorem :  VI,  3 ; 

Kreis:  7***. 
Hirst  102  104  106. 
Holland  110. 
Hook  96. 
L'Hospital  13**  16  30  61  62  66  109 

142  171  283. 
L^Hospital  -  Poncelet'sches  Theorem : 

V,  10;  XXI,  8. 
L'Huilier  147***  161. 
Hultsch  108. 
Huygens  101  f— 102. 

Jacobi  (A.)  271  317—318  322  328**— 

829  442—443. 
Jacobi  (C.  G.  F.)  68   162**  166  246 

344—846  346  401  417  420  421—424 

446  467  471—478  474  476. 
Jacobi*8che8     Schnittpunkttheorem : 

XXXVn,  16. 
Jellet  417. 
Ingram  418—419. 
de  Jonqui^res  869***. 
Ivory  421 — 422  (Ivory'scher  Satz). 

Kanten  96**. 
Kepler  66**. 
KiÄmann  26  272. 
Klügel  97*. 
Kramer  269. 
Sxamp  161. 
Kammer  360. 

Lacroix  96  238. 
Lagrange  46  103  146—147. 
Lambert  13tt  Mft  108t  109  llOtt 
129  180  181  188  269  801  818  463. 


Lam^  3  26  86*  40  49—60  79—80  86 

187  197  226  240  386. 
Lamä's  Darstellung  des  Büschels:  X,  1. 
Lanffe  36*  87. 
Leadbetter  96*. 
Lechmütz  107. 
Legendre  77  tt  92  160  366. 
Leibniz  16  297  867. 
Lexell  16  147  190. 
Liouville  103  *•. 
Livet  69  70  71  84  862. 
Loria  161*  162  t. 
Lubbock  26. 
Luchterhand  271. 

Mac  Cullagh  400  401  406  407—410 
411  418  419. 

Machin  16. 

Maclaurin  6*t  10  11*— 12  16  16  83 
60  66  188  196  198  219  221—228 
226  229  243  260  268  320  388  486 
442  448. 

Magnus  27  168***  178  180  181  194— 
196  218  268  821  823  824  326  830 
834—838  340  341  342—360  361  362 
368  366. 

Maisonneuve  161. 

Malfatti  107  146. 

Mannheim  116. 

Mascheroni  13***. 

Meier  Hirsch  77ttt- 

Mercator  103. 

Mertens  120. 

Miquel  463—464. 

Möbius  8  4  24  t— 26  104***  106—106 
180  167  —  168  169  192  194  196 
203***— 218  239  263  266  268  276 
286  318  326  884  338  340  341-342 
848  363  366  869  360  363—366* 
367  368  371  373  374—876  426  426 
486—438  439. 

de  Moivre  96. 

Monge  1*  8  20  47-48*  68  70  71 
73**  76  77  78  80  81  82  83  86—86 
88—89  112  167  168  200*  247  249. 

Monge'sche  Kugel:  Vin,  7. 

De  Montferrand  60. 

Mozzi  191**. 

Murdoch  6ttt  *31  *37. 

Mydorgius  10***  18  288. 

Nerenburger  824. 

Neumann  116—116  117  118. 

Newton  6  ttt—ö  8*910-11 1329***— 
83  84  36  88—39  41  64  66  109  110 
139  194  196  219  260  283  820  360 
428—431  432  434  486. 
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Newton.  Durchmessersatz ,  Potenz- 
satz:  XXIV,  1;  Gerade:  IV,  1;  or- 
ganische Erzengxing  (Descriptio 
organica):  I,  7;  m,  8,  6. 

Nicole  6  434. 

Nicollic  30. 

Oberreit  110. 

Olivier  89  118  166  289  886. 

Ottajano  146  147.  ^ 

Pagani  867. 

Pa^Iiani  117. 

Painvin  64. 

Pappus  6tt  8  12  14  26  28  41  42  44 
46  62  64  99  107—108  146  146  266. 

Pappus.  Aufgabe:  XVm,  4  —  7; 
Brennpunkttheorem:  VI,  2;  Con- 
figuration ;  11,  1;  Involutionssatz : 
rv  6;  Porisma:  I,  7. 

Parent  76*. 

Pascal  6**  16  23  42  288  469. 

Pascal'scher  Satz:  n. 

Paulus  816—317*  880. 

Parier  16. 

Peschier  60. 

Petit  69  76  262  362. 

Plücker  27*  28  102***  104  116—118* 
137—138  167  166  168  —  169  170 
194  200—203  206  248—246  261 
272  294  829  838*— 841  860**— 352 
866  896—396  418  432—434  489— 
442  444  446  446  449  460  466***— 
458  469—461  464—466  467  468  471 
473—474  476  476. 

Plücker'sche Gleichungen:  XXXVU,  9, 
10. 

Poinsot  160  192**  366  869. 

Poisson  67  70  110. 

Poncelet  1  2  14  20  28  24  26  35—38 
39  40  44  46  60  61—62  66  66  67 
68  69—70  73  79  80  81  86  113— 
114  118  120  121*— 167  124*  168 
169—172  178  174  176  179  181  182 
188  184  186  187  195  196  201  218 
223*— 224  226  226  227—284  244 
246  247  249  250  268  268  259  266  267 
268  272  274  276  281  284—285  286 
296  296  297  800  802  808  809  312 
815  818  321  822  826  828  829  881 
884  887  844  852  364  866  367  358 
860  887  390  391  898  402  403  418 
416—416  439  449  460  469  460  461 
468  464  466  468  469  476. 

Poncelet^sches  Schliefsungstheorem: 
XVm,  8—11. 

Poudra  8. 


Proclus  74  198 
Prony  66. 

Ptolemaus  98—94*. 
Ptolemaug'  Lehrsatz:  124***. 
Puissant  49  96. 

Quetelet  60  62  88  97  lOOf  101—102 
104  173  198  285  286  237—238  400 
462.  

Quetelet'sche  Focale:  XXV,  1, 

Raymond  283. 

van  Rees  235—286  448. 

van  Rees'sche  Focale:  XXV,  1. 

Reifs  284  239—240. 

Reye  19*  878  882  886  404*. 

de  la  Rive  101. 

Roberts  102. 

Robertson  96. 

Roberval  178. 

Rochat  49  60  148. 

Rodngues  878. 

Rutherford  26. 

Saigey  168  164. 

Salmon  27***  87  119  199  208  23g— 

239  401*  410—411  420  429*  438— 

439    446    458    461—462    463    467 

478—474  476  476. 
Sarrus  112. 
Sauze  62. 
Schällibaum  269. 

Schönflies  138  169  395  465  457  461. 
Schooten  18  t  198. 
Schröter  19  87  107  253  258  277—278 

382. 
Serret  (P.)  100*  104  106  116  891. 
Servois  14*  21  49   122   180  148  274 

818  889. 

Seydewitz  88  46  128  149  169  218  263 
268  278  276  277  806—815  813* 
317  818—821  822—328  829—388 
841  342  847  852  360  868  877—885 
886  891  892  426—427  448. 

Siebeck  106  120. 

Simson  9  18*  16  19  83  50 187  274  282 
818. 

Smith  6**t. 

Sorlin  162. 

Spitzer  824. 

Stäckel  65. 

V.  Staudt  18***  45  120  128  185*— 
188  258  270  281  285  295  815  817 

819  342    860    866    869*    877    888 
891***- 892. 

Steiner  14  17  ••—18  t  19  21  •*  22  24 
85  86  44  68—64  71  76  85  92  100 
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107  113  116  116  120  180  134*— 136 
144  149  161—162  163  164  160  167 
169  199  230  246  246  262—281  286 
286  287  289  294  800  306  314  318 
322  840  342  362  360  382  386  387 
388  391  392  396  896  397—898  402 
411  416  417  442  448—461  468  469 
463  467. 

Stevin  10*. 

Stirling  6*  219  431. 

Stnbbs  103  360. 

Stmm  (Chr.)  24  26  44  183  226—226 
227  892  406  416. 

Sturm  (R.)  263. 

Sylvester  376—376  377. 

Synesius  93. 

Taquet  94  ff. 

Terquem  67  122  296  297  304. 

Thiolier  64. 

Thomson  103. 


Tinseau  77. 
Torem  66. 

Townsend  106  149  270  386  410  419- 
421  422. 

übaldo  7*  10  74  94**  166. 
Ungenannter  246. 

Vieta  99**  108—109. 

Walker  406  406  407. 

Wallis  66***  76***. 

Walton  26. 

Waring  8  194*  200  240  860. 

Weddle  26  199  289  388—391  424. 

Wiener  (Chr.)  7**. 

Willock  407. 

de  Witt  9tt— 10. 

Wren  76—76. 

Zeuthen  4**  41  64  108. 
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Abkflrzimgeii. 

Bei  jedem  auf  einen  Band  einer  Zeitschrift  bezüglichen  Gitat  ist  neben 
der  Bandzahl  (Bd.)  die  Jahreszahl  seines  Haupttitels  angeführt.  Dieselbe 
wird  auch  in  den  Zeitangaben  des  Referats  Denutzt.  Auf  die  DatLrong 
einzelner  Hefte  von  Zeitschriftenbänden  oder  der  Abhandlungen  selbst  bin 
ich  nur  in  einigen  Fällen  eingegangen.  Hinweise  auf  Abhandlungen,  die 
sich  entweder  auf  die  Seiten  (S.)  oder  die  ArHkelnununem  (Nr.)  beziehen, 
sind  in  runde,  Verweisungen  auf  das  Referat  selbst  in  eckige  Klannnem 
eingeschlossen  worden. 

Die  Bezeichnungen:  (ebene)  Curve  C„,  Raumcurve  iJ„,  Fläche  F^,G„,... 
beziehen  sich  auf  Gebilde  n**'  Ordnung     Grebilde  n**'  Klasse  werden  in 
entsprechender  Weise  mit  deutschen  Buchstaben  bezeichnet.    Wegen  des 
an  einigen  Stellen  gebrauchten  Zeichens  [St.]  yergl.  man:  S.  65**. 
Abh.  d.  Ak.  z.  Berlin  =  Abhandlungen    der   Königlichen   Akademie    der 

Wissenschaften  zu  Berlin,  Berlin. 
Abh.  der  Göttiog.  Ak.  =  Abhandlimgen  der  Königlichen  GesellsdiAft  der 

Wissenschaften  zu  GU)ttingen,  Göttingen. 
Acta  ac.  sc.  imp.  Petropolitanae,  pro  anno  «==  Acta  academiae  sdentiamm 

imperialis  Petropolitanae  pro  anno  .  .  .,  St.  Petersbuig. 
Annah  di  Mat.  =  Annali  di  matematica  pura  ed  applicata,  Rom. 
Ann.  de  Fee.  norm.  =  Annales  scientifiques  de  r^cole  normale  sup^rieure, 

Paris. 
Ann.  d.  sc.  del  regno  Lombardo-Yeneto  =  Annali  delle  scienze  del  r^pio 

Lombardo-Yeneto,  Padua. 
Astronomische  Nachrichten  von  Schumacher  =  Astronomische  Nachrichten, 

herausgegeben  von  Schumacher,  Altena. 
Atti  dell'  J.  R.  Ist.  Yeneto  ^  Atti  delle   adunanze   dell'   i.    r.   iatitato 

Yeneto  di  scienze,  lettere  ed  arti,  Yenedig. 
Berliner  Ber.  ::=  Bericht  über  die  zur  Bekanntmachung  geeigneten  Yer- 

handlungen  der  Königl.  PreuTs.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin. 

Aus  dem  Jahre  .  .  .,  Berlin. 
Bull,  de  F^russac  =^  Bulletin  des  sciences  math^matiques,  phTsiques,   et 

chimiques,  1^  section  du  bulletin  universel,  publik  .  .  .  sous  la  direction 

de  .  .  .  F^russac,  Paris. 
Bull,  de  TAc.  de  Bruxelles  =»  Bulletins  de  Tacad^mie  rojale  des  sciences 

et  belles-lettres  de  Bmxelles. 
Bull,  de  la  soc.  math^m.  de  France  :=  Bulletin  de  la  soci^tä  math^matique 

de  France,  Paris. 
Camb.  Dubl.  Joum.,  Bd.  n  (n  -}-  ^)  ==  The  Cambridge  and  Dublin  mathe- 

matical  Journal,  vol.  n  (being  vol.  n  -\-  A  of  tiie  Cambridge  mi^emati- 

cal  Journal),  Cambridge. 
Camb.  Joum.  =  The  Cambridge  mathematical  Journal,  Cambridfi^e. 
Cambridge  Trans.  =>  Transactions  of  the  Cambridge  philosophical  societj. 

Cambridge. 
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Compteü  rendus  »s  Gomptes  rendns  hebdomadaires  des  s^nces  de  Taca- 

d^nie  des  sciences,  raris. 
CreDe^s  Joum.  »^  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  be- 
gründet 1826  von  Grelle,  Berlin. 
Gorr.  de  T^c.  pol.  =  Gorrespondance  stir  T^cole  polytechniqne,  k  Tusage 

des  ^^ves  de  cette  ^cole,  herausgegeben  von  Hachette:  Bd.  1, 1804—1808, 

Paris  1818  (in  zweiter  Auflage);  Bd.  2,  1809—1818,  Paris  1813;  Bd.  3, 

1814—1816,  Paris  1816. 
Geig.  Ann.  :=  Aimales  de  math^matiques  pures  et  appliqu^es,  herausgegeben 

von  Gergonne  (Bd.  1  u.  2  von  Gergonne  und  Lavamöde),  Nismes. 
Grtmert's  Arch.  ^^  Archiv  der  Mathematik  und  Physik   mit   besonderer 

Bücksicht   auf  die   Bedtirfhisse    der   Lehrer    an    hohem   Unterrichts- 
anstalten, begründet  1841  von  Grunert,  Greifswald  (Bd.  =»  Theil) 
Hist.  de  TAc,  Berlin  =  Histoire  de  Tacad^mie  royale  des  sciences  et  belles- 

lettres,  Berlin. 
Hist.  de  TAc,  Paris  =  Histoire  de  Tacadämie  royale  des  sciences,  Paris. 
Joum.  de  T^c.  pol.  =  Journal   de   IMcole   polytechnique ,  publik  par  le 

conseil  d'insizuction  de  cet  Etablissement,  Paris. 
Isis  =»  Isis  von  Oken,  Jena. 
Lei^.  Abh.  =»  Abhandlungen  der  mathematisch -physischen  Glasse   der 

Königlich  Sächsischen  (^Seilschaft  der  Wissenscnaiten,  Leipsdg. 
Leipz.  Her.  s=  Berichte  über  die  Yerhandlunffen  der  Königlich  Sächsischen 

XresellBchafb  der  Wissenschafben  zu  Leipzig,  Leipzig. 
Liouv.  Joum.  =  Journal  de  mathämatiques  pures  et  appliquEes,  begründet 

1836  von  Liouville,  Paris. 
MEm.    de  TAc.   d.   sc.   de  Turin  =  MEmoires  de  Tacad^mie  royale  des 

sciences  de  Turin,  Turin. 
MEm.  de  TAc.  d.  St.  Pätersbourg  =^  MEmoires  de  racad^mie  imperiale 

des  sciences  de  St.  Pätersbourg,  St.  Petersburg. 
MEm.  de  TAc.  depuis  1666—1699  »  Mämoires  de  TacadEmie  royale  des 

sciences.    Depuis  1666  jusqu*ä  1699,  Paris. 
Man.  de  TAc.  roy.  d.  sc.  de  linst,  de  France  «=  M^moires  de  Tacad^mie 

royale  des  sciences  de  Tinstitut  de  France,  Paris. 
MäuL  de  rinst.  nat.  d.  sc.  =  Mämoires  de  Tinstitut  national  des  sciences 

et  arts.    Sciences  maÜiEmatiques  et  physiques,  Paris. 
MEm.  de  Math,  et  de  Phys.  pr^s.  ä>  TAc.  roy.  d.  sc.  par  divers  savants  => 

Mämoires  de  math^matiques  et  de  physiques  prlsent^s  ä  Tacad^mie 

royale  des  sciences,  par  divers  savans,  &  lüs  dans  ses  assemblEes,  Paris. 
Mem.  di  Bologna  »=  Memorie  della  accademia  delle  scienze  dell'  istituto 

di  Bologna,  Bologna. 
Mem.  di  mat.  e  fis.  d.  soc.  Ital.,  Verona,  parte  mat.  =  Memorie  di  mate- 

matica  e  di  fisica  deUa  societä  italiana  delle  scienze,  parte  (I)  con- 

tenente  le  memorie  di  matematica,  Verona. 
Mem.  d.  soc.  Italiana  d.  sc.  res.  in  Modena,  parte  mat.  ==  Memorie  di 

matematica  e  di  fisica  della  societä  italiana  delle  scienze  residente  in 

Modena,  parte  contenente  le  memorie  di  matematica,  Modena. 
Messenger  of.  Math.  ==  The  Oxford,  Gambridge,  and  Dublin  messenger  of 

matnematics,  Gambridee. 
Monatl.  Gorrespondenz  f  £rd-  und  Himmelsknnde  =»  Monatliche  Gorre- 

spondenz  zur  Beförderung  der  Erd-  und  Himmelskunde,  herausgegeben 

von  Zach,  Gotha. 
Nouv.  Ann.  de  Math.  »^  Nouvelles  annales  de  math^matiques,  Paris. 
Nouv.  Bull.  d.  sc,  par  la  Soc.  Philomatique  de  France  =  Nouveau  buUe- 

tin  des  sciences,  par  la  soci^t^  philomatique  de  Paris,  Paris. 
Nouv.  M^m.  de  TAc.  de  Bruxelles  =  Nouveaux  mämoires  de  Tacad^mie 

royale  des  sciences  et  belles-lettares  de  Bruxelles,  Brüssel. 
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Nony.  M^tn.  de  TAc.  d.  sc,  Berlin  «=  Nouveaux  m^moires  de  Tacad^inie 
royale  des  sciences  et  beUes-lettres,  Berlin. 

Noya  acta  ac.  sc.  imp.  Petropolitanae,  f .  .  .  .  »=  Nova  acta  academiae 
scientiarom  imperialis  Petropolitanae.  Praecedit  historia  ejosdem  aca- 
demiae ad  annum  .  .  .,  St.  Petersburg. 

Novi  comment.  ac.  sc.  imp.  Petropolitanae  =  Novi  commentarii  academiae 
scientiarom  imperialis  Petropolitanae,  St.  Petersburg. 

Nuovi  Saggi  della  acc.  di  Padova  »=  Nuovi  saggi  della  imperiale  regia 
accademia  di  scienze  lettere  ed  arti  in  Padova,  Padua. 

Phil.  Mag.  =  The  philosophical  magazine,  London.  Zu  diesem  ursprünglichen 
Titel  der  Zeitschrift  treten  w^hselnde  Zusätze;  er  lautet  zuletzt :  „The 
London,  Edinburgh,  and  Dublin  philosophical  magazine  and  Journal  of 
science.'*  Folgende  Serien  sind  zu  unterscheiden:  Bd.  1 — 68, 1798—1826; 
Bd.  1  —  11,  1827  —  1832  (Nev^r  and  united  series  of  .  .  .);  Bd.  1—37, 
1832—1860  (New  and  united  series  of . . .);  Bd.  1—60,  1861—1875  (foorth 
series);  Bd.  1 —  .  .  .,  1876 —  .  .  .  (fifbh  series).  In  den  Citaten  ist  immer 
nur  die  Bandzahl  und  die  Jahreszahl  des  Erscheinens,  hingegen  nicht 
die  Seriennummer  angegeben. 

Phil.  Trans.  s=:  Philosophical  transactions,  London. 

Proc.  Irish  Ac.  =  Proceedings  of  the  royal  Irish  academy,  Dublin. 

Quart.  Joum.  =  The  quarterlj  Journal  of  pure  and  applied  mathematics, 
London. 

Quet.  Corr.  r=  Correspondance  math^matique  et  physique,  herausgegeben 
von  Quetelet  (Bd.  1  u.  2  in  Gent  herausgegeben  von  Oitfnier  und  Qu^et), 
Brüssel. 

Trans,  of  the  Lrish  Ac.  =  The  transactions  of  the  royal  Lrish  academj. 
(Science),  Dublin. 

Yierteljahrschr.  d.  Züricher  Naturf.  Oesellschafb  =»  Yierteljahrschiift  der 
Naturforscher -Gesellschaft  in  Zürich,  Zürich. 
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Berichtigungen. 

S.  6,  Z.  23  V.  o.  lies  „divergirend"  statt  „semicubisch**.    (Gleiche  Correc- 

tur:  8.  6,  Z.  6.  v.  o.)  ^ 

8.  11,  Z.  1  V.  0.  lies  „sechs"  statt  „sieben". 
S.  11,  Z.  22  ▼.  o.  lies  „2n  —  2"  statt  „2n  —  1" 
8.  14,  Z.  18  V.  0.  lies  „(^i J?J?'C,)"  statt  ..{A^BB'CX- 
8.  14,  Z.  21  V.  0.  lies  vor  „von"  A  statt  B. 
S.  20,  Z.  2  ▼.  n.  lies  „1866"  statt  „1864". 
S    24,  Z.  24  V.  o.  Hes  „(ü  ^  a)  {v  —  a)A  +  (t?  —  6)  (t?  —  h')B  +  (t?  —  c) 

(ü  —  OC." 
8.  30,  Z.  11  V.  0.  und  Z.  2  v.  u.  lies  „Nicollic"  statt  „Nicolle". 
8.  31,  Z.  23  T.  o,  lies  „so  bestimme  man  etwa  auf  den  Geraden  J?C,  CA 

Punkte  A^  und  B^  derart,  dafs  .  .  ." 
8.  40,  Z.  1  V.  u.  Ues  „rS.  36*]"  statt  ,jn,  12]". 
8.  42,  Z.  5  V.  u.  Ues  „[ÜI,  1]"  statt  „[TI,  11". 
S.  44,  Z.  16  V.  0.  lies   „finden  wir  zuerst  [Vergl.  8.  226  *]  die  8trahlen- 

involution  erwähnt,  in  Verbindung  gebracht  .  .  ." 
8.  64,  Z.  32  V.  o.  lies  „(liber  Vm,  Prop.  26)"  statt  „(liber  VII,  Prop.  26)" 
8.  66,  Z.  7  V.  u.  schalte  vor  „Heft  10"  ein:  „Joum.  de  l'^c.  pol.," 
8.  67,  Z.  22  V.  0.  schalte   vor   „proportional"   ein   „für  jeden  Ptmkt  des 

Kegelschnittes". 
8.  60,  Z.  2  V.  u.  lies  „Nouveau  Bulletin"  statt  ,J3ulletin". 
8.  62,  Z.  1  V.  o.  lies  ,J3rennpunkte"  statt  „Kegelschnitte". 
8.  68,  Z.  18  V.  0.  lies  „aus  welchen  sich  die  bekannte  Gleichung 

«11  —  *i  «111  «11 
«IS»  «M  —  *i  «it 
«1*81  «181  «88  —  * 

8.  74,  Z.  28  V.  o.'lies  „Für  den  Fall  5  =  c"  statt  ,Jm  Fall  des  gleich- 
seitigen Hyperboloids". 

8.  77,  Z.  2  V.  o.  lies  „Auf  Bobillier  und  Poncelet  [VerKl.:  XXI,  6;  XXVH,  9] 
ist  eine  besondere  Erzeugung  des  einschaligen  Hyperboloids  zurück- 
zuführen als  Ort  der  .  .  ." 

8.  79,  Z.  6  V.  0.  lies  „dritte"  statt  „zweite". 

8.  83,  Z.  2  V.  u.  lies  „(Brüssel  1887)  Paris  1876"  statt  „Paris  1887". 

8.  90,  Z.  12  V.  o.  lies  ,^ugelkreis"  statt  „Kreis". 

8.  92,  Z.  8  y.  u.  lies  „[XI,  2]"  statt  „[XH,  2]". 

8.  100,  Z.  29  V.  0.  lies  „circularen"  statt  „bicircularen", 

8.  101,  Z.  2  V.  u.  lies  „Huygens"  statt  „Huyghens". 

S.  103,  Zweiter  Absatz.  Man  vergleiche  noch  die  Entwickelungen  von 
Magnus  [XXXH,  7;  XXXI,  17]. 

S.  117,  Z.  16  V.  0.  lies  „Berührungskreise"  statt  „bestimmte". 

8.  120,  Z.  24  V.  0.  lies  „Erwähnung  verdient  noch  die  Arbeit  von  Mertens***), 
in  welcher**. 
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486  Berichidgangen. 

S.  123,  Z.  9  V.  u.  lies  „Staudt"  statt  ^J^anlus". 

S.  124,  Z.  16  V.  0.  Kes  „n,  o,  p,  .  .  .,  m"  statt  ,,m,  n,  o,  .  .  ." 

S.  186,  Z.  i;v.  u.  lies  „1866**  statt  „1862". 

S.  139,  Z.  11  y.  0.  lies  „ein  Paar**  statt  „die  Doppelpunkte**. 

S.  163,  Z.  21  V.  0.  schalte  vor  „Polartetraeders**  ein  „allen  Fl&chen  des 
Büschels  gemeinsamen**. 

S.  170,  Z.  10  V.  o.  lies  „eine  Spitze  um  wenigstens  zwei  Einheiten** 

S.  171,  Zweiter  Absatz.  Von  den  hier  aufgeführten  Sätzen  finden  sich 
thatsächlich  nur  die  auf  Büschel  und  Scharen  Ton  Flächen  zweiter 
Ordnung  bezüglichen  bei  Poncelet.  Der  Irrtum  konnte  entstehoi,  weil 
Poncelet  zuerst  von  den  Flächen  zweiter  Ordnung  spricht,  die  eine 
Curve,  hernach  von  denjenigen,  die  acht  Punkte  mit  einander  gemein 
haben,  beide  Male  jedoch  den  Büschel  meint. 

S.  172,  Z.  28  v.  0.  streiche  „trigonometrischen**. 

S.  203,  Z.  11  y.  0.  schalte  hinter  „gegeben**  ein  „nachdem  die  einfachsten 
Ebenencoordinaten  zuerst  in  einer  1832  erschienenen  Abhandlung 
[Vergl.:  S.  361*1  gebraucht  worden  waren**. 

S.  238,  Z.  9  v.  u.  lies  „(Brüssel  1837)  Paris  1876**  statt  „Paris  1887*'. 
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Jahresberichte  der  DentscheR  Hathematiker-yereiiiisHiig. 


Jihresliericht  der  Deutschen  Mathematiker-Yereinigung.  gr.  8.  geh. 
I.  Band.  1891.  Im  Auftrage  des  Vorstandes  hrsg.  von  0.  Gantor, 
W.  Dyck  und  E.  Lampe.    1892.  n.  JL  7.60. 

Sntludtond:    Chronik  der  Yertinigmig  für  das  Jahr  1891,  lowi«  di«  auf  der  Yertammlang  in 
Hall«  a.  S.  gehaltenen  Yortr&ge  [lY  n.  78  S.],  femer 
W.  F.  Meyer t  Bericht  tther  den  gegenwärtigen  Stand  der  InrariaBten« 
theorie.    [Y  u.  S.  81— S98.] 

n.  Band.    1892.    Hrsg.  von  G.  Cantor,  W.  Dyck  und 


£.  Lampe.     189S.  n.  JL  4.50. 

Enthaltend:    Chronik  der  Yereinignog  titx  da«  Jahr  1898,  eowie  die  aof  der  Yereammltmg  in 
Nürnberg  gehaltenen  Yortrige  [HE  n.  74  8.],  ferner 
Fr.  Kotier:    Die  Bntwiokelnng  der  Lehre   rom  Brddrnok.    Mit  Bwei 

Figorentafeln.    [S.  76--16«.] 

m.  Band.    1893.    Hrsg.  von  W.  Dyck  und  E.  Lampe. 


1894.  n.  JL  16.— 

Enthaltend:   Chronik  der  Yereinigong  für  da«  Jahr  1893,  towie  die  auf  der  Yertammlong  in 

München  gehaltenen  Yortrige.    [lY  u.  106  8.]    Mit  18  Figuren  im  Text,  femer 

A.Brilln.M.Noether:  Die  Entwickelong  der  Theorie  der  algebraiechen 

Fnnctionen  in  ftlterer  und  neuerer  Zeil    [XXm  u.  S.  109 — 566.] 
L.  Hemmeherg s  Über  die  Entwiokelung  und  die  Hauptaufgaben  der 
Theorie  der  einfachen  Faohwerke.  Mit  swei  Figurentafeln.  [8.667— 601.] 

rV.  Band.    1894.    1895.    Hrsg.  von  A.  Wangerin  und 


A.  Gutzmer.     1897.  n.  JL  16.— 

Enthaltend:    Chronik  der  Yereinignng  für  die  Jahre  189i  und  1895,  sowie  die  auf  den  Yer- 

eammlungen  in  Wien  und  Lübeck  gehaltenen  Yortr&ge  [Y  xl  174  S.],  femer 

D.Hllbertt  Die  Theorie  d.  algebraiioheu  ZahlkOrper.  [XYniu  8.177—546.] 

V.Band.  1896.  Hrsg.  von  A.  Wangerin  und  A.  Gutzmer. 

2  Hefte.    1901.  n.  JL  21.60. 

1.  Heft:  Chronik  der  Yereinigung  für  das  Jahr  1896,  sowie  die  auf  der  Yersammlung  in 

Frankfurt  a.M   gehaltenen  Yortrüge.    [94  8.]    1897.  n.  JK  8.80. 

8.     —      E.  KotUr;  Die  Entwiokelung  der  synthetischen  Geometrie.    In  awei 

TeUen.    I.  Tea    1.  Lieferung.     [188  8]    1897.  n.  JL    4.4a 

8.  Lieferung.    [XXYIH  u.  8.  189—486]    1901.        n.  JL  14.40. 

[Der  n.  Teil  erscheint  in  einem  sp&teren  Bande.] 

VI.  Band.    1897.   Hrsg.  von  G.  Hauck  und  A.  Gutzmer. 

2  Hefte.    1899.  n.  UK  8.— 

1.  Heft:   Chronik  der  Yereinigung  für  das  Jahs  1897,  sowie  die  auf  der  Yersammlung  in 
Brannschweig  gehaltenen  Yortrftge.    [148  8.]    1898.  n.  JL  4.— 

'9.  FlBtterwalder:    Die   geometrischen    Grundlagen   der  Photogram- 
me tri  e.    Mit  19  Figuren  im  Text    [41  8.] 
8.  FlmsterwAlder :  Mechanische  Beaiehungen  bei  der  Flichen-Defor- 
8.     —  '        mation.    Mit  88  Figuren  im  Text.    [8.  43—90.] 

G.Bohlmama:  Übersicht  über  die  wichtigstenLehrbücher  derlnfini- 
tesimal-Beohnung  ron  Euler  bis  auf  die  heutige  Zeit.  [S.  91—110.] 
[lY  u.  HO  8.]    1899.  n.  JL  4.— 

Vn.  Band.  1898.  Hrsg.  von  G.  Hauck  und  A.  Gutzmer. 

2  Hefte.    1899.  n.  JL  12.80. 

1.  Hefl:  Chronik  der  Yereinigung  für  das  Jahr  1898,  sowie  die  auf  der  Yersammlung  in 

Düsseldorf  gehaltenen  Yortrftge.    [159  8.]    1899.  n.  JL  4.80. 

8.     —      E.  Cimber:  Die  Entwickelnng  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  und 

ihrer  Anwendungen.    [YIU  u.  879  S.]    1899.  n.JLB.^ 


Vni.Band.  1899.  Hrsg.  von  G.  Hauck  und  A.  Gutzmer. 

2  Hefte.    1900.  n.  JL  16.— 

1.  Heft:  Chronik  der  Yereinigung  für  das  Jahr  1899,  sowie  die  auf  der  Yersammlung  in 
München  gehaltenen  Yortrftge.  Mit  den  Bildnissen  ron  C.  L.  Gerhardt. 
Sophns  Lie,  E.  t.  Lommel,  Friedr.  Meyer,  H.  Schapira,  Karl 
Schober.     [IYn.8818.]    1900.  n.  ^  8.— 

8.  —  A.  Sehoemfllett  Die  Entwiokelung  der  Lehre  ron  den  Pnnktmannig- 
faltigkeiten.    Mit  8  Figuren  im  Text.    [lY  u.  851  8.]    1900.  n.  JL  8.— 
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Jabreslieriellt  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,    gr.  8.   geh. 
IX.  Band.    1900.   Hrsg.  von  K.  Hensel  und  A.  Gutzmer.   2  Hefte.    1901. 

n.  JC  9.— 

1.  Heft:   Chronik  der  Yereinigong  fOr  dai  Jahr  1900,  sowie  die  auf  der  VertaumlBfig  ia 

Aachen  gehaltenen  Vorträge.   Mit  den  Bildnitaen  ron  K.Bobek,  Beinhoid 
Hoppe  und  B.  Wiltheifi.    [IV n.  140  8.]    1901.  n.  JC  6.— 

2.  —      K.HevB:  Diekinetischen  Problemederwitientohaftliehen  Technik. 

Mit  18  Figuren  im  Text.    [VI  u.  12S  8.]    1900.  u.  JC  4.^ 

Von  gröfseren  Referaten  sind  für  die  nächsten  Bände  u.  a.  in  Yor- 
boreitung: 

Burkhardt:  Die  Ausbildung  der  Methode  der  Beihenentwickhingen 
an  physikalischen  Problemen.    Erster  Hauptteil.    [Unter  der  Prtsse.] 

B.  Haussner:  Numerische  Auflösung  von  Gleichungen. 

A.  Kneser:  Bericht  über  die  Variationsrechnung. 

E.  Kötter:  Die  Entwicklung  der  synthetischen  Geometrie.    Teil  IL 

G.  Kowalewski,  G.  Scheffers:  Referate  über  die  Arbeitsgebiete  von 
Sophus  Lie. 

R.  Mehmke:  Bericht  über  die  graphischen  Methoden. 

Müller-Breslau:  Über  die  modernen  Methoden  zur  statischen  Berech- 
nung der  Bauconstructionen. 

L.  Schlesinger:  Über  die  Entwicklung  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen. 

A.  Schoen flies:  Über  Curven-  und  Punktmannigfaltigkeiten.    IL 

P.  Stäckel:  Über  die  allgemeine  Dynamik. 

E.  Steinitz:  Bericht  über  die  Theorie  der  endlichen  Gruppen. 

Die  Deutsche  Mathematiker-Vereinigung  zählt  z.  Z.  500  Mit- 
glieder, von  denen  fast  ein  Drittel  Ausländer  sind.  Die  Mitglieder  erhalten 
obige  Publication  bei  directem  Bezüge  von  der  Mathematiker -Vereinigung 
zu  einem  Vorzugspreise.  Anmeldungen  zur  Mitgliedschaft  nimmt  Prof.  Dr. 
A.  Gatzmer  in  Jena,  Wildstrafse  2,  entgegen.  Der  jährliche  Mitgliedsbeitrag 
beträgt  2  Mark,  kann  aber  auch  durch  einmalige  Zahlung  von  30  Mark  ab- 
gelöst werden. 

Leipzig,  Poststrafse  8.  ß.  G.  TOIlbner. 


Femer  ist  im  Verlage  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  erschienoi  und 
durch  alle  Buchhandlungen  zu  beziehen: 

Katalog  mathematischer  und  mathematisch-physikalischer  Modelle, 
Apparate  und  Instrumente.  Unter  Mitwirkung  zahlreicher  Fach- 
genossen herausgegeben  im  Auftrage  des  Vorstandes  der  Mathematiker- 
Vereinigung  von  Dr.  Walther  Dyck,  Professor  an  der  technischen 
Hochschule  in  München.    [XVI  u.  430  S.]    Lex.-8.    1892.   geh.  n.  ^  U.— 

Nachtrag.     [X  u.  186  S.]     Lex.-8.     1898. 

geh.  n.  UK  4 .  — 
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Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung. 

IX.  Band.  2  Hefte.  Herausgegeben  im  Auftrage  des  Vorstandes 
von  K.  Hensel  in  Berlin  und  A.  Gutzmer  in  Jena.  [IV  u.  140  S.; 
VI  u.  123  S.]     gr.  8.     1901.     geh.  n.  ^  9.— 

Inhalt  des  I.  Heftes: 

I.  Die  Chronik  der  Vereinigung  für  das  Jahr  1900. 

1.  Bericht  üher  die  JahresverBammlung  zu  Aachen  am  16.  bis  23.  Sep- 
tember 1900. 

2.  Geschäftliche  Mitteilungen. 

3.  Eassenberichi 

4.  Statuten  u.  Geschäftsordnung  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung. 
6.  Mitglieder -Verzeichnis  nach  dem  Stande  vom  1.  Januar  1901. 

6.  Zmn  Gedächtnis: 

Kabl  Bobbx.    Mit  Bildnis. 

Bbihhold  Hoppe.    Von  £.  Lampe.    Mit  Bildnis. 

BoBEBT  Hbinbich  Hoppe.    Vou  Franz  Lorenz. 

Eduard  Wiltheiss.    Von  W.  Wirtinger.    Mit  Bildnis. 

Karl  Zslbr.    Von  £.  Waelseh. 

II.  Die  anf  der  Jahresversammlang  zn  Aachen  gehaltenen  Vorträge. 

Klein,  F.,  über  die  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften, 

mit  besonderer  Bücksicht  auf  den  Band  IV  derselben  (Mechanik). 
Mittag-Leffler,   G.,   analytische   Darstellung   monogener   Fxmctionen 

von  mehreren  unabhängigen  Veränderlichen. 
Fricke,  B.,  zur  Theorie  der  Foincarä'schen  Beihen. 
Steinitz,  E.,  zur  Theorie  der  Aberschen  Gruppen. 
Meyer,  W.  Fr.,   singulare  bilineare  Formen  und  Belationen  zwischen 

ünterdeterminanten. 

,  über  geometrische  Sätze  von  der  Natur  des  Pascarschen  Satzes. 

Kötter,  Ernst,  Construction  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche 

neun  gegebene  Punkte  enthält. 
Schonte,  P.  H,  ein  besonderer  Bündel  von  dreidimensionalen  Bäumen 

zweiter  Ordnung  im  Baum  von  vier  Dimensionen. 
Wangerin,  A,  Beweis  eines  Satzes  über  Kjrümmungslinien. 
Minkowski,  Herm.,  über  die  Begriffe  Länge,  Oberfläche  und  Volumen. 
Stäckel,  Paul,  zur  Theorie  der  geodätischen  Linien. 
Wirtinger,  Wilh.,  geodätische  Linien  und  Poncelet'sche  Polygone. 
Jürgens,  E.,  numerische  Berechnung  von  Determinanten. 
Mangoldt,  H.  v.,  über  eine  Aufgabe  der  kaufmännischen  Arithmetik. 

Inhalt  des  IL  Heftes: 
IIL  Berieht,  erstattet  der  Deutschen  )Iathematiker -Vereinigung. 

Heun,  K.,  die  kinetischen  Probleme  der  wissenschaftlichen  Technik. 
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B.  G.Teubners  Mathematisclie  Zeitsehriften. 


Jahresberichte 
der  Deutschen  Mathefflatiker-Vereinigung. 

Im  Auftrage  des  Yoratande«  bisher  heransgegeben  von  6.  Caator,  W.  v.  Dyek. 

A.  Gvbner,  6.  Hauck,  K.  Hensel,  E.  Lanpe,  A.  Wangeria.    J&failich  1  Band 

in  8  Heften.     9.  Band.     1901.    gr.  8.    geh.  n.  .4;  9.— 


Mathematische  Annalen. 

Begründet  1868  durch  A.  Glebscb  u.  C.  Neumann.  Unter  Mitwirknng  thq 
P.  Gordan,  A.  Mayer,  C.  Neumann,  M.  Noether,  K  YonderMühll, 
H.  Weber  brsg.  y.  F.  Klein,  W.  v.  Dyok,  D.  Hubert.    65.  Band.    1901.    gr.  b. 

Preis  für  den  Band  von  4  Heften  n.  JC^.^ 

Qeneralreglster  zu  den  Bänden  l — 60,  zusammengestellt  von  A.  Somkbfeld. 

Mit  Porträt  von  A.  Cubbsch.    [XI  u.  202  S.]    gr.  8.    geh.  n.  Ut  7.— 

Bibliotheca  Mathematica. 

Zeitschrift  für  Geschichte  der  Mathematischen  Wissenschaften. 

Herausgegeben  Ton  Gustaf  EnestrSm.    HL  Folge.     2.  Band.     1901.    gr.  !?. 
Preis  für  den  Band  Ton  4  Heften  n.  UK  20.— 


Zeitschrift  fOr  MathematiJc  und  Physik. 

Begründet  1866  durch  0.  Schlömilch.  Organ  fOr  angewandte  Mathe« 
matik.  Unter  Mitwirkung  von  C.  von  Bach,  G.  Hanck,  B.  Helmert. 
F.  Klein,  C.  von  Linde,  H.  A.  Lorentz,  H.  Müll  er- Breslau,  H.  Seeliger, 
H.  Weber  herausgegeben  von  R.  Mehmke  u.  C.  Ruoge.    46.  Band.    1901.   gr.  d. 

Preis  für  den  Band  von  4  Heften  n.  JC  20. — 
Generalregister  zu  den  Jahrgängen  1—25.    [123  &,]    gr.  8.    geh.  n.  JK  3.60. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik. 

Mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  an  höherm  Unter- 
richtsanstalten.  Gegründet  1841  durch  J.A.  Grüne rt  HI.  Reihe.  Hrsg.  von 
E.  Lampe,  W.  Franz  Meyer  und  E.  iahnke.     1.  Band.     1901.    Preis  für  den 

Band  von  4  Heften  n.  JC  12.— 

Generalregister  zu  Reihe  I,  Band  1—70  [468  S.],  n.  .Ä  10.  — ;  zu  Reihe  11 

Band  1 — 17,  zusammengestellt  von  £.  Jähkkk,  unter  der  Presse. 


Zeitschrift  für  mathematischen 
und  naturwissenschaftlichen  Unterricht 

Ein  Organ  f.  Methodik,  Bildungsgehalt  u.  Organisation  der  exakten  Unterzichts- 

f^her  an  Gymnasien,  Realschulen,  Lehrerseminanen  und  gehobenen  BGrger- 

schulen.    Herausgegeben  von  J.  C.  V.  Holfniann.    82.  Jahrgang.    1901.    gr.  tf 

Preis  für  den  Jahrgang  Ton  8  Heften  il  JL  1%, — 

Generalregister  zu  den  Jahrgängen  1—25  unter  der  Presse. 
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Berieht  tber  die  Jahresversammlans  m  Brannscliwels. 

Am  20.  bis  26.  September  1897. 

In  der  üblichen  Weise  hielt  die  Deutsche  Mathematiker -Ver- 
einigting  ihre  Jahresyersammlnng  in  Gemeinschaft  mit  der  Ver- 
sammlung deutscher  Naturforscher  und  Ärzte  ab,  und  es  waren 
zahlreiche  Fachgenossen  aus  Deutschland  nebst  einigen  aus  Belgien, 
Österreich,  Buijsland  und  der  Schweiz  der  Einladung  des  Vorstandes 
gefolgt,  um  in  der  Geburtsstadt  des  „princ^s  maihemaHcorum" 
wissenschaftlichem  Gedankenaustausch  sowie  der  Anknüpfung  und 
Pflege  persönlicher  Beziehungen  sich  hinzugeben. 

Wie  der  Einführende  der  Abteilung  für  Mathematik  und 
Astronomie,  Herr  B.  Dedekind,  in  seiner  Erö£fhungs-  und  Be- 
grüisungsrede  ausfOhrte,  haben  die  mathematischen  Wissenschaften 
zur  Stadt  Braunschweig  seit  langer  Zeit  ganz  besonders  nahe  Be- 
ziehungen gehabt.  Dals  dieselben  auch  gegenwärtig  daselbst  hervor- 
ragende Pflege  finden,  davon  legt  die  den  Teilnehmern  der  Versamm- 
lung von  der  Technischen  Hochschule  Carole- WUhelmina  dargebotene 
Festschrift  Zeugnis  ab,  welche  in  nahezu  einem  Drittel  ihres  üm- 
fangs  mathematischen  bezw.  mathematisch-physikalischen  Inhalts  ist.*") 

In  Erfüllung  der  auf  der  vorjährigen  Versammlung  hervor- 
getretenen Wünsche  hatte  sich  der  Vorstand  frühzeitig  bemüht,  die 
Vorträge  nach  Möglichkeit  in  inneren  Zusammenhang  zu  bringen; 
insbesondere  gelang  es,  die  gesamte  Mechanik  und  daneben  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  die  Zahlentheorie  in  den  Mittelpunkt  der 
Verhandlungen  zu  stellen.  Dafs  diese  letzteren  dadurch  an  Interesse 
und  Vertiefung  gewonnen  haben,  darf  als  ein  unbestrittener  Erfolg 
der  Braunschweiger  Tagung  bezeichnet  werden.     Den  Fachgenossen, 

*)  Dieselbe  enthält  folgende  mathematischen  Arbeiten: 

B.  Dedekind:  Über  Zerlegungen  von  Zahlen  dnrch  ihre  gröfsten  gemein- 
samen Teiler. 

B.  Müller:  Beiträge  zur  Theorie  des  ebenen  Gtolenkvierecks. 

B.  Fricke:  Über  den  arithmetischen  Charakter  gewisser  Netze  von  un- 
endlich vielen  congmenten  Vierecken. 

H.  Weber:  Ableitung  der  Gleichgewichtsgleichung  der  Nadel  imBotations- 
inductor. 

M.  Möller:  Über  die  fortschreitende  Geschwindigkeit  von  Wellen  mit 
einer  longitudinalen  Schwingung  der  Elemente. 
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4  Bericht  über  die  JahresTersammlung  zu  Brannschweig. 

welche  durch  Übernahme  von  Vortragen  die  Bestrebungen  des  Vor- 
standes unterstützt  haben,  sei  hier  der  Dank  des  letzteren  abgestattet. 
Ein  Teil  dieser  Vorträge  gelangt  in  dem  gegenwärtigen  Jahres- 
bericht vollständig  zum  Abdruck;  über  die  weiteren,  von  Mitgliedern 
der  Vereinigung  gehaltenen  Vorträge  geben  die  der  Bedactions- 
conmiission  zugegangenen  und  unten  veröffentlichten  Referate  Auf- 
schluüs.  Einen  Überblick  über  die  gesamten  Mitteilungen  gewährt 
die  folgende 

Liste  der  gehaltenen  Vorträge. 

1.  F.  Stäckel  (Kiel):  Neuere  IJntersnchungen  über  allgemeine  Dynamik. 

2.  A.  Kneser  (Dorpat):  Zur  Theorie  der  zweiten  Variation  einfacher  In- 
tegrale. 

8.  A.  Föppl  (München):  Ziele  und  Methoden  der  technischen  Mechanik. 
4.  G.  Granz  (Stuttgart):  Über  die  constanten  Greschofsabweichmi^n. 
6.  G.  Bohlmann  (GOttingen):  Referat  über  die  seit  1800  erschienenen 
Lehrbücher  der  Differential-  und  Integralrechnung. 

6.  A.Pringsheim  (München):  Über  den  Zahl-  und  Grenzbegriff  im  Unterricht. 

7.  K.  Hensel  (Berlin):  Über  eine  neue  Begründimg  der  Theorie  der  al- 
gebraischen Zahlen. 

8.  D.  Hubert  (Göttingen):  Über   die  Theorie  der  relatiyquadratischen 
Zahlkörper. 

9.  R.  Fr  icke  (Braunschweig):  Über  die  Beziehungen  zwischen  der  Zahlen- 
theorie und  der  Theorie  der  automorphen  Functionen. 

10.  H.  Lorenz  ^Halle  a.  S.)  und  H.  Schubert  (Hamburg):  Die  Beseitigung 
von  SchiffsYibrationen  durch  Ausgleichung  der  Massenwirkungen  der 
Maschinen. 

11.  S.  Finsterwalder  (München):  Referat  über  die  Photogrammeirie. 

12.  M.  Brendel  (Greifswald):  Über  stabile  und  instabile  ^wegungen  in 
unserem  Planetensystem. 

13.  R.  Mehmke  (Stuttgart):  Über  das  Bach-Schüle'sche  Gesetz  der 
elastischen  Dehnungen. 

14.  S.  Finsterwalder  (München):  Über  mechanische  Beziehungen  bei 
der  Flächenbiegung. 

15.  A.  Sommerfeld  (Clausthal):  Geometrischer  Beweis  des  Dupin'achen 
Theorems  und  seiner  ümkehrung. 

16.  B.  Müller  (Braunschweig):  Über  die  angenäherte  Geradführung  mit 
Hülfe  eines  ebenen  Gelenkvierecks. 


17.  P.  Drude  (Leipzig):  Referat  über  Femewirkungen. 

18.  J.  Baumann  (Göttingen):  Inwiefern  eignen  sich  die  realen 'Wissenschaf- 
ten immer  mehr  dazu,  die  Grundlage  der  Bildung  der  Zukunft  zu  werden? 

19.  L.  Boltzmann  (Wien) :  Über  einige  meiner  weniger  bekannten  Arbeiten 
über  Gastheorie  und  deren  VerhUtnis  zu  derselben. 

20.  —    — :  Kleinigkeiten  aus  dem  Ctebiete  der  Mechanik. 

21.  H.  Ebert  (Kiel):  Über  die  Bedeutung  des  Erafblinienbegriffs  im  physi- 
kalischen Unterricht. 

22.  J.  R.  Schütz  (Nürnberg):  Demonstration  eines  analytischen  Moddls 
für  das  erdmagnetische  Feld  und  dessen  Variationen. 

28.  Hildebrandt  (Braunschweig):   Über  den  Zeichenunterricht  auf  den 

höheren  Lehranstalten. 
24.  J.  R.  Schütz  (Nürnberg):  Über  idealisirte  mechanische  Systeme. 
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Von  diesen  Vortarftgen  wurden  die  unter  1 — 16  genannten  i^ 
den  Fachsitzungen,  die  übrigen  in  gemeinschaftlichen  Sitzungen  der 
Abteilungen  für  Mathematik  und  Astronomie,  für  Phjsik  und  für 
mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterricht  gehalten. 

An  den  unter  6  genannten  Vortrag  schlofs  sich  eine  lebhafbe 
Discussion  über  die  Methodik  des  mathematischen  Unterrichts,  die 
auf  der  folgenden  Versammlung  zunächst  durch  Herrn  F.  Klein 
fortgesetzt  werden  soll. 

Femer  hatte  Herr  Baker  vom  St.  John's  College  in  Cambridge 
eine  Abhandlung  über  die  hyperelliptischen  Sigmafimctionen  an  den 
Schriftführer  zur  Vorlegung  eingesandt;  dieselbe  wird  an  anderer 
Stelle  yeröffentlicht  werden. 

Herr  B.  Müller  (Braunschweig)  hatte  eine  mathematische 
Ausstellung  veranstaltet;  dieselbe  umfaMe:  1)  Fadenmodelle  ver- 
schiedener abwickelbarer  und  windschiefer  Flächen  (Flächen  von 
gleichförmiger  Neigung  über  EUipse,  Parabel  und  Hyperbel,  einige 
Schraubenflächen,  gerades  und  schiefes  Ereisconoid,  Plücker'sches 
Gonoid,  Cylindroid,  Wölbfläche  des  schiefen  Durchgangs,  Normalen- 
flächen), 2)  Studienzeichnungen  aus  der  darstellenden  Geometrie; 
beides  angefertigt  von  Studirenden  der  Braunschweiger  Technischen 
Hochschule.  Dieser  Ausstellung  hatte  Herr  Fr.  Schilling  (Karls- 
ruhe) ein  von  ihm  verfertigtes  Fadenmodell  beigefügt:  zwei  ein- 
schalige Botationshyperboloide,  die  sich  längs  einer  Erzeugenden  be- 
rühren und  in  zwei  reellen  Erzeugenden  schneiden. 

Herr  H.  Sehe  ff  1er  (Braunschweig)  liefs  eine  gröfsere  Anzahl 
einiger  seiner  Schriften  verteilen. 

Über  die  von  den  Herren  H.  Burkhardt  (Zürich)  und  Franz 
Meyer  (Königsberg)  mit  vielseitiger  Unterstützung  bearbeitete 
Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften  machte 
Herr  H.  Burkhardt  nähere  Mitteilungen,  die  sich  auf  den  all- 
gemeinen Plan  und  den  Stand  der  Arbeiten  bezogen. 

Der  seit  Jahren  erörterte  Plan,  einen  internationalen  Mathe- 
matiker-Congreis  zu  veranstalten,  ist  in  der  Weise,  wie  es  im 
vorigen  Jahresbericht  angedeutet  worden  ist,  zur  Ausführung  gelangt. 
Über  den  Verlauf  dieses  ersten  internationalen  Mathematiker -Con- 
gresses,  welcher  unter  sehr  reger  Beteiligung  am  9.,  10.  und 
11.  August  d.  J.  in  Zürich  tagte,  machte  der  Vorsitzende,  Herr 
F.  Klein,  in  der  Geschäftssitzung  der  Vereinigung  ausführliche 
Mitteilungen,  und  er  brachte  insbesondere  die  Resolutionen  sowie 
einen  von  ihm  bewirkten  Protokollvermerk  zur  Kenntnis,  die  hier 
wiedergegeben  werden  mögen: 
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6  Bericht  über  die  Jahresyersammlmig  zu  Biaonschweig. 

Besolutionen  des  vom  9.  bis  11.  August  1897  in  Zürich 
tagenden  internationalen  Mathematiker-Congresses. 

I.  Internationale  mathematiBche  Congresse  sollen  künftighin  in 
Zwischenräumen  von  je  3 — 5  Jahren  und  unter  gebührender  Be- 
rücksichtigung der  verschiedenen  L&nder  veranstaltet  werden. 

n.  In  der  Schlufsversammlung  jedes  Gongresses  werden  Zeit 
und  Ort  des  nächsten  Oongresses  und  die  Organe  zur  Vorbereitung 
und  Einberufong  desselben  bezeichnet. 

m.  Sollte  durch  irgend  welche  Verhältnisse  die  Abhaltung 
eines  Oongresses  zur  vorbestimmten  Zeit  am  vorbestimmten  Orte 
unmöglich  sein,  so  ist  der  Vorstand  des  letzten  Oongresses  ver- 
pflichtet, eventuell  die  nötigen  Dispositionen  zur  Einberufung  eines 
neuen  Oongresses  zu  treffen.  Er  wird  sich  zu  diesem  Zwecke  auch 
mit  den  in  der  Resolution  11  bezeichneten  Organen  in  Verbindung 
setzen. 

IV.  Für  solche  Aufgaben  internationaler  Natur,  deren  Lösung 
eine  feste  Organisation  erfordert,  kann  jeder  Oongreüs  ständige 
Oonmdssionen  ernennen,  deren  Amtsdauer  bis  zum  nächsten  Oon- 
greise  geht. 

Die  Competenzen  und  Verpflichtungen  derartiger  Oommissionen 
werden  jeweilen  bei  Bestellung  derselben  festgesetzt. 

V.  Der  nächste  Congrels  soll  im  Jahre  1900  in  Paris  statt- 
finden. Die  Soci^t^  math^matique  de  France  wird  mit  der  Vor- 
bereitung und  Organisation  desselben  beauftragt. 

VI.  Das  Bureau  des  Züricher  Oongresses  wird,  gemäls  der 
vierten  Resolution,  als  permanente  Conunission  bezeichnet,  mit  dem 
Auftrage,  diejenigen  in  dem  Referate  des  vorbereitenden  Comites  ent- 
haltenen oder  von  anderer  Seite  ihm  vorgelegten  Fragen  zu  studiren, 
die  es  fär  besonders  wichtig  erachtet.  Es  kann  sich  durch  Auf- 
nahme weiterer  Mitglieder  verstärken.  Es  wird  der  Societe  maUie- 
matique  de  France  alle  für  die  Vorbereitung  des  Oongresses  von 
1900  dienlichen  Mitteilungen  zur  Verfügung  stellen. 

Der  erwähnte  Protokollvermerk  des  Herrn  F.  Klein  hat 
folgenden  Wortlaut: 

„Als  zeitiger  Vorsitzender  der  Deutsch^i  Mathematiker -V»-- 
einigung  wünsche  ich  zu  erklären,  daljs  wir  die  Einladung  für  1900 
zum  Oongresse  nach  Paris  gern  und  mit  Dank  annehmen,  dals  wir 
es  andererseits  uns  zu  besonderer  Ehre  rechnen  werden,  den  dann 
folgenden  dritten  internationalen  mathematischen  OongreOs  bei  uns 
in  Deutschland  begrüisen  zu  können.  Näheres  hierüber  zu  sagen, 
wäre  heute  noch  verfrüht.  Die  Deutsche  Mathematiker- Vereinigung 
wird  nicht  verfehlen,  dem  Pariser  Oongresse  eine  formelle  Einladung 
zu  unterbreiten." 

Bei   der  Discussion,   die    sich    an  diese  Mitteilungen  knüpfte, 
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trat  die  Meinung  zn  Tage,  daijs  es  sich  empfehlen  dürfte,  den  in 
Deutschland  abzuhaltenden  dritten  internationalen  GongreJB  erst  für 
das  Jahr  1905  in  Aussicht  zu  nehmen  und  dafär  einen  Ort,  wie 
Baden-Baden,  Homburg  u.  s.  w.  zu  w&hlen,  der  an  den  groDsen 
Reisewegen  gelegen  ist  und  in  gewissem  Sinne  ein  internationales 
Geprftge  hat  Eine  Beschlujjsfassung  hierüber  wird  mit  Bücksicht 
auf  die  dem  Pariser  Oongresse  zu  unterbreitende  Einladung  die 
Y^^ammlung  yon  1899  zu  treffen  haben. 

Hinsichtlich  der  früher  besprochenen  gröüseren  Referate  der 
Herren  Minkowski  über  Zahlentiieorie,  Pringsheim  über  Reihen- 
theorie, Stäckel  über  Differentialgeometrie  und  Waelsch  über 
Liniengeometrie  ist  vereinbart  worden,  dieselben  auf  eine  spätere 
Zeit  zu  yerschieben.  Es  befinden  sich  demnach  von  den  im  vorigen 
Jahresbericht  erwähnten  Referaten  noch  die  beiden  folgenden  in 
Bearbeitung: 

1)  ein  Bericht  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  von  Herrn 
E.  Czuber  (Wien),  welcher  voraussichtlich  auf  der  nächsten  Ver- 
sammlung vorgelegt  werden  kann; 

2)  ein  Referat  über  graphische  Methoden  von  Herrn  R.  Mehmke 
(Stuttgart). 

Als  neue  Referate  treten  hierzu: 

3)  ein  Bericht  über  allgemeine  Dynamik  von  Herrn  P.  Stacke  1 
(Kiel),  den  dieser  in  seinen  Grundzügen  bereits  der  Versammlung 
in  Braunschweig  mitgeteilt  hat.  Ursprünglich  sollte  der  Bericht  in 
ausführlicher,  etwa  20  Bogen  umfassender  Darstellung  als  zweites 
Heft  dieses  Jahresberichtes  erscheinen.  Diese  Absicht  mulste  wegen 
der  Beteiligung  des  Herrn  Stäckel  an  der  inzwischen  ins  Werk 
gesetzten  Herausgabe  des  Gauss 'sehen  Nachlasses  aufgegeben  werden. 
Dafür  gelangt  jetzt  ein  kürzerer,  auf  Grund  des  Braunschweiger  Vor- 
trages von  Herrn  Stäckel  ausgearbeiteter  Bericht  an  dieser  Stelle 
zum  Abdruck. 

4)  ein  ausführlicher  Bericht  über  die  seit  1800  erschienenen 
Lehrbücher  der  Differential-  und  Integralrechnung,  über  welchen 
Herr  Bohl  mann  (Göttingen)  in  Braunschweig  eine  Übersicht  ge- 
geben hat,  und  den  derselbe  im  n&chsten  Jahresberichte  zu  veröffent- 
lichen gedenkt; 

5)  ein  Referat  über  die  kinetischen  Probleme  der  wissenschaft- 
lichen Technik,  welches  Herr  Heun  (Berlin)  zu  bearbeiten  über- 
nommen hat; 

6)  ein  Bericht  über  numerische  Auflösung  von  Gleichungen, 
den  Herr  Haussner  (Würzburg)  erstatten  will,  und 

7)  ein  Referat  über  die  Theorie  der  endlichen  Gruppen,  das 
Herr  Steinitz  (Berlin)  der  Vereinigung  vorlegen  wird. 

Es  steht  zu  hoffen,   dafs  über  die  unter  5)  und  7)  genannten 
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Referate  bereits  der  nächsten  Jahresversammlung  eine  Übersidit  ge- 
geben werden  kann. 

Die  Mitglieder  der  Yereinigong  sind  gebeten,  im  Interesse  eines 
möglichst  vollständigen  und  allseitig  durchgeführten  Berichtes  den 
Herren,  welche  die  Beferate  übernommen  haben,  thunlichst  zur  Hand 
zu  gehen. 

Herr  F.  Klein  legte  der  Versammlung  femer  noch  den  von 
Herrn  Voigt  (Göttingen)  angeregten  Plan  vor,  wichtige,  selten  ge- 
wordene oder  schwer  zugängliche  mathematische  Tabellen  neu  heraus- 
zugeben, etwa  die  Legendre'schen  Tafeln  der  elliptischen  Integrale, 
Tafeln  der  Besserschen  Functionen  u.  s.  w. 

Der  hier  ausgesprochene  Gedanke  fand  lebhaften  Anklang,  und 
es  wurde  eine  Commission,  bestehend  aus  dem  jeweiligen  Vor- 
sitzenden der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  als  Leiter  der 
Commissionsberatungen  und  aus  den  Herren  Kiepert  (Hannover), 
Mehmke  (Stuttgart)  und  Voigt  (Göttingen),  mit  der  Aufgabe  be- 
traut, diesen  Plan  in  geeigneter  Weise  zur  Ausführung  zu  bringen. 
Insbesondere  soll  sich  die  Commission,  wenn  erforderlich,  durch 
Cooptation  ergänzen  können. 

Herr  Dedekind  (Braunschweig)  regte  noch  die  Berücksichtigung 
kleinerer  zahlentheoretischer  Tabellen  an,  welche  sich  zerstreut  in 
den  Zeitschriften  u.  s.  w.  finden  xmd  infolgedessen  für  die  spätere 
Benutzung  vielf&ch  so  gut  wie  verloren  sind. 

Der  Erfolg,  welchen  der  Vorstand  mit  dem  —  soweit  möglich 
—  abgerundeten  Programm  auf  der  Braunschweiger  Versammlung 
erzielt  hat,  liefs  den  Wunsch  hervortreten,  dals  auch  die  nächste 
Jahresversammlung,  welche  im  September  1898  zu  Düsseldorf  statt- 
finden wird,  in  ähnlicher  Weise  vorbereitet  werden  möge;  auch 
sollen  die  belgischen  und  holländischen  Fachgenossen  eingeladen 
werden,  an  den  wissenschaftlichen  Verhandlungen  in  Düsseldorf  teil- 
zunehmen. Es  besteht  begründete  Aussicht,  dals  diese  Pläne  und 
Wünsche  in  Erfüllung  gehen  werden.  Auch  hier  wird  sich  die 
Deutsche  Mathematiker- Vereinigung  als  eine  ebenso  notwendige  wie 
nützliche  Einrichtung  erweisen! 
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Geschäftlicher  Bericht. 

1.  In  der  (^eschäftssitzane,  welche  am  23.  September  1897  in  Braun- 
schweig  unter  Leitung  des  Vorsitzenden,  Herrn  F.  Klein,  abgehalten 
wurde,  gab  der  Schriftführer,  Herr  A.  Gutzmer,  eine  yorl&ufige  tfbersicht 
über  die  Vermögenslage  der  Yereinig^ung.  Die  unter  dem  81.  December  1897 
abgeschlossene  und  von  den  KassenreTisoren  geprüfte  Übersicht  über  die 
Einnahmen  und  Ausgaben  ist  unten  wiedergegeben.  Die  grofsen  Ausgabe- 
posten finden  ihre  Erklärung  namentlich  in  den  Kosten,  welche  teils  die 
Versendung  der  Einladungen  zu  dem  internationalen  Gongrefs  an  die 
Mitglieder  und  sonstige  deutsche  Fachgenossen,  teils  die  Versendung  von 
rund  1000  Exemplaren  des  Heftes  1  yom  Jahresbericht  Y  verursacht  hat, 
die  dem  Vorstände  seitens  der  Verlagsbuchhandlung  von  B.  G.  Teubner 
in  Leipzig  in  dankenswerter  Weise  zu  dem  Zweck  zur  Verfügung  gestellt 
worden  smd,  die  Ziele  und  die  Thätigkeit  der  Vereinigung  den  der 
leteteren  noch  nicht  angehörigen  Fachgenossen  vor  Augen  zu  führen. 
Diese  Unternehmung  ist  yon  yerhältnismäfsig  günstigem  Erfolge  gekrönt 
gewesen;  die  Zahl  der  Mitglieder  ist  dadurch  yon  291  auf  381  ange- 
wachsen, und  es  steht  zu  erwarten,  dafs  sich  fernerhin  noch  zahlreiche 
Fachgenossen  der  Vereinigung  anschliersen  werden. 

2.  Die  Jahresbeiträge  sind  im  allgemeinen  regelmäfsi^  eingegangen; 
immerhin  hat  sich  der  Vorstand  genötigt  gesehen,  einige  Mitglieder  wegen 
der  rückständigen  Beiträge  aus  der  Mit^ederliste  zu  streichen.  Es  sei 
deshalb  nochmals  an  den  auf  der  yorjährigen  Versammlung  zu  Frankfurt 
gefafsten  Beschlufs  erinnert,  dafs  in  Zukimft  die  rückständigen  Mit- 
gliederbeiträge unter  Zuschlag  des  Portos  durch  Postauftrag 
eingezogen  werden  sollen,  und  dafs  die  Nichteinlösung  des 
Postauftrages  die  Streichung  aus  der  Mitgliederliste  zur 
Folge  haben  soll. 

3.  Aus  Anlafs  des  Hinscheidens  yon  Karl  Weierstrafs  hat  der 
Schriftführer,  Herr  A.  Gutzmer,  an  dem  Sarge  des  Entschlafenen  im 
Auftrage  des  Vorstandes  einen  Kranz  niedergelegt.  Ebenso  hat  der  Vor- 
stand am  letzten  Tage  der  Braunschweiffer  Versammlung  namens  der 
Vereinigung  an  dem  Gaufsdenkmal  einen  Sxanz  niedergelegt. 

4.  Die  Wahlen  hatten  folgendes  Eigebnis:  zu  Kassenrevisoren  wurden 
ernannt  die  Herren  G.  Gantor  und  H.  Grafsmann  in  Halle  a.  S.;  an 
die  Stelle  der  Ende  1897  statutengemäfs  ausscheidenden  Herren  yon  Brill 
und  Wangerin  wurden  die  Herren  He nsel-Berlin  undNoether-Erlangen 
in  den  Vorstand  eewählt.  Der  letztere  besteht  demnach  für  das  Jahr 
1898  aus  folgenden  Herren:  F.  Klein  (98),  A.  Gutzmer  (98),  G.  Hauck  (99), 
A.  Vofs  (99),  K.  Hensel  (1900),  M.  Noether  (1900),  wobei  die  zu- 
gefügten Zahlen  das  Jahr  bezeichnen,  an  dessen  Ende  der  Betreffende 
statutengemäfs  aus  dam  Vorstande  ausscheidet. 
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5.  Die  Wahlen  innerhalb  des  Vorstandes  för  das  Jahr  1898  ergaben 
folgendes  Resultat:  es  wurden  gewählt 

zum  Vorsitzenden:  Herr  A.  Vofs- Würzburg, 
zum  Schrift-  und  Eassenführer:   Herr  A.  Gutsmer-Halle  a.  S., 
zur  Redactionscommission  für  den  Jahresbericht:  Herr  A.  Gutzmer 
und  Herr  G.  Hauck-Berlin. 

6.  Mit  Rücksicht  auf  die  zahlreichen  neuen  Mitglieder  hat  der  Vor- 
stand es  für  zweckmäfsiff  erachtet,  die  Statuten  in  dem  Torliegenden 
Jahresbericht  zum  Abdruck  zu  bringen. 

7.  Im  ^Interesse  eines  genauen  Miteliederverzeichnisses  bitten  wir, 
von  jeder  Änderung  der  Adresse  dem  Schriftführer  Mitteilung  machen  su 
wollen. 


Kassenbericht. 

Nach  dem  Stande  rom  81.  Becember  1897. 


Einnahmen. 


JC 


Ausgaben. 


-«   .\ 


Kanenbeitand  am  1.  Januar  1897  .... 
Jahresbeiträge  der  Mitglieder: 

2  Beiträge  fdr  1894 JC     4,00 


165 


65 


86 
64 
171 
26% 
19 

4 

1 


1895 
1896 
1897 
1898 
1899 
1900 
1901 


,  72,00 

,  128,00 

,  842,00 

,  58,00 

,  84,00 

.  8,00 

.  2,00 


26  Ablösungen  der  Jahresbeiträge  .   .   . 

Honorar  für  Jahresbericht  lY    .   .    .   . 

«         „  «V»  Heft  1  . 

Zinsen  ron  JC  2700  8%  Beiohsanleihe 


688 

780 

1068 

176 

81 


Drucksachen 

Papier  und  Utensilien 

Schreibarbeiten. 

Postporti 

2  Krause 

Honorar  für  das  Beferat  im  Jahresbe- 
richt IV 

Angekauft :  nom.  JC 1500  8  %  Beiohsanlaihe 
*W% 

Barbestand 


145  81 
15  09 


781 15 


146769 


Summe      2905 


25 


YermOgensbesUnd:  nom.  JC  4200  9%  Beiohsanleihe,  Ankaufiwert:  .«14064,00. 
Barer  Kassenbestand „    889^. 

A.  Outsmer,  als  Kassenfdhrer. 
G.  Cantor,  H.  Grafsmann,  als  Berisoren. 


\ 
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Statuten 
der  Dentsohen  Mathematiker- Vereiwlgnng. 

(Nach  den  auf  der  Versammlimg  zu  Halle,  24.  September  1891, 
gefafsten  Beschlüssen.) 

§  1. 
Zweck  der  Vereinigung. 

Die  Deutsche  Mathematiker-yereinignng  steUt  sich  die  Aufgabe,  in 
gemeinsamer  Arbeit  die  Wissenschaft  nach  allen  Richtungen  zu  fördern 
und  auszubauen,  ihre  yerschiedenen  Teile  und  zerstreuten  Organe  in 
lebensTolle  Verbindung  und  Wechselwirkung  zu  setzen,  ihre  Stellung 
im  geistigen  Leben  der  Nation  nach  Gebühr  zu  heben,  ihren  Vertretern 
imd  Jüngern  Geleg^enheit  zu  ungezwungenem  coUegialischen  Verkehr  und 
znm  Austausch  TOn  Ideen,  Erfahrungen  und  Wünschen  zu  bieten. 

§2. 

Jahres-Ver  Sammlung. 

Die  Vereinigung  h&lt  alljährlich  eine  Versammlung  ab,  in  Gemein- 
schaft mit  der  „I.  Abteilung  fOr  Mathematik  und  Astronomie  der  Gesell- 
schaft deutscher  Naturforscher  und  Ärzte". 

§  «. 

Vorstand  der  Vereinigung. 

In  der  Jahresyersammlung  wählen  die  dort  anwesenden  Mitglieder 
der  Vereinigung  einen  Vorstand  von  sechs  Mitgliedern.  Derselbe 
darf  sich  nötigenfalls  durch  Cooptation  auf  sechs  er^nzen. 

Die  Wahl  der  Vorstandsmitglieder  geschieht  je  auf  drei  Jahre. 

Dabei  scheiden  al^ährlich  zwei  Mi^lieder  aus  und  werden  durch 
Neuwahl  ersetzt.  Das  Ausscheiden  geschieht  in  der  Reihenfolge  des  Ein- 
tritte. Die  Ausscheidenden  können  erst  nach  zwei  Jahren  wieder  gewählt 
werden  —  nur  der  Schriftführer  (§  5)  ist  sofort  wieder  wählbar.  Der 
Amtsantritt  fällt  auf  den  1.  Januar. 

§  4. 
Aufgaben  des  Vorstandes.    Jahresbericht. 

Der  Vorstand  ist  beauftragt  mit  der  Vertretung  der  gesamten  In- 
teressen der  Vereinigung. 

Im  Einzelnen  hat  er  die  Aufo^be,  die  Jahresyersammlung  yorzubereiten 
durch  AufsteUung  eines  ausführüchen  Programmes,  in  welches  womöglich 
Referate  über  oie  Entwickelung  einzelner  Gebiete  der  Wissenschaft  auf- 
zunehmen sind. 

Weiter  yeröfFentlicht  der  Vorstand  den  Jahresbericht  der  Ver- 
einigung über  den  wissenschaftlichen  Teil  der  Verhandlungen.  Derselbe 
ist  den  Mitgliedern  zu  ermäfsigtem  Preise  zugänglich  zu  machen;  die 
Liste  der  Mitglieder  und  die  Jahresrechnung  sind  ihm  beizudrucken. 
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§5. 
Geach&ftsffihrung  im  Vorstände. 

Der  Vorstand  wählt  j&hrlich  ans  seiner  Mitte: 

a)  den  Vorsitzenden,  in  j&hrlichem  obli^torischen  WechseL  Der- 
selbe leitet  die  Sitzungen  des  Vorstandes  und  die  geschäftlichen  Sitzungoi 
der  Vereinigung; 

b)  den  Schriftführer,  gleichzeitig  mit  der  Führung  der  Eaase 
und  des  Archiys  der  Vereini^'ung  beauftragt; 

c)  die  engere  Commission  für  die  Bedaction  des  Jahres- 
berichtes. 

§6. 
Mitgliedschaft. 

Die  Mitgliedschaft  zur  Vereinigung  wird  erworben  durch  Anmeldung 
bei  dem  Schriftführer.  Mit  ihr  ist  die  Verpflichtung  zur  Zahlung  eines 
Jahresbeitrages  von  zwei  Mark  für  das  laufende  Kalenderjahr  yerbunden. 
Der  lährliche  Beitrag  kann  durch  eine  einmalige  Zahlung  Ton  30  Mark 
abgelöst  werden. 


GesebSftsordniiiig 
der  Deutsohen  Mathematiker- Vereinigimg. 

(Nach  den  auf  der  Versammlung  zu  Halle,  24.  September  1891, 
gefafsten  Beschlüssen.) 

§  1. 

Die  Bedaction  des  „Jahresberichtes  der  Deutschen  Mathematiker- Ver- 
einigung" übernimmt  der  Vorstand,  wAcher  mit  der  speciellen  Ausführung 
die  m  §  6  der  Statuten  erwähnte  engere  Commission  beauftragt 

Alle  auf  den  Jahresbericht  bezüglichen  Zusendungen  sind  an  den 
Schriftführer  der  Vereinigung  zu  richten. 

§  2. 
Im  Jahresberichte  sind  zu  unterscheiden: 

a^  die  Mitteilungen  über  die  in  der  JeAresversammlung  gehaltenen 
Specialvorträge; 

b)  die  gröfseren  wissenschaftlichen  Beferate. 

a)  Die  ersteren  dürfen  den  Baum  yon  zwei  Druckseiten  för  einen 
Vortrag  nicht  überschreiten;  sie  sind  noch  auf  der  Jahresyersammlung 
selbst  der  Bedactionscommission  einzuhändigen. 

b)  Der  Umfang  der  wissenschaftlichen  Beferate  ist  innerhalb 
der  mit  dem  Verleger  einzuhaltenden  Verträge  nicht  beschränkt.  Für 
die  Einsendung  der  Manuscripte  dieser  Beferate  wird  ein  Zeitraum  Ton 
sechs  Wochen  nach  Schlufs  der  Versammlung  festgesetzt. 

§  8. 
Das  Yom  Verleger  für  die  Publication  des  Berichtes  ^zahlte  Honorar 
fiiefst  in  die  Kasse  der  Vereinigung.  Die  wissenschaftlidien  Beferate 
(§  2  b)  werden  den  betreffenden  Berichterstattern  gemäfs  dem  Tom  Ver- 
leger pro  Bogen  gezahlten  Betrage  honorirt.  Jeder  Beferent  und  ebenso 
die  Autoren  der  übrigen  Mitteilungen  erhalten  aufserdem  25  Separat- 
abzüge ihres  Berichtes.  Weitere  Separatabzüge  können  sid^  dieselben 
auf  uire  Kosten,  nach  Vereinbarung  mit  dem  Verleger,  machen 
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Mitglieder-Verzeichnis 

nach  dem  Stande  vom  15.  Februar  1898. 

Abbe,  C,  Meteorological  Institute,  Washinffton. 

Ackermann-Teubner,  Alfred,  Verlagsbachhändler,  Leipzig,  Poststr.  3. 

Adami,  Fr.,  Gymnasialprofessor,  Hof. 

Ahrens,  W.,  Lehrer  an  der  Baugewerkschnle,  Magdeburg,  Neueweg  18. 

Ambronn,  L.,  Professor  an  der  üniyersitat,  Göttingen. 

Amthor,  A.,  Hannover,  Eönigstr.  40. 

Archenhold,  F.  S.,  Director  der  Treptow-Sternwarte  bei  Berlin. 

Bacharach,  J.,  Professor  an  der  B^alschule,  Nürnberg. 
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In  die  Gedächtnistafel  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigang 
ist  der  Name  des  Heransgebers  von  Gauss'  Werken  einzutragen, 
dessen  Hinscheiden  ym  tief  beklagen;  Ernst  Schering  ist  am 
2.  November  1897  nach  längerem  Leiden  verschieden.  Sein  An- 
denken wird  durch  die  unten  zur  VeröfTentlichung  kommenden  Zeilen 
geehrt,  in  denen  Herr  F.  Klein  die  Persönlichkeit  und  die  haupt- 
sächlichen wissenschaftlichen  Bestrebungen  des  Dahingeschiedenen 
geschildert  hat. 

Dem  Gedächtnis  von  F.  Buka  sind  die  nachstehenden  Worte 
aus  der  Feder  des  Herrn  G.  Hauck  gewidmet.  Die  Persönlichkeit 
von  K.  Weierstrafs  schildert  die  warmempfundene  Bede  des  Herrn 
£.  Lampe,  die  derselbe  in  der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin 
gehalten  und  in  deren  Verhandlungen  veröffentlicht  hat;  sie  gelangt 
mit  dankenswerter  Genehmigung  des  Verfassers  und  der  Verlags- 
buchhandlung J.  A.  Barth  in  Leipzig  im  gegenwärtigen  Jahresbericht 
zum  Abdruck.  Ebenso  enthält  der  letztere  einen  Nachruf  auf 
G.  D.  Weyer  aus  der  Fedftr  des  Herrn  L.  Pochhammer  und  eine 
ausf&hrliche  Darstellung  des  Lebens  und  der  wissenschaftlichen  Be- 
strebungen und  Leistungen  von  Chr.  Wiener;  dieselbe  ist  von  den 
Herren  A.  von  Brill  und  L.  Sohncke  verfaTst.  Der  letztere,  der 
selbst  inzwischen  leider  auch  der  Wissenschaft  entrissen  worden  ist, 
hat  sich  den  besonderen  Dank  der  Vereinigung  erworben,  da  er,  obwohl 
nicht  Mitglied  derselben,  sich  der  Bearbeitung  eines  Teiles  der  Bio- 
graphie von  Chr.  Wiener  für  diesen  Jahresbericht  bereitwilligst 
unterzogen  hat 

Besonderer  Umstände  wegen  war  es  nicht  möglich,  in  dem  vor- 
liegenden Jahresbericht  einen  Nachruf  auf  Ph.  L.  von  Seidel  zu 
veröffentlichen;  es  ist  dies  jedoch  ftir  den  nächsten  Band  in  Aussicht 
genommen. 


Felix  Buka. 

Von  Q,  Hauok  in  Berlin. 

Am  3.  December  1896  erlag  Professor  Dr.  Felix  Buka,  Ober- 
lehrer am  städtischen  Realgymnasium  zu  Charlottenburg  und  Docent 
an  der  K.  Technischen  Hochschule  daselbst,  im  44.  Jahre  seines 
Lebens  einem  Gehirnschlage. 
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Am  8.  Januar  1852  in  Mjslomtz  geboren,  widmete  sich  Baka 
nach  Absolvirong  des  Matthias-Qymnasiums  in  Breslaa  von  Herbst 
1869  ab  dem  Studium  der  Mathematik  und  Physik  an  der  Uni- 
versität und  an  der  Gewerbe-Akademie  zu  Berlin.  Der  verstorbene 
Aronhold  bezeichnete  ihn  damals  als  seinen  Lieblingsschüler.  Nach 
abgelegter  Gewerbeschullehrer-Prüfung  unterrichtete  er  mehrere  Jahre 
an  den  Provinzial-Gewerbeschulen  zu  Schweidnitz  und  Elberfeld,  pro- 
movirte  1876  in  Göttingen  und  habilitirte  sich  1879  an  der  Tech- 
nischen Hochschule  Berlin,  wo  er  bereits  seit  einem  Jahre  als  Assistent 
fClr  darstellende  Geometrie  thätig  gewesen  war.  Im  Jahre  1880 
wurde  ihm  die  erste  Lehrerstelle  an  der  städtischen  Mittelschule  zu 
Charlottenburg,  und  als  diese  zum  Realgymnasium  eiiioben  war,  im 
Jahre  1887  die  erste  Oberlehrerstelle  daselbst  übertragen.  1889 
wurde  er  zum  Docenten  für  kinematische  Geometrie  an  der  Tech- 
nischen Hochschule  und  1892  zum  Professor  ernannt.  Die  Assi- 
stentenstelle fELr  darstellende  Geometrie  behielt  er  aus  persönlicher 
Neigung  bis  zu  seinem  Lebensende  bei. 

In  allen  diesen  Stellungen  entfialtete  er,  Dank  seinem  hervor- 
ragenden Lehrgeschick,  eine  überatis  erfolgreiche  Wirksamkeit.  Seine 
unermüdliche  Pflichttreue,  verbunden  mit  einer  persönlichen  Liebens- 
würdigkeit, der  kein  Opfer  zuviel  wurde,  haben  ihm  die  Zuneigung 
und  Verehrung  von  Tausenden  von  Schülern  erworben,  deren  Dank- 
barkeit ihm  unvergänglich  erhalten  bleiben  wird.  —  Die  wissen- 
schaftliche Thätigkeit  Buka's  bewegte  ^ich  auf  den  Gebieten  der 
darstellenden,  projectiven  und  kinematischen  Geometrie.  Seine 
Arbeiten  zeichnen  sich  durch  mathematische  Schärfe  und  Klarheit 
aus,  sowie  durch  eine  seltene  pädagogische  Begabung,  vermöge  deren 
er  überall  zur  gröfstmöglichen  Einfachheit  in  Ai^ordnung  und  Aus- 
druck durchzudringen  suchte.  —  Ein  besonderes  Geschick  hatte  er 
in  der  Erfindung  und  Herstellung  mathematischer  Modelle,  durch 
die  er  (oft  für  einen  einzigen  Schüler  angefertigt)  den  Unterricht 
überaus  anschaulich  und  iruchtbar  zu  gestalten  wufste.  Von  den- 
selben haben  namentlich  die  auf  projective  Geometrie  bezüglichen 
eine  weitere  Verbreitung  gefunden. 

Buka's  Veröffentlichungen. 

1.  Über  das  sphärische  Kurbelgetriebe  und  seinen  Specialfall:  Das 
Hooke'sche  Gelenk.     Göttingen  1876. 

2.  Bewegliche  Modelle  aus  Stahlstäben  für  den  Unterricht  in  der 
höheren  Geometrie.    Berlin.    Winckelmann  u.  S.    1879. 

3.  Die  Krümmung  windschiefer  Flächen  in  den  Punkten  einer  gerad- 
linigen Erzeugenden.  Schlömilch's  Zeitschrift  XXVI  (1881). 
S.  15—49. 

4.  Projectivische  Mafsstäbe.  (Mit  2  Tafehi  u.  2  Mafsstäben.)  Berlin. 
Winckehnann  u.  S.    1888.    12  S.    gr.  4®. 
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5.  Bemerkung  zu  der  Grüblerischen  Bestimmung  der  Krümmungs- 
mittelpunkte der  Polbahnen  eines  ebenen  Systems.  Schlömilch's 
Zeitschr.  XXXIll  (1888).    S.  117—118. 

6.  Elemente  der  kinematischen  Geometrie  des  zweigliedrigen  ebenen 
Systems.  (Mit  2  Tafeln.)  Programm  des  städt.  Bealgymn.  zu 
Charlottenburg  1890  (Nr.  103).     27  S.    4^ 

7.  Grundzüge  der  darstellenden  Geometrie  für  höhere  Lehranstalten. 
(Mit  2  Tafeln.)  Programm  des  städt.  Realgymn.  zu  Charlotten- 
burg 1894  (Nr.  101).    XH  24  S.     4^ 

8.  Sonnenuhr.    Berlin  1895.    Lehrmittelanstalt  y.  J.  Bischof. 


Ernst  Schering. 

Von  F.  Klein  in  GrGttingen. 

Am  2.  November  1897  starb  in  Göttingen  nach  längerem  Leiden 
Ernst  Christian  Julius  Schering. 

Der  Verstorbene  wurde  geboren  am  13.  Juli  1833  zu  Sand- 
bergen bei  Lüneburg,  studirte  in  Göttingen  noch  unter«  Gaufs  von 
1852  an  und  wurde  daselbst  1860  aufserordentlicher  und  1868 
ordentlicher  Professor  der  Mathematik.  Im  Jahre  1869  wurde  von 
der  unter  Leitung  von  Professor  Klinkerfues  stehenden  Sternwarte 
eine  zweite  (theoretische)  Abteilung  unter  Schering  abgesondert, 
der  u.  a.  die  Fortführung  der  Beobachtungen  in  dem  von  Gaufs 
auf  der  Sternwarte  eingerichteten  erdmagnetischen  Observatorium 
unterstellt  wurde. 

Schering 's  Name  wird  dauernd  mit  der  Gesamtausgabe  der 
Werke  von  Gaufs  verbunden  bleiben,  die  er  im  Auftrage  der  Göt- 
tinger Gesellschaft  der  Wissenschaften  übernommen  hatte,  und  von 
der  bereits  seit  längerer  Zeit  6  Bände  vollendet  vorliegen  (die  1871 
von  Schering  besorgte  Neuausgabe  der  Theoria  motus,  welche  ge- 
legentlich als  siebenter  Band  bezeichnet  wird,  war  ein  Privatunter- 
nehmen der  Perthes'schen  Buchhandlung,  welche  damals  noch  das, 
inzwischen  erloschene  Verlagsrecht  besafs).  Die  grofse  Sorgfalt  und 
die  Sachkenntnis,  mit  der  Schering  diese  Ausgabe  bearbeitete,  sind 
allseitig  anerkannt;  um  so  bedauerlicher  ist  es,  dafs  er  das  unter- 
nehmen nicht  mehr  selbst  hat  zu  Ende  fuhren  können.  Abgesehen 
von  dem  formalen  Abschlüsse,  restiren  noch  wichtige  Stücke  des 
Nachlasses,  vor  allem  Gaufs'  Theorie  der  planetaren  Störungen 
und  seine  Correspondenz  über  die  Nicht-Euklidische  Geometrie.  Die 
Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften  wird  sich  angelegen  sein 
lassen,  das  Unternehmen  nunmehr  mit  Hülfe  jüngerer  Mitarbeiter 
nach  Kräften  zu  fördern. 

Die  eigenen  Untersuchungen  von  Schering  schliefsen  sich  mehr 
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oder  minder  alle  an  die  hiermit  genannte  Hauptaufgabe  an:  Schering 
unternimmt  es,  bald  nach  der  einen,  bald  nach  der  anderen  Seite,  auf 
Gauls  zurückgehende  Ans&tze  weiterzufEihren.  Hiermit  war  für  ihn  von 
vom  herein  eine  aufserordentliche  Vielseitigkeit  der  Fragestellungen 
gegeben;  im  Übrigen  bevorzugt  er,  wo  es  angeht,  die  abstract  ana- 
lytischen Ansätze.  Wir  geben  hier  eine  Liste  seiner  Publicationen, 
die  allerdings  auf  Vollständigkeit  keinen  Anspruch  machen  kann: 

Verzeichnis  der  wissenschaftlichen  Arbeiten  von  E.Schering. 
1857:  Zur  mathematischen  Theorie  elektrischer  Ströme.  (Preisschrift) 

Göttinger  Abb.  H. 
1858:  Über  die  conforme  Abbildung  des  Ellipsoides  auf  der  Ebene. 

(Preisschrift.)     Göttinger  Abb.  m. 
1859:  Th^or^mes  relaüfis  aus  formes  binaires  quadratiqnes,  qui  re- 

pr^sentent  les  memes  nombres.    Paris.    Liouville's  Journal  de 

Math.  IV. 
1863:  Über  die  dem  Hauptgenus  angehörenden  Fundamentalclassen  der 

binären  quadratischen  Formen.    Berlin. 
1867:  Bernhard  Biemann  zum  Gedächtnis.     Gott.  Nachrichten. 
1868:  Erweiterung  des  Gaufs'schen  Fundamentalsatzes  für  Dreiecke 

in  stetig  gekrümmten  Flächen.     Gott.  Nachrichten. 
1869:  Die  Fundamentalclassen  der  zusammensetzbaren  arithmetischen 

Formen.     Göttinger  Abb.  XIV. 
1870:  Die  Schwerkraft  im  Gaufs'schen  Baume.     Gott.  Nadirichten. 
1873:  Hamilton- Jacobi'sche  Theorie  f&r  Kräfte,  deren  Mafs  von  der 

Bewegung  der  Körper  abhängt.     Gröttinger  Abb.  JLVlll. 
1873:  Linien,  Flächen  und  höhere  Gebilde  in  mehrfach  ausgedehnten 

Gaufs'schen  und  Riemann'schen  Bäumen.     Gott.  Nachrichten. 
1873:  Die   Schwerkraft  in  mehrfach  ausgedehnten  Gaufs'schen   und 

Biemann'schen  Räumen.     Gott.  Nachrichten. 
1874:  Verallgemeinerung    der  Poisson-Jacobi'schen   Stömngsformeln. 

Göttinger  Abb.  XIX. 
1876:  Verallgemeinerung  des  Gaufs'schen   Criteriums   för  den  qua- 
dratischen Bestcharakter  einer  Zahl  in  Bezug  auf  eine  andere. 

Berl.  Akademische  Monatsberichte. 
1877:  Zur  Feier  der  hundertsten  Wiederkehr  von  Gaufs'  (Jeburts- 

tage.     Gott.  Nachrichten. 
1877:  Carl   Friedrich    Gaufs'    Geburtstag    nach   hundertjähriger 

Wiederkehr.     Göttingen. 
1877:  Analytische  Theorie  der  Determinanten.    Göttinger  Abb.  XXII. 
1878:  Theorie  analytique  des  d^terminants.  Paris.  Comptes Bendus  86. 
1879:  Bestimmung  des  quadratischen  Bestcharakters.   Göttinger  Abb. 

XXIV. 
1879:  Neuer  Beweis    des  Beciprocitätssatzes   fär  die   quadratischen 

Beste.    Gott.  Nachrichten. 
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1880:  Das  Anschliefsen  einer  Function  an  algebraische  Functionen 
in  unendlich  vielen  Stellen.     Göttinger  Abh.  XXYII. 

1881:  La  formule  d'interpolation  de  M.  Hermite  exprimee  alg4bri- 
quement.    Paris.    Comptes  Rendus  92. 

1882:  Zur  Theorie  der  quadratischen  Reste.  Stockholm.  Acta 
Mathematica  I. 

1884:  Zur  Lösung  der  Eeppler'schen  Gleichung.    Gott.  Nachrichten. 

1885:  Zum  dritten  Gaufs'schen  Beweise  des  Beciprocitätssatzes  för 
quadratische  Beste.    Berl.  Akademische  Monatsberichte. 

1886:  Beobachtungen  im  Gaufs'schen  erdmagnetischen  Observatorium 
während  der  Polarexpeditionen.    Gott.  Abh.  XXXTQ. 

1887:  Zahlentheoretische  Bemerkung.   Berlin.    Crelle's  Journal,  100. 

1887:  Carl  Friedrich  Gaufs  und  die  Erforschung  des  Erdmagne- 
tismus.   Gtöttinger  Abh.  AXXIV. 


Karl  Weierstrafs. 

Gedächtnisrede*),  gehalten  in  der  Sitzung  der  physikalischen  Gesellschaft 
zu  Berlin  am  6.  März  1897 

von 

Emil  Lampe. 

Als  wir  uns  vor  vierzehn  Tagen  zu  unserer  Sitzung  hier  ver- 
sammelten, verbreitete  sich  unter  uns  die  in  einigen  Abendzeitungen 
schon  enthaltene  Kunde,  dafs  an  demselben  Tage,  dem  19.  Februar, 
etwa  um  die  Mittagsstunde  Karl  Theodor  Wilhelm  Weierstrafs 
nach  längeren  Leiden  entschlafen  sei.  Da  jedoch  keine  directe 
Nachricht  vorlag,  so  unterblieb  in  jener  Sitzung  eine  Bezugnahme 
auf  die  Trauerbotschaft,  die  dann  am  folgenden  Tage  durch  die 
Mehrzahl  der  Zeitungen,  am  Sonntage  durch  die  von  den  beiden 
überlebenden  Geschwistern  versandte  Todesanzeige  bestätigt  wurde. 
A^n  Montag  begleiteten  wir  die  sterbliche  Hülle  zur  Gruft.  —  In 
Weierstrafs  verliert  unsere  Gesellschafb  ein  Mitglied,  das  ihr 
vierzig  Jahre  hindurch  angehört  hat,  und  obgleich  er  meines  Wissens 
an  den  Sitzungen  nicht  teilgenommen  hat,  sondern  nur  einige  Male 
zu  Stiftungsfesten  erschienen  ist,  so  hatte  er  doch  ein  lebhaftes 
Interesse  an  unseren  Arbeiten,  und  wir  dürfen  jetzt  bei  seinem  Ab- 
leben unsere  hohe  Genugthuung  darüber  ausdrücken,  dafs  er  durch 
sein  Beharren  in  unserer  Gesellschaft  einige  Strahlen  des  Ruhmes- 
glanzes, die  seinen  Namen  umgeben,  auf  sie  hat  fallen  lassen. 


*)  Mit  Genehmigung  des  Verfassers  und  der  Yerlagsbuchhandlmig 
Johann  Ambrosios  Barth  in  Leipzig  abgedruckt  aus  den  Verhandlungen 
der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin  für  das  Jahr  1897. 
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In  dem  letzten  Jahrzehnt  des  ablaufenden  Jahrhunderts  ver- 
lassen uns  so  viele  Männer,  die  wir  als  hehre  Vorbilder  in  unserer 
Wissenschaft  verehrt  haben.  Innerhalb  weniger  Jahre  wurden  uns 
Hermann  von  Helmholtz  und  Emil  du  Bois-Bejmond  ent- 
rissen, die,  in  höherem  Alter  stehend,  so  lange  an  der  Spitze  unserer 
Gesellschaft  gewesen  sind,  ebenso  die  Mitbegründer  der  Gesellschaft^ 
Brücke  und  Knoblauch,  der  weit  jüngere  unvergeMiche  Kundt 
und  der  noch  jugendliche  Hertz.  Je^t  ist  uns  audi  Weier straf s 
genommen,  der  letzte  aus  dem  unvergleichlichen  Kreise  der  Berliner 
Mathematiker,  die  von  den  fünfziger  Jahren  des  Jahiiiunderts  an 
den  Stolz  der  deutschen  Mathematik,  den  Buhm  der  hiesig^i 
Akademie  und  Universität  ausmachten.  Zu  einem  engen  Freundes- 
bunde vereinigt,  bildeten  Kummer,  Weierstrafs,  Borchardt, 
Kronecker  eine  erlauchte  Tafelnmde,  an  welcher  mit  erhobenem 
Gefahle  die  Fachgenossen  teilnahmen;  eine  Phalanx  hochangesehener 
Forscher,  deren  vereinte  Kräfte  die  höchsten  Aufgaben  angreifen  und 
bemeistem  konnten.  Als  erster  schied  Borchardt  1880  aus,  der 
mit  feinem  Verständnisse  für  die  Eigenart  der  drei  anderen,  ihm 
geistig  überlegenen  Naturen  als  unabhängiger  Privabnann  zur  Auf- 
rechterhaltung des  Freundschaftsverhältnisses  und  zur  Förderung  der 
wissenschaftlichen  Arbeiten  vielleicht  mehr  beitrog,  als  er  in  seiner 
vornehmen  Bescheidenheit  zugab.  Die  übrigen  drei  brachten  ihr 
Leben  höher  bis  in  da^  letzte  Jahrzehnt  des  Jahrhunderts.  Zuerst 
wurde  uns  Kronecker  jäh  geraubt,  der,  obschon  ein  hoher  Sechziger, 
als  jüngster  der  drei  Koryphäen  in  voller  Schaffensfreudigkeit  stand 
und  ein  längeres  Wirken  zu  versprechen  schien.  Nach  diesem 
seinem  berühmtesten  Schüler  sank  Kummer  ins  Grab,  der  sich 
schon  länger  als  ein  Jahrzehnt  freiwillig  von  jeder  Thätigkeit  als 
Forscher  und  als  Lehrer  zurückgezogen  hatte.  Nun  beklagen  wir 
den  Tod  des  letzten  jener  Tafelrunde,  einen  Tod,  den  wir  zwar 
lange  nahen  sahen,  der  ims  aber  in  dem  Augenblicke,  wo  er  ein- 
getreten ist,  doch  überrascht  hat,  um  so  mehr,  als  wir  den  verehrten 
Greis  immer  wieder,  wenn  auch  nur  stundenweise,  mit  der  Heraus- 
gabe seiner  gesammelten  Werke  beschäftigt  fanden. 

Karl  Weierstrafs  ist  als  ältester  Sohn  des  Bendanten  Wil- 
helm Weierstrafs  zu  Ostenfelde  in  Westfalen  am  31.  Oktober  1815 
geboren  und  gehörte,  wie  seine  drei  Geschwister,  von  denen  sein 
Bruder,  Professor  Peter  Weierstrafs,  ein  Philologe,  und  seine 
Schwester  Elise  ihn  überleben,  der  katholischen  Konfession  an,  da 
sein  Vater  zum  Katholicismus  übergetreten  war.  Auf  dem  Gym- 
nasium zu  Paderborn  von  Ostern  1829  bis  zum  Herbste  1834  för 
das  Studium  vorbereitet,  bezog  er  die  Universität  Bonn  und  studirte 
dort  von  1834  bis  1838  in  der  juristischen  Facultät  die  Bechts- 
und  Cameralwissenschaften.  Als  eifriges  Mitglied  des  Corps  Saxonia 
fehlte   er,   wie   er  später  gern  erzählte,  keinen  Abend  auf  der  Ver- 
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bindtingskneipe.  Das  juristische  Stadium,  aus  welchem  als  einzige 
Leistung  eine  kräftige  Opposition  bei  der  Promotion  eines  Freundes 
erwähnt  wird,  befiriedigte  ihn  jedoch  nicht,  und  daher  begab  sich 
der  dreiundzwanzigjährige  Jüngling,  der  schon  früh  durch  die 
Mecanique  Celeste  mächtig  angezogen  worden  war,  zu  Gudermann 
nach  Münster  und  studirte  hier  unter  der  Leitung  dieses  von  ihm 
ungemein  verehrten  Lehrers  privatim  in  den  Jahren  1838  bis  1840 
Mathematik;  nur  eine  Vorlesung  Gudermann 's  hat  er  in  dieser 
Zeit  gehört  Ln  Sommer  1841  bestand  er  das  Examen  pro  facul- 
täte  docendi  in  Münster  und  lieferte  bei  dieser  Gelegenheit  die  Be- 
arbeitung dreier  Aufgaben,  unter  ihnen  eine,  bei  der  er  sich  die 
selbstständige  Wahl  des  Themas  erbeten  hatte.  Nach  Ablegung  des 
Probejahres  in  Münster  bis  zum  Herbste  1842  übernahm  er  die 
Stelle  eines  Lehrers  an  dem  Progynmasium  zu  Deutsch-Krone  (West- 
preuüsen)  unweit  Schneidemühl  und  verblieb  daselbst  sechs  Jahre. 
Von  1848  an  war  er  Oberlehrer  an  dem  Gymnasium  zu  Braunsberg 
in  Ostpreulsen.  Während  seiner  Gymnasiallehrerzeit  verfiafste  er  die 
Arbeiten  über  Abel 'sehe  Functionen,  deren  Veröffentlichung  seinen 
Buhm  begründete.  Li  den  Ferien  kehrte  er  gern  zu  den  Eltern 
und  Geschwistern,  mit  denen  er  durch  herzliche  Liebe  verbunden 
blieb,  nach  Westfalen  zurück.  Da  sein  Vater  inzwischen  Salinen- 
beamter zu  Westemkotten  geworden  war,  so  ist  unter  anderem  seine 
erste  im  Grelle 'sehen  Journale  erschienene  Arbeit  zur  Theorie  der 
Abel'schen  Functionen  aus  Westemkotten  vom  11.  September 
1853  datirt. 

Als  erste  Frucht  dieser  Aufsehen  erregenden  Arbeiten  erhielt 
er  1854  honoris  causa  den  Doctorhut  von  der  Universität  Königs- 
berg i.  Pr.,  wo  Richelot,  durch  Jacobi's  Einfluis  auf  dasselbe 
Gebiet  der  Forschung  gelenkt,  zuerst  erkannt  hatte,  wie  weit  der 
Braunsberger  Gymnasiallehrer  alle  Mathematiker  überflügelte,  welche 
sich  mit  derselben  Frage  beschäftigten.  Nach  einem  vorangegangenen 
Aufenthalte  von  Weierstrafs  in  Königsberg  wurde  ihm  die  Ehre 
des  Gegenbesuchs  von  Richelot  in  Braunsberg  zu  teil,  und  eben 
dahin  eilte  Borchardt  aus  Berlin,  um  den  jxmgen  gleichstrebenden 
Forscher  zu  besuchen;  zu  jener  Zeit  wurde  zwischen  beiden  Mathe- 
matikern die  Freundschaft  angeknüpft,  die  ohne  jede  Trübung  mit 
steigender  Lmigkeit  anhielt,  bis  der  Tod  Borchardt's  1880  dem 
schönen  Bunde  ein  plötzliches  Ende  bereitete,  als  Weierstrafs  auf 
dem  Landsitze  des  erkrankten  Freundes  bei  Rüdersdorf  zu  Beginn 
des  Sommers  selbst  Erholung  von  einer  Krankheit  suchte.  Li 
rührender  Dankbarkeit  gedachte  Weierstrafs  des  ersten  Besuches 
seines  Freundes  zu  Braunsberg  am  Tage  der  Vollendung  seines 
achtzigsten  Lebensjahres.  —  Zum  Zwecke  weiterer  Studien  wurde 
Weierstrafs  1856  unter  Belassung  seines  Gehaltes  nach  Berlin 
beurlaubt,  wie  er  auch  vorher  schon  einen  Urlaub  für  einen  Aufent- 
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halt  in  Königsberg  erhalten  hatte.  Die  Erledigung  des  Lehrstuhls 
der  reinen  Mathematik  an  dem  damaligen  Gewerbeinstitate  zu  Berlin 
schuf  dann  die  günstige  Gelegenheit,  dem  einundyiendgjfthrigen  Gre- 
lehrten  eine  angemessene  Stellung  in  der  Hauptstadt  des  König- 
reiches zu  verschafPen.  Es  hat  vielleicht  einiges  Interesse,  die 
Persönlichkeiten  zu  erwähnen,  welche  bei  der  Besetzung  der  SteUe 
in  Betracht  kamen.  Der  Bericht  des  Directors  Druckenmüller 
giebt  zuerst  an,  dafs  die  Unterhandlungen  mit  Schellbach  und 
Joachimsthal  wegen  des  Dazwischentretens  des  ünteniditsniini- 
steriums  abgebrochen  wurden.  Druckenmüller  wandte  sidi  dann 
an  Dirichlet  und  Plücker  mit  der  Bitte  um  Nennung  geeigneter 
Candidaten.  Dirichlet  empfahl  Aronhold  und  Schoenemann, 
von  denen  jener  als  zu  jung,  dieser  als  zu  alt  befanden  wurde. 
Plücker  nannte  Beer  und  Heine;  der  erstere  wurde  als  zakränkHeh 
verworfen,  der  letztere  gefiel  dem  Director  seines  Wesens  wegen 
nicht.  Es  verblieben  drei  geeignete  Personen:  Hesse,  Schlömilch, 
Weierstrafs.  Die  mit  Hesse  angeknüpften  Verhandlungen  er- 
gaben, dafs  dieser  ein  Mafs  der  Lehrfreiheit  wie  an  der  Universität 
beanspruchte,  was  ihm  nicht  zugestanden  werden  konnte.  Bei  Schlö- 
milch  wurde  gar  kein  Versuch  gemacht,  weil  dem  Vernehmen  nach 
dieser  doch  nicht  Dresden  verlassen  würde.  Es  blieb  also  Weier- 
strafs, als  dessen  Vorzug  gerühmt  wird,  dafs  er  nicht,  wie  Hesse, 
durch  Traditionen  von  der  Universität  befangen  sei.  Der  gewaltige 
Eindruck,  den  das  Erscheinen  von  Weierstrafs  in  Berlin  hervor- 
gerufen hatte,  findet  in  dem  beredten  Berichte  des  Directors  Drucken - 
müller  einen  warmen  Ausdruck,  wonach  eben  neben  Weierstrafs 
die  anderen  genannten  Mathematiker  im  Grunde  nur  dazu  dienen, 
seinem  Werte  die  passende  Folie  zu  geben.  Auf  diesen  Beriidit 
vom  8.  Mai  1856,  der  aber  erst  am  29.  Mai  abgesandt  zu  sein 
scheint,  wurde  am  14.  Juni  vom  Handelsminister  die  Anstellung  von 
Weierstrafs  verfügt,  welche  indes  vom  1.  Juni  an  schon  datirte, 
und  der  nunmehrige  Professor  Weierstrafs  wurde  am  16.  Juni  in 
feierlicher  Versammlung  dem  Lehrkörper  vorgestellt.  Unter  dem 
12.  November  desselben  Jahres  erhielt  der  Director  Drucken- 
müller die  Benachrichtigung,  dals  der  Professor  Weierstrafs  vom 
Unterrichtsminister  gleichzeitig  zum  aufserordentlichen  Professor  an 
der  Universität  ernannt  sei.  Zu  derselben  Z^it  erfolgte  auch  seine 
Wahl  in  die  Akademie  der  Wissenschaften,  so  dafs  er  seine  Antritts- 
rede am  9.  Juli,  dem  Leibniztage  des  folgenden  Jahres  1857,  in 
der  Akademie  halten  konnte.  Die  Erwiederungsrede  des  Secretärs 
Encke  mit  ihrem  herzlichen  Willkomm ensgrulfle  für  den  neuen 
Akademiker  spiegelt  ebenfalls  die  freundliche  und  erhobene  Stimmung 
wieder,  mit  welcher  der  frühere  Gymnasialoberlehrer  in  diesen  er- 
lauchten Kreis  aufgenommen  wurde. 

Die  anstrengende  Lehrthätigkeit  in  Berlin,  welche  zwölf  Stunden 
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Yorlesongen  an  dem  Gewerbeinstitute  erforderte,  aufserdem  mindestens 
eine  Privatvorlesung  und  ein  Publicum  an  der  Universität,  femer 
die  in  dem  engen  Verkehr  mit  den  mathematischen  Freunden  ge- 
steigerte wissenschaftliche  Arbeit  konnten  nicht  ohne  EinfluDs  bleiben 
auf  den  Gesundheitszustand  des  neuen  Professors.  Infolge  der  Über- 
reizung der  Nerven  zeigten  sich  bald  Anzeichen  der  Krankheit, 
welche  ihn  bis  zu  seinem  Tode  gepeinigt  hat.  Im  Sommer  1859 
muCste  er  vor  Beendigung  des  Semesters  Urlaub  zu  einer  Badereise 
nehmen,  und  im  März  1860  machte  er  Anzeige  von  einem  Schwindel- 
anfalle, der  ihn  bei  einer  Vorlesung  in  der  Universität  überrascht 
hatte.  Diese  Vorboten  einer  ernsten  Störung  der  Nerven  wurden 
jedoch  nicht  genügend  beachtet;  da  erfolgte  am  16.  December  1861 
die  Katastrophe.  Mitten  während  des  Vortrags  an  der  Universität 
im  Auditorium  17  überfiel  ihn  wieder  der  Schwindel;  er  taumelte 
von  der  Tafel  auf  den  Lederstuhl  des  Katheders,  einige  Studenten 
holten  eilig  ein  Glas  Wasser  und  führten  ihn  fort.  Die  Ejrankheit 
war  in  einer  solchen  Heftigkeit  ausgebrochen,  dafs  die  schlimmsten 
Besorgnisse  gehegt  wurden.  Unter  der  sorgfältigen  Pflege  seiner 
Umgebung  erholte  er  sich  indessen,  obschon  nur  sehr  langsam.  Der 
Hausarzt,  der  im  März  1862  vom  Director  des  Gewerbeinstituts  be- 
fragt wurde,  welche  Aussichten  er  für  das  Sommersemester  eröffiiete, 
konnte  keine  Zusage  für  Wiederaufnahme  der  Lehrthätigkeit-  geben, 
weil  der  Kranke  noch  nicht  die  Haltung  des  Nervensystems  und 
die  Energie  des  Willens  zu  erringen  vermöchte,  und  weil  inmier 
noch  krampfhafte  Erscheinungen  vorhanden  wären.  Im  Juni  nach 
Bad  Liebenstein  abgereist,  wurde  er  in  seiner  Gesundheit  soweit  ge- 
kräftigt, dafs  im  Herbste  der  Arzt  die  Wiederaufnahme  eines  Teiles 
der  Lehrthätigkeit  für  den  Winter  1862/63  gestattete,  den  Umfang 
aber  auf  höchstens  eine  Stunde  täglich  beschränkte.  Aus  diesem 
Grunde  wurde  Weierstrafs  nun  dauernd  am  Gewerbeinstitut  durch 
Aronhold  vertreten,  behielt  aber  das  Einkonmien  der  Stelle  bis 
zum  Frühjahre  1864.  Erst  zu  diesem  Termine  war  es  möglich 
geworden,  für  ihn  an  der  Universität  zu  den  beiden  ordentlichen 
Lehrstühlen  für  Mathematik,  welche  Ohm  und  Kummer  inne  hatten, 
ein  drittes  Ordinariat  zu  schaffen. 

Diese  Stellung  behielt  Weierstrafs  vom  Sommer  1864  bis  zu 
seinem  Tode;  in  ihr  haben  wir  ihn  wirken  und  schaffen  sehen,  ge- 
ehrt und  geliebt  von  allen,  welche  das  Glück  hatten,  mit  ihm  in 
Berührung  zu  konmien.  Trotz  aller  Leiden,  denen  er  Stand  halten 
muDste,  hat  er  sein  Leben  höher  gebracht,  als  wir  es  nach  dem 
geschilderten  Einbruch  in  seine  Gesundheit  zu  Anfang  der  sechziger 
Jahre  hoffen  durften.  Die  Ferien  benutzte  er  immer  zur  Erholung 
in  Sommerfrischen  und  freute  sich  sehr,  wenn  er  bei  solchen  Ge- 
legenheiten Freunde  um  sich  sehen  konnte.  Diese  Zeit  der  Buhe 
mofste    er,    besonders  in  seinen  späteren  Lebensjahren,    öfter  über 
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die  Ferien  hinaus  verlängern.  —  Zur  Feier  seines  siebzigsten  Ge- 
burtstages wurde  ihm  von  Freunden  und  Schülern  seine  Marmorbüste 
überreicht,  eine  Denkmünze  mit  seinem  Bildnis  geprägt;  ein  Fest- 
mahl vereinte  viele  Mathematiker  aus  nah  und  fem.  Die  Arbeits- 
pause, welche  er  sich  hiemach  auferlegen  muiste,  war  bedeutend 
länger  als  sonst.  Wiederholt  versuchte  er  dann  die  Aufnahme  seiner 
Lehrthätigkeit  und  konnte  noch  mehrere  Male,  besonders  im  Sommer, 
seine  Vorlesungen  beendigen.  Endlich  jedoch  muiste  er  auf  diese 
ihm  so  liebe  Beschäftigung  verzichten.  Die  letzten  Jahre  seines 
Lebens  brachte  er  still  in  seinem  Hause  auf  dem  Bollstohle  zu, 
weil  er  nicht  mehr  selbständig  gehen  konnte.  Ohne  vermählt  ge- 
wesen zu  sein,  führte  er  mit  seinen  zwei  Schwestern,  von  denen 
die  eine,  Clara,  ihm  vor  Jahresfrist  im  Tode  vorangegangen  ist, 
ein  trautes  Familienleben,  in  das  er  jeden  gern  einführte,  der  zu 
ihm  in  nähere  Beziehungen  trat.  Ein  Lungenleiden,  vielleicht  Folge 
der  Influenza,  die  in  seinem  Hause  herrschte,  bereitete  ihm  am 
19.  Februar  1897  ein  schnelles  Ende.  Dies  sind  die  äulseren  um- 
risse eines  an  wissenschaftlicher  Arbeit  und  an  hoch  bedeutsamen 
Früchten  derselben  reich  gesegneten  Lebens. 

Im  Hinblick  auf  die  frühe  Entwickelung  mancher  Mathematiker 
ersten  Banges,  die  ofb  schon  im  Knabenalter  deutliche  Zeichen  der 
ihnen  angeborenen  Geistesrichtung  gegeben  haben,  ist  wohl  die 
Meinung  ausgesprochen  worden,  dafs  die  höchsten  Leistungen  in  der 
Mathematik  nur  von  solchen  Geistem  stammten,  die  sich  von  Kind- 
heit an  in  mathematischen  Forschungen  ausgezeichnet  hätten.  Als 
Gaufs  seine  Disquisitiones  arithmeticae  bereits  vollendet  hatte,  stand 
er  in  demjenigen  Lebensalter,  in  welchem  Weierstrafs  erst  anfing, 
sich  dem  Studium  der  Mathematik  zu  widmen.  Trotz  solcher  und 
ähnlicher  Beispiele  muis  man  aber  jene  Meinung  als  irrig  erklären. 
In  unserem  vielgestaltigen  Leben  gehören  günstige  Einflüsse  der 
nächsten  Umgebung  eines  Kindes  dazu,  um  die  Entfaltung  mancher 
Geistesanlagen,  die  in  der  Knospe  vorhanden  sind,  zu  begünstigen, 
jene  Knospe  zur  Blüte  zu  bringen.  Besonders  können  bedeutende 
Personen,  mit  denen  das  Kind  zusammentrifft,  vor  allem  anregende 
Lehrer  dem  kindlichen  Gemüte  Neigung  für  einen  Beruf  einflölsen, 
für  den  keine  besonderen  Talente  vorhanden  sind.  Kummer  und 
Emil  du  Bois-ßeymond  sind  von  der  Theologie  aus,  jener  zur 
Mathematik,  dieser  zur  Physiologie  übergegangen  und  haben  dann 
in  diesen  neuen  Gebieten  das  Feld  gefunden,  wo  ihre  Genien  alle 
Kräfte  entfalten  konnten.  Und  wenn  ein  Weierstrafs  erst  nach 
der  Beendigung  des  juristischen  Trienniums  erkennt,  dals  seine  wahre 
Bestimmung  ihn  auf  die  Mathematik  weist,  so  braucht  man  sich 
nicht  zu  ereifem,  wenn  junge  Männer  nach  den  ersten  Semestern 
des  Studiums  statt  des  zuerst  erwählten  Faches  ein  anderes  vor- 
ziehen.    Dafs   aber  in  Weierstrafs  die  höchste  mathematische  Be- 
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föhigong  und  ein  eiserner  Fleifs  mit  zielbewuTstem  Willen  gepaart 
waren,  das  ist  nns  über  alles  Erwarten  offenbar  geworden,  als  1894 
der  erste  Band  seiner  Werke  mit  den  Arbeiten  erschienen  ist,  welche 
in  den  drei  Jahren  seines  Aufenthaltes  in  Münster  entstanden  sind 
und  bisher  nngedruckt  bei  ihm  im  Kasten  geruht  hatten.  Die  im 
Sommer  1840  abgefafste  Arbeit  für  die  Oberlehrerprüfong  zeigt  den 
ehemaligen  Juristen  als  fertigen  Mathematiker  und  im  Besitze  der- 
jenigen Gedanken  und  Hül&mittel,  die  ihn  zu  den  höchsten  Ergeb- 
nissen fuhren  sollten.  Es  ist  gewifs  selten,  dals  eine  nach  so  kurzer 
Stadienzeit  und  zu  solcher  Gelegenheit  verfaiste  Arbeit  54  Jahre 
nach  ihrer  Entstehung  das  Interesse  wissenschaftlicher  Kreise  in 
gleichem  Malse  fesselt;  nicht  weniger  merkwürdig  ist  es,  daijs  sie 
solange  ungedruckt  geblieben  ist,  obschon  der  Verfasser  seitdem 
mehrfach  aufgefordert  wurde,  die  ganze  Arbeit  zu  veröffentlichen, 
von  der  ein  Teil  des  Inhaltes  in  eine  andere  Abhandlung  im 
52.  Bande  des  Cr  eile 'sehen  Journals  übergegangen  war.  Andere 
ebenfalls  in  jener  Münsterer  Periode  entstandenen  und  jetzt  erst 
bekannt  gegebenen  Aufsätze  zur  Theorie  der  Potenzreihen  und  über 
die  Definition  analytischer  Functionen  einer  Veränderlichen  ver- 
mittelst algebraischer  Differentialgleichungen  operiren  genau  mit 
den  Elementen,  aus  denen  Weierstrafs  seine  Fnnctionentheorie 
aufbaute. 

Diese  Theorie  ist  nämlich  das  Lebenswerk  des  groJGsen  Toten. 
Nicht  möchte  ich  dies  so  verstanden  wissen,  als  ob  Weierstrafs, 
wie  ein  einseitig  gebildeter  Mathematiker,  nur  ein  Gebiet  gekannt 
und  bearbeitet,  die  anderen  vernachlässigt  hätte.  Im  Gegenteil,  man 
kann  sich  kaum  vorstellen,  mit  welcher  Universalität  er  alle  Zweige 
der  Mathematik  beherrschte,  wie  genau  er  über  alle  hervorragenden 
Arbeiten  seiner  Wissenschaft  Bescheid  zu  geben  wufste,  wie  viel- 
seitig er  seine  Schüler  anregte.  Wie  aber  Abel  einst  darüber  er- 
staunt gewesen  war,  dafs  das  scheinbar  so  sicher  gefügte  Gebäude 
der  Mathematik  keine  zuverlässigen  Fundamente  besäfse,  so  erkannte 
Weierstrafs  das  Bedür&is  strengerer  Methoden  zur  Sicherung  der 
Wahrheiten  der  Analysis  gegen  alle  Anzweifelungen.  Die  Schilderung 
der  Leistungen  von  Weierstrafs  auf  diesem  seinem  Forschungs 
gebiete  erheischt  aber  solche  eingehenden  sachlichen  Auseinander- 
setzungen, dafs  der  Versuch  an  dieser  Stelle  scheitern  würde.  Man 
braucht  sich  nur  der  Worte  zu  erinnern,  mit  welchen  Kronecker 
am  siebzigsten  Geburtstage  von  Weierstrafs  die  Tischrede  einleitete, 
und  zwar  vor  einer  Versammlung,  die  zum  gröfsten  Teile  aus 
Schülern  des  Jubilars  bestand.  Manche  Probleme  der  Mathematik, 
so  führte  Kronecker  aus,  sind  uralt  tmd  jedermann  geläufig,  so 
die  Quadratur  des  Kreises,  die  algebraische  Lösung  der  Gleichungen. 
Das  Problem  aber,  an  dessen  Lösung  Weierstrafs  seine  Lebens- 
arbeit setzte,  ist  von  ihm  selbst  grölstenteils  erst  formulirt,  daher. 
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weder  allgemein  bekannt,  noch  auch  mit  wenigen  Worten  ansza- 
sprechen.  Um  das  Verständnis  für  die  Leistungen  von  Weierstrals 
zu  erleichtem,  wollen  wir  lieber  einige  seiner  Hauptarbeiten  kurz 
besprechen  und  in  möglichstem  Anschluls  an  seine  Ausdrucksweise 
ihre  Ziele  darlegen. 

Wir  übergehen  kurz  die  Abhandlung  über  die  Theorie  der 
analytischen  Facultäten,  eine  auf  diesem  Gebiete  abschlieüsende 
Arbeit,  in  welcher  die  strengeren  Begri£Fe  der  Functionentheorie  von 
Weierstrafs  geltend  gemacht  werden. 

In  dem  Centrum  aller  Arbeiten  von  Weierstrafs  stehen  die 
AbeTschen  Functionen;  man  könnte  sogar  sagen,  dais  alle  all- 
gemeinen functionentheoreüschen  Untersuchungen  von  ihm  nur  za 
dem  Zwecke  unternommen  sind,  um  das  Problem  in  Vollständigkeit 
und  Klarheit  zu  lösen,  das  durch  die  Forderung  der  Darstellung 
der  Ab  ersehen  Functionen  jener  Zeit  gestellt  war.  Wie  Abel  und 
Jacobi  statt  der  von  Legendre  untersuchten  elliptischen  Integrale 
die  ümkehrungen  derselben  betrachteten  und  dadurch  zu  den  ge- 
schmeidigen elliptischen  Functionen  mit  ihrem  Reichtum  an  inter- 
essanten Eigenschafken  geführt  wurden,  so  handelt  es  sich  in  der 
Theorie  der  AbeTschen  Functionen  um  die  Umkehmng  zunächst 
der  hyperelliptischen  Integrale  erster  Gattung.  Das  algebraische 
Additionstheorem  und  die  Periodicität  bleibt  auch  für  diese  ein- 
deutigen Functionen  von  q  Veränderlichen  erhalten,  wo  q  den  Rang 
des  hyperelliptischen  Gebildes  bezeichnet.  In  der  wirklichen  Dar- 
stellung jener  Functionen  besteht  die  Lösung  des  sogenannten 
Jacobi'schen  Umkehrungsproblems.  Diese  Aufgabe  lösten  Göpel 
und  Rosenhain  für  den  Fall  ^  =  2  auf  einem  Wege,  der  eine 
Verallgemeinerung  auf  allgemeinere  Fälle  nicht  zulieis.  unabhängig 
von  ihnen  fand  dagegen  Weierstrafs  zu  derselben  Zeit  die  Losung 
des  Problems  für  ein  beliebiges  q  auf  einem  ganz  anderen  Wege. 
Es  gelang  ihm,  die  Ab  ersehen  Functionen  als  Quotienten  zweier 
beständig  convergenten  Potenzreihen  darzustellen.  Die  Zähler  und 
Nenner  sind  ganze  rationale  Functionen  von  Thetafunctionen  von 
^Veränderlichen,  und  so  wurde  er  zu  den  Thetafunctionen  beliebig 
vieler  Variabein  geführt,  deren  Form  ihm  vorher  unbekannt  ge- 
wesen war.  Weierstrafs  entwickelte  die  von  ihm  gefundenen  Re- 
sultate ausführlich  in  der  grofsen  Abhandlung,  welche  im  52.  Bande 
des  Journals  für  Mathematik  erschien,  deren  Fortsetzung  versprochen, 
aber  nie  gegeben  worden  ist. 

Abel  hat  nämlich  den  dieser  Theorie  als  Basis  dienenden  Satz^ 
der  als  AbeTsches  Theorem  bezeichnet  wird,  auf  die  Integrale  der 
aus  einer  beliebigen  algebraischen  Irrationalität  entspringenden  alge- 
braischen Functionen  ausgedehnt.  Auch  an  diese  Erweiterung  des 
AbeTschen  Theorems  knüpft  sich  ein  ümkehrungsproblem.  Eine 
direkte    Lösung    desselben    legte  Weierstrafs   bereits   im    Sommer 
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1857  der  Berliner  Akademie  vor,  zog  aber  das  schon  der  Druckerei 
übergebene  Manuskript  zurück,  weil  Biemann's  Arbeit  über  das- 
selbe Problem  wenige  Wochen  später  im  Journal  für  Mathematik 
erschien.'*)  um  nachzuweisen,  daüs  die  Besultate  Biemann's  mit 
den  seinigen  übereinstimmten,  muMe  Weierstrafs  gewisse  alge- 
braische Untersuchungen  führen,  die  er  selbst  für  nicht  ganz  leicht 
erkl&rt,  und  die  viel  Zeit  in  Anspruch  nahmen.  Hierdurch  wurde 
dann  wieder  eine  Umarbeitung  nötig,  und  erst  1869  erhielt  die 
Lösung  des  allgemeinen  ümkehrungsproblems  durch  ihn  die  Gestalt, 
in  welcher  er  sie  in  seinen  Vorlesungen  vortrug,  und  in  welcher 
sie  in  der  Bearbeitung  der  Vorlesungen  über  AbePsche  Functionen 
veröffentlicht  werden  wird. 

Das  hier  berührte  Zusammentreffen  der  Biemann'schen  und 
der  Weierstrafs 'sehen  Lösung  desselben  Problems  auf  ganz  ver- 
schiedenen Wegen  ladet  zu  einer  Parallele  ein  zwischen  diesen 
beiden  congenialen  Naturen,  zu  deren  voller  Durchführung  aber  hier 
kein  Baum  ist;  doch  sollen  einige  Gedanken  darüber  Platz  finden. 
Die  geometrische  Veranschaulichung  des  Verlaufes  der  algebraischen 
Functionen  in  den  mehrblättrigen  Bie mann 'sehen  Flächen  ist  un- 
gemein anregend  und  fruchtbar  gewesen,  und  viele  Schüler  von 
Weierstrafs  bedienen  sich  dieser  Darstellung,  welche  der  Phantasie 
Flügel  zu  verleihen  scheint.  Demgegenüber  verharrte  Weierstrafs 
bei  der  Ansicht,  dafs  die  Sätze  der  reiuen  Analysis  durch  rein 
analytische  Beweismethoden,  ohne  Hineinziehung  der  Geometrie, 
untersucht  werden  müfsten,  und  zeigte  unter  anderem  an  dem  so- 
genannten Dirichle tischen  Principe,  dafs  scharfe  analytische  Be- 
weisführung weit  verbreitete  Anschauungen  und  Überzeugungen  zu 
nichte  machen  könne.  Für  ihn  ist  die  Potenzreihe  das  Instrument, 
vermittelst  dessen  er  die  analytischen  Functionen  bewältigt;  dieses 
„Element^^  hat  er  sein  Leben  hindurch  benutzt  und  dadurch  den 
analytischen  Charakter  der  Functionentheorie  in  aller  Schärfe  und 
Beiiüieit  festgelegt.  Man  mufs  jedoch  nicht  wähnen,  dafs  Weier- 
strafs den  von  Biemann  betretenen  Weg  müjsachtete;  er  hat  es 
ja  selbst  ausgesprochen,  dafs  dem  Forscher  jeder  Weg  frei  steht, 
dafs  es  sich  aber  um  die  Begründung  handelt.  Jedenfalls  war  er 
von  Bewunderung  erfüllt  für  die  Leistungen  seines  dem  Leben  nur 
zu  frth  entrissenen  Bivalen,  und  die  herzliche  Aufrahme,  welche 
Biemann  1859  bei  seiner  Anwesenheit  in  Berlin  fand,  als  er  nach 
seiner  Ernennung  zum  korrespondirenden  Mitgliede  der  preufsischen 
Akademie    den   Berliner    Mathematikern    seinen    Besuch    abstattete. 


^  Nach  der  Einleitung  des  im  Drucke  schon  erheblich  vorgeschrittenen, 
aber  noch  nicht  voUendeton  Bandes  der  Vorlesung  über  Abersche  Func- 
tionen. Ich  verdanke  die  Mitteilnng  Hm.  Hettner,  der  in  Gemeinschaft 
mit  Hm.  Knoblauch  diese  Vorlesung  für  die  gesammelten  Werke  be- 
arbeitet. 
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bewies  ihm,  wie  hoch  dieselben  ihn  schätzten;  dies  wurde  ja  später 
(1866)  durch  die  Wahl  Biemann's  zum  auswärtigen  Mitgliede 
bestätigt. 

Es  ist  nicht  möglich,  auf  die  ganze  Gedankenreihe  der  Weier- 
str  als 'sehen  Arbeiten  hier  in  ähnlicher  Weise  einzugehen,  wie  dies 
oben  mit  derjenigen  über  die  Abel'schen  Functionen  versucht  ist. 
Wir  können  nicht  einmal  über  alle  die  fundamentalen  Abhandluo^n 
berichten,  welche,  in  Anlehnung  an  die  eben  besprochenen,  die  all- 
gemeine Functionentheorie  behandeln  oder  tief  liegende  algebraische 
Probleme  in  meisterhafter  Weise  erledigen.  Es  sollen  nur  noch 
einige  Dinge  erwähnt  werden,  welche  auf  manchen  Gebieten  Um- 
wälzungen hervorgerufen  haben. 

Aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ist  vor  allem  das 
Aufgeben  der  Jac ob i 'sehen  Bezeichnungen,  der  Aufbau  der  ganzen 
Lehre  mit  Hülfe  der  „Weierstrafs'schen  Functionen^  1P(**)  ^^^^ 
a{u)  zu  nennen.  Es  gehörte  die  Sicherheit  und  Klarheit  des 
Meisters  dazu,  die  Wege  zu  verlassen,  auf  denen  Jacobi  seine  Yon 
der  ganzen  mathematischen  Welt  bewunderten  Erfolge  errungen 
hatte,  und  den  Studenten  eine  nirgends  veröffentlichte  neue  Theorie 
vorzutragen.  Den  Unterschied  beider  Arten  charakterisirt  man  jetzt 
durch  die  Einteilung  der  elliptischen  Functionen  in  verschiedene 
Stufen.  Für  die  erste  Stufe  liegt  die  Bearbeitung  in  der  Weier> 
strafs'schen  Theorie  vor,  für  die  zweite  in  der  Jacobi'schen.  Um 
eine  Stimme  aus  dem  Auslande  hier  anzufahren,  so  rühmt  der  so 
früh  verstorbene  Halphen,  der  zuerst  die  französischen  Mathe- 
matiker in  die  Weierstrafs 'sehen  Bezeichnungen  durch  seinen 
Traite  des  fonctions  elliptiques  eingeweiht  hat,  den  Weierstrafs'- 
sehen  Entwickelungen  einen  unbestreitbaren  Vorzug  über  die  früheren 
Bezeichnungen  nach.  In  den  Anwendungen  bilden  sie  nach  ihm 
einen  greisen  Fortschritt,  besonders  wegen  des  Vorteils,  dafs  sie  bei 
der  ümkehrung  der  elliptischen  Integrale  immer  dieselben  Formeln 
liefern,  ohne  dafs  die  Anzahl  der  reellen  Factoren  des  Polynoms 
unter  dem  Wurzelzeichen  hierbei  in  Betracht  käme.  Das  Gerippe 
dieser  Theorie  ist  in  den  „Formeln  und  Lehrsätzen  zum  Gebrauche 
der  elliptischen  Functionen^^  von  Hm.  Schwarz  veröffentlicht  worden, 
die  vollständige  Darstellung  nach  den  gehaltenen  Vorlesungen  wird 
in  den  gesammelten  Werken  erwartet. 

Wir  weisen  nur  im  Fluge  auf  die  in  den  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  erschienene,  epochemachende  Arbeit  zur  Theorie 
der  eindeutigen  analytischen  Functionen  hin  (1876),  welche,  wie 
mehrere  andere  Schriften  von  Weierstrafs,  ins  Französische  über- 
setzt worden  ist  und  auf  die  neueste  Entwickelung  der  französischen 
Mathematik  einen  bedeutenden  Einflufs  ausgeübt  hat  Die  deutsche 
Nation  trägt  damit  gegen  die  französische  den  Dank  ab,  der  dieser 
letzteren  fOr  die  fundamentalen  Untersuchungen  von  Gauchj  über 
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Functionen  mit  complexen  Yariabeln  gesclraldet  wird;  denn  auf 
diesen  Forschungen  beruhen  ja  wieder  die  bahnbrechenden  GManken 
Ton  Weierstrafs,  bei  denen  die  Spuren  Cauchy'scher  Überlegungen 
sich  überall  zeigen. 

Der  Nachweis  einer  stetigen  Function,  welche  in  keinem  Punkte 
eine  Ableitung  besitzt,  wirkte  in  höchstem  Mafse  aufklärend  fGbr  die 
Begrijfl&bestimmungen  der  ersten  Eigenschaf  ben  der  Functionen.  Die 
im  Anfange  der  sechziger  Jahre  gehaltene  Vorlesung  über  Zahlen, 
die  mit  beliebig  vielen  Einheiten  gebildet  werden,  wies  damals  schon 
auf  Schwierigkeiten  hin,  die  später  den  Ausgangspunkt  fruchtbarer 
Forschungen  gebildet  haben.  Auf  dem  Gebiete  der  Algebra  lieferte 
Weierstrafs  einen  Beweis  des  Fundamentaltheorems  der  alge- 
braischen Oleichungen,  sowie  erschöpfende  Behandlungen  über  die 
Transformationen  quadratischer  und  bilinearer  Formen.  Für  die 
Minimalflächen  gab  er  die  fundamentalen  Entwickelungen,  mit  deren 
Hülfe  Hr.  Schwarz  die  groCse  Reihe  seiner  bedeutsamen  Arbeiten 
auf  diesem  Qebiete  erledigen  konnte.  Kurz,  wohin  man  auch  auf 
dem  Gebiete  der  Analysis  blickt,  überall  wirkte  Weierstrafs  re- 
formirend,  indem  er  stets  bis  zu  den  tiefsten  Gründen  der  Fragen 
Tordrang. 

Während  er  so  in  seiner  Gedankenwerkstätte  unablässig  an 
den  schwierigsten  Problemen  arbeitete,  erledigte  er  noch  manche 
anderen,  zeitraubenden  Geschäfte.  Im  Auftrage  der  Akademie  gab 
er  1881/82  die  gesammelten  Werke  von  Steiner  in  zwei  Bänden 
heraus,  und  nach  dem  Tode  Borchardt's  (1880),  der  mit  der 
Herausgabe  der  Jacobi'schen  Werke  betraut  war,  aber  nur  den 
ersten  Band  bis  zum  Drucke  der  letzten  Abhandlung  geführt  hatte, 
übernahm  Weierstrafs  auch  die  Last  der  Veröffentlichung  dieser 
Werke  und  fährte  mit  Hülfe  seiner  ihm  getreulich  beistehenden 
Schüler  nach  längeren  Jahren  (bis  1891)  die  Bearbeitung  der  sieben 
Bände  glücklich  ans  Ziel.  Ebenso  trat  er  nach  Borchardt's  Tode 
in  Gemeinschaft  mit  Kronecker  die  Erbschaft  der  Redaction  des 
Journals  fdr  Mathematik  an,  von  deren  Geschäften  er  sich  aber  in 
der  zweiten  Hälfte  der  achtziger  Jahre  mehr  und  mehr  zurückzog. 

In  Anerkennung  seiner  Verdienste  um  die  Universität,  wo  er 
wegen  seines  idealen  Sinnes  und  seiner  Lehrerfolge  in  höchstem 
Ansehen  stand,  erwählten  ihn  die  Professoren  der  Hochschule  1873 
zum  Rector  magnificus,  und  er  bewährte  sich  hier,  wie  in  seinem 
ganzen  Leben  ads  ein  Mann  Ton  Welt,  dem  in  seinem  natürlichen 
Wesen  nichts  femer  lag  als  die  Art  eines  Stubengelehrten,  der  viel- 
mehr sein  Lebenlang  den  freien  Ton  eines  frischen  Burschen  schätzte 
und  liebte.  Der  in  der  Norddeutschen  Allgemeinen  Zeitung  vom 
Sonntag  dem  21.  Februar  erschienene  sympathische  Nekrolog  aus 
offenbar  sachkundiger  Feder  berichtet,  daüs  damals  freundliche  Be- 
ziehungen zu  der  kronprinzlichen  Familie  entstanden,  und  daüs  bei 
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den  Gesellschafben  im  kronprinzlichen  Palaste  besonders  Moltke 
und  Wei erst rafs  sich  zu  einander  hingezogen  gefühlt  nnd  manches 
Stündchen  in  einer  Ecke  vertraulich  plaudernd  verbracht  hätten. 

Bei  Gelegenheit  seines  siebzigsten  Geburtstages  erzählte  Weier- 
strafs  mit  grofsem  Behagen,  daHs  er  unter  den  vielen  ihm  in  seinem 
Leben  zugefallenen  Pflichten  vor  1848  in  Deutsch-Krone  das  Amt 
eines  Gensors  für  das  dortige  Localblatt  ausgeübt  hätte.  Der 
königliche  Beamte,  dem  die  Überwachung  übertragen  war,  hatte 
eine  Abneigung  gegen  die  schönwissenschaftüche  Litteratur  und  be- 
gnügte sich  daher  mit  der  Durchsicht  des  politisdien  Teiles;  die 
Beaufsichtigung  des  belletristischen  Teiles  übertrug  er  dem  Mathe- 
matiker Weierstrafs.  Da  nun  gerade  zu  jener  Zeit  die  Herwegh'* 
sehen  Freiheitslieder  erschienen  und  Weierstrafs  zugesandt  wurden, 
so  machte  es  ihm  ein  besonderes  Vergnügen,  unter  den  Augen  des 
streng  conservativen  Censors  die  revolutionären  Freiheitslieder  ab- 
drucken zu  lassen,  sicher,  dals  jener  die  Gedichte  nicht  lesen  würde. 
Endlich  wurde  durch  Einschreiten  der  vorgesetzten  Behörden  diesem 
burschikosen  Spafse  ein  Ende  gemacht,  der  nur  dem  Beamten,  nicht 
aber  dem  Gjrmnasiallehrer  Weierstrafs  Unannehmlichkeiten  ein- 
brachte. Hier  haben  wir  den  frischen,  frohgemuten  Weierstrafs, 
der  trotz  seiner  28  bis  30  wöchentlichen  Lehrstunden,  unter  ihnen 
Schreib-  und  Turnstunden,  und  trotz  seiner  tiefsinnigen  Untersuchungen 
über  die  Abel'schen  Functionen  im  Kreise  fröhlicher  Freunde  zu 
lustigem  Schwanke  bereit  ist. 

In  der  Enge  der  Kleinstadt  und  in  den  Banden  des  seine 
Kräfte  beanspruchenden  Standes  eines  Gymnasiallehrers  fühlte  er 
sich  durchaus  nicht  unbehaglich;  im  Gegenteil,  er  bewahrte  dieser 
Zeit  ein  dankbares  Andenken  und  dachte  noch  an  seinem  achtzigsten 
Geburtstage  mit  Frohgefühl  an  seine  Gjnnnasiallehrerzeit  zurück, 
tadelte  auch  diejenigen,  welche  sich  in  diesem  Stande  nicht  wohl 
zu  fahlen  vermöchten.  Was  er  damals  in  seiner  Bückerinaerung 
beklagte,  war  die  ganz  ungenügende  Bibliothek  des  Gymnasiums, 
for  deren  Ersatz  das  spärliche  Einkonmien  keine  hinreichenden 
Mittel  bot,  und  der  Mangel  an  Freunden  des  Faches  zum  Aus- 
tausche von  Gedanken.  Er  mufs  aber  auch  einen  liebenswürdigen 
Director  in  Braunsberg  gehabt  haben,  wie  aus  einer  anmutigen  Er- 
zählung hervorgeht,  welche  dieser  über  seinen  früheren  Untergebenen, 
den  später  so  berühmten  Akademiker  m  Umlauf  gesetzt  hat-.  Als 
eines  Morgens  aus  einer  Klasse  grolser  Lärm  gehört  wurde,  stellte 
sich  heraus,  dafs  Weierstrafs,  der  die  Stunde  zu  geben  hatte, 
nicht  erschienen  war.  Der  Director  begab  sich  persönlich  in  die 
Wohnung  von  Weierstrafs;  auf  das  Anklopfen  tönte  von  innen 
das  Herein,  und  drinnen  safs  Weierstrafs,  obschon  es  lichter  Tag 
war,  im  verdunkelten  Zimmer  bei  herabgebrannter  Lampe.  Er  hatte 
die  Nacht   hindurch   gearbeitet  und  den  Anbruch  des  Tages  nicht 
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gemerkt.  Vom  Director  darauf  aufinerksam  gemacht  nnd  auf  die 
ihn  erwartenden  l&rmenden  Schüler  hingewiesen,  erwiderte  er  nur, 
er  könne  seine  Arbeit  nicht  unterbrechen;  denn  er  sei  einer  wichtigen 
Entdeckung  auf  der  8pur,  die  in  der  Wissenschaft  Aufsehen  machen 
werde.    EiQe  moderne  Wiederholung  des  Noli  turbare  circulos  meos! 

Die  Mitteilung  dieser  kleinen  Geschichten  scheint  deshalb  hier 
nicht  unpassend  zu  sein,  weil  es  sich  ja  darum  handelt,  aus  solchen 
einzelnen  Zügen  das  lebensvolle  Bild  des  groisen  Mannes  zusammen- 
zusetzen. 

Derselbe  freie  Sinn,  mit  welchem  Weierstrafs  das  Leben  ge- 
wissermafsen  als  Souverän  behandelte,  zeigte  sich  auch  in  seinen 
Veröffentlichungen.  Die  Entdeckungen,  welche  er  in  seinem  langen, 
arbeitsvollen  Leben  gemacht  hat,  sind  von  ihm  nur  zum  kleineren 
Teüe  dem  Drucke  übergeben  worden.  Vielleicht  verursachte  ihm 
die  Arbeit  des  Bedigirens  manche  Unbequemlichkeit,  zumal  er  an 
die  endgültige  Form  peinliche  Anforderungen  stellte;  vielleicht  auch 
hatte  er  über  irgend  einen  nebensächlichen  Pimkt  noch  nicht  völlige 
Klarheit  gewonnen;  dies  genügte  dann  für  ihn,  die  Veröffentlichung 
zurückzuhalten.  Wie  H.  v.  Helmholtz  von  sich  bei  seinem  Jubi- 
läum einst  sagte,  er  hätte  seine  Arbeiten  im  Grunde  nur  ausgeführt, 
um  sich  selber  klar  zu  werden  über  die  vorliegenden  Probleme,  an 
sonstige  Zwecke  aber  hätte  er  kaum  dabei  gedacht,  so  gilt  das 
Gleiche  auch  von  Weierstrafs.  Dieser  trat  sogar  nach  erlangter 
Klarheit  mit  seinen  Ergebnissen  nicht  einmal  immer  in  die  Öffent- 
lichkeit, sondern  war  zufrieden,  wenn  er  seinen  Freunden  und 
Schülern  Einblick  in  seinen  Gedankengang  gewähren  konnte.  Hierin 
bewährte  er.  die  Trefflichkeit  eines  Ausspruches  von  Kummer: 
Eine  echte  Freude  empfindet  der  Forscher  nur  einmal  bei  der  Ent- 
deckung einer  Wahrheit;  das  spätere  Anschauen  derselben  läfst  kalt. 
Doch  kommt  jener  Freude  die  andere  nahe,  wenn  der  Entdecker 
andere  Menschen  zur  Erkenntnis  der  Wahrheit  leiten  kann.  Be- 
sonders war  es  in  den  Vorlesungen  und  in  den  Mitteilungen  an  die 
Mitglieder  des  seit  1861  bestehenden  mathematischen  Seminars,  wo 
Weierstrafs  die  Besultate  seiner  Forschungen  entwickelte.  Mit 
Bücksicht  auf  die  Wichtigkeit  dieser  Vorlesungen  wurden  die  Nach- 
schriften derselben  vervielfältigt,  und  dadurch  verbreitete  sich  all- 
mählich die  Kenntnis  der  in  ihnen  niedergelegten  Gedanken.  Li 
den  gesammelten  Werken  werden  die  Hauptvorlesungen  von  den- 
jenigen seiner  Schüler  bearbeitet  erscheinen,  die  er  schon  bei  Leb- 
zeiten um  die  Übernahme  dieser  ehrenvollen  Arbeit  gebeten  hatte. 
Der  Lihalt  einiger  dieser  Vorlesungen  ist  schon  früher  ohne  seine 
Mitwirkung  veröffentlicht  worden,  so  besonders  in  der  „Theorie  der 
analytischen  Functionen^^  von  0.  Biermann. 

Der  Universalität  des  mathematischen  Genius  von  Weierstrafs 
entspricht  im  Anfange  seiner  Lehrthätigkeit  an  der  Universität  die 
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Vielseitigkeit  der  Oegenstftnde,  über  welche  er  Vortrag.  An  dem 
Gewerbeinstitute  war  er  zu  einem  wöchentlich  sechsstündigen  Vor- 
trage über  analytische  Geometrie  der  Ebene  tmd  des  Baumes,  femer 
zu  einem  ebenfalls  sechsstündigen  über  In&iitesimalreclmung  ver- 
pflichtet. Den  ersteren  begann  er  mit  der  allgemeinen  Strecken- 
theorie, um  von  diesem  Ausgangspunkte  aus  alle  Sondererscheinungen 
zu  beherrschen.  In  der  Differential-  und  Integralrechnung  liels  er 
die  Sch&rfe  seiner  fanctionentheoretischen  Gesichtspunkte  herror- 
treten.  Überall  leuchteten  seine  originalen  Gedanken  hervor;  aller- 
dings waren  diese  Vorträge  für  den  Durchschnitt  der  Zuhörer  etwas 
zu  hoch,  einige  der  technischen  Studenten  aber  wurden  durch  sie 
zu  tieferen  Studien  angeleitet.  Hr.  Hamburger  gehörte  zur  Zahl 
der  ersten  Schüler  von  Weierstrafs  im  Gewerbeinstitute,  und 
Hr.  Schwarz  wurde  ebenda  der  begeisterte  Anh&nger  von  Weier- 
strafs, wie  wir  ihn  bis  zur  heutigen  Stunde  kennen.  Zu  derselben 
Zeit  las  Weierstrafs  an  der  Universität  über  die  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  (nach  Jacobi'scher  Bezeichnungsweise}  und 
über  Functionentheorie,  sowie  Variationsrechnung,  seine  später  oft 
gehaltenen  Vorträge;  daneben  aber  auch  über  Einleitung  in  die 
Analysis  und  geometrische  Optik.  Aus  dem  letzteren  Gebiete  stammt 
die  einzige  physikalische  Arbeit  von  Weierstrafs:  „Über  eine  geo- 
metrische Construction,  wodurch  man  den  Weg  eines  Lichtstnhls 
durch  ein  System  sphärischer  Flächen  in  aller  Strenge  verfolgen 
kann*\  ein  Vortrag,  der  im  Tageblatt  der  Wiener  Naturforscher- 
Versammlung  1856  abgedruckt  und  dessen  Inhalt  von  Hm.  Lummer 
in  die  Bearbeitung  der  geometrischen  Optik,  welche  er  für  das 
Pfaundler'sche  Lehrbuch  der  Physik  geliefert  hat,  aufgenommen 
worden  ist.  Im  Wintersemester  1862/63  überraschte  Weierstrafs 
seine  Studenten  dadurch,  dafs  er  in  dem  angekündigten  Kolleg  über 
elliptische  Functionen  zum  erstenmale  die  Theorie  seiner  grund- 
legenden Functionen  p  (u)  und  tf(u)  entwickelte.  Nach  Steiner's 
Tode  übernahm  er  auch  die  Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie, 
übertrug  dieselben  aber  später  auf  die  neu  berufenen  aufserordent- 
lichen  Professoren.  Nim  erst  regelte  sich  der  Kreislauf  seiner  regel- 
mäfsig  abwechselnden  Vorlesungen:  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  imd  ihre  Anwendimgen,  allgemeine  Functionentheorie, 
Ab  ersehe  Functionen,  Variationsrechnung.  Die  Herren  Hettner, 
Knoblauch,  Fritz  Kötter,  Phragm^n  und  Stickelberger 
werden  diese  Vorlesungen  in  den  gesammelten  Werken  herausgeben. 
An  dieser  Stelle  ist  es  vielleicht  passend,  einige  Worte  über 
die  Vortragsweise  von  Weierstrafs  einzufügen.  Als  er  1856  in 
Berlin  seine  Vorlesungen  begann,  waren  dieselben  zwar  durch 
Originalität,  durch  Tiefe  der  Gedanken  und  durch  den  Reichtum  an 
Gesichtspunkten  gleich  ausgezeichnet;  aber  er  hatte  als  Vortragender 
noch  nicht  die  ruhige  Sammlung  gewonnen,  durch  welche  die  über- 
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sprudelnden  Ideen  für  den  Hörer  in  übersichtliche  Entwickeltingen 
za  bringen  waren.  In  seinem  freien  Vortrage  versah  er  sich  leicht 
nnd  war  dann  genötigt,  in  der  nächsten  Vortragsstonde  ganze 
Partien  der  vorangehenden  Vorlesung  zurückzunehmen  und  neu  dar- 
zustellen. Dazu  bun  ein  anderer,  ihn  belästigender  umstand.  Wenn 
er  beim  Schreiben  dicht  vor  der  Tafel  stand,  so  schienen  sich  ihm 
die  Buchstaben  an  der  Tafel  zu  bewegen,  und  damit  war  der  Be- 
ginn der  oben  erwähnten  Schwindelanf&Ue  gegeben.  Gegen  diesen 
unangenehmen  EinfluDs  schützte  er  sich  nach  den  Erfahrungen  der 
ersten  Jahre  seit  1862  dadurch,  daüs  er  einen  Zuhörer  zum  Schreiben 
an  der  Tafel  benutzte,  während  er  selbst,  in  einiger  Entfernung 
bequem  sitzend,  mit  seinem  in  der  Hand  gehaltenen  Schlüsselbunde 
oder  auch  mit  seinem  Spazierstocke  den  Vortrag  in  nachdrücklichen 
Bewegungen  begleitete  und  zugleich  den  Anschreiber  überwachte. 
Auf  diese  Weise  gewannen  seine  Vorträge  allmählich  die  abgerundete 
und  vollendete  Gestalt,  welche  später  an  ihnen  mit  Recht  gerühmt 
wurde.  Weil  er  in  diesen  Vorlesungen  seine  eigensten  Gedanken 
preisgab,  so  zog  er  dadurch  jene  grofse  Schar  von  Schülern  an,  die 
ihn  als  ihren  Lehrer  liebten  und  verehrten. 

Die  Verehrung,  mit  welcher  die  Schüler  von  Weierstrafs  an 
ihm  hingen,  wurde  aber  besonders  dadurch  erzeugt  und  genährt, 
weil  in  ihm  der  hohe  wissenschaftliche  Sinn  mit  dem  feinsten  Ver- 
ständnisse aller  menschlichen  Eigenschaften  harmonisch  vermählt  war, 
sodafs  er  von  sich  mit  vollem  Bechte  hätte  sagen  können:  Homo 
sum,  humani  nil  a  me  alienum  puto.  Obgleich  er  ein  klares  Be- 
wufstsein  von  dem  Werte  seiner  Leistungen  hatte,  blieb  er  im  Um- 
gänge mit  jedermann  der  schlichte,  leutselige  Mensch,  der  nichts 
Menschliches  als  gering  achtete.  Wie  er  einst  von  Gudermann 
als  Privatschüler  in  die  Mathematik  eingeführt  worden  war,  so  nahm 
er  die  schüchterne  Sonja  Eowalevsky  gütig  auf,  geleitete  sie 
mit  sicherer  Hand  in  die  Tiefen  der  mathematischen  Erkenntnis 
und  freute  sich  ihrer  staunenswerten  Fortschritte.  Bei  der  Ver- 
öffentlichxmg  ihrer  berühmten  Doctordissertation  äuDserte  er  sich, 
er  wäre  froh,  dals  diese  von  ihm  längst  geplante  Untersuchung 
damit  abgeschlossen  wäre;  er  selbst  hätte  nie  die  Zeit  zu  der  müh- 
samen Durchführung  erübrigt.  Das  Verhalten  zu  dieser  seiner 
genialen  Schülerin  ist  typisch  für  das  Verhältnis,  in  welchem  er  zu 
seinen  Schülern  stand.  Zwar  ist  das  Urteil  offenbar  viel  zu  hart, 
das  Anna  Charlotte  Leffler  über  diese  ihre  Freundin  in  deren 
Biographie  ausgesprochen  hat:  „Ihre  ganze  wissenschaftliche  Wirk- 
samkeit war  nichts  anderes  als  eine  Entwickelung  der  Ideen  ihres 
groDsen  Lehrers."  Aber  solch  ein  schiefes  Urteil  hatte  einen  ge- 
wissen Grund  in  der  Verschwendung,  mit  der  Weierstrafs  seinen 
Gedankenreichtum  seinen  Schülern  offenbarte.  Aus  der  Fülle  seiner 
Ideen  schöpfend,  kümmerte  er  sich  nicht  darum,  was  aus  den  Gaben 
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wurde,  die  er  als  königlicher  Spender  um  sich  aosstrente.  Wenn 
er  in  seinen  Vorträgen  der  früheren  Zeit  einmal  den  Faden  yerlor, 
so  freuten  wir  uns  über  solche  Entgleisungen;  denn  bei  den  Über- 
legungen, die  er  dann  mitzuteilen  pflegte,  entwickelte  er  aphoristisch 
eine  Menge  fruchtbarer  Gedanken,  von  denen  manche  durch  seine 
Schüler  zu  Abhandlungen  verarbeitet  wurden.  Dabei  fiel  es  ihm 
nie  ein,  solche  Gedanken  als  sein  Eigentum  in  Anspruch  zu  nehmen; 
man  wird  danach  den  Ausspruch  eines  seiner  Schüler  verstehen: 
Weierstrafs  freue  sich  über  jeden  Gedanken,  der  ihm  gestohlra 
werde,  wenn  er  denselben  bei  dem  Entwender  wiederfinde. 

Zur  Verbreitung  seines  Ruhmes  that  er  nichts;  daher  blieb 
dem  Auslande  in  der  ersten  Zeit  seines  Auftretens  in  Berlin  die 
Bedeutung  dieses  Vaters  der  modernen  Analysis,  wie  man  ihn  wohl 
genannt  hat,  verborgen.  Später,  als  viele  Zuhörer  des  Auslandes 
ihn  kennen  gelernt,  seinen  Buhm  verbreitet  hatten,  erkannte  man 
ihm  neidlos  und  gern  die  erste  Stelle  in  der  Mathematik  zu,  die 
er  nicht  gesucht  noch  begehrt  hatte,  und  die  höchsten  Ehren,  die 
für  den  Gelehrten  erreichbar  sind,  fielen  ihm  besonders  in  den 
letzten  Jahren  seines  Lebens  in  den  SchoDs.  und  auch  darin  zeigte 
er  sich  als  wahrer  Mensch,  daüs  er  über  diese  spät  gespendeten 
Beweise  der  Anerkennung  dankbare  Freude  empfi&nd  und  äulserie. 

Sein  impersönliches,  rein  sachliches  Verhalten  bei  bedeutsamen 
Entdeckungen  mag  durch  zwei  Beispiele  belegt  werden.  Nach  der 
Bekanntgebung  des  Linde  mann 'sehen  Beweises  fEbr  die  Transcendenz 
der  Zahl  n  verfalste  er  in  heller  Freude  über  die  Arbeit  selbst 
einen  Beweis  für  denselben  Satz  und  behandelte  in  seiner  Dar- 
stellung den  Gegenstand  mit  der  ihm  eigenen  lichtvollen  Klarheit 
Li  ähnlicher  Weise  verbreitete  er  sich  über  den  Mittag-Leffler*- 
schen  Satz  aus  der  Functionentheorie,  nachdem  der  Entdecker  des- 
selben ihn  veröffentlicht  hatte.  Lidem  Weierstrafs  seine  eigensten 
Gedanken  auf  seine  Schüler  vererbte,  hatte  er  an  ihren  Arbeiten, 
wenn  sie  in  seinem  Sinne  ausfielen,  dieselbe  Freude,  wie  ein  Vater 
an  den  Erfolgen  seiner  Kinder.  Daher  blieb  er  auch  in  dauernder 
Freundschaft  mit  ihnen  verbunden,  und  wie  er  seinen  Schülern  aus 
dem  Schatze  seiner  Aufzeichnungen  ohne  Bedenken  einzelne  Bogen 
zum  freien  Gebrauche  überliedB,  so  erwartete  er  auch  als  selbst- 
verständlich ihre  Unterstützimg,  wenn  er  ihrer  bedurfte.  Während 
des  letzten  Jahrzehnts  seines  Lebens,  wo  er  zuerst  seltener,  nachher 
gar  nicht  mehr  das  Haus  verlassen  konnte,  verabredeten  sich  die 
in  Berlin  ansässigen  jüngeren  Docenten  und  Professoren,  welche 
seine  Schüler  sind,  dahin,  dafs  jeder  von  ihnen  den  geliebten  Lehrer 
an  einem  bestimmten  Wochentage  der  Reihe  nach  besuchte,  am  mit 
ihm  zu  plaudern  über  Wissenschaftliches  oder  auch  über  die  Vor- 
fiele des  täglichen  Lebens,  wenn  ihn  wissenschaftliche  Gesprädie  zu 
sehr  anstrengten.     Wenn  er  zwischen  seinen  Schülern  sals,  so  ging 
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ihm  das  Herz  wieder  auf,  besonders  solange  er  noch  ein  Glas  Wein 
mit  ihnen  trinken  konnte.  Welche  Treue  er  ihnen  bewahrte,  davon 
wissen  viele  zu  erzählen.  Eine  seiner  letzten  Freuden,  vielleicht 
überhaupt  die  letzte  war  es  ja,  als  er  wenige  Tage  vor  seinem 
Heimgange  die  Berufung  eines  seiner  SchfQer  auf  einen  Lehrstuhl 
der  Mathematik  erfuhr;  eine  Nachricht,  die  er  mit  Ungeduld  er- 
wartet hatte,  von  der  er  wiederholt  sagte,  er  würde  ihr  Eintreffen 
nicht  mehr  erleben. 

Bei  der  Vollendung  des  achtzigsten  Lebensjahres,  am  31.  Oktober 
1895,  vereinten  sich  aUe  deutschen  Mathematiker,  um  dem  greisen 
Veteranen  der  Mathematik  ihre  Huldigung  darzubringen.  Feste  in 
gröfserem  Stile  zu  feiern,  verbot  sich  von  selbst,  weil  der  Jubilar, 
seit  lange  schon  an  den  Bollstuhl  gefesselt,  auf  ärztliche  Anordnung 
nur  etwa  zwei  Stunden  lang  die  Abordnungen  empfangen  durfte, 
um  die  ihm  von  vielen  Seiten  dargebrachten  Glückwünsche  ent- 
gegenzunehmen. Bei  dieser  Gelegenheit  war  auf  Befehl  Sr.  Majestät 
des  Kaisers  sein  Bildnis  fiir  das  Nationalmuseum  in  künstlerischer 
Vollendung  gemalt  worden;  doch  bei  allen  ihm  zuströmenden  Ehrungen 
versicherte  er,  es  wäre  für  ihn  die  schönste  Feier  des  Tages,  seine 
Freunde  und  Schüler  um  sich  sehen  zu  dürfen,  die  jetzigen  Studenten 
in  der  Abordnung  des  mathematischen  Vereins  begrülsen  zu  können; 
innigen  Dank  lie£s  er  diesem  Vereine  zurufen  f&r  den  Commers, 
der  zu  seinen  Ehren  veranstaltet  wurde,  dem  aber  nur  seine  beiden 
Schwestern  beiwohnen  konnten. 

Herzliche  brüderliche  Zuneigung  verknüpfte  ihn  mit  diesen 
beiden  Gef&hrtinnen  seiner  Leiden  und  Freuden;  leider  entschlief 
die  eine,  Clara,  wenige  Monate  nach  jenen  Festestagen.  Wie  sehr 
er  auch  an  seinem  Bruder  hing,  der  jetzt  in  Breslau  seinen  Wohn- 
sitz hat,  das  zeigte  er  an  seinen  beiden  letzten  Geburtstagen.  Am 
achtzigsten  war  der  Bruder  durch  Krankheit  abgehalten,  selber  zu 
kommen,  schickte  aber  als  Glückwunsch  ein  längeres  poetisches 
Telegranmi.  Dieses  allein  von  aUen  eingelaufenen  Telegrammen 
muMe  auf  Verlangen  des  Geburtstagskindes  den  Anwesenden  vor- 
gelesen werden.  Im  folgenden  Jahre  war  der  Bruder  herbeigeeilt 
und  wurde  nun  durch  den  Einundachtzigjährigen  aufgefordert,  das 
neue  zu  dem  Tage  verfaikte  Geburtstagsgedicht  vorzutragen  und  die 
Anspielungen  auf  die  Jugendzeit  des  Gefeierten  zu  erläutern. 

Li  demselben  Jahre  wie  Bismarck  geboren,  hatte  Weierstrafs 
eine  zwar  nicht  ganz  so  hohe,  wohl  aber  eine  ähnliche  kräftige  und 
gedrungene  Gestalt.  Als  kerniger  Westfale^  welche  Heimat  seine 
Sprechweise  verriet,  erinnerte  er  durch  sein  AuTseres  durchaus  nicht 
an  einen  Gelehrten.  Der  groüse  ausdrucksvolle  Kopf  mit  glatt 
rasirtem  rundem  Gesicht  hatte  früh  stark  gelichtetes  Haar,  wodurch 
die  hochgewölbte  Stirn  offengelegt  war.  Der  verbliebene  Locken- 
kranz, der  das  Haupt  umwallte,  war  schon  zu  Anfang  der  sechziger 
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Jahre  wei£s.  Die  klugen  blanen  Augen^  die  etwas  schief  geschlitzt 
waren,  kniff  er  bei  schwierigen  Stellen  des  Vortrags  wohl  zti,  wie 
wenn  er  die  Gedanken  gegen  die  Eindrücke  der  Außenwelt  schirmen 
müTste.  Die  letzten  Bildnisse,  das  sehr  gelungene  Porträt  in  Ol 
von  B.  von  Yoigtlftnder,  welches  mit  glücklichem  Oriffb  den 
geistig  belebten  Ausdruck  der  Züge  wiedergiebt,  und  die  Badirung 
von  Fehr  entstammen  seinen  letzten  Lebensjahren,  und  besonders 
das  letztere  zeigt  ihn  als  kranken  Greis  in  seinem  Lehnstuhle.  Wie 
Bismarck  hatte  auch  er  die  Peinigungen  der  durch  vieles  Denken 
überangestrengten  Nerven  zu  ertragen;  wie  dieser  hat  er  es  trotz- 
dem zu  hohem  Alter  gebracht,  ist  aber  doch  vor  ihm  erlegen.  Nun 
ist  auch  der  zuletzt  so  gebrechliche  Leib,  der  mehr  als  einundachtzig 
Jahre  dem  gewaltigen  Geiste  als  Wohnung  gedient  hat,  des  Lebens 
beraubt.  Uns  aber  bleibt  das  Andenken  an  einen  Mann,  der  w^^n 
seiner  geistigen  Gaben  den  ersten  der  Menschheit  zuzuzählen  ist, 
und  der  doch  immer  schlicht  und  einfach  war  und  nichts  sein  wollte 
als  der  Bruder  seiner  Mitmenschen. 


G.  D.  E.  Weycr. 

Von  la.  Poohhammer  in  Kiel. 

Am  22.  December  1896  starb  nach  einem  langen  arbeitsreichen 
Leben  der  Professor  der  Mathematik  und  Astronomie  an  der  Universität 
Kiel,   Geheime  Regierungsrat  Dr.  Georg  Daniel  Eduard  Wejer. 

Geboren  am  26.  Mai  1818  in  Hamburg,  wo  sein  Vater  Schilfe- 
kapitftn  war,  machte  er  die  Schuljahre  teils  in  Hambui^,  teils  in 
Mecklenburg  durch.  Unmittelbar  nach  seinem  Abgang  vom  Ham- 
burger Gjnmasium  fand  er  Beschäftigung  auf  der  dortigen  8teni- 
warte,  die  von  dem  älteren  Professor  Rümker  geleitet  vmrde.  Sein 
Universitätsstudium  absolvirte  er  in  Berlin;  er  hörte  mathematisehe 
und  astronomische  Vorlesungen  und  schloDs  sich  besonders  an  Encke 
an.  Er  erhielt  sodann  eine  Stelle  als  Assistent  an  der  Hambuiger 
Sternwarte  und  wurde  zugleich  Lehrer  an  der  Navigationsschule  in 
Hamburg.  Als  jedoch  infolge  der  Schleswig-Holstein'schen  Erhebung 
eine  Seekadettenschule  in  Kiel  gegründet  wurde,  folgte  Weyer  einem 
Rufe  nach  Kiel  als  Lehrer  dieser  Anstalt.  Die  Schule  bestand  nur 
kurze  Zeit,  da  die  Dänen  nach  Holstein  zurückkehrten.  We  jer  hatte 
inzwischen  Beziehungen  zur  Kieler  Universität  angeknüpft.  Am 
4.  Februar  1852  promovirte  er  mit  einer  Abhandlung  „Über  die 
Differentialformeln  für  Kometenbahnen  von  groDser  Exoentricität,  mit 
Berücksichtigung  der  planetarischen  Störungen^\  Die  Doctordisser- 
tation  diente  zugleich  als  HabUitationsschrifL  Als  im  Laufe  des 
Jahres  1852  H.  F.  Scherck,  der  Kieler  Ordinarius  für  Mathematik 
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und  Astronomie,  der  in  den  damaligen  erregten  Zeiten  politisch 
st&rker  hervorgetreten  war,  von  der  dänischen  Regierung  abgesetzt 
wnrde,  mnlste  Wejer  die  Vorlesungen  desselben  übernehmen.  Bald 
darauf  schlug  die  Kieler  philosophische  Facultftt  ihn  zur  Professur 
vor.  Im  Jahre  1853  wurde  Weyer  zum  auf  serordentlichen,  im 
Jahre  1859  zum  ordentlichen  Professor  ernannt.  Als  das  neue 
deutsclie  Reich  im  Jahre  1872  die  Marine- Akademie  in  Kiel  gründete, 
übernahm  Weyer  die  Vorlesungen  über  nautische  Astronomie  an 
diesem  Institute.  Er  war  als  Lehrer  überaus  pflichttreu;  noch  am 
Tage  vor  seinem  Tode  hielt  der  78jährige  Gelehrte  seine  Vorlesung 
an  der  Universität. 

Weyer's  hauptsächliches  Arbeitsgebiet  war  die  nautische 
Astronomie.  Er  veröffentlichte  1871  ein  Lehrbuch  der  nautischen 
Astronomie,  aufserdem  eine  Reihe  von  Abhandlungen  aus  diesem 
Grebiet,  von  denen  die  meisten  in  den  Annalen  der  Hydrographie 
erschienen  sind.  Besonders  zu  nennen  sind  Arbeiten  über  die  Längen- 
bestimmung  durch  Monddistanzen,  über  Ortsbestimmungen  durch 
zwei  oder  mehr  beobachtete  Höhen,  über  die  Potheno tische  Auf- 
gabe, sowie  über  Seekarten;  auch  gab  er  1890  eine  Azimut-Tafel 
heraus.  Er  hat  femer  im  117.  Bande  der  Astronomischen  Nach- 
richten eine  Abhandlung  über  die  Interpolation  bei  periodischen 
Functionen  veröffentlicht,  in  der  die  modificirte  Methode  an  einer 
Reihe  von  Beispielen  durchgeführt  wird.  Im  126.  Bande  derselben 
Zeitschrift  publicirte  er  eine  Arbeit  über  die  Bahnen  der  Planeten- 
monde,  woselbst  ein  von  der  Sonne  ausgehendes  Coordinatensjstem 
zu  Grunde  gelegt  und  die  Frage,  ob  die  genannten  Bahnen  Inflexions- 
oder  Doppelpunkte  haben,  näher  erörtert  wird.  Von  den  Gebieten 
der  reinen  Mathematik  hat  die  Geometrie  die  meiste  Anziehungs- 
kraft auf  Wejer  ausgeübt.  Er  veröffentlichte  im  Jahre  1891  ein 
Lehrbuch  „Einführung  in  die  neuere  construirende  Geometrie^^  (Leipzig, 
Teubner),  im  Jahre  1894  eine  Monographie  über  die  parabolische 
Spirale.  Eine  weitere  Reihe  von  Abhandlungen  bezieht  sich  auf  die 
magnetische  Declination  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Deviation 
der  Schiffscompasse,  wobei  er  die  Rechnung  durch  die  Beobachtungen 
zu  controlliren  sucht  und  auch  auf  die  säcularen  Änderungen  ein- 
geht. Im  Jahre  1895  veröffentlichte  er  in  den  Schriften  der  Leo- 
poldinischen  Akademie  eine  Abhandlung  über  die  magnetische 
Declination  und  ihre  säculare  Veränderung  für  48  Beobachtungs- 
örter.  So  ist  es  ihm  vergönnt  gewesen,  bis  in  sein  hohes  Alter 
forschend  und  lehrend  zu  wirken.     Ehre  seinem  Andenken! 
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Christian  Wiener.*) 

Von  A.  Brül  und  L.  Sohnoke. 

Christian  Wiener  wurde  am  7.  December  1826  in  Darm- 
stadt als  der  Sohn  des  Criminalrichters  Alexander  Wiener  geboren. 
Vom  Gjnmasium  mit  dem  Zeugnis  vorzüglicher  mathematischer  Be- 
fähigung entlassen,  wandte  er  sich  auf  der  Universitftt  GieEsen  dem 
Studium  der  Architektur  zu,  fand  aber  in  den  vorbereitenden  Vor- 
lesungen, die  er  zugleich  mit  Cameralisten  imd  Forstmännern  besuchte, 
zu  eingehenden  mathematischen  Studien  wohl  kaum  irgend  eine  An- 
regung. Nach  AbschluTs  der  Studien  legte  er  die  Staatsprüfung  f&r 
das  Baufach  ab,  ergriff  jedoch  bald  die  Gelegenheit,  die  sich  ihm  an 
der  höheren  Gewerbeschule  (dem  nachmaligen  Polytechnicum)  seiner 
Vaterstadt  bot,  die  Praxis  mit  dem  Lehrberuf  zu  vertauschen.  1850 
habilitirte  er  sich  an  der  Universität  Giefsen  för  Mathematik,  wandte 
sich  aber  1851  nach  Karlsruhe,  um  am  dortigen  Polytechnicum  zu- 
nächst noch  seiner  weiteren  Ausbildung  obzuliegen.  Er  fand  in  dem 
Director  dieser  Anstalt,  dem  bekannten  Maschinentheoretiker  Redten- 
b  ach  er,  einen  väterlichen  Freund,  dessen  damals  in  der  Entstehung 
begriffenes  „Dynamidensystem"  Wiener  zu  den  eigenen  Forschungen 
über  Atomenlehre  angeregt  haben  mag.  Als  in  demselben  Jahre  der 
Professor  für  darstellende  Geometrie  Schreiber  starb,  erhielt  er 
(1852)  dessen  Professur. 

In  dieser  Stellung,  die  anfangs  mit  einem  Lehrauftrag  für  prak- 
tische Geometrie  verbunden  war,  hat  Wiener  vierundvierxig  Jahre 
lang  eine  reiche  und  vielseitige  Thätigkeit  entfaltet,  verehrt  von 
Tausenden  von  Schülern,  zu  denen  auch  der  Verfasser  dieser  Zefleo, 
sein  Neffe,  in  herzlicher  Dankbarkeit  sich  rechnet,  hochgeschätzt 
von  seinen  CoUegen  wegen  seines  unbestechlichen  Urteils,  seines 
offenen,  von  jeder  Eitelkeit  freien  Wesens,  seiner  würdigen  Haltung 
und  Lebensführung,  und  von  ihnen  durch  mehrmalige  Wahl  zum 
Director  der  Technischen  Hochschule  ausgezeichnet  Wiener  war 
zweimal  verheiratet;  zwei  seiner  Söhne  haben  den  Beruf  des  Vaters 
ergriffen;  sie  sind  den  Fachgenossen  wohlbekannt.  Am  31.  Juli 
1896  raffte  nach  längerem,  standhaft  ertragenem  Leiden  den 
rüstigen  Siebenziger  eine  tückische  Krankheit  hinweg,  mitten  ans 
angestrengter  Thätigkeit  heraus,  die  namentlich  dem  Abschlofis  eines 
Werkes  über  die  Helligkeit  des  Himmels  galt.  Er  hatte  sich  in  den 
letzten    zehn  Jahren   mit  in  diesem  Lebensalter  seltener  Kraft  und 


*)  Die  Verfasser  haben  sich  in  der  Weise  in  die  Besprechung  von 
Wiener's  Arbeiten  geteilt,  dafs  der  eine  die  mathematischen,  der  andere 
die  physikalischen  übernommen  hat.  Zwar  bleibt  trotzdem  daa  Bild  von 
Wiener 's  vielseitiger  Thätigkeit  noch  ein  unvollständiges,  weil  eii» 
Würdigmig  seiner  philosophischen  Arbeiten  fehlt,  aber  wir  hielten  an 
dieser  SteUe  die  eingetretene  Beschränkung  für  angeseigt. 
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Ausdauer  der  umfangreichen  Abhandlung  gewidmet,  deren  Aufnahme 
in  die  Nova  Acta  der  Leop.  Carol.  Akademie,  wo  sie  nun  nach 
seinem  Tode  erscheinen  wird,  er  selbst  noch  yeranlalst  hatte. 

Wiener 's  wissenschaftliche  Thatigkeit  galt  in  der  ersten  Zeit 
weniger  mathematischen  als  philosophisch-physikalischen  Fragestel- 
lungen, deren  abschliefsender  Erörterung  sein  Erstlingswerk  „Grund- 
züge  der  Weltordnung"  (Leipzig,  1863)  gewidmet  ist.  Über  den 
physikalischen  Inhalt  des  Buches,  das  eine  einheitliche  Weltanschauung 
auf  naturwissenschaftlicher  Grundlage  aufzubauen  unternimmt,  wird 
unten  ausf&hrlich  berichtet  werden.  Es  scheint,  als  ob  ihn  zu 
schriftstellerischer  Thatigkeit  auf  mathematischem  Gebiet  erst 
nach  und  nach  der  Wunsch,  seinem  Lehrauftrag  för  darstellende  und 
praktische  Geometrie  nach  allen  Seiten  hin  zu  genügen,  veranlafst 
habe,  wie  sie  denn  auch  erst  allmählich  die  Breite  und  Tiefe  ge- 
wann, die  ihm  sein  Ansehen  unter  den  Fachgenossen  verschafft  hat. 

Wir  werden  uns  auf  die  Besprechung  der  wichtigsten  mathe- 
matischen Arbeiten  beschränken,  wollen  aber  an  einer  der  frühesten 
nicht  vorübergehen,  einer  hübschen  Studie:  „Sul  moto  di  una  figura 
piana  etc."  (Annali  di  mat.  (2),  I,  1867),  wo  die  Gestaltsänderungen 
einer  ebenen  Figur  untersucht  werden,  die  sich  in  der  Weise  bewegt, 
dafs,  während  drei  Gerade  durch  feste  Punkte  gehen,  sie  ähnlich  mit 
sich  selbst  bleibt.  Alle  Punkte  der  Ebene  beschreiben  mit  gleicher 
Winkelgeschwindigkeit  Kreise,  die  sämtlich  durch  einen  festen  Punkt 
gehen,  in  welchen  bei  der  Bewegung  alle  Punkte  der  Ebene  einmal 
zugleich  hineinrücken. 

In  einer  Arbeit  „Über  mehrdeutige  Beziehung  ebener  Gebilde" 
(Math.  Ann.  Bd.  3)  wird  die  gegenseitige  Abhängigkeit  von  Punkt- 
gruppen in  zwei  Ebenen  dadurch  hergestellt,  dafs  in  jeder  zwei 
Curvenbüschel  mit  einer  Anzahl  gemeinsamer  Basispunkte  ange- 
nommen, die  Büschel  in  den  zwei  Ebenen  paarweise  auf  einander 
bezogen  werden  und  das  Gebilde  untersucht  wird,  das  einer  gegebenen 
Curve  der  einen  Ebene  in  der  anderen  entspricht. 

Schon  früh  hatte  Wiener  in  seine  Vorlesungen  über  dar- 
stellende Geometrie  einen  Abschnitt  über  projective  einbezogen,  den 
er  später  in  einer  besonderen  Vorlesung  wieder  ausschied.  Die  eigen« 
artige  Anordnung,  die  er  als  Autodidakt  dem  Stoff  gab,  steUte  ihn 
u.  a.  vor  die  auch  in  anderen  Gebieten  bekannte  Schwierigkeit,  zwei 
wesentlich  gleiche  aber  verschiedenartig  definirte  Gebilde  als  identisch 
nachzuweisen.  In  der  Note:  „Durch  Lösung  der  Aufgabe:  Einen 
durch  fünf  Punkte  u.  s.  w.  gegebenen  Kegelschnitt  auf  einen  üm- 
drehungskegel  zu  legen"  (Schlöm.  Zeitschr.  XX.  1875)  wird  eine 
Curve  zweiter  Ordnung  als  durch  projective  Strahlenbüschel,  also  fünf 
ihrer  Punkte  gegeben  angenommen;  um  die  Hauptaxen  zu  bestimmen, 
mufis  man  die  Curve  als  Schnitt  eines  Kegels  darstellen.  Statt 
dessen  kann  man  auch  nach  einem  die  Curve  doppelt  berührenden 
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Kreise  fragen.  Wiener  constniirt  zunächst  einen  in  einem  der  fönf 
gegebenen  Punkte  einfach  berührenden  Kreis,  mit  dem  er  den  KegeL- 
schnitt  in  CoUineation  setzt.  Die  leicht  zu  findende  CoUineationsaxe 
ist  alsdann  parallel  zu  der  Tangente  im  anderen  Berdhmngsponkt 
des  gesuchten  Kreises. 

Wiener  hatte  Sinn  für  den  mathematischen  Inhalt,  der  sich 
wohl  populären  Aufgaben  abgewinnen  läM.  In  einer  Note  in  den 
Math.  Annalen  Band  VI  „Über  eine  Aufgabe  aus  der  geometria 
situs^^  giebt  er  ein  Verfahren  an,  das  aus  einem  Labyrinth  heraus- 
führt. Direct  den  Bedürfnissen  des  Unterrichts  in  der  darstellenden 
Geometrie  entsprungen  sind  zwei  Aufsätze  über  Cjcloiden  (Sdilöm. 
Zeitschr.  XXVI  und  XXVII,  1881  u.  82),  von  denen  der  erste  eine 
doppelte  Erzeugungsweise  dieser  Curven,  der  zweite  eine  elegante 
Construction  für  ihre  E^rümmungsmittelpunkte  angiebt  Man  findet 
dort  u.  A.  die  Evoluten  der  von  dem  Verfasser  unterschiedenen 
Gattungen  alle  verzeichnet. 

Überhaupt  ist  für  ihn  bezeichnend  die  Freude  an  der  Figur, 
an  mathematisch  gesetzmäfsigen  Formen,  wie  sie  mit  einon  starken 
Anschauungsvermögen  verbunden  zu  sein  pflegt.  Dem  Thema:  „Über 
die  Schönheit  der  Linien^*  ist  einer  seiner  so  anregend  geschriebenen 
Aufsätze  gewidmet,  die  aus  Vorträgen  im  naturwissenschafüidien 
Verein  zu  Karlsruhe  (Verh.  des  nat.  V.  11.  Bd.)  hervorgegangen 
sind.  Er  bringt  hier  die  formale  Schönheit  mit  der  mathematischen 
Stetigkeit  —  auch  der  Differentialquotienten  —  und  andrerseits  mit 
der  Begelmälsigkeit  der  Formen  in  nächste  Verbindung. 

Seinem    hervorragenden    Formensinn    verdankt    man    aber    vor 
allem  die  räumliche  Darstellung  von  vielen  der   geometrischen 
Gebilde,  die  ihn  beschäftigt  haben.    In  der  mathematischen  Sammlung 
der  Technischen  Hochschule  zu  Karlsruhe  sind  zahlreiche  Schriüike 
gefüllt   mit  Modellen    von    Baumcurven    und    Oberflächen,    die   er 
selbst  oder  seine  Schüler  hergestellt  haben,  und  an  deren  eleganter 
und  lehrreicher  Ausführung  auch  das  Auge  des  Nicht-Geometers  sich 
erfreut.     Wiener  war  einer  der  ersten,  die  Veranschaulichungsmittel 
für  den  höheren  mathematischen  Unterricht  hergestellt  und  verwertet 
haben.     Mit  zahlreichen  trat   er   auch  an  die  Öffentlichkeit:   1864 
mit   den   Modellen    der   vier   regulären  Stempolyeder,   über   die  er 
in   einer  Monographie   manches  Neue    sagt;    1869  mit  dem  Gips- 
modell der  Fläche  dritter  Ordnung,  das,  von  Clebsch  veran- 
laüst,  ihn  überhaupt  zuerst  in  weiteren  mathematischen  Kreisen  be- 
kannt   gemacht    hat.      Über    diese    Fläche    existirten    umfangreiche 
Aufsätze  und  Bücher,  ohne  dafs  man  wufste,  wie  sie  auch  nnr  in 
einem   besonderen    FaUe    aussah.     Wiener   construirte    das   Modell 
derjenigen  Fläche,  die  27  reelle  Gerade  hat,  indem  er  eine  von  ihnen 
und  fünf  sie  schneidende,   zu  einander  windschiefe,  als  gegeben  an- 
nahm^    Durch   Projection    auf  zwei   Tafelebenen    ermittelte   er  die 
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St  einer 'sehe  Doppelsechs,  der  sie  angehören,  xind  die  15  ührigen 
Geraden,  dann  aus  ihren  Schnittponkten  mit  einer  Anzahl  von  Ebenen, 
die  er  durch  die  erste  Gerade  legte,  diejenigen  Kegelschnitte,  in 
denen  die  Fläche  sie  noch  weiter  trifft  Diese,  in  Carton  ausge- 
schnitten, gaben  das  Bild  der  Fläche.  Die  Anregung,  die  von  dieser 
Darstellung  ausging,  traf  sich  glücklich  mit  dem  bei  den  Geometem 
damals  wieder  erwachenden  Sinn  für  das  Gestaltliche  überhaupt. 
Zwar  folgten  ihm  Andere  mit  anderen  Modellen  der  Fläche  dritter 
Ordnung  nach:  Clebsch's  Diagonalfläche,  die  schöne  Serie  des  Herrn 
Bodenberg;  sie  alle  haben  aber  sein  Modell  nicht  entbehrlich  gemacht. 
Die  Lehrmittelausstellungen  von  London  1876,  von  München  und 
Chicago  1893  beschickte  Wiener  mit  noch  zahlreichen  anderen  Proben 
seinei;  gestaltenden  Thätigkeit:  den  bekannten  Drahtmodellen  unebener 
Baumcurren  mit  Bückkehrelementen,  deren  interessante  Beziehungen 
zu  ihren  Projectionen  er  aufstellt;  mit  den  Fadenmodellen  zweier 
Kegel,  die  in  einer  Baumcurve  4.  Ordnung  1.  Art  sich  treffen,  der 
verschiedenen  Typen  von  ebensolchen  Curven  2.  Art,  des  Cylindroids, 
mehrerer  eleganten  windschiefen  Flächen  3.  Ordnung  u.  a.  m.,  die 
SchtQer  von  ihm  ausgeführt  haben. 

Wien  er 's  hervorragendste  Leistung  auf  mathematischem  Gebiet 
ist  sein  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  (2  Bde.,  Leipzig 
1884  und  87).  In  unablässigem  Bingen  nach  Ausdehnung  und  Ver- 
vollkommnung seines  wissenschaftlichen  Gesichtskreises,  wovon  er 
seinen  Freunden  immer  wieder  neue  Proben  gab,  dabei  in  steter  Be- 
rührung mit  den  Aufgaben,  welche  Technik  und  Kunst  seiner  Wissen- 
schaft stellen,  hatte  er  in  jahrzehntelangem  Mühen  den  Stoff,  der 
in  diesem  Werk  verarbeitet  ist,  nach  allen  Bichtungen  hin  durch- 
dacht, im  Constructionssaale  methodisch  geprüft,  wiederholt  in  den 
Einzelpartien  und  hinsichtlich  der  Anordnung  umgeschrieben,  bevor 
er  die  nun  wirklich  reife  Frucht  der  Öffentlichkeit  übergab.  Das 
Werk  stellt  sich  die  dreifache  Aufgabe:  1.  Baumgebilde  durch  Zeich- 
nung darzustellen,  2.  die  anschlieüsenden  Probleme  der  Durchdringung, 
Schattenconstruction,  Helligkeitsverteilung  u.  s.  w.  an  der  Abbildung 
zu  lösen  und  endlich  3.  die  einschlägigen  geometrischen  Hülfsmittel 
zu  entwickeln.  Ein  so  weit  verzweigtes  Unternehmen  führte  zu  einem 
Lehrbuch  der  Geometrie  überhaupt,  wobei  die  grundlegenden  Sätze 
der  darstellenden  Geometrie  im  engeren  Sinne,  wie  sie  Monge  ge- 
schaffen hat,  sich  auf  knappem  Bacmi  erörtern  lieisen.  Auch  im 
Gebrauche  dieser  Hülfsmittel  weist  übrigens  das  Werk  Neues  auf, 
wie  denn  z.  B.  die  „Hauptgeraden  einer  Ebene^^  (Parallellinien  zu 
den  Tafeln)  systematisch  und  einheitlich  zur  Lösung  der  Grund- 
probleme herangezogen  werden. 

Entscheidend  für  die  Gestalt  ist  bei  einem  solchen  Lehrbuch 
immer  die  Art,  wie  der  Verfasser  sich  mit  dem  Stoff  abfindet,  den 
er  der  reinen  Mathematik,  zumal  der  neueren  Geometrie  entnimmt. 

Jahretberiohi  d.  Dentsohen  Mathem.-Vereinigong.    VI.  4 
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Noch  in  dem  Werk  von  De  la  Goürnerie  (1860),  der  die  Per- 
spective  abgetrennt  behandelt,  spielen  analytische  Entwicklungen  die 
Hauptrolle.  Aber  seitdem  Fiedler's  ausgezeichnetes  Werk  (1871) 
es  unternommen,  die  Perspective  an  die  Spitze  zu  stellen,  hat  man 
allgemein  die  projective  Geometrie  als  wichtigste  Grundlage  der 
darstellenden  anerkannt.  Wie  bei  Desargues  und  Pascal  die  pro- 
jectiven  Begriffe  aus  der  Kenntnis  der  Perspective  hervorgewaclisen 
sind,  so  kommen  die  Vorzüge  der  eleganten  und  um&ssenden  Metlio- 
den  der  neueren  Geometrie  kaum  irgend  einem  Gebiete  so  zu  gut, 
drängen  sich  ihm  von  selbst  so  auf,  wie  der  zeichnenden  Geo- 
metrie. Zahllose  Aufgaben  z.  B.,  die  sich  an  den  Kegelschnitt 
knttpfen,  löst  man  an  dem  Kreis  und  übertr&gt  sie  auf  jenen  durch 
CoUineation.  W&hrend  nun  aber  Fiedler  die  projective  Geometrie 
gewissermafsen  als  Krönung  seines  Werkes  an  das  Ende  schiebt,  vor- 
legt Wiener  den  betreffenden  Abschnitt,  den  er  bei  Gelegenheit  der 
ebenen  Schnitte  von  Pyramiden  und  Prismen  vorbereitet  hat,  in  den 
ersten  Teil.  Methodisch  durchaus  einheitlich  arbeitet  dieser  Abschnitt 
fiftst  nur  mit  synthetischen  Hüi&mitteln  und  bildet  fOr  sich  ein  treff- 
liches Lehrbuch  der  neueren  Geometrie,  aus  dem  schon  mandier 
Anfänger  seine  Wissenschaft  geschöpft  hat. 

Von  neuen  Hülfsmitteln  des  Abschnitts  ist  vor  allem  die 
„Imaginärprojection^^  zu  nennen,  ein  Verfahren,  das  Wiener  be- 
sonders für  die  Behandlung  der  imaginären  Gebilde  2.  Ordnung  in 
der  Ebene  und  im  Baum  flfissig  gemacht  hat  Es  besteht  in  der 
Verallgemeinerung  de^enigen  synthetischen  Processes,  durch  den  man 
von  einer  Hyperbel  zu  ihrer  conjugirten  übergeht,  und  dem  analytisch 
die  ümkehrung  des  Vorzeichens  eines  Gliedes  in  der  Mitteipunkts- 
gleichung  entspricht.  Da  dies  auf  drei  verschiedene  Arten  geschehen 
kann,  so  gelangt  man  von  einem  Kegelschnitt  zu  drei  anderen. 
Zwar  war  zu  diesem  Quadrupel  schon  Steiner  gelangt^  aber  von 
einem  ganz  anderen  Gesichtspunkt  aus,  auch  dient  es  ihm  nicht  wie 
Wiener  zur  Beherrschung  des  Imaginären.  Durch  Übertragen  nim- 
lich  des  entsprechenden  synthetischen  Processes  von  dem  IGttelpunkt 
auf  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  erhält  Wiener  eine  „ideelle** 
Abbildung  des  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  diesen  Pni^  Ist  er 
ein  innerer,  so  wird  z.  B.  eine  EUipse  in  einen  imaginären  Kegel- 
schnitt übergeführt,  wobei  es  sich  zeigt,  dafis  alle  projectiven  Eigm- 
Schäften  erhalten  bleiben.  Dieses  Hülfsmittel  ermöglidit  nun  die 
Construction  des  gemeinsamen  Polardreiecks  von  zwei  Kegelschnitten, 
iP7enn  imaginäre  Elemente  auftreten,  die  Verzeichnung  von  E^el- 
schnittbüscheln  durch  vier  Punkte,  von  Sdiaren,  die  vier  Gerade 
berühren  u.  s.  w.,  in  allen  deigenigen  Fällen,  wo  die  gegebenen 
Elemente  conjugirt  imaginär  sind. 

Hierbei  liefert  Wiener's  elegantes  „Netzverfahren^,  das  uek 
auf  die  Theorie  der  cyclisch-projectiven  Punktreihen  gründen  lälst^ 
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für  ganze  Gruppen  von  Individuen  jener  Sch&ren  und  Büschel  ver- 
mittelst zweier  projectiver  Strahlbüschel  ein  Gitter  von  Punkten, 
durch  welche  sie  hindurchgehen.  Das  letztere  Verfahren  wird  im 
z;weiten  Band  auch  auf  die  Projectionen  der  Krümmungslinien  der 
Flachen  zweiter  Ordnung  angewendet 

Dals  die  Kenntnis  der  Krümmungslinien  für  den  Techniker  von 
Wert  sei,  hat  schon  Monge  u.  a.  mit  dem  Hinweis  darauf  begründet, 
dals,  wenn  es  sich  um  die  Form  der  „Lagerfugen"  für  eine  vor- 
liegende GewülbflKche,  etwa  ein  dreiaxiges  Ellipsoid,  handelt,  nur 
die  abwickelbaren  Flftchen  der  Normalen  längs  der  Krünunungslinien 
die  technische  unabweisliche  Forderung  erfüllen,  bei  einfachster  Ge- 
stalt rechtwinklige  Kanten  zu  geben.  Auch  Wiener  hat  diese  Ge- 
bilde in  sein  Buch  aufgenommen,  und  zwar  behandelt  er  sie  durchaus 
einheitlich  mit  synthetischen  Mitteln,  indem  er  den  Satz  von  Dupin 
über  dreifach  orthogonale  Fl&chensjsteme  zu  Grunde  legt 

Die  Sätze  über  Krümmung  der  Curven  werden  schon  im  ersten 
Band  entwickelt  Sie  erfordern,  wie  auch  das  Studium  der  singu- 
l&ren  Punkte  der  Projectionen  von  Baumcurven,  die  bei  den  Schnitten 
von  Gewülbflächen,  als  Schattengrenzen  und  „Lichtgleichen^^  auf  den 
technisch  wichtigen  Wulst-,  Schrauben-,  vnndschiefen  G^wölbflächen 
auftreten,  das  Heranziehen  analytischer  Methoden.  Wiener  leitet 
den  Abschnitt,  den  er  ihnen  widmet,  durch  Betrachtungen  über  das 
unendlich  Kleine  ein,  das  er  als  „Grenznull^^  in  verschiedenen  Ord- 
nungen einführt,  und,  wo  die  Anschauung  nicht  ausreicht,  in  Potenz- 
reihen verwendet.  Die  Einführung  dieses  Symbols,  das  sich  übrigens 
von  der  fftr  diese  Zwecke  zuerst  von  Cauchy  verwendeten  beliebig 
kleinen  aber  endlichen  Gröfse  nicht  wesentlich  unterscheidet,  verleiht 
diesem  Abschnitt  gröfsere  Strenge. 

Einer  neuen  und  wertvollen  Discussion  unterwirft  Wiener  die 
Linien  der  topographischen  Fläche,  namentlich  die  des  gröfsten  und 
kleinsten  GefWes,  auf  die  neuere  französische  Schriftsteller  die  Auf- 
merksamkeit gelenkt  haben,  ohne  jedoch  den  Gegenstand  zu  erschöpfen. 

Daus  zahlreiche  andere  Einzelheiten:  die  Vielseitigkeit  der  Lö- 
sungen eines  Problems,  die  Sorgfalt,  mit  der  jede  einzelne  bis  zur 
&ulB«r8ten  mit  den  gegebenen  Mitteln  erreichbaren  Genauigkeit  durch- 
geführt wird,  dem  Werk  allein  schon  bleibende  Vorzüge  sichern, 
das  haben  sachkundige  Fachgenossen  an  mehreren  Orten  hervor- 
gehoben. Hier  mag  nur  noch  auf  die  trefiPliche  Geschichte  der 
darstellenden  Geometrie  hingewiesen  werden,  mit  der  es  einge- 
lotet wird,  eine  Arbeit,  die,  auf  Quellenstudien  beruhend,  zu  dem 
grundlegenden  Werk  von  Chasles,  dem  bekannten  „Aper9U  histori- 
que  etc."  —  der  in  dieser  Hinsicht  sidi  auf  die  Würdigung  von 
Desargues  und  Monge  beschi^üikt  —  in  wesentiichen  Ptmkten, 
wie  bezüglich  der  älteren  Geschidite  der  Perspective,  eine  wertvolle 
Ergänzung  bildet 

4* 


Digitized  by  LjOOQ IC 


52  Ztun  Gedftclitaus. 

Mit  Übergebung  mebrerer  kleinerer  Arbeiten,  namentlich  andi 
aus  dem  Gebiete  der  Geodäsie,  wenden  wir  uns  zu  einer  der  letzten 
Abbandlungen:  „Geometrische  und  analytische  Untersuchung  der 
Weierstrass'scben  Eunction^^  (Joum.  för  Math.  XC),  die  sich  auf 
jene  merkwürdige  überall  stetige  Function  bezieht,  welche  an  keiner 
Stelle  einen  bestimmten  Differentialquotienten  besitzt  Den  Verlauf 
dieser  Function,  die  durch  eine  Cosinusreihe  darstellbar  ist,  und 
deren  Existenz  P.  du  Bois-Reymond  als  „der  unmittelbaroi  Vor- 
stellung und  dem  prüfenden  Verstand  gleich  befremdlich'*  bezeidmet 
hatte,  wünscht  Wiener  dem  Verständnis  dadurch  näher  zu  bringen, 
daüs  er  solche  Curven  discutirt  und  zeichnet,  durch  deren  Übereinander- 
lagerung  in  unendlicher  Anzahl  diejenige  entsteht,  welche  die  Function 
darstellt,  und  dafs  er  graphisch  die  Summation  fOr  einige  Glieder  vor- 
nimmt  Eine  Berichtigung,  die  er  nebenbei  an  der  Weierstrafs'- 
schen  Fassung  des  Satzes  glaubte  anbringen  zu  können,  hat  ihm 
Toder  yielmehr  einem  Berichterstatter  über  diese  Arbeit)  von  jenem 
(Functionenlehre,  S.  100)  eine  Zurückweisung  eingetragen.  Nidits- 
destoweniger  muls  festgestellt  werden,  da£s  der  Au&atz  seinen  Haupt- 
zweck, nämlich  du  Bois-Reymond's  Ausspruch  auf  das  richtige 
Mafs  zurückzufCÜbren,  durchaus  erfüllt  Ahnlich  wie  früher  schon 
Herr  Schwarz  eine  Function  mit  discret  auftretenden  Stellen  ohne 
Differentialquotient  graphisch  zu  veranschaulichen  unternommen  hatte, 
so  zeigt  Wiener,  dafs  für  die  vorliegende  Function  sich  Wellen 
von  immer  kleinerer  Länge  und  Amplitude  zu  einem  krummlinigen 
Streifen  von  einer  gewissen  (in  der  Grenze  veradiwindenden)  Breite 
vereinigen,  zwischen  dessen  Bändern  die  Curve  hin  und  herschwankt, 
derart,  dals  zwei  Ordinaten  von  noch  so  kleinem  endlichen  Abstand 
unendlich  viele  Wellen  (von  übrigens  imgleidier  Höhe)  einscJilieJsoL 
So  kommt  es,  dafs  zu  jedem  Curvenpunkt  in  jeder  Richtung  un- 
endlich viele  unendlich  benachbarte  Curvenpunkte  existiren  und 
somit  der  Differentialquotient  unbestimmt  wird.  Wenn  Wiener 
freilich  von  Ausnahmepunkten  spricht,  wo  der  Differentialquotient 
nicht  unbestimmt,  sondern  unendlich  grols  wird  —  was  er  aus  einer 
gewissen  Festsetzung  über  die  Abnahme  der  der  Grenze  Null  zu- 
strebenden discreten  Absdssendifferenzen  schlieJGst,  verschieden  von 
der,  durch  welche  Weierstrafs  die  Schwankung  bewiesen  hatte  — 
so  liegt  schon  in  der  Möglichkeit,  dafis  verschiedene  Intervall-Anord- 
nungen ein  verschiedenes  Verhalten  ergeben,  der  Beweis  daftlr,  dab 
dies  keine  Ausnahmestellen  sind. 

Den  Übergang  zu  den  physikalischen  Arbeiten  mag  die  Ab- 
handlung bilden  „Über  die  Stärke  der  Bestrahlung  der  Erde  durdi 
die  Sonne^^  (Verb,  des  naturw.  Vereins  zu  Karlsruhe  1876,  7.  Heft). 
Wiener  berechnet  die  Wärmemenge,  die  an  «inem  bestimmten  Tag 
im  Jahr  irgend  ein  Breitegrad  empfängt,  und  wird,  wie  vor  ihm 
Poisson,    Much    u.  a.,    auf    elliptische    Integrale    geführt,    deren 
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Beduction  auf  Thetafunctionen  ihm  die  numerische  Aaswertmtg  in 
der  Form  von  Tabellen  ennöglicht.  Es  ergiebt  sich  n.  a.  die  merk- 
würdige Thatsache,  daüs  im  Hochsommer  der  Pol  mehr  Wärme 
empflüigi,  als  irgend  ein  anderer  Punkt  der  Erde. 


Die  wichtigste  Yon  Wien  er 's  naturwissenschaftlichen  Schriften 
ist  die  Atomenlehre  (Leipzig  und  Heidelberg.  Winter'sche  Ter- 
lagshandlung  1869),  welche  ursprünglich  unter  dem  Titel  ,J)ie 
nicht  geistige  Welt^^  als  erstes  Buch  des  schon  1863  herausgegebenen 
philosophischen  Werkes:  „Die  Omndzüge  der  Weltordnung^^  erschienen 
war.  Der  Hauptinhalt  der  far  die  streng  mechanische  Denkweise 
des  Verfassers  charakteristischen  Atomenlehre  ist  folgender.  AUes 
Geschehen  hat  eine  Ursache,  d.  h.  etwas,  wodurch  es  bedingt  wird. 
Diese  Ursache  besteht  in  dem  Zustand  der  Dinge,  welcher  einen 
Augenblick  vorher  stattfindet,  und  in  der  Art  der  Einwirkung  der 
Dinge  aufeinander.  Während  man  nun  von  den  früheren  Zuständen 
nur  wenig  weüDs,  ist  die  Art  der  gegenseitigen  Einwirkung  der 
Dinge  viel  genauer  erforschbar;  und  hierin  besteht  also  die  Haupt- 
aufgabe. Zu  ihrer  Lösung  werden  in  der  ersten  Abteilung  zu- 
nächst die  drei  allgemeinen  Grundeigenschaften  des  Stoffes:  Trl^heit, 
Gleichheit  von  Kraft  und  Gegenkraft,  Unabhängigkeit  der  Eräfte- 
wirkungen,  sowie  die  Hauptbegriffe  der  Mechanik:  Masse,  Trägheits- 
kraft, Arbeit  und  lebendige  Kraft  eingehend  und  musterhaft  klar 
auseinander  gesetzt,  und  dann  wird  zu  den  sechs  besonderen  Grund- 
eigenschaften des  Stoffs  übergegangen.  Als  solche  erscheinen:  1)  Alles 
Stoffliche  besteht  aus  Körperteilchen,  welche  einander  anziehen,  und 
aus  Ätherteilchen,  welche  einander  abstofsen.  2)  Köiper-  und  Ather- 
teilchen  stofsen  einander  ab.  Die  Begründung  dieser  Annahme  folgt 
bei  Betrachtung  des  flüssigen  Zustandes.  3)  Anziehungen  wie  Ab- 
stolsungen  sind  dem  Producte  der  wirkenden  Masse  proportional  (im 
Widerspruch  mit  den  üblichen  Vorstellungen,  welche  den  Satz  nur 
für  die  Sternkunde,  aber  nicht  f&r  chemische  und  Molecularwirkungen 
zulassen).  4)  Die  Abnahme  der  Kraft  mit  zunehmender  Entfernung 
befolgt  in  der  Sternkunde  das  Gravitationsgesetz,  aber  für  zwei 
Ätherteilchen  sowie  für  ein  Körper-  und  ein  Ätherteüchen  erfolgt 
sie  rascher  und  ist  bei  meMarer  Entfernung  bereits  unmerklich 
klein.  5)  Der  körperliche  Stoff  besteht  aus  unveränderlichen  und 
unteilbaren  Atomen;  sie  sind  homogen,  aber  im  allgemeinen  nicht 
kugelförmig,  und  wirken  daher  nach  veischiedenen  Richtungen  mit 
verschiedenen  Kräften;  es  giebt  soviel  Atomarten  als  chemische  Grund- 
stoffe. 6)  Der  Äther  besteht  aus  lauter  gleichen,  unveränderlichen 
Atomen,  sehr  viel  kleiner  an  Masse  als  die  Körperatome. 

Die  zweite  Abteilung  handelt  von  den  Gleichgewichts- 
lagen der  Atome.     Mit  Benutzung  der  weiteren   Annahme,  dafs 
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die  Abstoüning  der  Körperteilchen  auf  den  Äther  stftrker  sei  als  die 
der  Ätherteilchen  untereinander,  wird  ges&eigt,  daHs  in  einem  EOrper 
die  einzelnen  Körperatome  zunächst  von  leeren  Bäumen  umgeben 
sind,  auf  welche  verdünnter  Äther  folgt,  bis  er  am  dichtesten  wird 
an  solchen  Stellen  zwischen  den  Atomen,  wo  sich  die  Abstolsungen 
der  Eörperatome  auf  den  Äther  das  Gleichgewicht  halten.  Na«^ 
aufsen  hin  wächst  die  Dichtigkeit  des  Äthers  bis  zu  derjenigen,  wie 
sie  im  sogenannten  leeren  Baume  herrscht.  Wenn  ein  Eörperatom 
einem  anderen  aus  gröÜBerer  Entfernung  genähert  wird,  so  passirt 
es  nach  Ansicht  des  Verfassers  im  allgemeinen  drei  stabile  und  da* 
zwischen  zwei  labile  Gleichgewichtslagen.  Die  entfernteste  stabile 
Gleichgewichtslage  ist  im  luftförmigen  Zustande  voihanden,  die  mitt^ 
lere  im  festen,  die  nächste  im  Zustande  der  chemischen  Verbindung. 
Ein  derartiger  Verlauf  der  auf  das  Atom  wirkenden  Gesamtkraft 
wird  durch  die  Annahme  erhalten,  dais  bei  zunehmender  Entfernung 
der  abstofsende  Teil  der  Gesamtkraft  einen  zweimaligen  Anstieg  er- 
fthrt.  Während  sich  auf  diesem  Wege  die  Cohäsionserscheinungai 
der  festen  Körper  gut  ableiten  lassen,  steht  die  Deutung  des  luft- 
förmigen Zustüides  in  offenbarem  Gegensatz  zu  den  geläufigen  Vor- 
stellungen und  wird  durch  keinerlei  Erscheinungen  besonders  geetfitzt 
—  Fruchtbar  erweisen  sich  die  entwickelten  Vorstellungen  f&  das 
Verständnis  des  Aufbaus  der  Krjstalle.  Der  Grundgedanke:  es 
müsse  nach  den  übereinstimmenden  Bichtungen  in  Bezug  auf  ein 
Atom,  wenn  andere  seinesgleichen  herantreten,  gleiche  Fonnbüdung 
stattfinden,  wird  speciell  für  das  Würfelatom  eingehend  verfolgt 
Indem  eine  Krystallf lache  nicht  anders  als  durch  die  in  ihr  li^^den 
Atome  bestimmt  sein  kann,  wird  fflr  das  aus  Wfirfelatomen  auf- 
gebaute centrirte  cubische  Baumgitter  gezeigt,  dafs  jede  Krystall- 
fläche  von  den  drei  Hauptaxen  Längen  abschneiden  muls,  die  im 
Verhältnis  ganzer  Zahlen  stehen.  Und  indem  dies  Ergebnis  spätor 
auch  auf  schiefwinkelige  Axen  ausgedehnt  wird,  ist  das  krystailo- 
graphische  Grundgesetz  der  rationalen  Axenabschnitte 
abgeleitet 

Weü  bei  der  Anlagerung  neuer  Atome  an  eine  Kiystallfläche 
die  Anziehung  am  Bande  geringer  ist  als  in  der  Ifitte  der  Flädie, 
so  kann  es  kommen,  dals  die  Atome  etwas  vom  Bande  enüemt 
bleiben,  und  so  bei  jeder  folgenden  sich  anlagernden  Schicht  Da 
aber  nur  sehr  nahe  Atome  von  merklichem  Einflufs  sind,  so  kann 
fOr  die  aufeinander  folgenden  Schichten  das  Zurückbleiben  vom 
Bande  wegen  der  dort  geringeren  Anziehung  nicht  grols  sein.  Dem- 
nach können  die  einander  nächsten  Atome  in  einer  ent- 
stehenden Fläche  nicht  weit  auseinander  liegen.  Nun  be- 
stimmt aber  ein  Dreieck  von  drei  nächsten  Atomen  die  Anordnung 
aller  Atome  in  dieser  Fläche  und  die  SteUung  der  Flädie.  Indem 
aber  die   Dreiecksseiten  nie  grofse  Vielfache   des  Binheitsabstandes 
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sincli  80  können  die  Coordinaten  dreier  so  liegender  Atome,  bezogen 
auf  A^en,  die  dorch  eins  von  ihnen  gehn,  stets  durch  kleine  ganze 
Zahlen  aasgedrflckt  werden;  dann  müssen  auch  die  Verhältnisse 
der  Ton  der  Ebene  dieser  drei  Atome  abgeschnittenen  Hauptaxenstücke 
stets  durch  kleine  ganze  Zahlen  bestimmt  sein.  Diese  Erfahrungs- 
thatsache  ist  somit  aus  mechanischen  Erwägungen  begreiflich! 

Es  folgt  die  Beschreibung  eines  aus  regulären  Tetraedern  auf- 
gebauten Systems,  bei  dem  in  den  Diagonalrichtungen  von  Würfel- 
maschen die  Tetraedercentra  so  angeordnet  sind,  dals  je  ein  ein- 
facher und  der  dreifache  Abstand  abwechselnd  aufeinander  folgen, 
und  daDs  somit  nur  die  Hälfte  aller  Punkte  des  cubischen  centrirten 
Gitters  besetzt  sind.  Dabei  stehen  die  Atome  einander  zwar  mit 
den  Flächen  parallel  aber  mit  verschränkten  Kanten  gegenüber. 
Hiermit  ist  zum^  ersten  Male  eine  Structurform  als  möglich  erkannt, 
bei  welcher  die  Atome  einander  nicht  parallel  stehen.  Darin  liegt 
die  greise  Bedeutung  dieser  Untersuchung. 

Ohne  uns  bei  den  Bemerkungen  über  die  anderen  Krystall- 
sjsteme  aufzuhalten,  wenden  wir  uns  gleich  zu  dem  wichtigsten  Teil 
dieser  kiystallographischen  Betrachtungen,  nämlich  zu  den  allge- 
meinen Untersuchungen  über  das  Wesen  der  regelmässigen  An- 
ordnung der  Atome  und  über  die  überhaupt  möglichen  regel- 
mäßigen Anordnungen  gleicher  Atome.  „Begelmäfsigkeit  findet  dann 
statt,  wenn  jedes  Atom  die  anderen  Atome  in  übereinstimmender 
Weise  um  sich  gestellt  hat,  d.  h.  so  dals  die  Bichtungslinien  von  seinem 
Schwerpunkt  nach  den  Schwerpunkten  der  umliegenden  Atome  Winkel 
miteinander  bilden,  die  bei  jedem  Atom,  von  welchem  man  auch 
ausgehen  mag,  dieselben  sind,  dafs  femer  diese  Bichtungslinien  die 
Oberflächen  der  Atome  in  übereinstimmenden  Punkten  schneiden, 
und  dab  endlich  auf  Bichtungslinien,  welche  gleichartig  gegen  das 
Atom  liegen,  die  Abstände  der  Atome  dieselben  sind.^^ 

Nun  werden  die  Gebilde  untersucht,  welche  entstehen,  wenn  zu- 
nächst zwei  Atome  zusammentreten,  oder  wenn  drei,  vier,  fünf  Atome 
als  Ausgang  dienen.  Sind  drei  Atome  in  gleichlaufender  (paralleler) 
Stellung  gegeben,  so  schliefst  man,  dafs  die  ganze  Ebene  mit  gleich- 
laufenden Atomen  besetzt  sein  mufs,  die  ein  parallelogrammatisches 
Gitter  bilden;  nähme  man  dagegen  die  ersten  drei  nicht  als  gleich- 
laufend an,  so  wäre  eine  regelmälsige,  sich  unendlich  oft  wieder- 
holende Anordnung  unmöglich.  Das  Zusammentreten  von  vier 
Atomen  in  einer  Ebene  führt  zunächst  auf  den  vorigen  Fall. 
Femer  ist  aber  noch  ein  Fall  der  regelmäfsigen  Anordnjing  möglich: 
wenn  nämlich  drei  Atome  gleichlaufende  Stellung  haben,  das  vierte 
aber  eine  solche,  dals  sie  aus  einer  ursprünglich  gleichlaufenden 
durch  Drehung  um  zwei  rechte  Winkel  um  eine  auf  der  Lagerungs- 
ebene senkrechte  Axe  erhalten  wird.  Ebenso  wie  dieses  vierte  kommt 
•  nxm  zu  jedem  Atom  des  aus  den  drei  ersten  gebildeten  Systems  noch 
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eins  hinzu;  diese  bilden  ein  dem  ersteren  gleiches  und  gleichlaufendes 
System,  gegen  dasselbe  verschoben,  und  dessen  Atome,  unter  einander 
gleichlaufend,  gegen  die  ersteren  um  zwei  Rechte  gedreht 
sind.  Beim  Zusammentreten  von  vier  Atomen  im  Räume  müssen 
je  drei  so  stehen,  wie  vorher  abgeleitet  So  findet  man  das  ans 
lauter  gleichlaufend  gestellten  Atomen  gebildete  Baumgitter.  Zu 
den  vier  ursprünglichen  Atomen  kann  nur  in  einem  Fall  noch  ein 
fünftes,  nicht  ohnehin  zu  demselben  System  gehöiiges  hinzutreten, 
n&mlich  wenn  es  so  gestellt  ist,  dals  es  mit  jedem  der  ersten  keine 
Reihe  unendlich  vieler  Atome  hervorbringt,  sondern  jedem  derselben 
so  gegenübersteht,  dals  es  mit  ihm  ein  Paar  bildet,  das  flir  sich 
allein  kein  weiteres  Atom  bedingen  würde.  Dazu  muis  es  so  be- 
schaffen  sein,  dals  seine  Punkte  mit  den  übereinstimmenden  Punkten 
des  vorher  vorhandenen  ebenm&JGsig  liegen  in  Bezug  auf  einen  Eben- 
m&isigkeitspunkt  (Symmetriecentrum),  d.  h.  in  gerade  entgegenge- 
setzter Richtung  gleich  weit  von  ihm  entfernt  sind.  Dann  steht  es 
zugleich  mit  allen  vier  ersten  Atomen  in  derselben  Beziehung  der 
Ebenmäfsigkeit  Aber  dann  ist  es  mit  ihnen  im  allgemeinen  nicht 
zum  Decken  gleich,  sondern  nur  spiegelbildlich  gleich.  Wenn  diese 
Ebenmälsigkeit  nun  nicht  zugleich  Decken  in  sich  schliefst,  so  ist 
ein  solches  fünftes  Atom  gar  nicht  möglich,  falls  man,  „wie  wir 
es  gethan  haben,  von  der  Annahme  ausgeht,  dafs  alle  Atome 
zum  Decken  gleich  sind.  Bei  zusammengesetzten  Molecülen,  so- 
wie auch  bei  Atomen,  wenn  sie  zusammengesetzt  sein  sollten,  wollen 
wir  jedoch  nicht  allgemein  die  Möglichkeit  von  einer  nur  spiegel- 
bildartigen Gleichheit  ausschlieljsen;  im  Gegenteil  könnten  vielleicht 
dadurch  manche  Erscheinungen  erklärt  werden.^^  Aber  abgesehen 
hiervon,  und  die  vollkommene  Gleichheit  der  Atome  eines  und  des- 
selben Körpers  vorausgesetzt,  giebt  es  Fälle,  in  denen  die  Eben- 
mälsigkeit eines  fünften  Atoms  gegen  die  vier  ersten  zugleich  ein 
Decken  in  sich  schliefst,  nämlich  wenn  die  Formen  nach  verschiedenen 
Richtungen  hin  die  gleiche  Ausbildung  haben,  wie  z.  B.  die  Erystall- 
formen  der  meisten  Krystallsysteme.  Dann  ist  noch  ein  fünftes  Atom 
von  ganz  gleicher  und  ebenmä£sig  zu  den  vier  ersten  gestellter  Form 
an  beliebiger  Stelle  möglich;  dasselbe  erzeugt  dann  ein  zweites,  mit 
dem  System  der  vier  ersten  gleiches  und  gleichlaufendes  System, 
nur  mit  verschiedener  Stellung  der  Atome.  Hierher  gehört  das 
vorher  erwähnte,  aus  regulären  Tetraedern  aufgebaute  System.  — 
Mit  diesem  Nachweise  der  Möglichkeit  regelmäilsiger  Atomanordnungen 
ohne  durchgängige  Parallelstellung  aller  Atome  hat  der  Verfasser 
den  ersten  bedeutenden  Schritt  über  die  von  Haüy  begründete 
Theorie  der  Krystallstructur  hinaus  gethan.*) 


*)  Im  Anschlufs  hieran  ist  vielleicht  folgende  Mitteilung  nicht  ganz 
ohne  Interesse.    Als  Referent,  1872  nach  Kansruhe  berufen,  mit  Wiener 
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Von  Interesse  ist  sodann  der  Nachweis,  dafs  gleiche  Atome, 
welches  auch  ihre  Gestalt  sein  möge,  zu  verschiedenen  MolectQen 
zusammentreten  können,  sodafs  diese  die  Anordnung  eines  jeden 
Kiystallsjstems  anzunehmen  vermögen.  Hierdurch  ist  die  Polymorphie 
verständlich  gemacht. 

In  der  dritten  Abteilung  werden  die  Schwingungen  der 
Atome  behandelt  zum  Zwecke  des  Nachweises,  daß  die  Wftrme  in 
Schwingungen  der  Äther-  und  Eörperatome  bestehe.  Solange  man 
es  nur  mit  unendlich  kleinen  Schwingungen  zu  thun  hat,  steht  die 
rücktreibende  Kraft  in  geradem  Verhältnis  mit  der  Verschiebung,  und 
ist  die  Schwingungsdauer  unabhängig  von  der  Schwingungsweite, 
wie  es  ja  för  die  elastischen  Schwingungen  charakteristisch  ist. 
Hierbei  darf  man  aber  in  der  vorliegenden  Untersuchung  nicht  stehen 
bleiben.  Es  mögen  zunächst  die  Äther  Schwingungen  betrachtet 
werden.  Sobald  die  Schwingungsbahnen  grofs  sind  im  Verhältnis 
zum  Abstand  der  nächsten  Atome,  ist  die  rücktreibende  Kraft  nicht 
mehr  der  Verschiebung  proportional.  „Wir  machen  die  Annahme, 
d&Ds  das  Gesetz  der  Absto£sung  der  Atome  derart  beschaffen  sei, 
dals  jene  (von  den  herumstehenden  Atomen  ausgeübte)  zurück- 
treibende Kraft  bei  gröüseren  Verschiebungen  rascher  als 
die  Verschiebung  zunimmt.  Es  ist  dies  um  so  wahrscheinlicher, 
je  rascher  die  Ab^tofsung  der  Atome  bei  zunehmender  Entfernung 
abnincunt.^^  unter  dieser  Annahme  muDs  „mit  zunehmender  Weite 
die  Dauer  der  eigentümlichen  Atomschwingungen  ab- 
nehm en.^^  Nun  ist  zunächst  klar,  dals  die  Schwingungen  benach- 
barter Ätheratome  Phasenunterschiede  darbieten  müssen,  denn  sonst 
wäre  das  Fortbestehen  der  Schwingungen  nur  durch  äulsere  Kräfte 
möglich.  Wenn  aber  die  Schwingungsdauer  eines  Atoms  durch 
irgend  eine  Ursache  geändert  wird,  so  erleiden  dadurch  auch  die 
Nachbaratome  Veränderungen.  Daraus  folgt,  dals  für  den  Be- 
harrungszustand in  einem  Körper  die  Ätheratome  gleiche 
Schwingungsdauer  haben  müssen.  Dagegen  braucht  die 
Schwingungsweite  und  die  Geschwindigkeit  in  der  Gleichgewichtslage 


bald  in  nahe  Beziehungen  trat,  wies  letzterer  wiederholt  darauf  hin,  dafs 
des  Referenten  Abhandlung:  „Die  Gruppirung  der  Molecüle  in  den 
Krystallen'*  (Poggendorff^s  Annalen  132,  76,  1867),  worin  die  Haüy- 
Bravais'sche  Theorie  der  Baum^tterstructur  aller  Kry stalle  aus  einem 
einfachen  Grundsatze  abgeleitet  wird,  an  einem  principiellen  Fehler  leide, 
indem  stillschweigend  die  Voraussetzung  gemacht  sei,  dafs  alle  Molecüle 
parallel  liegen  müfsten,  was  eine  unmotivirte  Beschränkung  enthalte. 
Wiener  hatte  eben  schon  eine  Anzahl  allgemeiner  Structuren  gefunden, 
die  dem  Begriffe  der  Begelmärsigkeit  voll  entsprachen,  ohne  dafs  doch 
die  Anordnung  der  Teilchen  eine  parallele  war.  So  gab  Wiener^s  un- 
ablässiges Drängen  den  Anstofs  zu  des  Referenten  allgemeinen  Unter- 
suchungen über  die  überhaupt  möglichen  regelmäfsigen  Punktsysteme 
(Entwickelang  einer  Theorie  der  Krystallstruktur.    Leipzig  1879). 
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nicht  bei  allen  gleich  zu  sein.  Man  erkennt  vielmehr  leicht,  dafe 
in  dünnerem  Äther  diese  beiden  Gröüsen  grCDser  sein  mdssen,  ak  in 
dichterem. 

In  Bezug  auf  die  Schwingungen  der  Körperatome  werden 
zwei  Fälle  unterschieden.  Wenn  sie  zunächst  gleiche  Biohtung  mit 
denen  der  Ätheratome  haben,  so  wird  gezeigt,  dais  die  Bchwingnngs- 
weite  des  Körperatoms  gröDser  sein  mul£  als  die  im  Zeitpunkt  seiner 

? leisten  Ausweichung  stattfindende  Ausweichung  des  benachbarten 
theratoms  von  der  kleinsten  Schwingungsweite.  Wenn  dag^^ 
Körper-  und  Ätheratome  entgegengesetzt  schwingen,  so  müssen  auch 
bei  gleicher  Dauer  die  Schwingungen  der  Körperatome  viel  kleinere 
Weite  haben  als  im  vorigen  Falle. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wird  zu  dem  Nachweise  übw- 
gegangen,  dals  die  Wirkungen  der  Atomschwingungen  die- 
jenigen der  Wärme  darstellen.  Zunächst  wird  gezeigt,  dals 
durch  Vergröiserung  aller  Schwingungsweiten  ein  Auseinanderrücken 
aller  Schwingungsmittelpunkte  der  Körperatome  und  somit  Aus- 
dehnung des  Körpers  erfolgen  muDs.  Von  der  ursprünglichen  Buhe 
aus  denke  man  alle  Atome  in  Schwingungen  von  gleicher  Paner 
versetzt  und  betrachte  die  Körpergrenze.  Nach  innen  zu  ist  der 
Äther  dünner,  aber  hier  stehen  seine  Atome  dem  Körperatom  näher 
als  aulfien.  Nun  wird  gezeigt,  dais  während  der  nach  innen  ge- 
legenen Halbschwingung  des  Körperatoms  die  nach  auisen  treibende 
Kraft  grölser  ist,  als  während  der  anderen  Halbschwingung  die  nach 
innen  treibende.  Bei  Gleichheit  beider  Dauern  muis  also  nach  auisen 
ein  gröDserer  Weg  durchlaufen  werden  als  nach  innen,  d.  h.  der 
Mittelpunkt  der  Schwingungen  weicht  nach  auisen.  Ähnliches  muls 
nun  für  das  benachbarte  innere  Körperatom  erfolgen.  Entsprechoides 
geschieht,  wenn  von  vornherein  Schwingungen  vorhanden  waren  und 
nun  die  Schwingungsweite  gröläer  wird.  Gleichzeitig  mit  der  Aus* 
dehnung  wird  vermutlich  ein  Eintreten  von  Äther  stattfinden.  Nun 
lehrt  die  Erfahrung,  dals  Ausdehnung  durch  Zunahme  des  Wanne- 
grades  (d.  h.  der  Temperatur)  erfolgt.  Also  besteht  die  Zunahme 
des  Wärmegrades  in  einer  Zunahme  der  Schwingungsweite 
und  damit  verbundener  Abnahme  der  Schwingungsdaaer  der 
Äther-  und  Körperatome.  Erwägt  man  femer,  dais  zwei  sich 
berührende  Körper  nur  dann  ihren  Rauminhalt  gegenseitig  nicht 
ändern,  wenn  ihre  Atome  gleiche  Schwingungsdauem  haben,  so  er- 
giehi  sich  die  wichtige  Folgerung,  dals  zwei  Körper  dann  gleiche 
Wärmegrade  haben,  wenn  die  Schwingungsdauer  der  Atome 
in  beiden  gleich  ist. 

Nachdem  femer  der  Begriff  der  Wärmemenge  als  einer  Arbeits- 
grölse  erörtert  ist,  wird  zur  mechanischen  Erklärung  der  Wirkungs- 
weise der  hauptsächlichsten  Wärmequellen  übergegangen.  Wenn 
schwingende    Atome    durch    äujsere    Kraft   einander    näher   gerückt 
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werden,  80  wachsen  far  das  einzelne  Atom  die  nach  seiner  Gleich- 
gewichtslage gerichteten  Kräfte;  folglich  nimmt  die  lebendige  Kraft 
in  der  Gleichgewichtslage  zu  und  die  Schwingongsdauer  ab,  d.  h. 
Wärmemenge  und  Wärmegrad  nehmen  zu.  So  erklärt  sich  die 
Wärmeerzeugung  beim  Zusammendrücken. 

Aufs  eingehendste  wird  sodann  die  Wärmeerzeugung  durch 
Stofs  erörtert  und  die  Entstehung  von  Erschütterungsschwingungen 
und  Stoisschwingungen  nachgewiesen.  So  hat  der  stolsende  Körper 
eine  gewisse  lebendige  Kraft  während  des  StoDses  auf  den  gestoisenen 
K5rper  übertragen,  also  einen  gleich  greisen  Verlust  von  lebendiger 
Kraft  erlitten.  Die  lebendige  Kraft  der  im  gestoisenen  Körper  er- 
zeugten Schwingungen  geht  nun  allmählich  in  die  viel  kleineren,  auiser- 
ordentlich  viel  kürzer  dauernden  Atomschwingungen  über,  welche 
die  Wärmeschwingungen  sind.  Man  erkennt  also:  „Wenn  zwei 
vollkommen  federnde  Körper  zusammenstoisen,  so  nimmt  die  Summe 
der  in  ihnen  enthaltenen  lebendigen  Kräfte  durch  den  Stoüs  ab; 
dieser  Verlust  ist  gleich  der  Zunahme  der  Wärmemenge  in  beiden. 
Körper,  welche  durch  den  Stois  keine  Abnahme  an  leben- 
diger Kraft  erleiden,  sind  ganz  undenkbar  und  man  kann 
dies  auch  nicht  als  Kennzeichen  der  federnden  Körper  be- 
trachten.^^ Wenn  sich  hier  der  Verfasser  auch  in  bewulsten  Wider- 
sprach zu  der  herrschenden  Lehre  setzt,  so  dürfte  er  doch  durch 
Thatsachen  nicht  widerlegbar  sein. 

Es  folgen  Betrachtungen  über  das  atomistische  Wesen  der 
verschiedenen  Körperzustände.  Der  Unterschied  des  festen 
und  luftförmigen  Zustandes  wird,  wie  schon  Eingangs  erwähnt,  auf 
das  Bestehen  zweier  Gleichgewichtslagen  von  verschieden  grofser 
Stabilität  zurückgeführt  und  so  die  verschieden  starke  Ausdehnbar- 
keit und  Zusammendrückbarkeit,  sowie  die  Verschiedenheit  des  Zu- 
sammenhanges erklärt.  Das  Fehlen  des  Zusammenhanges  bei  den 
Luftarten  folgt  aus  dem  Überwiegen  der  von  äufseren  Körpern  auf 
ein  Lufbnolecül  geübten  Anziehungen  (z.  B.  seines  Gewichtes)  über 
die  von  den  benachbarten  Luftmolecülen  ausgehende  Anziehung.  Die 
Verdampfung  eines  festen  Körpers  besteht  im  Übergange  seiner  Teilchen 
aus  der  näheren,  stabileren  Gleichgewichtslage  in  die  fernere,  minder 
stabile.  Mit  solchem  Übergange  in  Dampfzustand  muis  eine  sehr  be- 
trächtliche Zunahme  der  in  ihm  enthaltenen  Äthermenge  verknüpft  sein. 

Sehr  wichtig  sind  die  Auseinandersetzungen  über  den  flüssigen 
Znstand,  weil  sie  eine  sehr  detadlUrte  kinetische  Theorie  desselben 
darsteUen,  zu  welcher  der  Verfasser  gänzlich  unabhängig  von  den 
Glausius'schen  Anschauungen  gelangt  ist.  Als  Ausgang  dient  die 
Frage,  wozu  die  beim  Schmelzen  zugeführte  Wärme,  die  ja  keine 
Temperatursteigerung  erzeugt,  verwendet  wird?  Sie  kann  nicht  zur 
Überwindung  innerer  Kräfte  bei  Lagenänderung  der  Atome  verbraucht 
sein,  denn  eine  durchgehende  Entfernung  der  Körpermolecüle  von- 
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einander  tritt  häufig  gar  nicht  ein;  viele  Körper,  z.  B.  Eis,  ver- 
mindern yielmehr  heim  Schmelzen  ihren  Barun.  Auch  kann  keine 
Zerreilsung  von  Moleculargmppen  eintreten,  weil  „die  vereinzelten 
MolectQe  durch  die  Vereinzelung  näher  zusanmienrücken  und  somit 
unverschiehharer  werden  würden^^  als  zuvor.  „Also  muJs  die  ver- 
brauchte  Arbeit  zur  Vermehrung  der  lebendigen  Exuft  der  schwingenden 
Atome  verwendet  werden/^  Aber  eine  Steigerung  der  lebendigen 
Kraft  könnte  nur  durch  Verminderung  der  Schwingungsdauer,  also 
Erhöhung  der  Temperatur,  herbeigeführt  werden,  und  letztere  tritt 
eben  nicht  ein.  Der  Verfasser  findet  aus  dieser  Schwierigkeit  den 
Ausweg  durch  die  Annahme,  dals  im  festen  Körper  die 
Schwingungen  der  Körper-  und  Ätheratome  einander  ent- 
gegengesetzt, im  flüssigen  hingegen  gleichgerichtet  seien! 
Die  Schmelzwärme  wird  dann  zur  Erhöhung  der  lebeiidigen  Kraft 
verwendet,  welche  bei  der  ümkehrung  der  Schwingungsrichtnng  not- 
wendig ist,  um  die  Schwingungsdauer  der  Temperatur  ungeftndert 
zu  erhalten.  Der  Vorgang  ist,  genauer,  folgender.  Bei  Erwänaung 
eines  festen  Körpers  ninunt  die  Schwingungsdauer  seiner  Atome  ab, 
während  Weite  und  lebendige  Kraft  zunehmen.  Betrachtet  man 
nun  die  zunächst  einer  beliebigen  Geraden  gelegenen  Molecfile  und 
projicirt  ihre  Schwingungen  auf  die  Gerade,  so  möge  jene  Länge, 
welche  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Molecülen  von  derselben 
Phase  liegt,  Wellenlänge  heiisen,  obgleich  keine  Strahlung,  sondern 
nur  ein  Phasenunterschied  stattfindet;  es  ist  eine  Art  stehender 
Wellen.  An  irgend  einer  Stelle  der  Geraden  kann  nun  durdi  fort- 
währende Temperatursteigerung  der  Abstand  zweier  Molecfile  einmal 
so  grofs  werden,  dafs  das  Bereich  des  festen  Gleichgewichts  über- 
schritten wird,  sodafs  die  wirkende  Kraft  nicht  mehr  nach  der 
früheren  Gleichgewichtslage  hingekehrt  ist,  sondern  ihre  Bichtong 
umgekehrt  hat.  Dieses  und  die  entsprechenden  anderen  Molecfile 
schwingen  daher  nicht  mehr  in  jene  Lage  zurück,  sondern  bewegen 
sich  jetzt  in  der  Richtung  der  Ätheratome.  Indem  so  der  Zwisdien* 
räum  zwischen  zwei  Körpermolecfilen  sehr  rasch  und  sehr  erheblich 
vergrölsert  wird,  muis  der  benachbarte  Äther  in  denselben  hinein- 
stürzen, weitere  Körpermolecüle  und  Ätheratome  müssen  folgen,  und 
so  tritt  ein  beständiges  Verschieben  der  Teilchen  gegen  einander  ein. 
Hiermit  ist  die  für  die  Flüssigkeiten  charakteristische  Verschieb- 
barkeit erklärt.  Aber  auf  irgend  einer  Geraden  bilden  die  SteUen 
dieser  Verschiebung  nur  einen  Bruchteil  der  vorher  eingefUirt^ 
„Wellenlänge^^  während  im  übrigen  Bruchteil  augenblicklich  die 
Molecüle  innerhalb  der  Grenzen  des  festen  Gleichgewichts  sind.  Daher 
besitzt  die  Flüssigkeit  in  diesen  Räumen  doch  noch  Cohäsion.  Diese 
Theorie  des  flüssigen  Zustandes  wird  nun  durch  sorgfältige  Unter- 
suchung der  Brown 'sehen  Molecularbewegungen  sehr  wesentlich 
gestützt,  wovon  nachher  Genaueres. 
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Es  muls  heiTorgehoben  werden,  dalis  diese  Entwickelangen  an 
die  Annahme  der  Absto&nng  zwischen  Äther-  und  Eörperatomen 
gebunden  sind,  dagegen  unverträglich  sind  mit  der  Annahme  der 
Anziehung  zwischen  ihnen.  Denn  im  letzteren  Falle  müTsten  die 
Körperatome  gleichsam  von  einer  Binde  berührender  Ätheratome  um- 
geben sein,  und  dann  könnten  beiderlei  Atome  nicht  eine  yerschiedene, 
gar  entgegengesetzte  Bewegung  annehmen.  Weil  nun  eine  genügende 
Erklärung  des  atomistischen  Unterschiedes  von  festem  und  flüssigem 
Körperznstand  bei  Annahme  der  Anziehung  der  Körper-  und  Äther- 
atome dem  Verfasser  unmöglich  erscheint,  so  hat  er  die  Hypothese 
der  Abstolsung  beider  Atomarten  angenommen. 

Ein  weiterer  Abschnitt  ist  der  eigentümlicihen  Wärme,  der 
Strahlung  und  Leitung  gewidmet.  Durch  Leitung  wird  die 
schon  in  einem  Körper  gesammelte  Wärme,  welche  in  lebendiger 
Kraft  schwingender  Körpermolecüle  und  Ätheratome  besteht,  fort- 
gepflanzt; durch  Strahlung  dagegen  nur  Schwingungen  des  Äthers, 
welche  an  einem  Körper  Wärme  hervorbringen  können,  aber  noch 
keine  Wärme  sind.  Näher  betrachtet  wird  die  Zurückwerfung 
eines  Strahls  an  der  ebenen  Grenze  zweier  Medien  bei  senkrechtem 
Einfall  Zunächst  sei  das  zweite  Mittel  dichter  als  das  erste, 
der  in  ihm  enthaltene  Äther  also  dünner  als  im  ersten.  Wir 
ieissen  drei  parallele  Ätherschichten  ins  Auge:  die  dem  ersten  Medium 
angehörige  Grenzschicht,  die  dem  zweiten  angehörige  Grenzschicht 
und  die  dieser  anliegende  Schicht  im  zweiten  Medium;  sie  mögen 
die  erste,  zweite  und  dritte  Schicht  heißen.  Wird  die  erste  Schicht 
verschoben,  so  sucht  sie  die  zweite  ebenso  zu  verschieben,  während 
die  dritte  zurückhält.  Gehörten  alle  drei  demselben  Mittel  an,  so 
hätte  die  Differenz  jener  verschiebenden  und  dieser  zurückhaltenden 
Kraft,  d.  h.  die  auf  die  zweite  Schicht  wirksame  Gesamtkraft  eine 
gewisse  Grö&e.  In  unserem  Falle  aber  rührt  die  zurückhaltende 
Kraft  von  dünnerem  Äther  her,  ist  also  kleiner,  die  wirksame 
gröDser,  und  somit  auch  die  von  der  zweiten  Schicht  erlangte  Ge- 
schwindigkeit gröfser.  Infolge  der  gesteigerten  Beschleunigung  dieser 
Schicht  bleiben  ihre  Atome  weniger  hinter  denen  der  ersten  Schicht 
zurück,  verzögern  letztere  also  weniger,  als  wenn  alle  drei  Schichten 
gleichartig  wären.  Also  wird  die  Schwingungsweite  der  Grenz- 
schicht des  ersten  Mediums  gröDser  als  im  homogenen 
Medium.  Diese  Schwingung  ist  nun  auiffafsbar  als  Summe  zweier: 
nämlich  jener  des  ersten  Mediums,  wie  sie  in  einiger  Feme  statt- 
hat, sodann  der  Differenz  der  Schwingungen  im  zweiten  und  im 
ersten  (denn  im  zweiten  ist  ja  wegen  der  geringeren  Ätherdichte 
eine  grölsere  Schwingungsweite  entstanden  als  im  ersten  herrscht). 
Der  erste  Summand  ist  die  Schwingung  des  einfallenden  Strahls,  der 
zweite  die  des  zurückgeworfenen. 

Ist  hingegen  das  zweite  Mittel  dünner  als  das  erste,  der 
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Äther  in  ihm  also  dichter,  so  maus  die  Grenzschicht  des  ersten 
Mittels  kleinere  Schwingungen  machen  als  im  homogenen  Medium. 
Diese  Schwingung  ist  nun  anffafsbar  als  Differenz  zweier:  nämlich 
jener  des  ersten  Mediums,  wie  sie  ungestört  in  der  Feme  statthat, 
sodann  der  Differenz  der  Schwingungen  im  ersten  und  zweiten.  Nun 
aber  ist  eine  Differenz  zweier  Schwingungen  identisch  mit  der  Summe 
aus  der  ersten  und  der  umgekehrten  zweiten.  Der  erste  Summand 
ist  die  Schwingung  des  einfallenden  Strahls,  der  zweite  (mit  der 
entgegengesetzten  Phase)  die  des  reflectirten.  —  Diese  Betrachtung 
wirft  helles  Licht  auf  die  Fr esne loschen  Reflezionsformeln. 

Anhangsweise  wird  noch  kurz  angedeutet,  wie  die  Elektricitftt 
vielleicht  auf  Schwingungen  beruht,  die  nicht  zum  Körperatom  hin 
gerichtet  sind,  gleich  den  Wärmeschwingungen,  (die  ja  das  Volumen 
yergröüsem) ,  sondern  tangential  zu  einer  das  Atom  umgebenden 
Eugelfl&che. 

Die  vierte  Abteilung  behandelt  die  chemischen  Er- 
scheinungen. Die  beim  Zusammentreten  verschiedener  Atome  zu 
einem  Molecül,  d.  h.  also  bei  chemischer  Verbindung  erzeugte  freie 
Wftrme  besteht  aus  drei  Teilen:  aus  der  durch  die  Stellungsvertn- 
derung  der  Atome  erzeugten  Arbeit,  aus  der  Abnahme  der  lebendigen 
Kraft  der  schwingenden  Atome  bei  derselben  Schwingungsdauer  oder 
Temperatur^  und  aus  der  lebendigen  Kraft  der  aus  dem  Köiper  aus- 
getretenen Ätheratome.  Weil  die  entwickelte  Warme  meist  positiv 
ist,  so  schlieist  man,  dals  meist  die  (stets  positive)  Arbeit  der  auf 
die  Körperatome  wirkenden  Krftfte  beim  Übergang  aus  der  schwankenden 
in  die  feste  Gleichgewichtslage  überwiegt.  In  selteneren  F&llen  wird 
überwiegend  Arbeit  verschluckt  durch  den  neu  eingetretenen  Äther, 
durch  das  Auseinandertreten  der  zu  Molecülen  verbundenen  Körper- 
atome  beim  Flüssig-  oder  Gasförmigwerden,  durch  die  erhöhte  lebendige 
Kraft  der  mit  gleicher  Dauer  schwingenden  Atome.  —  W&rme  kann 
chemische  Verbindungen  bewirken,  indem  die  Schwingungs- 
weite wftchst,  also  das  Gtegeneinanderschwanken  der  Atome  sich 
steigert.  Dadurch  wird  die  Erreichung  und  Überschreitung  der 
schwankenden  Gleichgewichtslage  erleichtert  W&rme  kann  aber 
auch  chemische  Verbindungen  trenneUr  Daraus  ist  zu  schlie&en, 
dafs  auch  in  der  Verbindung  die  Atome  sich  nicht  bis  zur  Berührung 
nahe  stehen,  sondern  durch  Äther  getrennt  sind.  Das  Schwingen 
desselben,  hinreichend  gesteigert,  fahrt  den  Zerfall  herbei.  —  Che- 
mische Verwandtschaft  ist  das  Übergewicht  der  die  Körperatome 
annähernden  über  die  entfernenden  Krftfte;  auf  diese  haben  auch 
die  Schwingnngszustftnde,  die  ja  die  mittleren  Anordnungen  ver- 
ändern, Einflulüs.  So  versteht  man,  dailä  sehr  grolse  chemische  Ver- 
wandtschaft durch  hohen  Wärmegrad  unter  ümstSnden  ganz  auf- 
gehoben, unter  umständen  aber  auch  erst  hergestellt  werden  kann. 

In  der  fünften  Abteilung  werden  die  Erscheinungen  in 
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der  belebten  nicht  geistigen  Welt  behandelt.  In  den  Pflanzen 
liefern  W&rme  und  Licht  die  arbeitenden  Erftfte,  aber  die  Gegenwart 
organischer  Körper  ist  nötige  damit  diese  Kräfte  gerade  die  Arbeit 
der  ümwandlnng  statt  der  gewöhnlichen  Erwärmnng  hervorbringen. 
Es  besteht  ein  eigentümlicher  Gegensatz  zwischen  Pflanzen  und 
Tieren.  Die  Pflanze  verzehrt  Wärme,  indem  in  ihr  die  nn- 
organischen  Körper  zu  organischen  umgebildet,  indem  die  fest  zu- 
sammenstehenden Atome  auseinander  gerissen  und  in  eine  weniger 
feste  Stellung  in  einer  geringeren  Anzahl  von  MolectÜen  gebracht 
werden.  Der  tierische  Körper  entwickelt  hingegen  Arbeit, 
welche  teilweise  in  Wärme  besteht,  indem  die  organischen,  von  den 
Pflanzen  herrührenden  Stofie  wieder  zu  tieferen  organischen  oder  zu 
unorganischen  herabsinken,  und  indem  die  Atome  wieder  zu  festeren 
Yexbindungen  in  einer  gröiseren  Anzahl  von  Molecülen  zusiunmen- 
treten.  —  Die  letzte  Untersuchung  des  Werkes  ist  dem  an  einem 
Beispiel  durchgeführten  Nachweise  gewidmet,  dais  die  Kräfte  im 
lebenden  Körper  die  ungeänderten  Grundkräfte  sind.  Es 
handelt  sich  um  Erforschung  der  Ursachen,  die  die  Gestalt  eines 
belebten  Körpers  bedingen.  Zunächst  wird  jede  teleologische  Er- 
klärung abgewiesen.  „Wir  können  nicht  sagen,  wo  sich  das  Vorbild 
befindet  und  auf  welche  Weise  es  gerade  wie  eine  Kraft  wirken 
soll.^^  Diese  Lehre  setzt  voraus,  „dafs  ein  künftiger  Zustand  Ein- 
fluis  auf  eine  vorhergehende  Bewegung  oder  Veränderung  habe, 
widerspricht  also  unserem  ersten  Grundsatze,  dais  jede  Bewegung 
ganz  allein  durch  den  unmittelbar  vorhergehenden  Zustand  und  die 
unveränderlichen  Eigenschaften  der  Stoffe  bedingt  werde.'^  Und  nun 
wird  am  Beispiele  einiger  Weichtierschalen  (Goniatites,  Papier- 
nautilus u.  a.)  auf  Grund  einfacher  Bechnung  gezeigt,  dafs  die 
mannigfaltigen  Formen  der  Schalen  notwendige  Folgen  vorher- 
gebender Zustände  und  nicht  voraus  erfunden  sind.  Nämlich  wo 
die  logarithmische  Schneckenlinie  auftritt,  ist  das  Ver- 
hältnis der  Körperzunahme  zu  dem  gleichzeitigen  Zu- 
wachse der  Schalenmasse  unveränderlich;  wo  aber  die 
parabolische  Schneckenlinie  herrscht,  wächst  der  Tier- 
körper bei  gleichem  Schalenzuwachs  um  so  weniger,  je 
weiter  das  Tier  von  der  Mitte  wegkommt.  So  ist  die  Schalen- 
form auf  die  Wachstumsfllhigkeiten  des  Tier-  und  Schalenkörpers  als 
auf  ihre  nächste  Ursache  zurückgeführt.  Woher  aber  diese  Fähig- 
keiten rühren:  das  zu  erforschen,  ist  Aufgabe  der  Physiologie. 

Hiermit  dürfte  der  wesentliche  Inhalt  der  Atomenlehre  skizzirt 
sein.  Abgesehen  von  der  consequenten  Verfolgung  der  Grundhypo- 
thesen über  die  Constitution  der  Materie  scheinen  dem  Referenten 
aus  dem  reichen  Inhalte  von  besonderer  Wichtigkeit  und  bleibendem 
Werte  hauptsächlich  drei  verschiedene  Gedankenreihen:  nämlich 
ersteni^  die  Untersuchungen  über  Kiystallstructur,  welche  zum  ersten 
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Male  zu  Structuren  mit  nicht  durchgängig  parallel  gesteUten  Atomen 
gef&hrt  haben;  sodann  die  Studien  über  die  Wärmeschwingungen  der 
Atome,  welche  dieses  Gebiet  wesentlich  durchleuchten;  und  schliels- 
lieh  die  Zurückfährung  gewisser  Schalenformen  von  Weichtieren  auf 
Wachstumsverhältnisse,  wodurch  die  Entstehung  der  merkwürdigen 
Schneckenlinien  einigermaDsen  begreiflich  wird. 

Von  den  physikalischen  Abhandlungen  schlieist  sich  an 
die  Atomenlehre  am  unmittelbarsten  an:  die  Erklärung  des  ato- 
mistischen  Wesens  des  tropfbar  flüssigen  Zustandes  und 
Bestätigung  desselben  durch  die  sogenannten  Molecular- 
bewegungen  (Poggendorff's  Annalen  118,  1863,  S.  79—94). 
Den  Hauptinhalt  dieser  Abhandlung,  welche  der  Wiederabdruck  eines 
Bruchstücks  der  Atomenlehre  ist,  bildet  eine  eingehende,  soweit 
möglich  messende  Beschreibung  der  Brown' sehen  Moleculaibewe- 
gungen,  d.  h.  regellos  zitternder,  zickzackförmig  hin-  und  hergehender 
Bewegungen,  welche  alle  kleinen  in  einer  Flüssigkeit  snspendirten 
Teilchen  zeigen,  sowie  der  Nachweis,  daüs  dieselben  keinerlei  äo&eren 
Ursachen  zugeschrieben  werden  können,  sondern  aus  dem  Weeen  des 
flüssigen  Zustandes  selber  erklärt  werden  müssen.  Als  solche  äulsere 
Ursachen  werden  folgende  zurückgewiesen:  1)  Infusorien  können 
nicht  beteiligt  sein,  denn  auch  Körnchen  ausgeglühten  Quarzpulvers 
zeigen  diese  Bewegung,  und  zwar  nicht  nur  einige,  sondern  alle. 
2)  Die  Bewegung  ist  der  Flüssigkeit  nicht  beim  Au&etzen  d^ 
Tropfens  mechanisch  mitgeteilt,  denn  sie  ist  unregelmäijsig,  abgebrochen, 
ganz  verschieden  von  jeder  Schwingung;  auch  hält  sie  zwölf  Tage  in 
gleicher  Stärke  an,  während  eine  Erschütterung  schon  binnen  Secunden 
durch  Reibung  unmerklich  geworden  sein  müMe.  3)  Wechselnde 
Anziehungen  und  Abstolsungen  der  Kömchen  unter  einander  könnet 
nicht  die  Ursache  sein;  denn  auch  bei  hoher  Verdünnung  der  Flüssig- 
keit zeigt  jedes  ganz  isolirt  gelegene  Kömchen  dieselbe  Bewegung. 
Auch  bewegen  sich  zwei  benachbarte  Kömchen  ganz  unregelmäßig 
und  unabhängig  von  einander,  sowie  unabhängig  von  ihrer  Entfernung. 
4)  Temperaturunterschiede  sind  unbeteiligt,  denn  solche  mülsten  sick 
nach  Tagen  ausgeglichen  haben.  Auch  könnten  sie  wohl  Starömungen, 
aber  nicht  jenes  Zittern  und  Zucken  erzeugen,  dessen  Richtung  in 
den  kleinen  Räumen  vom  Durchmesser  eines  Teilchens  wechselt  In 
so  auifierordentlich  kleinen  Räumen  könnten  sich  verschiedene  Tem- 
peraturen gar  nicht  dauernd  erhalten  oder  neu  entstehen.*)  Auch 
veranlagst    plötzliche    Senkung    der   Umgebungstemperatur   um    17* 

*)  Regnauld  (1857)  indessen  sieht  die  Ursache  in  Temperatur- 
differenzen,  die  durch  Absorption  der  Beleachtnngsstrahlen  de« 
Mikroskops  in  den  einzelnen  Kömchen  entstehen.  Diese  Deutung  paTst 
aber  schwerlich  auf  die  von  Renard  1874  an  Gasbläschen  beobachteten 
Molecularbewegungen.  So  bleibt  also  die  Wiener *8che  Deutung  doch 
wohl  als  einzig  mögliche  stehen! 
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oder  Erhitzung  durch  concentririe  SonnenstraMen  keine  merkliche 
Änderung  der  Zitterbewegung.  5)  Verdunstung  kann  nicht  mit- 
wirken, denn  die  Bewegung  geht  ebenso  vor  sich,  mag  man  den 
Tropfen  der  freien  Verdunstung  aussetzen  oder  der  Verdunstung 
durch  sorgfUtigen  Abschlufs  entziehen.  —  Nach  allem  bleibt  nur 
übrig,  die  Ursache  inneren,  dem  Flüssigkeitszustande  eigen- 
tümlichen Bewegungen  zuzuschreiben.  Über  letztere  lälst 
sich  sogar  auf  Omnd  von  Messungen  über  die  Abhängigkeit  der 
mittleren  Geschwindigkeit  von  der  Gröise  des  Kömchens  noch  etwas 
Näheres  aussagen.  Teilchen,  deren  Durchmesser  zwischen  0,0006  und 
0,0014  mm  lag,  legten  —  ohne  dafs  ihre  verschiedene  Gröise  eine 
merkliche  Verschiedenheit  der  Geschwindigkeit  zur  Folge  hätte  — 
im  Mittel  secundlich  Wege  von  0,0016  mm  zurück.  Teilchen  von 
0,0023  mm  Durchmesser  durchliefen  secundlich  0,0005  nun;  noch 
grölsere  Teilchen  noch  Weniger.  Also  kann  der  Durchmesser  einer 
gleichmäisig  bewegten  Wassermasse  nur  etwa  halb  so  groDs  als 
0,0023,  d.  h.  =:  0,0012  nun  sein;  denn  nur  so  ist  es  möglich,  dals 
zwei  verschieden  bewegte  Wasserpartien  an  demselben  Körnchen  keine 
nennenswerte  Bewegung  mehr  hervorrufen.  Auch  stimmt  hieimit, 
dafs  Teilchen  von  geringster  Gröise  bis  0,0014  mm  merklich  dieselbe 
Geschwindigkeit  zeigen.  Sonach  bieten  die  Molecularbewegungen 
einen  direct  sichtbaren  Beweis  for  die  kinetische  Theorie  des  flüs- 
sigen Zustandes  dar.*)  Über  diesen  Zustand  hat  der  Verfasser  ganz 
bestimmte  Vorstellungen  entwickelt,  die  oben  bei  Besprechung  der 
Atomenlehre  dargestellt  wurden.  Er  eröffnet  die  gegenwärtige  Ab- 
handlung sogar  mit  Auseinandersetzung  seiner  hypothetischen  An- 
sichten und  hat  dadurch  wohl  manchen  Leser  von  vornherein  ab- 
geschreckt, sodais  wahrscheinlich  aus  diesem  Grunde  seine  Abhandlung 
80  wenig  bekannt  geworden  ist.  Noch  1888  hat  H.  Gouj  es  als 
etwas  Neues  verkündet,  dafs  die  Molecularbewegungen  einen  Beweis 
für  die  kinetische  Theorie  des  flüssigen  Zustandes  liefern,  wogegen 
allerdings  von  Wiener  Prioritätsreclamation  erhoben  wurde.**) 

Zeigt  sich  W.  in  den  geschilderten  Untersuchungen  wesentlich 
als  philosophisch-naturwissenschaftlicher  Denker  und  als  Geometer, 
so  bethätigt  er  sich  in  der  Abhandlung:  „Die  Zerstreuung  des 
Lichtes  durch  matte  Oberflächen"  (Festschrift  d.  Techn.  Hoch- 


*)  Unter  diesen  Umständen  ist  es  sicher  merkwürdig,  dafs  der  Be- 
gründer der  kinetischen  Theorie  der  Flüssigkeiten,  Clausius  (1857),  nie- 
mals von  der  Wienerischen  Abhandlung  Kenntnis  genommen  hat,  wie 
Referent  bei  der  Natnrforscherversammlnng  in  Baden-Baden  1879  von 
Clansins  selbst  sn  hören  Gelegenheit  hatte. 

•^  Gouy  im  Jonm.  d.  Phys.  (a^r.  2)  7,  661.  Auszug  in  der  Natur- 
wissenschaft!. Bundschau  4,  1889,  S.  162.  Dazu  Wiener:  Naturwissen- 
schaft!. Rundschau  4,  1889,  8.  282,  wo  er  auf  seine  Abhandlung  und  auf 
„Grondzüge  der  Weltordnung*'  1863,  S.  176  yerweist. 

jAhretbeiicbt  d.  Deutschen  Matbein.'VerelnIgaDg.    VI.  6 
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schule  zu  Karlsruhe  zum  yierzigjfthrigen  Begierungcrjubilftum  8r.  Eon. 
Höh.  d.  Grofsherz.  Friedrich  y.  Baden;  auch  Wiedemann's  Ann. 
d.  Phjs.  u.  Chem.  47,  1892,  S.  638)  als  wohl  überlegender  Experi- 
mentator, der  seine  Beobachtungen  mathematisch  geschidkt  zu  ver- 
werten weiis.  Nach  Lambert  soll  die  Helligkeit  einer  matten 
Fläche  proportional  sein  der  Stärke  des  beleuchtenden  Lidits,  dem 
Bückstrahlungsvermögen  (albedo)  und  dem  Cosinus  des  Einfalls- 
winkels f,  aber  unabhängig  vom  Ausfallswinkel  a,  so  da£s  die  Fl&ehe, 
von  jeder  beliebigen  Richtung  aus  betrachtet,  gleich  hell  eradiein«i 
würde.  Aber  schon  Bouguer'sche  Messungen  lehren,  dafs  dies  nicht 
allgemein  richtig  sein  kann.  Die  Theorie  v.  Lommel's,  nach  der 
die  Zerstreuung  von  Baumteilen  der  Körpermasse  ausgeht,  labt  die 
Stärke  des  zerstreuten  Lichts  abhängig  erscheinen  von  Absorptions- 
und Diffusionsvermögen  und  Dicke  der  wirksamen  Schicht  und  sonst 
nur  noch  vom  Ein-  und  Ausfallswinkel;  in  Bezug  auf  letztere  zwei 
ist  der  Ausdruck  symmetrisch  gebaut,  sodafe  die  Menge  des  von 
einem  Flächenelement  zurückgeworfenen  Lichts  sidi  nicht  ändert, 
wenn  ein-  und  ausfallender  Strahl  vertauscht  werden.  Bier  wird 
die  Oberfläche  als  vollkommen  matt  und  rauh  und  frei  von  jeder 
Spiegelung  vorausgesetzt,  und  wo  dies  erfüllt  ist  (z.B.  BuTs),  da 
bewährt  sich,  wie  Ang ström  gezeigt  hat,  die  Theorie.  Aber  andere 
Stoffe  (Papier,  gegossener  Gyps)  zeigen  deutlich  vermehrte  Zurück- 
werfnng  in  Bichtung  der  Spiegelung.  Hier  genügt  diese  Theorie 
nicht,  denn  hier  ist  noch  das  Azimut  v,  d.  h.  der  Winkel  zwischen 
Einfalls-  und  Ausfallsebene,  von  wesentlichem  Einflufs.  Nun  hat 
früher  Bouguer  eine  Theorie  entwickelt,  nach  welcher  die  matte 
Fläche  aus  einer  grossen  Anzahl  verschieden  gelagerter  kleiner  ebener 
Spiegelflächenelemente  bestehen  soU.  Femer  nimmt  er  an,  dals  der 
ein-  und  ausfallende  Strahl  ohne  Änderung  der  Helligkeit  vertauschbar 
seien.  Aber  nach  Wiener's  Versuchen  besteht  diese  Vertausdibar- 
keit  bei  glatten  und  matten  Körperoberflächen  nicht.  Hier  ist  die 
Helligkeit  gröDser  bei  kleinem  Einfalls-  und  grofsem  Ausüülswinkel 
als  umgekehrt.  Nämlich  bei  steilerem  Auftreffen  dringen  die  Strahlen 
in  die  Vertiefungen  der  Bauhigkeiten  ein  und  werden  vielfach  re- 
flectirt;  bei  schrägem  Auftreffen  aber  liegen  die  Vertiefungen  zum 
Teil  im  Schatten.  Bei  solchen  Körpern  findet  sowohl  Eindringen 
des  Lichts  (Lommel)  als  zerstreuende  Spiegelung  an  kleinen  Flächen 
(Bouguer)  statt.  Aber  der  für  verschiedene  Stoffe  verschiedene 
Bauhigkeitsgrad  und  die  wechselnden  Gestalten  der  Erhöhungen  Ter* 
eiteln  eine  allgemeine  Theorie,  so  da£s  jeder  Stoff  einzeln  untersucht 
werden  mufs.  Nun  hat  schon  H.  Seeliger  durch  Messungen  an  sechs 
verschiedenen  Stoffen  gefunden,  dals  namentlich  bei  gröfseren  Ein- 
und  Ausfallswinkeln  das  Lambert'sche  Gesetz  nicht  gilt,  dals  bei 
groisen  gegenüberliegenden  Winkeln  meist  merkliche  Spiegelung  ein* 
tritt,  und  dafs  keine  der  zwei  obigen  Theorien  allein  die  Erschei- 
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nmigen  erklftrt;  aber  er  hat  sich  auf  die  Azimute  0^  und  180^ 
beschiAnkt.  Wiener  dagegen  beobachtet  nur  an  einem  einzigen 
Stoff,  aber  bei  je  9  verschiedenen  Einfalls-  und  ebensovielen  Aus- 
falls¥rinkeln  und  bei  je  7  verschiedenen  Azimuten.  Die  Ausfuhrung 
der  Versuche  war  einfach.  Von  zwei  möglichst  identischen  quadra- 
tischen Platten  aus  feinstem,  weifsem,  gegossenem  Gjps  wurde 
die  eine  mittelst  einer  Kerze  unter  den  gewünschten  Winkeln  be- 
leuchtet und  beobachtet,  und  der  anderen  Platte  dann  eine  zweite 
gleidie  Kerze  soweit  gen&hert  (Entfernung  a),  dals  sie,  senkrecht  ge- 
troffen und  beobachtet,   gleich  hell  mit  der   ersten    erschien.     Die 

Helligkeit  der  zweiten  ist  -j-     Da  die  der  ersteren  ihr  gleich   ist, 

wahrend  ihre  Beleuchtungskerze  den  Abstand  h  hat,  so  ist  die 
Helligkeit  dieser  ersteren,  bei  unveränderten  Winkeln,  beleuchtet  aus 

dem  Abstand  1 ,  =  -^.     Dies  ist    die   gewünschte    Grölse.   —  Um 

trotz  der  nur  m&fsigen  Genauigkeit  der  Beobachtungen  brauchbare 
Ei^ebnisse  abzuleiten,  wurde  eine  geometrische  Ausgleichung  nach 
dem  Gesetze  der  Stetigkeit  ausgeführt.  Das  Ziel  war  die  über- 
sichtliche Darstellung  der  Helligkeit  in  den  verschiedenen  Beobach- 
tnngsrichtnngen.  Trftgt  man  von  einem  Punkt  der  Fläche  aus  fOr 
einen  bestimmten  einfallenden  Strahl  (constantes  i)  auf  jedem  aus- 
tretenden Strahl  die  Helligkeit  H  auf,  unter  welcher  die  Fläche  in 
ihm  erscheint,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser  Strecken  H  die 
„Helligkeitsfläche^^  Nach  dem  Lambert'schen  Gesetz  wäre 
diese  Helligkeit  constant  *«  oose,  also  die  Helligkeitsfläche  eine 
Halbkugel  von  diesem  Radius.  Durch  die  Normale  des  Gypsflächen- 
elementsJP  gelegte  Ebenen  schneiden  die  Helligkeitsfläche  in  „Meridian- 
cnrven^;  ümdrehungskegel  um  dieselbe  Normale  (Spitze  in  F) 
schneiden  sie  in  „Kegelcurven^.  Zur  Ermittelung  der  Helligkeits- 
flftehe  werden  die  Beobachtungen  nun  zuerst  benutzt,  um  solche 
Curven  von  möglichst  stetigem  Verlauf  zu  construiren  und  dadurch 
die  Beobachtnngsfehler  unschädlicher  zu  machen.  Nach  den  aus- 
geglichenen Curven  sind  Tabellen  for  die  Werte  von  H  berechnet, 
jede  fflr  constantes  e,  aber  wechselnde  a  und  v.  Vermittelst  einer 
jeden  Tabelle  ist  dann  eine  Helligkeitsfläche  construirbar.  Photo- 
graphische Nachbildungen  der  Modelle  von  4  Helligkeitsflächen  (näm- 
lich für  e  =  (y*,  30^,  60®,  S2%^)  sind  beigegeben;  auf  jeder  ist  zu- 
gleich die  Lambert'sche  Halbkugel  ersichtlich.  H  zeigt  sich  bei 
constantem  £  und  wechselndem  a  von  Cfl  bis  60®  ziemlich  gleich- 
förmig imd  meist  etwas  kleiner  als  nach  Lambert.  Für  a  zwischen 
60®  und  90®  nimmt  H  im  allgemeinen  ab  und  erreicht  bei  streifendem 
Sehen  etwa  0,6  des  Wertes  fOr  a  s«  0®.  Auf  der  dem  einfallenden 
Strahl  gegenüberliegenden  Seite  ist  die  Helligkeit  grSiser  als  bei 
gleichem  a  auf  derselben.  Seite.     Je  gröiser  s,  um  so  ftärker  wird 
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die  Spiegelung;  bis  e  =»  60^  ist  sie  nur  durch  gröfsere  Helligkeit, 
noch  nicht  durch  Glanz  bemerkbar.  Bei  s  =  75^  herrscht  deutliche 
Spiegelung  mit  Glanz  von  a  »»  73^  bis  90®,  am  st&rksten  (H  =  2,2) 
bei  a  =  79^  Bei  b  =  82%®  ist  sie  am  gröfsten  {H  =  5,2)  bei 
er  =s  85®,  während  co5e  =  0,13.  Der  Ausfallswinkel  für  startete 
Spiegelung  ist  immer  etwas  grölser  als  der  zugehörige  EinfallswinkeL 

Die  geschilderten  Messungen  veranlalsten  femer  eine  psycho- 
physische  Untersuchung:  „Die  Empfindungseinheit  zum  Messen 
der  Empfindungsstärke"  (Wiedemann's  Annalen  47,  1892, 
S.  659),  welche  vielfache  Berührungspunkte  mit  Fechner's  Ideen 
darbietet,  obgleich  sie  gänzlich  unabhängig  entstanden  ist.  Y,Die 
Empfindungseinheit  ist  gegeben  durch  die  eben  bemerkbare  Unter- 
scheidbarkeit zweier  Empfindungen,  und  die  Mafszahl  einer  Empfin- 
dungsstärke ist  die  Anzahl  der  schwächeren  Empfindungsstftrken, 
welche  man  zwischen  der  gegebenen  und  dem  Mangel  an  jeder 
Empfindung  mit  eben  noch  bemerkbarer  Unterscheidbarkeit  ein- 
schalten kann,  vermehrt  um  Eins."  Zur  Verwertung  dieses  Ge- 
dankens dienen  nun  die  beiden  Gypsplatten,  deren  Entfernungen  von 
der  Beleuchtungsflamme  abwechselnd  solange  geändert  werden,  bis 
jedesmal  die  eine  oben  merklich  heller  erscheint  als  die  andere.  Nun 
ist  nach  dem  Web  er 'sehen  Gesetze  der  Unterschied  zweier  Empfin- 
dungen eben  merkbar,  wenn  der  Beiz  sich  um  einen  bestimmten  ver- 
hältnismäisigen  Teil  seiner  Gröfse  verändert.  Die  hieraus  folgende 
Beziehung,  dafs  die  Empfindimg  proportional  ist  dem  Logarithmus 
des  durch  den  Schwellenwert  dividirten  Reizes,  wird  f^  die  aus- 
geführten Messungen  graphisch  dargestellt. 

Im  naturwissenschaftlichen  Verein  zu  Karlsruhe,  dessen  Vor- 
sitzender W.  eine  längere  Beihe  von  Jahren  war,  hat  er  eine  greise 
Anzahl  von  Vorträgen  gehalten,  die  in  den  „Verhandlungen  des 
Vereins^^  gedruckt  vorliegen.  Hier  seien  nur  folgende  genannt:  Das 
Wachstum  des  menschlichen  Körpers.  Ein  neuer  Schädelmesser. 
Über  die  Schönheit  der  Linien.  Über  „Cogito,  ergo  sum^^  Beweis 
für  die  Wirklichkeit  der  Auisenwelt  Die  Farbe  der  atmospärisdien 
Luft  imd  Etwas  über  die  Goethe 'sehe  Farbenlehre.  Letztere  Ab- 
handlung ist  ein  kleines  Bruchstück  aus  dem  oben  erwähnten  hinter- 
lassenen  Werke  über  die  Helligkeit  des  Himmels.  Zwei  der  ange- 
führten Vorträge  behandeln  philosophische  Themata,  wie  ja  auch  die 
„Grundzüge  der  Weltordnung^^  in  ihrem  zweiten  Teile  von  rein 
philosophischem  Inhalte  sind.  Auf  einzelne  Kapitel  dieses  Werkes 
ist  W.  später  noch  in  wiederholten  Veröffentlichungen  zurück- 
gekommen, so  in:  ,J)ie  ersten  Sätze  der  Erkenntnis,  insbesondere  das 
Gesetz  der  Ursächlichkeit  und  die  Wirklichkeit  der  Auüsenwelt^ 
(Virchow-Holtzendorff's  Samml.  gemeinverständlicher  Vorträge, 
IX.  Serie,  Heft  212,  Berlin  1874).  „Die  Begründung  der  Sitten* 
lehre  und  ihre  geschichtliche  Entwickelung,^^  Darmstadt  1879.    ,^e 
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Freiheit  des  Willens",  Festrede  beim  Directoratswechsel  der  Tech- 
nischen Hochschide  zu  Karlsruhe  1891;  auch  Darmstadt  1894.  In 
letzterer  Abhandlung  wird  die  Freiheit  des  Willens  bejaht,  un- 
beschadet der  ausnahmslosen  Ursächlichkeit  aller  Vorgänge,  indem 
nämlich  die  Freiheit  eines  Gegenstandes  bei  der  Bewegung  als 
alleinige  Abhängigkeit  von  Ursachen,  die  iimerhalb  des  Gegenstandes 
liegen,  also  als  Unabhängigkeit  von  aufserhalb  liegenden  Ursachen 
definirt  wird.  Auf  den  sonstigen  reichen  Inhalt  der  philosophischen 
Schriften  W.'s  überhaupt  einzugehen,  ist  aber  hier  nicht  beabsichtigt. 

Die  vorstehende  Schilderung  der  W.'schen  Abhandlungen  läfst 
erkennen,  wie  ungewöhnlich  grofs  der  Interessenkreis  war,  der  ihn 
beschäftigte,  und  wie  tief  eindringend  er  den  verschiedensten  Problemen 
nachging.  Dieser  geistige  Reichtum  war  denn  auch  die  Ursache, 
daJGs  sich  der  persönliche  Verkehr  mit  W.  für  jeden  so  ungemein 
frachtbar  und  anregend  gestaltete;  W.  hatte  eben  so  sehr  viele  Ge- 
biete selbständig  denkend  durchgearbeitet  und  war  dadurch  befähigt, 
bei  Gesprächen  über  die  verschiedensten  Gegenstände  nicht  an  der 
Oberfläche  zu  bleiben,  sondern  wesentlich  in  die  Tiefe  zu  dringen 
und  hier  und  da  mit  hellen  Gedankenblitzen  erleuchtend  zu  wirken. 
Besonders  charakteristisch  erscheint  überall  sein  Drängen  auf  An- 
schaulichkeit und  Klarheit,  und  das  Femhalten  jeglicher  Phrase.  Es 
ist  zn  vermuten,  daß  auch  die  für  seine  Schreibweise  charakte- 
ristische Vermeidung  aller  Fremdworte  ursprünglich  wohl  aus  dem 
Bestreben  nach  möglichst  klarer  und  verständlicher  Ausdrucksweise 
hervorgegangen  war. 

Schlielslich  noch  ein  Wort  über  W.'s  Charakter,  der  zu  den 
edelsten  und  reinsten  gehörte,  denen  man  begegnen  kann.  Die 
hervorstechenden  Züge:  strenge  Wahrhaftigkeit,  unbedingtes  Pflicht- 
gefühl und  ein  nie  versiegendes  Wohlwollen  machten  W.  zu  einem 
der  geachtetsten  und  liebenswürdigsten  Menschen,  der  überall  Freund- 
schaft erweckte  und  keinen  Feind  hatte. 


Nachschrift.  Seitdem  Leonhard  Sohncke  seinen  Anteil  an 
obigem  Nachruf  geschrieben,  ist  er  dem  älteren  Freund  ins  Grab 
gefolgt  Es  war  seine  letzte  schriftstellerische  Arbeit,  und  die  Fülle 
und  Klarheit  der  Darstellung  lassen  nicht  ahnen,  dafs  der  VerfiEksser 
beim  Niederschreiben  schon  schwer  leidend  war.  Nicht  ohne  Bührung 
wird  man  die  SchluTsworte  des  Nachrufs  lesen,  die  ihm  selber  hätten 
gelten  können:  ein  Kranz,  dem  Andenken  des  Freundes  geweiht,  der 
auch  sein  Bild  nun  umrahmt. 
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über  den  Zahl-  und  Orenzbegriff  im  Unterricht. 

Von  Alfred  Fringsheim  in  München. 

DalB  die  ältere,  auf  angeblichen  geometrischen  Evidenzen  be- 
ruhende Einftlhmngsart  des  Irrationalen,  sowie  des  damit  unmittelbar 
zusammenhängenden  Grenz-  und  Stetigkeitsbegriffes  nicht  mehr  halt- 
bar erscheint,  und  daDs  die  arithmetischen  Theorien  der  Irrational- 
zahlen in  der  angedeuteten  Richtung  einen  erheblichen  Fortschritt 
bedeuten,  ja,  unseren  heutigen  Anschauungen  entsprechend,  wirklich 
geeignet  sind,  eine  brauchbare  Grundlage  für  den  consequenten  Auf- 
bau der  Analysis  abzugeben,  wird  wohl  von  der  tibergrofsen  Mehr- 
zahl der  wissenschaftlichen  Mathematiker  anerkannt:  nicht  blois  von 
den  eigentlichen  Anhängern  der  Wei  er  straf  s'schen  Richtung,  den 
Zahlentheoretikem  und  Algebraikem,  sondern  auch  von  denjenigen, 
welche  mehr  von  der  Seite  der  Geometrie  her  in  die  Functionen- 
theorie  eingedrungen  sind  und  von  der  geometrischen  Anschauung 
im  weitesten  Umfange  Gebrauch  machen.*) 

Da  jene  Theorien  in  diesem  Jahre  gerade  das  25jährige  Jubi- 
läum ihrer  öffentlichen  Wirksamkeit**)  feiern  und  man  also  wohl 
hinlänglich  Zeit  gehabt  hat,  sich  über  ihren  Wert  und  ihre  Brauch- 
barkeit ein  Urteil  zu  bilden,  so  erscheint  es  sicherlich  angemessen, 
zu  erwägen,  ob  und  inwieweit  dieselben  geeignet  sind,  als  Ausgangs- 
punkt bei  den  üblichen  Universitäts-Vorlesungen***)  über 
Differential-  und  Integral-Rechnung  zu  dienen  —  ich  meine 


*)  Vgl.  F.  Klein,  Zur  Nicht-Enklidischen  Geometrie.  Math.  Ann., 
Bd.  37,  S.  672.  —  M.  Pasch,  Einl.  in  die  Diff.-  und  Integral-Rechnung. 
Leipzig  1882. 

**)  Das  Jahr  1872  bildet  in  der  That  das  gemeinsame  Publi- 
cations-Jahr  fOr  die  Theorien  von  Weierstrafs,  Cantor  und  Dede- 
kind.  Wenn  auch  Weierstrafs  schon  seit  geraumer  Zeit  in  seinen 
Vorlesungen  über  analytische  Functionen  davon  Gebrauch  gemacht  haben 
soll,  80  finden  sich  doch  die  ersten  gedruckten  Andeutungen  dardber  bei 
Eossak,  Die  Elemente  der  Arithmetik  (Pro^.  des  Werderschen 
Gvmn.,  Berlin  1872).  —  Weniger  bekannt  ist  vielleicht,  dafs  auch 
Gh..  M^rav  genau  diieselbe  Theorie,  wie  Herr  Cantor,  unabhängig  von 
diesem  aufgestellt  und  deren  Grundz^ge  gleichfalls  im  Jahre  1872 
publicirt  hat:  Pr^cis  d'A'nalyse  infinitesimale,  Art.  1 — 9. 

^**)  Ich  spreche  hier  nur  von  diesen,  nicht  von  denjenigen  an  tech- 
nischen Hochschulen. 
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damit  ausdrücküch  jene  zur  EinfQlirang  in  die  höhere  Mathematik 
bestimmten  Elementar-Yorlesimgen,  welche  zumeist  von  Stadirenden 
in  den  ersten  Semestern  besucht  zu  werden  pflegen.  Die  vorliegende 
Frage  ist  bereits  von  Herrn  Klein  am  Schlüsse  seines  Vortrages 
„Über  Arithmetisirung  der  Mathematik"  gestreift  und  in  scharf  ver- 
neinendem Sinne  entschieden  worden*)  —  mit  der  Motivirnng,  dais 
der  Lernende  naturgemäfs  im  Kleinen  immer  denselben  EntwickelnngS' 
gang  durchlaufen  werde,  den  die  Wissenschaft  im  Groisen  gegangen 
ist.  Ob  es  zweckm&Tsig  erscheint,  das  Hftckel'sche  Princip  von 
der  Übereinstimmung  zwischen  Fhylogenie  und  Ontogenie  in  dieser 
uneingeschränkten  Weise  auf  eine  Frage  des  Unterrichts  zu  über- 
tragen, will  mir  keineswegs  einleuchten.  Ich  meine,  wir  sollen  doch 
gerade  aus  der  Entwickelungsgeschichte  der  Wissenschaft  lernen,  die 
von  früheren  Generationen  begangenen  Schlufsfehler  oder  ünzoUbig- 
lichkeiten  zu  vermeiden  —  selbst  dann,  wenn  dieselben  auf  die 
Richtigkeit  der  Endresultate  keinen  Einfiufs  ausgeübt  haben.  Und 
wie  die  heutigen  Ärzte  nicht  mehr  der  Ansicht  sind,  daHs  jeder 
gewisse  Kinderkrankheiten  durchmachen  müsse,  und  man  demgemiUs 
bestrebt  ist,  dieselben  durch  eine  verständige  Prophylaxe  so  viel  als 
möglich  fem  zu  halten,  so  sollten  wir  doch  wohl  auch  darauf  aus- 
gehen, dem  Anfänger  die  Kinderkrankheiten,  welche  die  Wissenschaft 
bei  ihrer  Entwickelung  durchgemacht  hat,  möglichst  zu  ersparen. 

Wenn  die  Analytiker  des  vorigen  Jahrhunderts,  insbesondere 
Euler,  eine  ganze  Anzahl  durchaus  richtiger  und  wertvoller  Er- 
gebnisse durch  naive  Anwendung  eines  an  sich  unberechtigten 
Formalismus  aufgefunden  haben,  so  wird  doch  heutzutage  selbst  in 
einer  Anfangs-Vorlesung  niemand  mehr  von  dieser  sehr  bequemen, 
aber  unzulänglichen  Methode  Gebrauch  machen,  und,  obschon  die 
unserem  Verstände  anscheinend  näher  liegende  Ansicht,  dafe  die 
Wanne  eine  Materie  sei,  Jahrhunderte  lang  die  eigentlich  beiT- 
schende  war,  so  wird  heute  in  den  elementarsten  Vorträgen,  ja  im 
Schulunterricht  ausschliefslich  die  mechanische  AufBassong  gel^ut. 
Oder,  um  mit  einem  vielleicht  trivial  erscheinenden,  aber  darum 
nicht  minder  belehrenden  Beispiele  zu  schlielsen:  Jedennann  sieht 
noch  heute  oder  glaubt  vielmehr  zu  sehen,  dals  die  Sonne  sich  um 
die  Erde  bewegt,  gerade  so  wie  Jahrtausende  daran  geglaubt  haben. 
Und  wenn  er  selbst  über  den  Wechsel  von  Tag  und  Nacht,  von 
Sommer  und  Winter  nachdenkt,  so  wird  er  wohl  zunächst  zu  einer 
Auffassung  gelangen,  welche  dem  überwundenen  Ptolemäischen 
Weltsysteme  entspricht.  Wenn  er  aber  einen  Astronomen  nach 
der  Ursache  und  dem  Zusammenhange  jener  Erscheinungen  fragt, 
so  wird  ihn  dieser  ohne  viele  Umschweife  zwingen,  sich  auf  den 
Gopernicanischen  Standpunkt  zu  stellen. 


•)  Gott.  Nachr.  1896,  Heft  2,  S.  9. 
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Diese  Beispiele  dürften  genügend  deutlich  machen,  daCs  das  von 
Herrn  Klein  angeftÜirte  Frincip  als  Unterrichts-Omndsatz  keines* 
wegs  stichhaltig  erscheint  und  zum  mindesten  einer  genauen  Prüfung 
Yon  Fall  zu  Fall  bedarf.  Und  ich  glaube,  dafs  das  Resultat  einer 
solchen  Prüfung  ganz  anders,  etwa  folgendermalsen  lauten  würde: 
Jeder  Einzelne  durchläuft  im  wesentlichen  denselbmi  Entwickelungs- 
gang,  wie  die  Wissenschaft  selbst,  solange  ihm  kein  besserer 
Weg  gezeigt  wird.  Ist  aber  ein  solcher  besserer  Weg  vorhanden, 
so  ist  es  gerade  die  Pflicht  und  Aufgabe  des  Lehrenden,  ihm 
denselben  nicht  nur  zu  weisen,  sondern  auch  gangbar  zu  machen. 

Nun  kann  man  ja  freilich  von  vom  herein  der  Ansicht  sein, 
dafs  die  arithmetischen  Theorien  der  Irrationalzahlen  überhaupt 
keinen  solchen  besseren  Weg  zum  Eindringen  in  die  Analysis 
darbieten.  Dann  scheint  zun&chst  jede  weitere  Discussion  überflüssig. 
Immerhin  ist  selbst  in  diesem  Falle  eine  Verständigung  möglich, 
wenn  man  nämlich,  wie  es  z.  B.  Herr  As  coli  thut,*)  an  die  Spitze 
der  Analysis  ausdrücklich  das  geometrische  Axiom  stellt:  „Hat 
man  eine  unbegrenzte  Reihe  in  einander  liegender  Strecken  von 
Bchlietislich  beliebig  klein  werdender  Länge,  so  giebt  es  stets  einen 
imd  nur  einen  Punkt,  der  im  Innern  sJler  dieser  Strecken  liegt.** 
Dieser  Standpunkt  ist  zwar  nicht  der  meinige,  aber  er  ist  wenigstens 
in  seiner  Art  consequent,  gestattet  eine  vollkommen  scharfe  Definition 
der  Irrationalzahl  und  erscheint  geeignet,  verschwommene  Grenz-  und 
Stetigkeitsbegriffe  zu  vermeiden. 

Indessen  hat  ja,  wie  bereits  im  Eingange  erwähnt,  die 
grolle  Mehrzahl  der  Mathematiker,  darunter  auch  Herr  Klein,  die 
arithmetischen  Theorien  der  Irrationalzahlen  als  geeignetes  Funda- 
ment der  Analysis  principiell  acceptirt.  Es  sind  also  ausschlieüalich 
pädagogische  Gründe,  welche  ihrer  Einführung  in  Vorlesungen 
der  fraglichen  Art  entgegenstehen  sollen.  Worin  liegen  nun  aber  die 
Kennzeichen  einer  falschen  Pädagogik?  Nach  meinem  Dafürhalten 
kann  eine  solche  doch  nur  in  folgendem  bestehen:  Entweder,  man 
bringt  den  Schülern  Kenntnisse  bei,  die  fOr  sie  schädlich,  oder 
zum  mindesten  überflüssig  sind;  oder,  man  mutet  ihnen  Dinge 
zu,  die  ihre  Auffassungskraft  übersteigen.  Sehen  wir  uns  also 
diese  beiden  Eventualitäten  etwas  genauer  an. 

Zunächst  möchte  ich  dabei  ausdrücklich  hervorheben,  dafs  es 
sich  hier  keineswegs  etwa  darum  handelt,  das  Gehirn  des  Schülers 
von  vornherein  mit  besonderen  fnnctionentheoretischen  Finessen  zu 
belasten;  vielmehr  lediglich  darum,  ihm  durch  Beibringung  eines  ver* 
nünfügen  Zahlbegriffes  eine  sichere  logische  Grundlage  zu  schaffen, 
ihm  gewissermaDsen  das  Instrument,  mit  dem  er  beständig  zu  operiren 


*)  Sni  fondamenti  dell*  algebra,  Rendic.  Ist  Lomb.,  Ser.  II,  I.  28  (1896), 
1060. 
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liat,  vor  seinen  Augen  scharf  und  schartenfrei  henuiiditen.  Nun 
hesteht  das  Publicum  der  in  Bede  stehenden  Vorlesungen*)  ahge« 
sehen  von  einer  verschwindenden  Minorität  von  solchen,  die  8i<^ 
ernstlich  höheren  mathematischen  Studien  zuwenden,  in  der  Haupt- 
sache aus  künftigen  Mittelschnl-Lehrem,  dann  —  in  sehr  viel  ge- 
ringerer Zahl  —  aus  späteren  Physikern  und  Astronomen.  Daiüs 
den  letzteren,  wenn  sie  auch  die  Mathematik  nur  als  Hül&wissen- 
Schaft  betreiben,  ein  mit  sehr  mäfsigem  Zeitaufwand  zu  erwerbender 
Einblick  in  deren  logische  Grundlagen  schädlich  sein  könne,  wird 
wohl  niemand  im  Ernste  behaupten:  ich  fiir  meine  Person  möchte 
ein  gewisses  Mals  derartiger  Kenntnisse  auch  fOr  den  Naturforscher 
im  Sinne  einer  allgemeinen  wissensdiafklichen  Ausbildung  zum  minde- 
sten für  sehr  wünschenswert  halten,  unbedingt  notwendig 
erscheinen  sie  mir  aber  fär  die  künftigen  Mittelschul -Lehrer 
(welche,  wie  ich  nochmals  betone,  das  Haupt-Contingent  in  jenen 
Vorlesungen  bilden).  Ich  glaube  auch  nicht  zu  irren,  wenn  ich  an- 
nehme, dafs  diese  Ansicht  in  akademischen  Kreisen  ziemlich  all- 
gemein geteilt  wird.  Eine  Meinungs-Differenz  würde  dann  im. 
wesentlichen  nur  darin  bestehen,  dais  man  wohl  zumeist  daran  fest- 
hält, jene  logischen  Fundamente,  von  denen  hier  die  Bede  ist,  seien 
besser  erst  bei  späterer  Gelegenheit,  etwa  in  einer  Vorlesung  über 
Functionentheorie,  nachzuholen.  Mir  will  es  scheinen,  daÜB  man 
sich  da  einer  verhängnisvollen  Täuschung  hingiebt.  Der  Durch- 
schnitts-Student,**) der  einmal  die  Erfohrung  gemacht  hat,  dafs 
man  mit  Hülfe  einer  gewissen,  in  den  ersten  Semestern  äuiserlich 
erworbenen  technischen  Fertigkeit  trefflich  existiren  und  allerlei 
amüsante  Dinge  treiben  kann,  hat  in  den  folgenden  Semestern  nicht 
die  geringste  Neigung,  sich  mit  solchen  principiellen  Gegenständen 
zu  befassen:  er  erblickt  darin  lediglich  eine  eigensinnige  Erschwerung 
des  mathematischen  Studiums  und  betrachtet  dergleichen  als  eine 
Art  Luxus- Artikel  für  eine  geistig  übermäfsig  wohl  situirte  Minder- 
heit. Und  wenn  er  wirklich  Gelegenheit  nimmt,  derartige  Dinge  zu 
hören  (was  bei  uns  in  München  noch  gamicht  einmal  die  allgemeine 
Begel  ist),  so  gehen  dieselben  ziemlich  spurlos  an  ihm  vorüber,  wenn 
er  nicht  lieber  gar  die  nach  seiner  Meinung  äuiserst  günstige  Ver- 
anlassung benützt,  einige  Stunden  munter  zu  schwänzen. 


*)  Ich  spreche  hier  von  Verhältnissen,  wie  sie  zunächst  in  München 
bestehen,  glaube  aber,  dafs  dieselben  an  anderen  Universitäten  nicht 
wesentlieh  verschieden  sein  werden. 

^*)  Nur  von  diesem  kann  natürlich  hier  die  Bede  sein.  Dabei 
schwebt  mir  wiedermn  nur  de^enige  Typus  vor,  wie  ich  um  im  Laufe 
meiner  20  jährigen  Lehrthäti^keit  zu  Münäien  grihidlich  kennen  su  lernen 
(Gelegenheit  hatte.  Inunerhin  möchte  ich  annehmen,  dafs  der  Dorch- 
schmttB-Student  an  anderen  Universitäten  kaum  wesentlich  anders  geartet 
sein  dürfte. 
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Hier  kann  nach  meinem  Dafürhalten  nur  dadurch  Wandel  ge- 
schaffen werden,  dafs  man  gerade  in  den  einleitenden  Vorlesungen, 
also  ehe  der  Student  im  Besitze  eines  nicht  ganz  redlich  erworbenen 
analytischen  Handwerkszeuges  sich  zu  höheren  Dingen  berufen  glaubt, 
auf  eine  strenge  Einführung  der  arithmetischen  Grundbegriffe 
hält.  Ist  eine  solche  Grundlage  einmal  vorhanden,  so  findet  sich 
spftter  auch  das  Interesse  und  das  Bedür&ds,  dieselbe  weiter  aus- 
gebaut und  verfeinert  zu  sehen. 

Mit  anderen  Worten:  ich  halte  diese  Methode  gerade  für  emi- 
nent pädagogisch.  Sie  wäre  es  freilich  nicht,  wenn  die  zweite 
der  oben  angedeuteten  Eventualitäten  einträte,  d.  h.  wenn  man  damit 
dem  Schüler  das  An&ngs-Studium  der  höheren  Mathematik  unge- 
bührlich erschwerte,  ja  verleidete.  Ich  glaube,  dafs  diejenigen,  welche 
diese  Ansicht  vertreten,  teils  die  Auffassungskrafb  der  Studirenden 
in  Bezug  auf  arithmetische  Begriffe  unterschätzen,  teils  die 
Schwierigkeit  überschätzen,  den  fraglichen  Weg  für  den  Anfänger 
^gangbar"  zu  machen.  Ein  definitives  Urteil  hierüber  wird  wohl 
weniger  auf  Grund  theoretisirender  Erörterungen,  als  praktischer  Er- 
fahrungen gefällt  werden  können.  Und  da  solche  Erfahrungen  in 
ausreichender  Weise  wohl  kaum  von  denjenigen  gesammelt  werden 
können,  welche  principiell  an  der  älteren  geometrisirenden  Ein- 
führungsart in  die  Analjsis  festhalten,  so  erscheint  es  vielleicht  nicht 
Tinbescheiden,  darauf  hinzuweisen,  dals  ich  seit  etwa  10  Jahren  in 
meinen  sich  alle  zwei  Jahre  wiederholenden,  sehr  gut  besuchten 
Elementar-Vorlesungen  über  Infinitesimal-Rechnung  mich  der  ange- 
deuteten Methode  mit  durchaus  gutem  Erfolge  bedient  habe.  Diesem 
urteile  mag  ja  immerhin  ein  gewisses  Mafs  von  Subjectivität  inne- 
wohnen: Thatsache  ist,  dafs  meine  Zuhörer  jenen  Vorträgen  stets 
mit  Interesse  und,  soweit  ich  controlliren  konnte,  auch  mit  Ver- 
ständnis gefolgt  sind,  und  dafs  der  in  jeder  Vorlesung  ja  unver- 
meidliche partielle  „Abfall"  sich  allemal  lediglich  in  Dimensionen 
hielt,  deren  (Geringfügigkeit  mir  die  Überzeugung  von  der  Verkehrt- 
heit meiner  Pädagogik  bisher  nicht  beibringen  konnte. 

Um  nun  schliefslich  etwas  näher  auf  die  von  mir  befolgte 
Methode  einzugehen  und  in  dieser  Beziehung  jedes  Müsverständnis 
auszuschlieHsen,  möchte  ich  vor  allem  hervorheben,  dals  es  sich  dabei 
keineswegs  um  eine  Behandlung  der  Analysis  handelt,  welche  sich 
etwa  im  wesentlichen  der  von  Herrn  Lipschitz  in  seinem  bekannten 
Lehrbuche  gegebenen  Darstellung  anschliefst.  Da  dieses  Buch  be- 
sonders bei  den  Anhängern  der  Weierstrafs'schen  Richtung  in 
gro£sem  Ansehen  steht,  so  muls  es  jedenfalls  aufserordentliche  Vor- 
züge besitzen.  Nichtsdestoweniger  kann  ich  mich  des  Eindruckes 
nicht  erwehren,  dafs  dasselbe  einer  arithmetisirenden  Behandlungs- 
weise  der  Elemente  nicht  allzuviele  neue  Freunde  gewonnen  zu 
haben  scheint.     Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  dem  Grunde  dieser  Er- 
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scheinung  weiter  nachzugehen.  Aber  das  eine  möchte  ich  doch, 
als  mit  dem  Thema  meines  Vortrages  in  directem  Zusammenhange 
stehend,  ausdrücklich  erwähnen,  dafs  ich  gerade  die  Fassung  der 
grundlegenden  ersten  drei  Kapitel,  welche  von  dem  Zahl-  and 
Grenzbegriffe  handeln,  far  keine  sehr  glückliche  halte.  Da  wird 
zunächst  (§1)  die  (natürliche)  Zahl  als  Anzahl  gezählter  Dinge 
definirt.  Im  §  10  erscheint  dann  die  negative  ganze  Zahl  als 
Inbegriff  einer  gewissen  Anzahl  von  „wegzunehmenden  Ein- 
heiten'^, mit  anderen  Worten  als  benannte  Zahl.  Dann  konunen 
die  Brüche  (§  11)  als  Multipla  von  gleichen  Teilen  einer  plötzlich 
auftauchenden  teilbaren  Einheit  (worunter  ich  mir  doch  schlieüs- 
lieh  inmier  nur  eine  mefsbare  OrÖise  vorstellen  kann).  Zuletzt 
erscheinen  (§14)  in  Anknüpfung  an  die  Wurzel- Ausziehung  die 
C an tor' sehen  Fundamentalreihen.  Dabei  wird  ^^as  Sad^verhäUms^, 
dafs  zwei  unbegrenzte  Reihen  von  Brüchen  gewisse  Eigenschaften 
besitzen,  „durch  den  Äiisdruck  bezeichnet,  dafs  dieselben  sieh 
ein  und  derselben  Qreme  nähern'^  (S.  35,  36),  und  mit  Bezug 
auf  zwei  etwas  allgemeinere  Beihen  dieser  Art  wird  in  analoger 
Weise  gesagt,  dals  die  Brüche  der  einen,  wie  der  anderen  Beihe 
„sich  einem  bestimmten  Grenzwerte  nähern^'  (S.  38).  Sodann 
aber  heifst  es  ohne  jede  weitere  Vermittelung:  „Auf  dies€  (?)  beiden 
Grenzwerte  sollen  die  Grundoperationen  der  Bechnung  an- 
gewendet werden. '^  Und  nun  ist  volle  sieben  Seiten  beständig 
von  „diesen"  Grenzwerten,  wie  von  realen  Objecten  die  Bede, 
es  wird  ausfuhrlich  gezeigt,  wie  man  mit  „ihnen"  rechnen  kann, 
bis  endlich  (S.  45)  das  erlösende  Wort  fällt:  „Nach  diesen  Vor- 
bereitungen bleibt  noch  übrig,  dafs  man  für  die  Grenz- 
werte, dem  sich  die  einzelnen  Brüche  nähern,  ein  offenes 
Zeichen  einführt."  Was  aber  das  reale  Object  sei,  welches  hinter 
diesem  Zeichen  steckt,  oder  vielmehr,  daDs  in  Wahrheit  eben  dieses 
Zeichen  selbst  das  einzige  reale  Object  ist,  welches  durch  jenen 
Ausdruck  Grenzwert  bezeichnet  wird,  das  wird  mit  keiner  Silbe  an- 
gedeutet. Und  was  man  sich  nun  gar  als  Inhalt  einer  arithmetischen 
Formel  vorstellen  soll,  in  der  ein  solches  Conglomerat  von  dis- 
paraten Elementen  (gezählten  Vielheiten,  benannten  Zahlen,  Viel- 
fachen von  Einheits-Teilen  xmd  völlig  wesenlosen  Grenzwerten)  ver- 
einigt auftritt,  das  bleibt  in  tiefstes  Dunkel  gehüllt 

Will  man  überhaupt  zu  einem  brauchbaren  allgemeinen  Zahl- 
begriffe  gelangen,  so  muls  doch  vor  allen  Dingen  ein  Mittel  ge- 
funden werden,  um: 

1.  alle  möglichen  als  Zahlen  bezeichneten  Objecte, 

2.  die  zwischen  ihnen  bestehenden  sogenannten  Gröfsen-Be- 
ziehungen  unter  einen  gemeinsamen  Gesichtspunkt  zu  bringen. 

Das  einfachste  Mittel  zur  Lösung  der  ersten  Angabe  hat 
meines  Wissens  zuerst  Heine  in  präciser  Weise  angegeben,  indem 
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er  den  Satz  aussprach*):  „Ich  nenne  gewisse  greifbare  Zeichen 
Zahlen,  sodals  die  Existenz  dieser  Zahlen  also  nicht  in  Frage 
stebt.^^  Ich  zweifle  nicht,  dafs  dieser  Satz  von  vielen  auTserordentlich 
trivial,  die  darin  angedeutete  Auffassong  platt  und  formalistisch  be- 
funden wird.  In  dieser  Hinsicht  erscheint  es  mir  tröstlich,  dafs  gerade 
ein  so  tiefer  Denker  und  zumal  ein  Naturforscher  wie  Helmholtz 
sich  ausdrücklich  zu  derselben  Auffassung  bekannt  hat.*"*) 

Das  geeignete  Mittel  zur  Lösung  der  zweiten  Aufgabe  erblicke^ 
ich  darin,  dafs  man  die  Beziehungen  „gröfser  und  „kleiner'^  im 
allgemeinen  lediglich  als  Ausdruck  einer  bestimmten  Succession 
betrachtet:  nur  in  besonderen,  ausdrücklich  dafür  qualificirten 
Fallen  dienen  sie  im  Sinne  des  gewöhnlichen  Sprachgebrauches  dazu, 
durch  Zählung  oder  Messung  feststellbare  Quantitäts- Verschieden- 
heiten anzuzeigen.***) 

Ich  definire  also  etwa  die  (reellen)  Zahlen  als  ein  unbegrenztes 
System  von  Zeichen,  denen  eine  eindeutig  bestinmite  Succession 
zukommt,  und  mit  denen  nach  bestimmten  Vorschriften  gerechnet 
werden  kann. 

Die  im  vorstehenden  implicite  ausgesprochene  Trennung  der 
Zahl  von  der  Oröfse,  genauer  gesagt  von  der  mefsbaren  Gröfse, 
erscheint  mir  nicht  nur  im  höheren  Sinne  principiell  wichtig, 
sondern  auch  gerade  für  den  Unterricht  auTserordentlich  zweck- 
m&fsig.  Wenn  (nicht  nur  in  älteren,  sondern  auch  in  neueren  und 
neuesten  Lehrbüchern  der  Analysis)  bald  gesagt  wird,  dafs  Gröfsen 
durch  Zahlen  darstellbar  seien,  dann  wiederum  Zahlen  ohne 
weiteres  als  Oröfsen  bezeichnet  werden  und  schlielslich  gar 
Gröfsen,  weil  sie  mit  beliebiger  Annäherung  durch  rationale 
Zahlen  darstellbar  seien,  Zahlen  genannt  werden,f)   so  scheint 


^  Die  Elemente  der  Functionen-Lehre,  Joom.  fdr  Math.,  Band  74 
(1872),  S.  178. 

**)  yJch  betrachte  die  Arithmetik  oder  die  Lehre  von  den  reinen 
Zahlen  als  eine  auf  rein  psychologische  Thatsachen  aufgebaute  Methode, 
durch  die  die  folgerichtige  Anwendung  eines  Zeichensystems  (nämlich 
der  Zahlen)  von  unbegrenzter  Ausdehnung  und  nnbegrenzter  Möglichkeit 
der  Verfeinerung  gelehrt  wird.^*  (Zählen  und  Messen,  erkenntnistheoretisch 
betrachtet.    Ges.  Abb.,  Bd.  lU,  S.  369). 

***)  Hierdurch  wird  nicht  etwa  dem  Anfänger  eine  ganz  neue  und 
besondere  Schwierigkeit  zugemutet,  vielmehr  nur  die  wiäre  Bedeutung 
einer  ihm  längst  vertrauten  Gewohnheit  deutlich  hervorgehoben.  Denn 
wenn  ihm  schon  in  der  elementaren  Arithmetik  gelehrt  wird,  dafs  z.  B. 

3>-5,        -4<0, 

in  Worten:  „8  ist  ffröfser,  als  —  6|*,  „— -  4  ist  kleiner,  als  0"  — ,  so 
werden  diese  Beziehungen  durchaus  in  einem  Sinne  gebraucht,  der  mit 
Quantüäts-Yorstellungen  und  dem  landläufigen  Sprachgebrauche  nicht  das 
geringste  gemein  hat. 

t)  Ich  könnte  die  Richtigkeit  dieser  vielleicht  übertrieben  klinffenden 
Behauptungen  durch  Citate  reichlich  belegen,  unterlasse  dies  jedoch,  weil 
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mir  hierin  doch  das  Zeichen  einer  vollendeten  Gonfnsion  zu  liegen. 
Ich  glaube,  dafs  gerade  der  leichtfertige  und  inconsequente  Gebraudi 
des  Wortes  „Gröfse"  in  den  Köpfen  der  Mathematiker  (nicht  blo& 
der  Anfllnger)  viel  Unheil  angerichtet  hat,  und  sollte  daher  meinen, 
dafs  es  allgemein  als  ein  wahrer  Segen  empfunden  werden  mülsie, 
wenn  dieser  in  seiner  quallenhaften  Unbestimmtheit  geradezu  gemein- 
gefllhrliche  terminus  technicus  aus  dem  Unterrichte  möglichst 
verschwindet. 

Bei  der  Einführung  der  Irrationalzahlen  scheint  es  mir  am 
passendsten,  unmittelbar  an  diejenige  formale  Darstellungsart 
der  letzteren  anzuknüpfen,  welche  dem  Anleger  von  der  Schule  her 
schon  bis  zu  einem  gewissen  Grade  geläufig  ist,  und  unter  welcher 
er  sich  unwillkürlich  eine  solche  irrationale  Zahl  allemal  zu  denken 
pflegt:  an  den  „unendlichen"  Decimalbruch.  Wahrend  er  aber 
damit  lediglich  den  verschwommenen,  ich  möchte  s^en:  im  wesent- 
lichen negativen  Begriff  des  nur  annäherungsweise-darstell- 
baren  (also  eigentlich  nicht-darstellbaren)  zu  verbinden  pflegt,  so 
erscheint  hier  der  unbegrenzt  fortsetzbare  (d.  h.  in  jeder  einzelnen, 
noch  so  weit  entfernten  Decimalbruch-Stelle  eindeutig  bestimmte) 
Decimalbruch  als  ein  neues  Zahlzeichen,  dem  ein  haarscharf 
bestimmter  Platz  innerhalb  der  Succession  der  rationalen 
Zahlen  angewiesen  werden  kann.  Ist  erst  dieser  Standpunkt  an 
irgend  einem,  zugleich  das  Bedürfnis  derartiger  Betrachtungen  ver- 
deutlichenden Beispiele  (etwa  der  Auflösung  der  Gleichung  a^  =s  2) 
gründlich  durchgeführt,  so  bietet  es  nicht  die  geringste  prindpielle 
Schwierigkeit,  zu  allgemeineren  „convergenten  Zahlenfolgen'^*) 
übergehend,  die  allgemeine  Definition  der  Irrationalzahlen  und  der 
mit  ihnen  auszuführenden  Bechnungsoperationen  nach  dem  von 
Herrn  Cantor  gelehrten  Verfahren  festzustellen,  und  zugleich  auch 
auf  den  Fall  zu  übertragen,  dails  es  sich  woa.  convergente  Zahlen- 
folgen handelt,  deren  Terme  selbst  wiederum  Irrationalzahlen  sind. 

Erst  wenn  „die  irrationale  Zahl  vermöge  der  ihr  durch 
die  Definitionen  gegebenen  Beschaffenheit  eine  ebenso  be- 
stimmte Realität  in  unserem  Geiste  erlangt  hat,  wie  die 
rationale,  selbst  wie  die  ganze  rationale  Zahl",**)  erscheint 
es  mir  überhaupt  möglich,  den  Begriff  des  Grenzwertes  in  be- 
friedigender Weise  einzuführen,  nämlich: 

I.  Definition.  Wir  sagen,  die  unbegrenzte  Folge  der  (rationalen 
oder  irrationalen)  Zahlen  a^  besitzt  einen  bestimmten  Grenzwert, 

es  mir  nicht  aneemeBsen  erscheint,  da,  wo  so  viele  gesündigt,  einselne 
Namen  heraaszuneben. 

*)  Mit  dieser,  wie  mir  scheint,  charakteristischeren  Benennang  pflege 
ich  in  meinen  YorleBimgen  die  C an lo raschen  „Fmidamentalreiheii^^  zu 
bezeichnen. 

•*)  Cantor,  Math.  Ann.,  Bd.  21,  S.  668,  669. 
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wenn  eine  Zahl  Ä  von  der  Beschaffenheit  existirt,  daDs  \  Ä  —  a^\ 
ffSüT  alle  hinlänglich  grofsen  Werte  von  v  beliebig  klein  wird. 

n.  Hauptsatz.  Die  notwendige  nnd  hinreichende  Be- 
dingung hierfür  besteht  darin,  daDs  |  a^^  —  a^  |  für  einen  hin- 
länglich grofsen  Wert  von  v  und  jeden  Wert  von  q  beliebig 
klein  wird. 

Was  ich  mir  unter  dieser  ja  wohl  allgemein  üblichen  Definition 
eines  „bestimmten"  Grenzwertes  denken  soll,  wenn  die  Zahl  Ä 
,,nnr  annäherungsweise  darstellbar"  ist,  erscheint  mir  völlig 
unerfindlich.  Und  ebenso  wenig  habe  ich  eine  Ahnung,  wie  der  un- 
entbehrliche Hauptsatz  U  ohne  den  präcisen  Begriff  der  Irrational- 
zahl bewiesen  werden  soll. 

Ich  habe  hierbei  ausdrücklich  zunächst  nur  von  dem  Grenzwerte 
einer  ab  zählbaren  Zahlenmenge  gesprochen.  Es  erscheint  mir  näm- 
lich auDserordentlich  wichtig,  dafs  der  Anfönger  zuvörderst  an  dieser 
einfachsten  Form  des  Grenzwertes  das  Wesen  und  die  Natur  dieses 
für  die  gesamte  Analjsis  fundamentalen  Begriffes  kennen  lerne. 
Die,  wie  ich  glaube,  nicht  seltene  Gepflogenheit,  in  solchen  ein- 
leitenden Vorlesungen  gleich  von  den  Grenzwerten  stetiger  Ver- 
änderlicher und  ihrer  Functionen  zu  reden,  halte  ich  —  wenn 
ich  mich  auch  einmal  dieses  Ausdruckes  bedienen  darf  —  für  einen 
entschiedenen  pädagogischen  Fehler. 

Aus  dem  eben  angedeuteten  Grunde  finde  ich  es  zweckmäl}3ig, 
die  Lehre  vom  Grenzwerte  nicht  nur  durch  die  späterhin  sich  nütz- 
lich erweisende  Einführung  der  Zahl  e  als  lim  (l  -j 1     zu  illu- 

striren,  sondern  unmittelbar  daran  auch  die  Hauptsätze  über  die 
Convergenz  unendlicher  Reihen  zu  knüpfen,  statt,  wie  zumeist 
üblich,  sie  erst  bei  Gelegenheit  des  Tajlor'schen  Lehrsatzes  ein- 
zuschalten. Denn  während  sie  dort  lediglich  als  eine  unliebsame 
Unterbrechung  des  eigentlichen  Lehrganges  erscheinen,  so  dienen 
sie  hier  in  vorteilhaftester  Weise  dazu,  den  Begriff  des  Grenzwertes 
zu  erläutern  und  zu  befestigen.  Zugleich  giebt  die  Erscheinung  der 
Divergenz  Gelegenheit,  den  Begriff  des  „Unendlichen"  in  natür- 
lichstem Zusammenhange  einzuführen  und  zu  erörtern. 

Hiermit  ist  nun  der  Kreis  deijenigen  arithmetischen  Grund- 
lagen, welche  mir  für  die  Einführung  in  die  höhere  Analjsis  un- 
bedingt notwendig  scheinen,  im  wesentlichen  abgeschlossen.  Der 
zu  ihrer  Herleitung  erforderliche,  übrigens  sehr  mäüsige  Zeitaufwand 
belohnt  sich  nach  meinen  Erfahrungen  reichlich  —  nicht  nur  für 
die  betreffende  Einzel- Vorlesung,  in  der  nunmehr  mit  ganz  anderer 
Sicherheit  vorwärts  geschritten  werden  kann,  sondern  für  das  ge- 
samte mathematische  Studium.  Denn,  wie  ich  schon  oben  hervorhob, 
jene   Grundlagen    werden    in    der   Mehrzahl    der   Fälle    überhaup.t 

Jfthretbericht  d.  Deutcchen  Mathdra.-Verelnignng.    VI.  6 
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nicht  mehr  genügend  nachgeholt,  wenn  der  (nach  meiner  Meinmig) 
dafär  richtige  Zeitpimkt  versäumt  wurde.  Was  aher  etwa  infolge 
des  fraglichen  Zeitaufwandes  an  -geometrischen  oder  analytischen 
Anwendungen  verloren  geht,  das  IftM  sich  mit  Leichtigkeit  in 
Ühungs-Stunden  oder  späteren  Vorlesungen,  ja  mit  Hülfe  jedes  be- 
liebigen besseren  Lehrbuches  ergänzen. 

Sind  nun  die  arithmetischen  Fundamente  in  dem  be- 
sprochenen Umfange  festgelegt,  so  mag  die  geometrische  An- 
schauung in  ihre  Rechte  treten.  Man  zeigt  vor  allem  in  der 
bekannten  Weise,  dafs  jedem  Punkte  einer  unbegrenzten  Geraden 
stets  eine  und  nur  eine  bestimmte  (positive  oder  negative,  rationale 
oder  irrationale)  Zahl  zugeordnet  werden  kann.  Dafs  dann  um- 
gekehrt allen  rationalen  und  gewissen  irrationalen  Zahlen 
(wie  Y2)  bestimmte  Punkte  entsprechen,  ist  ebenso  leicht  ersicht- 
lich; für  jede  beliebige  Lrationalzahl  gilt  das  analoge  nur  dann, 
wenn  ein  geeignetes  geometrisches  Axiom  eingeführt  wird,*")  dem 
man  verschiedene  Fassungen  geben  kann:  etwa  die  oben  dtirte,  von 
Herrn  As  coli  vorgeschlagene  oder  auch  andere  nicht  minder  an- 
fache und  anschauliche  Formen,  wie  sie  von  Herrn  Dedekind^ 
und  Pasch***)  angegeben  worden  sind.  Wird  jetzt  ein  solches 
Axiomf)  ein  für  allemal  acceptirt,  so  kann  die  gesamte  Succession 
der  reellen  Zahlen  der  Succession  der  Punkte  einer  (Seraden 
eindeutig-umkehrbar  zugeordnet  werden.  Dadurch  wird  es  er- 
möglicht, eine  zwischen  zwei  beliebigen  positiven  Zahlen  be- 
stehende Beziehung  von  der  Form  a  ^  &,  welche  bisher  nur  die 
Bedeutung  einer  bestimmten  Succession  hatte,  als  Beziehnng 
zwischen  Strecken,  also  als  Gröfsen-Beziehung  im  eigentlichen 
Sinne  zu  deuten.  Im  übrigen  enthält  jenes  Axiom  den  durch  die 
Anschauung  nicht  erweislichen  Teil  jener  Eigenschaft,  welche 
wir  als  Stetigkeit  der  Geraden  zu  bezeidmen  pflegen,  und  hier- 
durch erscheint  es  dann  hinlänglich  motivirt,  warum  wir  nunmehr 
auch  die  von  uns  geschaffene  Succession  der  reellen  Zahlen  als 
eine  stetige  bezeichnen  (ohne  dafs  es  an  dieser  Stelle  notwendig 
wäre,  auf  den  arithmetischen  Charakter  einer  solchen  stetigen 
MannigfUtigkeit  des  näheren  einzugehen). 

Ist  auf  diese  Weise  das  Gebiet,  in  weldiem  sidi  die  nunmehr 
einzuftlhrende  stetige  Veränderliche  und  deren  Functionen  zu 
bewegen  haben,  arithmetisch  wie  geometrisch  wohl  definirt, 
so  kann  man  fernerhin  der  Benützung  geometrischer  Anschauung 

^)  G.  Cantor,  Math.  Ann.,  Bd.  5,  S.  128. 

**)  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen,  Bxannschweig  1872,  S.  18. 
**^)  Yorleflungen  über  neuere  Geometrie,  Leipzig  1882,  S.  125. 
f )  Ich  pfl^  dasselbe  lieber  als  eine  zwedanäfsige,  nnserem  unvoll- 
kommenen Anschanongsvermügen  zu  Hülfe  kommende  Hypothese  zu  be- 
zeichnen. 
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den  weitesten  Spielraum  lassen,  ohne  dafs  es  deshalb  nötig  wird, 
den  Boden  strenger  arithmetischer  Beweisführung  jemals 
unter  den  Fülsen  zu  verlieren. 

Damit  bin  ich  nun  aber  am  Ziele  meines  Vortrages  angelangt. 
Weit  entfernt  von  der  Frätension,  darin  irgend  etwas  wesentlich 
Neues  gesagt  zu  haben,  beabsichtigte  ich  nur,  aus  dem,  was  andere 
vor  mir  erdacht,  dasjenige  auszuwählen  und  übersichtlich  zu  gruppiren, 
was  mir  ftbr  den  angedeuteten  Zweck  passend  erschien,  ohne  etwa 
zugleich  den  von  mir  skizzirten  Weg  als  den  einzig  möglichen  und 
zweckmäfsigen  hinstellen  zu  wollen.*)  Immerhin  werden  vielleicht 
jüngere  Docenten  aus  dem  Gesagten  diese  oder  jene  brauchbare 
Andeutung  entnehmen  können.  Im  übrigen,  wie  dem  auch  sei: 
wesentlich  lag  mir  zun&chst  nur  daran,  soweit  als  thunlich,  nach- 
zuweisen, dafs  eine  Umgestaltung  der  fraglichen  Elementar-Vor- 
lesungen  in  dem  näher  erörterten  Sinne  sowohl  wünschenswert, 
als  durchführbar  erscheint. 

„Das  Wesen  der  Triumphe  der  Wissenschaft  und  ihres  Fort- 
schrittes^, sagt  der  englische  Philosoph  Whewell,**)  „besteht  darin, 
dafs  wir  veranlaM  werden,  Ansichten,  welche  unsere  Vorfahren  für 
unbegreiflich  hielten  und  unfllhig  waren  zu  begreifen,  f&r  evident 
und  notwendig  zu  halten."  Nach  meiner  Überzeugung  ist  die 
Zeit  nicht  mehr  fem,  wo  die  arithmetischen  Theorien  der  Irrational- 
zahlen fOr  so  „evident  und  notwendig"  gelten  werden,  dafs  man 
eine  Einführung  in  die  Analjsis  ohne  dieses  Hülfsmittel  fOr  schlecht- 
hin unmöglich  ansehen  wird. 


Über  eine  neiie  Be^flndnng  der  Theorie  der  algebraischen 

Zahlen. 

Von  K.  Hensel  in  Berlin. 

Die  Analogie  zwischen  den  Resultaten  der  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen  einer  Variabein  und  der  der  algebraischen 
Zahlen  hat  mir  schon  seit  mehreren  Jahren  den  Gedanken  nahe  ge- 


^  Einen  von  dem  meinigen  durchaus  abweichenden  Weg,  der  sich 
an  die  Dedekind'sche  Irrationalzahl-Theorie  und  im  übrigen  von  vorn- 
herein mehr  an  die  geometrische  Anschaunnff  anschliefst,  hat  bekanntlich 
Herr  Pasch  vorgezeichnet:  Einleitung  in  die  DifT.-  und  Int.-Rechnung, 
Leipzig  1882. 

^*)  Ich  entnehme  dieses  Citat  dem  Hank  ersehen  Buche  „Theorie  der 
complezen  Zahlensysteme"  (Leipzig  1867),  S.  60. 

6* 
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legt,  die  Zerlegung  der  algebraischen  Zahlen  mit  Hülfe  der  idealen 
Piimfactoren  durch  eine  einfachere  Behandlangsweise  zu  ersetzen, 
welche  der  Entwickelang  der  algebraischen  Functionen  in  Potenz- 
reihen fOr  die  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  völlig  entspricht. 
Die  Qrundlagen  dieser  neuen  Theorie  liegen  in  den  folgenden  Sätzen: 
Ist 

eine  beliebige  ganzzahlige  Gleichung  n*^  Grades,  so  genügt  jede 
rationale  ganzzahlige  Function  X  «s  q^^x)  von  x  ebenfalls  einer 
ganzzahligen  Gleichung  F(X)  »=  0  desselben  Grades.  Betrachtet 
man  nun  irgend  eine  solche  Gleichung  als  Congruenz  fOr  eine  be- 
liebig hohe  Potenz  p  einer  reellen  Primzahl  als  Modul  (etwa  f&r 
M  s»  10000),  so  besteht  der  Satz: 
Die  Congruenz: 

F(X)  =  0    (modp^) 

besitzt  genau  so  viele  Wurzeln,  als  ihr  Ghrad  angiebt,  wie  grofs 
auch  der  Exponent  M  angenommen  werde,  und  jene  n  Congruenz- 
wurzeln  X^,  X,,  •  •  *,  X^  können  stets  in  Potenzreihen  entwickelt 
werden,  welche  nach  steigenden  Potenzen  von  p  fortschreiten  nnd 
höchstens  eine  endliche  Anzahl  von  AnfEingsgliedem  mit  negaÜT^i 
Exponenten  besitzen. 

Im  allgemeinen  schreiten  alle  diese  Entwickelungen  nach  Po- 
tenzen von  p  mit  ganzzahligen  Exponenten  fort,  d.  h.  sie  können 
folgendermafsen  geschrieben  werden: 

(1)        x-:^  +  ...  +  :^  +  ii,  +  V+--; 

für  diese  Zahlen  erhält  man  also  genau  dieselben  Entwickelungen 
wie  fOr  eine  algebraische  Function  in  der  Umgebung  einer  regu- 
lären Stelle. 

Ausgenommen  ist  für  jeden  Zahlkörper  nur  eine  beschränkte 
Anzahl  von  Primzahlen,  nämlich  die  Teiler  der  EÖTX>erdi8crim]nante, 
oder,  was  im  wesentlichen  dasselbe  ist,  diejenigen  Zahlen  p^  welche 
zugleich  in  den  Discriminanten  aller  Gleichungen  F(X)  »»  Q  ent- 
halten sind.*") 

Für  diese  Zahlen  schreiten  nämlich  jene  Entwickelungen,  genau 


^)  Man  hat  bei  dieser  zweiten  Charakterisirong  jener  Ausnahme- 
Kahlen  nur  noch  die  sog.  aufserwesentlichen  Discriminantenteiler  jene« 
Körpers  fortzulassen,  welche  ich  in  meiner  Dissertation  bestimmt  habe. 
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wie  in  der  Umgebung  eines  Verzweiguigspiinktes  eines  algebraischen 
Gebildes,   nicht   nach  ganzzahligen,    sondern  nach  Potenzen  von  p 

mit  rational  gebrochenen  Exponenten  fort.  Ist  nämlich  it^  »^  yp 
eine  richtig  gewählte  d^  Wurzel  aus  p^  so  erhält  man  für  eine 
jener  Wurzeln,  etwa  fUr  X^,  eine  Entwickelung  der  folgenden  Art: 

(2)  X,-%i-|-...  +  %i  +  ^,  +  V,  +  .... 


*} 


Sind  femer  ^r^,  "  -  n^  die  zu  n^  conjugirten  d^^  Wurzeln  aus 
p^  so  stimmen  die  d  conjugirten  Entwickelungen: 

(2a)  X,-%i  +  ...  +  ^=l^A,-\-A^n,-\-...,(i^l,2,--d) 

genau  mit  d  von  den  n  conjugirten  Wurzeln  von  F(X)  eIe  0  über- 
ein; jene  d  Entwickelungen  hängen  hier  also  genau  in  derselben 
Weise  zusammen,  wie  die  d  Zweige  einer  algebraischen  Function 
in  der  Umgebung  eines  Yerzweigungspunktes  V^  von  der  (d  —  !)*•" 
Ordnung.  Es  sollen  daher  diese  Primzahlen  Verzweigungszahlen 
genannt  werden. 

Während  diese  Resultate  wörtlich  mit  den  entsprechenden 
Sätzen  für  algebraische  Functionen  übereinstimmen,  müssen  nunmehr 
zwei  Bemerkungen  hinzugefELgt  werden,  durch  welche  sich  die 
höhere  Arithmetik  principiell  von  jener  anderen  Theorie  unter- 
scheidet. 

In  den  unter  (1)  und  (2)  gegebenen  Entwickelungen  der  alge- 
braischen Zahlen  können  nämlich  die  CoefQcienten  Ä  naturgemäls 
nicht,  wie  dies  in  der  Functionentheorie  der  Fall  ist,  als  beliebige 
Gonstanten  angenommen  werden,  vielmehr  gehören  sie  f&r  jede  der 
n  conjugirten  Entwickelungen  ganz  bestimmten  einfachen  algebraischen 
Körpern  an.  Für  eine  bestimmte  Wurzel,  etwa  für  X^,  sind  nämlich 
A_j^y  •  •  •  A^yÄ^^  •  •  •  sämtlich  von  der  Form: 

wo  a^  eine  der  k  Wurzeln  einer  auch  modulop  irreduciblen  Gleichung: 

(3)  y(«)  -=«*  +  6,«*"'  +  . . .  -f  6^  =  («  _  «^)  . . .  («  -  «J  =-0 
ist,  und  wo  die  CoefQcienten  a^,  a^,  •  •  •  a^_i  die  Werte  0, 1,  •  •  •,  i?  —  1 
annehmen  können. 

Ersetzt  man  nun  in  einer  Wurzel  X  in  (l)  oder  in  (2)  in 
allen  Coefficienten  A.(a^)  die  algebraische  Zahl  a^  der  Reihe  nach 
durch  ihre  conjugirten  <<^ '  * '  «^v  so  ergeben  sich  h  andere  Entwicke- 
lungen, welche  z.  B.  für  (1)  folgendermafsen  lauten: 
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^„).^  +  ...  +  f=^  +  J,(«;  +  ...,0«l,2,...t), 

und  jede  von  diesen  ist  einer  der  n  conjngirten  Wurzeln  X^,  •  •  •  X^ 
congruent.  Zu  jeder  Wurzel  (oder,  fELr  eine  Yerzweigungszahl  p,  zu 
jedem  Wurzelcjklus)  gehören  also  k  andere,  welche  ich  verbundene 
Wurzeln  oder  Cyklen  nennen  möchte,  von  denen  jede  aus  einer  von 
ihnen  dadurch  hervorgeht,  daüs  man  alle  Coeffidenten  A^  durch  ihre 

coigugirten  ersetzt. 

Der  zweite  fundamentale  Unterschied  zwischen  beiden  Theorien 
ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Bemerkung:  Für  einen  Verzweigungs- 
punkt V^  sind  die  d  conjugirten  d^  Wurzeln  aus  p,  nach  welchen 
die  d  Entwickelungen  (2  a)  fortschreiten,  im  allgemeinen  die  Wurzeln 
der  reinen  Gleichung: 

(4)  ^(,r)  =  «^-l>-0, 

d.  h.  sie  unterscheiden  sich  hier,  wie  in  der  anderen  Theorie,  einzig 

jugirten  Kreisteilungseinheiten   1,  »,  »\ 


und  allein  durch  die  d  coi^ugirten 

in 


1**""^,  wenn 

»  «»  cos  -T-  -f- 1  sm  - 


angenommen  wird.*) 

Eine  Ausnahme  macht  nur  der  ganz  spedelle  Fall,  wenn  die 
Anzahl  d  der  für  einen  Yerzweigungspunkt  conjugirten  Wurzeln  (2  a) 
durch  die  betrachtete  Primzahl  p  teilbar  ist,  ein  Fall,  der  nur  für 
ganz  specielle  Teiler  der  Körperdiscriminante,  n&mlich  nur  für  die- 
jenigen vorkommen  kann,  welche  ^n  sind.  Indessen  haben  gerade 
diese  Zahlen  der  Wissenschaft  grofse  und  bisher  noch  nicht  über- 
wundene Schwierigkeiten  bereitet,  und  der  Umstand,  dafs  auch  hier 
die  Entwickelungen  der  Wurzeln  im  wesentlichen  dieselben  sind,  wie 
für  die  gewöhnlichen  Verzweigungspunkte,  daCs  also  jene  Sdiwierig- 
keiten  hier  überhaupt  nicht  auftreten,  scheint  mir  ein  Beweis  für 
die  Berechtigung  und  Notwendigkeit  dieser  Theorie  zu  sein.  In 
diesem  Falle  können  nämlich  die  Zahlen  sr^,  ^r,,  •  *  •  »^  die  conjngir- 
ten Wurzeln  einer  nicht  reinen  Gleichung  ef^  Grades: 


*)  In  Wahrheit  lauten  jene  reinen  Gleichungen: 
^{n)  -  «*  -  «p  -  0, 
wo  e  eine  bestimmte,  durch  p  nicht  teilbare  Zahl  des  Köipers  K(a^)  ist 
Da  dieselbe  für  alle  hier  zu  ziehenden  Folgerungen  unwesentlich  isi,  lo 
wurde  für  diese  kurze  Darstellung  der  Theorie  von  ihr  abgesehen. 
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sein,  deren  s&mtliche  Coefficienten .  durch  p  teilbare  ganze  Kahlen 
des  Körpers  Jr(aJ  sind,  und  deren  constantes  Glied  ps^  diese  Prim- 
zahl nur   einmal  enthält.     Auch  in  diesem  Falle  unterscheiden  sich 

die   Zahlen  n^  von    yp    nur  durch  Einheiten;  nur  sind  dies  nicht 
mehr  die  Ereisteilungseinheiten. 
In  der  That,  setzt  man: 


m-yp, 


so  genügt  09  der  Gleichung: 


«ti 


d     I     1/  «1—1  d— 1     I     1/  d— «  «1—8     I  I  rk 

d.  h.  o  ist  eine  ganze  algebraische  Zahl,  deren  Norm  Sq  p  nicht  ent- 
hält, also  eine  Einheit  fttr  p.  Je  nachdem  die  conjugirten  Zahlen 
«j,  •  •  •  n^  fOr  einen  Yerzweigungspunkt  V^  einer  reinen  oder  einer 
gemischten  Gleichung  d^^  Grades  genügen,  will  ich  diesen  einen 
Verzweigungspunkt  der  ersten  oder  der  zweiten  Art  nennen. 

Alle  diese  Sätze  können,  wie  in  einer  demnächst  in  den  „Mathe- 
matischen Annalen^^  erscheinenden  Abhandlung  dargelegt  werden 
soll,  mit  sehr '  einfachen  Hülfsmitteln  und  völlig  unabhängig  von  der 
Theorie  der  Ideale  begründet  werden.  Es  soll  jetzt  noch  der  Zu- 
sammenhang dieser  Theorie  mit  der  der  Ideale  kurz  dargelegt  werden. 

Jeder  von  den  n  conjugirten  Entwickelungen  X^,  •  •  •  X^  einer  ratio- 
nalen Function  X  ^^  fp(x)  modulo  p .  kann  man,  genau  wie  in  der 
Theorie  der  algebraischen  Functionen,  je  eine  Stelle  (^,  a?^),  •  •  •  (p^^^) 
des  zugehörigen  algebraischen  Zahlengebildes  eindeutig  zuordnen;  eine 
solche  Stelle  (|>,  x^)  ist  dann  regulär  oder  singulär,  je  nachdem 
die  zugehörigen  Entwickelungen  aller  Functionen  X^  >»  9  (x^)  modulo 
p'^  nach  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  von  p  fortschreiten,  und 
sie  ist  eine  singulare  oder  Verzweigungsstelle  der  ersten  oder  der 
zweiten  Art,  je  nachdem  die  zugehörige  Zahl  n  einer  reinen  oder 
einer  gemischten  Gleichung  '^(n)  »»  0  genügt.  Eine  beliebige  Zahl 
X  besitzt   an    der  Stelle  (p,  x.)    eine   ^ fache  Nullstelle,    wenn    die 

Entwickelung  von  X^  erst  mit  der  Potenz  A  p^  (bzw.  -4  «^)  beginnt, 

Ä   ^  Ä 


und  sie  hat  dort  einen  ^fachen  Pol,  wenn  sie  mit  — -*  oder 

pR  nfi 

anfilngt    Nach  diesen  Definitionen  kann  der  Zusammenhang  zwischen 

beiden  Theorien  einfach  folgendermaDsen  ausgesprochen  werden: 

Ist  p    eine   beliebige   Primzahl    und  P  ein  idealer  Primteiler 

von  p  für  einen  der  n  coi^jugirten  Körper,  etwa  fOr  K(x^^  so  ist 
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diesem  eine  Stelle  (p,  x^  in  der  Weise  zugeordnet,  dals  eine  alge- 
braische Zahl  X  dann  und  nur  dann  durch  P^  teilbar  ist,  wenn  X 
an  der  zugehörigen  Stelle  eine  ^fiiche  Nnllstelle  hat,  und  dafs 
sie  P"^  enthält,  wenn  X  dort  einen  ^fachen  Pol  besitzt.  Der  Primteiler 
P  ist  dann  vom  Grade  k  (d.  h.  es  ist  Nm{P)  «*"!)),  wenn  sn  der 
Stelle   (|9,  x^)  genau  X;  verbundene  Stellen  gehören,  und  p  ist  genau 

durch  P  teilbar,  wenn  die  zugehörige  Stelle  (jp,  x^  einem  Ver- 
zweigungspunkte (d  —  1)^'  Ordnung  angehört,  der  von  der  ersten 
oder  von  der  zweiten  Art  sein  kann. 

In  zwei  weiteren  Arbeiten*)  sind  die  hier  auseinandergesetzten 
Principien  auf  die  Lösung  einiger  Aufgaben  angewendet  worden, 
deren  Lösung  mit  HtQfe  der  Idealtheorie  noch  nicht  gelungen  war. 


Über  die  Theorie  der  relativqudratiseheii  ZaUUrper. 

Von  David  Hubert  in  Göttingen. 

In  der  Theorie  der  relativ  Ab  ersehen  Zahlkörper  nehmen 
zunächst  die  Körper  vom  zweiten  Belativgrade  unser  Interesse  in 
Anspruch. 

Es  sei  ein  beliebiger  Zahlkörper  X;  vom  Grade  n  als  Bationalit&ts- 
bereich  zu  Grunde  gelegt;  unsere  Aufgabe  ist  es  dann,  die  Theorie 
der  relativquadratischen  Zahlkörper  K{y^y  d.  h.  derjenigen  Körper 
zu  begründen,  die  durch  die  Quadratwurzel  aus  einer  beliebigen 
ganzen  Zahl  fi  des  Körpers  k  bestimmt  sind.  Die  „disquisitiones 
arithmeticae^*  von  Gaufs  sind  als  der  einfachste  Fall  in  jenem  Problem 
enthalten.  Wir  können  unseren  Gegenstand  auch  als  die  Theorie 
der  quadratischen  Gleichungen  oder  Formen  bezeichnen,  deren 
Coefficienten  Zahlen  des  vorgelegten  Rationalitätsbereiches  k  sind. 

Für  unsere  Theorie  ist  vor  allem  die  Erkenntnis  notwendig, 
dafs  auch  in  dem  beliebigen  Zahlkörper  k  ein  Reciprocitfttsgesetz 
für  quadratische  Reste  besteht.  Das  quadratische  Reciprocit&tsgesetz 
im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  lautet  bekanntlich: 


*)  Über  die  Bestimmung  der  Discriminante  eines  algebraischen  Körpers. 
—  Über  die  Fundamentalgleichung  und  die  auTserwesentlichen  Discrimi- 
nantenteiler  eines  algebraischen  Körpers,  Göttinger  Nachrichten  v.  J. 
1897,  Heft  8. 
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1,-1       0-1 


p-l  |»»-1 


WO  19,  9  beliebige  ungerade  rationale  positive  Primzahlen  bedeuten. 
Aber  diese  Form  des  Beciprocitätsgesetzes  ist,  sobald  wir  den  Zweck 
der  YeraUgemeinening  desselben  vor  Augen  haben,  aus  mannig- 
fachen Gründen  —  ich  hebe  nur  die  unübersichtliche  Form  der  auf- 
tretenden Exponenten,  den  Mangel  an  Einheitlichkeit  und  die  Aus- 
nahmestellung der  Zahl  2  hervor  —  eine  unvoUkonunene.  Nun 
spielt  bekanntlich  der  Begriff  der  „primären*^  Zahlen  in  der  bis- 
herigen Fassung  der  höheren  Eeciprocitätsgesetze  eine  sehr  wichtige 
Rolle.  Doch  far  unser  allgemeineres  Problem  werden  wir  von  der 
Benutzung  dieses  Begriffes  eine  Beseitigung  der  angedeuteten  MiTs- 
stände  nicht  erwarten  dürfen;  denn  wir  müssen  bedenken,  dafs 
im  Körper  Ic  die  Zahl  2  im  allgemeinen  als  Product  von  gewissen 
Potenzen  von  Primidealen  zerlegt  werden  kann,  und  dafs  demgemäfs 
die  Definition  des  Begriffes  „primÄr*'  eine  Unterscheidung  der  ver- 
schiedenen Möglichkeiten  dieser  Zerlegung  und  die  Einführung  mannig- 
facher willkürlicher  Annahmen  nötig  machen  würde.  Auch  ist  die 
Fassung,  welche  Kummer  seinen  allgemeinen  Keciprocitätsgesetzen 
gegeben  hat,  schon  deshalb  für  uns  nicht  verwendbar,  weil  wir 
bei  ihrer  Annahme  dem  Körper  h  die  beschränkende  Bedingung 
auferlegen  mülsten,  dafs  seine  Klassenanzahl  ungerade  ist;  es  wird 
sich  aber  zeigen,  daCs  xms  der  Fall  einer  durch  2  teilbaren  Klassen- 
anzahl zu  den  schönsten  und  wertvollsten  Besultaten  führt. 

Aus   den  angegebenen   Gründen   erscheint  mir  die  Einführung 

eines  neuen   Symbols   \r^)  in  die  Zahlentheorie  nötig,  welches  in 

unserem  Falle  der  Theorie  eines  relativquadratischen  Körpers,  wie 
folgt,  zu  definiren  ist.  8ind  v,  f«  ganze  Zahlen  in  Ä:,  dabei  f«  nicht 
Quadratzahl,  und  ist  tn  ein  beliebiges  Primideal  in  A;,  so  bezeichne 
jenes  Symbol  den  Wert 

m  (¥)-  +  '. 

sobald  die  Zahl  v  mit  der  Relativnorm  einer  ganzen  Zahl  des 
durch  yji  bestimmten  relativquadratischen  Körpers  K\y^)  nach  dem 
Primideal  tn  congruent  ist,  und  sobald  aufserdem  auch  für  jede 
höhere  Potenz  von  to  eine  ganze  Zahl  in  Ä^vVJ*)  existirt,  deren 
Relativnorm  der  Zahl  v  nach  jener  Potenz  von  tn  congruent  ist;  in 
jedem  anderen  Falle  setzen  wir 
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Diejenigen  ganzen  Zahlen  v,  für  welche  die  Gleichung  (1)  gilt, 
sollen  Normenreste*)  des  Körpers  ir()/fi)  nach  to,  diejenigen 
Zahlen,  für  welche  die  Gleichung  (2)  gilt,  Normennichtreste  des 
Körpers  K(y^  nach  to  heifsen.  Wenn  fi  das  Quadrat  einer  Zahl 
in  Ä;  ist,  möge  die  Gleichung  (1)  gelten.  Der  Bildung  der  Begriffe 
„Normenrest^^und„Normennichtrest^^  entspricht  in  derFuncti<mentheorie 
gewissermalsen  die  Unterscheidung,  ob  eine  algebraische  Function 
einer  Variablen  an  einer  Stelle  nach  ganzen  oder  nach  gebrodieiien 
Potenzen  der  Variablen  entwickelt  werden  kann. 

Die  ersten  Sätze  f£b*  das  eben  definirte  Symbol  sind  in  den 
Formeln  enthalten: 

(¥)-{¥). 
(=^)-(¥)(^). 

die  wichtigste  Eigenschaft  unseres  Symbols  spricht  sich  in  dem 
folgenden  Satze  aus: 

Wenn  ko  ein  Primideal  des  Körpers  h  ist,  das  nicht  in  der 
Relativdiscriminante  des  Körpers  KyY^  aufgeht,  so  ist  jede  zu  10 
pnme  Zahl  in  k  Normenrest  des  Körpers  Kyyji^  nach  to.  Wenn 
dagegen  tu  ein  Primideal  des  Körpers  Ä;  ist,  das  in  der  BelaÜT- 
discriminante  des  Körpers  Ky^iii)  aufgeht,  so  sind  bei  genflgend 
hohem  Exponenten  e  von  allen  vorhandenen  zu  to  primen  und  nadi 
to^  einander  incongruenten  Zahlen  in  k  genau  die  Hälfte  Nonnen- 
reste nach  to. 

Diese  Thatsache  entspricht  dem  bekannten  Satze  über  die  Ver- 
Zweigungspunkte  einer  Biemann'schen  Fläche,  wonach  eine  algebrai- 
sche Function  in  der  Umgebung  eines  einfachen  Verzweigungspunktes 
den  Voll¥rinkel  auf  die  Hälfte  desselben  conform  abbildet. 

Mit  Benutzung  des  eben  definirten  Symboles  drückt  sich  das 
allgemeinste  Beciprocitätsgesetz  fELr  quadratische  Beste  durch  die 
Formel  aus: 

(3)      J7(V)  =  ["'  »»1  tv-,  ^'j . •  •  [v"- « ,^''-\ 

(w) 


*)  Vgl.  meinen  Bericht  über  die  Theorie  der  Zahlkörper.    Dieee  Be- 
richte Bd.  4,  S.  286  und  402. 
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Hierin  bedeuten  v,  f»  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  des  Körpers  X;. 
Das   Froduct  linker  Hand  ist  über  alle  Primideale  ko  des  Körpers 

h  zu  erstrecken;  da  dem  vorigen  Satz  znfolge  das  Symbol  C^f 

nur  fGb-  eine  endliche  Anzahl  von  Primidealen  \D  den  Wert  —  1 
haben  kann,  so  kommt  bei  der  Bestimmung  des  Wertes  des  Pro- 
ductes  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Factoren  in  Betracht.  Auf 
der  rechten  Seite  der  Formel  (3)  bedeuten  v',  f»';  . . .  v^"~*\  f»^"""^^ 
die  zu  V,  li  conjugirten  Zahlen  bez.  in  den  zu  X;  conjugirten  Körpern 
fc';  .  .  .;  Ä;  ;  das  Zeichen  [v,  (i]  bedeutet  den  Wert  —  1,  wenn 

der  Körper  X;  reell  und  zugleich  jede  der  beiden  Zahlen  v,  f»  negativ 
ist;  in  jedem  anderen  Falle  bezeichnet  [v,  fi]  den  Wert  4"  1-  ^i^t- 
sprechend  bedeutet  [v\  f**]  den  Wert  —  1,  wenn  k'  reell  und  zu- 
gleich jede  der  beiden  Zahlen  v',  ft'  negativ  ausfllllt,  in  jedem 
anderen  Falle  dagegen  soll  [v\  f*']  den  Wert  +  1  haben,  u.  s.  f. 

Sind  beispielsweise  X;  und  alle  zu  k  coigugirten  Körper  imaginär, 
so  lautet  das  Reciprocitätsgesetz 

w  r/"(¥)-+> 


U(¥) 


Im  Falle,  da£s  X;  den  Körper  der  rationalen  Zahlen  bedeutet,  -er- 
halten wir 

wo  fi,  in  zwei  beliebige  ganze  rationale  Zahlen  sind,  femer  w  alle 
rationalen  Primzahlen  durchläuft  und  [n,  m]  den  Wert  +  1  oder  —  1 
bezeichnet,  jenachdem  wenigstens  eine  der  Zahlen  m,  n  positiv  aus- 
fällt oder  beide  negativ  sind.*) 

Die  einfachsten  Fälle  des  quadratischen  Beciprocitätsgesetzes 
erhalten  wir  aus  unseren  Formeln  (3),  (4),  indem  wir  f£b*  v,  fi 
Einheiten  oder  unzerlegbare  Zahlen  des  Körpers  X;  einsetzen.  Ins- 
besondere folgen  aus  (5)  die  bekannten  Formeln  des  gewöhnlichen 
quadratischen  Beciprocitätsgesetzes,  indem  wir  für  n,  m  die  Zahlen 
—  1,2  oder  beliebige  ungerade  Primzahlen  p,  q  wählen.*) 

Es  sei  insbesondere  der  Körper  Je  nebst  seinen  sämtlichen  Con- 
jugirten imaginär  und  habe  überdies  die  Klassenanzahl  /!»  =  !. 
Bedeuten  dann  »,  x,  fc\  %  irgend  welche  Primzahlen  in  X;,  die  zu 
2  prim  sind  und  nach  dem  Modul  4  den  Congruenzen 

n^=.n\     %^=i  %\     (4) 

genügen,  so  gelten,  wie  wir  aus  (4)  leicht  erkennen,  folgende 
specielle  Gesetze: 


♦)  Vgl.  1.  c  S  64  und  §  69. 
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(T)(i)-(?)(^. 

und  ferner  wird,  falls  wenigstens  eine  der  Primzahlen  i*,  %  dem 
Quadrat  einer  ganzen  Zahl  in  X;  nach  dem  Modul  4  congment  ist: 

In  den  beiden  letzten  Formeln  bedeutet  allgemein  das  Symbol  (— ) 

den  Wert  +  1  oder  —  1 ,  jenachdem  v  dem  Quadrat  einer  ganzen 
Zahl  in  k  nach  i$  congment  ist  oder  nicht.  Die  beiden  letzteren 
Gesetze  können  leicht  auf  die  mannigfaltigste  Weise  durch  numeri- 
sche Beispiele  bestätigt  werden. 

Es  ist  überaus  bemerkenswert,  dals  bei  Anwendung  unseres 
Symbols  eine  einzige  Gleichung  von  so  einfacher  Bauart,  wie  es  die 
Formel  (3)  ist,  das  quadratische  Beciprocitätsgesetz  für  einen  be- 
liebigen Zahlkörper  in  vollster  Allgemeinheit  zum  Ausdruck  bringt: 
die  Formel  (3)  gilt,  gleichviel  ob  der  zu  Grunde  gelegte  Körper  k 
ein  Galois'scher  ist  oder  irgend  einen  oder  gar  keinen  Afect  hat; 
die  Formel  (3)  ninmit  Bücksicht  auf  die  vielen  möglichen  FftUe, 
je  nach  der  Bealität  des  Körpers  k  und  seiner  Conjugirten;  sie  gilt, 
wie  auch  immer  die  Zerlegung  der  Zahl  2  im  Körper  k  ausfallen 
möge;  sie  enthält  alle  Ergänzungssätze;  durch  sie  erscheint  die  ex- 
clusive  Stellung  der  Zahl  2  und  der  in  2  aufgehenden  Primideale 
beseitigt;  vor  allem  endlich  gilt  die  nämliche  Formel  (3)  unabhängig 
davon,  ob  die  Klassenanzahl  des  Körpers  k  ungerade  oder  durch 
irgend  eine  Potenz  der  Zahl  2  teilbar  ist 

Das  Beciprocitätsgesetz  in  der  Fassung  (3)  erinnert  an  den 
Cauchy 'sehen  Integralsatz  in  der  Functionentheorie,  demzufolge  ein 
complexes  Integral,  um  alle  einzelnen  Singularitäten  einer  Function 
geführt,  insgesamt  stets  den  Wert  0  ergiebt.  Einer  der  bekannten 
Beweise  des  gewöhidichen  quadratischen  Beciprocitätsgesetzes  weist 
auch  auf  einen  inneren  Zusanmienhang  zwischen  jenem  zahlentheo- 
retischen Gesetze  undCauchy's  functionentheoretischemFundamental- 
satz  hin. 

Doch  das  Beciprocitätsgesetz  (3)  bildet  nur  den  ersten  wichtigen 
Schritt  zur  Begründung  unserer  Theorie  der  relativquadraüschen 
Zahlkörper.  Unsere  weitere  Aufgabe  ist  die  Au&tellung  aller  relativ- 
quadratischen Körper  und  die  Untersuchung  ihrer  Eigenschaften. 
Der  Einfachheit  halber  sei  fortan  der  zu  Grunde  gelegte  Bationalitäts- 
bereich  k  nebst  sämtlichen  Conjugirten  imaginär.  Da  wir  die  Relativ- 
körper  durch  ihre  Belativdiscriminanten  festlegen  wollen,  so  ist 
offenbar  die  einfachste  Frage  diejenige  nach  den  relativquadr»tischen 
Körpern  mit  der  Belativdiscriminante  1.  Nach  einem  in  meinon 
Berichte  über  die  Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper  bewieeenen 
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Satze*)  kann  es  einen  solchen  Belativkörper  niemals  geben,  falls 
die  Elassenanzahl  des  Körpers  Ic  ungerade  ist;  wir  wählen  daher 
den  Körper  Ic  so,  dals  seine  Klassenanzahl  gerade,  und  zwar  der  Ein- 
fachheit halber  gleich  2  sei.  In  der  That  gelingt  dann  der  Nachweis 
der  Existenz  eines  Belativkörpers  K  mit  der  Belativdiscriminante  1. 
Dieser  Körper  werde  der  Klassenkörper**)  von  h  genannt.  Der 
Klassenkörper  K  besitzt  folgende  fundamentalen  Eigenschaften: 

1)  Der  Klassenkörper  K  hat  in  Bezug  auf  h  die  Relativ- 
discriminante  1. 

2)  Die  Klassenanzahl  des  Klassenkörpers  K  ist  ungerade. 

3  a)  Diejenigen  Primideale  in  Ä;,  welche  in  X;  Hauptideale  sind, 
zerfallen  m  K  m  das  Product  zweier  Primideale. 

3  b)  Diejenigen  Primideale  in  X;,  welche  in  X;  nicht  Hauptideale 
sind,  bleiben  in  K  Primideale;  sie  werden  jedoch  in  K  Hauptideale. 

Von  diesen  vier  Eigenschafken  1,  2,  3  a,  3  b  definirt  bei  unserer 
Annahme  über  den  Körper  "k  jede  fiir  sich  in  eindeutiger  Weise 
den  Klassenkörper  K\  wir  haben  somit  die  Sätze: 

1)  Es  giebt  aulserZ'  keinen  anderen  relativquadratischen  Körper 
mit  der  Relativdiscriminante  1  in  Bezug  auf  Ar. 

2)  Wenn  ein  zu  Ä;  relativquadratischer  Körper  eine  ungerade 
Klassenanzahl  hat,  so  stimmt  derselbe  mit  dem  Klassenkörper  K 
überein. 

3)  Wenn  alle  Primideale  in  X;,  die  in  X;  Hauptideale  sind,  in 
einem  relativquadratischen  Körper  zerfallen,  oder  wenn  alle  Primideale 
in  X;,  die  in  Ä;  nicht  Hauptideale  sind,  in  einem  relativquadratischen 
Körper  Primideale  bleiben,  so  folgt  jedesmal,  dafs  dieser  relativ- 
quadratische Körper  kein  anderer  als  der  Klassenkörper  K  ist. 

Diese  Gesetze  für  den  Klassenkörper  K  sind  einer  weiten  Ver- 
allgemeinerung fähig;  sie  lassen  eine  wunderbare  Harmonie  erkennen 
und  erschlieJGsen,  wie  mir  scheint,  ein  an  neuen  arithmetischen 
Wahrheiten  reiches  Gebiet. 

Auch  eine  Theorie  der  Geschlechter  lälst  sich  in  unserem  relativ- 
quadratischen Körper  aufstellen;  aus  dieser  flieisen  dann  die  Be- 
dingungen für  die  Auflösbarkeit  temärer  diophantischer  Gleichungen, 
deren  Goefficienten  Zahlen  des  beliebigen  Bationalitätsbereiches  X;  sind. 

Wir  haben  uns  in  diesem  Vortrage  auf  die  Untersuchung 
relativ  Abel 'scher  Körper  vom  zweiten  Grade  beschränkt.  Diese 
Beschränkung  ist  jedoch  nur  eine  vorläufige,  und  da  die  von  mir 
bei  den  Beweisen  der  Sätze  angewandten  Schlüsse  sämtlich  der  Ver- 
allgemeinerung fähig  sind,  so  steht  zu  hoffen,  dafs  die  Schwierig- 
keiten   nicht    unüberwindliche    sein    werden,    die    die   Begründung 


*)  Sats  94,  S.  279. 

•^  Vgl.  H.  Weber,  Über  Zahlengnippen  in  algebraischen  Körpern. 
Drei  Abhandlungen.    Math.  Ann.,  Bd.  48,  49,  60. 
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einer  allgemeinen  Theorie  der  relativ  Ab  ersehen  Körper  bietet.  Die 
oben  in  der  Theorie  des  relativqnadratischen  Körpers  anftretenden, 
in  der  Unterscheidung  zwischen  reellen  und  imaginären  Körpern 
beruhenden  Schwierigkeiten  üedlen  in  der  Theorie  der  Abel'schen 
Körper  von  ungeradem  Belatiygrade  sogar  g&nzlich  fort,  und  die 
höheren  Beciprocitätsgesetze  erhalten  deshalb  einen  noch  einfacheren 
Ausdruck  als  das  quadratische  Beciprocitätsgesetz  (3),  indem  dann  in 
dieser  Formel  an  Stelle  der  rechten  Seite  stets  die  Zahl  1  tritt. 

Die  Theorie  der  relativ  Abel'schen  Körper  enth&lt  als  be- 
sonders einfachen  Fall  die  Theorie  derjenigen  Zahlkörper,  die  die 
complexe  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  liefert.  Da 
H.  Weber*)  fär  diese  Körper  die  Eigenschaften  3a  und  3b  be- 
wiesen hat,  so  werden  wir  hieraus  schlieDsen,  daüs  den  nämlichen 
Zahlkörpem  das  volle  System  der  oben  angedeuteten  arithmetischen 
Eigenschaften  zukommt;  es  ist  dann  nicht  schwer,  den  Nachweis 
daf£b*  zu  erbringen,  dafs  die  Abel'schen  Gleichungen  im  Bereiche 
eines  quadratischen  imaginären  Körpers  durch  die  Transformations- 
gleichungen elliptischer  Functionen  mit  singnlären  Moduln  erschöpft 
werden  —  und  dies  hielse,  den  „liebsten  Jugendtraum'^  Kronecker's 
vemrirklichen,  der  diesen  Oelehrten  noch  bis  an  seinen  Lebensabend 
lebhaft  beschäftigt  hat 


Über  die  Beriehnngen  JEwischen  der  Zahlentheme  und   der 
Theorie  der  automorphen  Fnndioiieii. 

Von  Bobert  Frioke  in  Brannschweig. 

Die  in  der  Überschrift  genannten  Beziehungen  lassen  sich  nach 
drei  Gesichtspunkten  klassificiren. 

Erstlich  gestattet  die  geometrische  Theorie  gewisser  zwei  Gruppen 

von  linearen  Substitutionen  i'  »»    ^^  einer  complexen  Variablen 

i  eine  Anwendung  auf  drei  der  überlieferten  Zahlentheorie  an- 
gehörende Gattungen  binärer  quadratischer  Formen.  Es  handelt 
sich  dabei  einmal  um  die  Modulgruppe,  welche  ganze  rationale 
Zahlen  a,  /3,  ^,  d  zu  CoefiQcienten  und  unimodulare  Substitutionen 
hat,  sodann  um  die  sogenannte  Picard'sche  Gruppe,  bei  welcher 
^1  ß^  7t  ^  ganze  complexe  Zahlen  der  Gestalt  m  -{-  tn  darstellen 
und  die  Substitutionen  gleichfalls  unimodular  sind.  Die  quadratisdien 
Formen  aber  sind  einmal  die  Gauüs'schen  aof  -(-  2hxy  -f-  ctf^^  bei 


*)  Vgl.  EUiptiaehe  Functionen  und  algebraische  Zahlen,  sowie  die  iweite 
und  dritte  der  vorhin  genannten  Abhandlangen  über  Zahlengruppen. 
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denen  o,  &,  o  rationale  ganze  Zahlen  sind,  sodann  die  Dirichlet- 
schen  ao?  -{-  ^hxy  -{-  ^V^  ^^  ganzen  complexen  Coefficienten  der 
Grestalt  m  -f"  ^^)  endlich  die  Hermit ersehen  Formen  axx  -|-  hxy 
-f-  ^xy  4*  ^yy\  ^^  denen  a  und  c  rationale  ganze  Zahlen  sind  und 
6  eine  complexe  ganze  Zahl  der  Gestalt  m '\'  in  bedeutet,  während 
X  zax,  ^zu  ^,&zu&  conjugirt  complex  sein  soU.  In  allen  drei 
F&Uen  gewinnt  die  Lehre  von  der  Äquivalenz  und  Beduetion  der 
Formen  auf  Grund  einer  geeigneten  geometrischen  Deutung  der 
Formen  vermöge  d^  Gruppendiscontinuitätsbereiche  eine  anschauliche 
Gestalt 

Nicht  minder  wichtig  ist  zweitens  die  Beziehung,  in  welcher 
die  temftren  indefiniten  Formen  zu  den  der  Theorie  der  automorphen 
Functionen  zu  Grunde  liegenden  Gruppen  stehen.  Die  „reprodu- 
eirende  Gmppe^^  einer  einzelnen  solchen  Form  ist  freilich  erst  in 
„projectiver  Gestalt^^  geradezu  eine  Hauptkreisgruppe  von  specieUem 
arithmetischen  Bildungsgesetz.  Es  gelang  auch,  das  arithmetische 
Bildungsgesetz  der  correspondirenden  {^-Substitutionen  in  gewissem 
Sinne  voUst&ndig  au&uklären,  wobei  der  Gebrauch  rationaler  ganzer 
Zahlen  unter  Adjunction  gewisser  Quadratwurzeln  ausreichte. 

An  dieser  Stelle  setzt  die  dritte  Beziehung  zwischen  der  Arith- 
metik und  den  fraglichen  Gruppen  ein.  Die  eben  gemeinten  arith- 
metischen Bildungsgesetze  der  {;- Substitutionen  wurden  in  der  Art 
verallgemeinert,  dalls  an  die  Stelle  der  rationalen  ganzen  Zahlen 
ganze  algebraische  Zahlen  eines  Körpers  höheren  Grades  treten.  Die 
hierbei  entspringenden  Principien  waren  ausreichend  fOr  die  arith- 
metische Erklärung  zahlreicher,  wenngleich  keineswegs  sämtlicher 
geometrisch  definirbaren  Gruppen. 

Eine  ausführliche  Darstellung  aller  dieser  Gegenstände  findet 
man  im  dritten  Abschnitt  des  ersten  Bandes  der  „Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  automorphen  Functionen^^  welche  F.  Klein  und  der 
Vortragende  jüngst  haben  erscheinen  lassen. 


Znr  Theorie  der  zweiten  Variation  einfacher  Integrale. 

Von  Adolf  Kneser  in  Dorpat. 

Es  sei  /*(rr,  ^,  y)  eine  analytische  Function,  die  sich  in  einem 
gewissen  Gebiet  (8  regulär  verhält;  C  sei,  wenn  x  und  y  rechtwinklige 
Coordinaten  bedeuten,  eine  reelle  analytische  Curve,  AB  ein  regu- 
läres Stück  derselben,  längs  dessen  x  von  a  bis  5  wächst  und  y  als 
eindeutige  Function  von  x  bestimmt  ist;  jedes  Element  des  Bogens 
AB  ergebe  ein  dem  Gebiet  ®  angehöriges  Wertsystem 

äy 
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Wenn  dann  beim  Fortgang  l&ngs  der  Cmre  S  die  Oleidning 

dy       dx  W)  ~  ^ 

gilt;  wenn  femer  die  Function  6y  fOr  x  =^  a  und  rc  =  5  yerschwindet, 
übrigens  aber  nebst  ihrer  Ableitung  dy'  in.  dem  Intervall  Ton  a  bis 
h  stetig  ist,  so  kann  man  setzen: 

b  b 

^  =ffiP.  y  +  *y,  y   +  iyl  dx  -ff{x,  y,  y')dx 


o 


a 

dabei  ist 

9>{h,  iy) 

-  i  ( (0  - 19'»' +^{^-  ^)"»- + 1^"-\ . 

^  bedeutet  eine  beliebige,  nebst  ihrer  Ableitung  in  dem  Interv^all 
von  a  bis  h  stetige  Function,  und  B  eine  Potenzreihe  der  Argum^ite 
iy  und  8y\  deren  Glieder  von  mindestens  dritter  Dimension  sind. 
Nach  Legendre  bestimmt  man  nun  ß  durch  die  Gleichung 

rn  l^'f       ^^\^"f       (  ^'f         ä\  =  o. 

(^)  \Jfy^  -diJW''-  \d^W  -  Pj  =  ^' 

dann  ist  q>  das  Quadrat  eines  in  8y  und  iy'  linearen  Ausdrucks 
und  positiv,  wenn  längs  des  Bogens  uijB  die  Ungleichung 

(2)  a^.>o 

besteht.  Man  kann  aber,  wie  Scheeffer  bemerkt  hat,  aus  dem 
positiven  Zeichen  der  Gröfse  9  noch  nicht  mit  Sicherheit  schlielsen, 
dafs  ^  positiv  ist,  auch  wenn  |  öy  \  und  |  ^^'  |  beliebig  klein  sind 
und  ß  sich  im  Intervall  von  a  bis  &  regulär  verhält;  denn  in  einer 
reellen  Potenzreihe  von  n  Argumenten  können  die  Glieder  dritter 
und  höherer  Dimension  nur  dann  unbedingt  gegen  diejenigen  der 
zweiten  Dimension  vernachlässigt  werden,  wenn  diese  eine  defi- 
nite  quadratische  Form  der  n  Argumente  bilden,  deren  Determi- 
nante nicht  verschwindet.  Dafs  trotzdem  unter  den  obigen  Voraus- 
setzungen und  bei  hinreichend  kleinen  Werten  von  \8y\  und  1 8y' \ 
die  Gröfe  ^  positiv  ist,  hat  Scheeffer  im  XXYI.  Bande  der  Math. 
Annalen  auf  eine  höchst  eigentümliche  Weise  gezeigt;  seine  Be- 
trachtungen scheinen  aber  nicht  auf  den  Fall  mehrerer  unbekannten 
Functionen  ausgedehnt  werden  zu  können.  Eine  andere  Argumen- 
tation, welche  zu  dem  von  Scheeffer  erreichten  Ziele  fuhrt  und 
aufserdem  verallgemeinert  werden  kann,  beruht  auf  folgendem  Ge- 
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d&nken,  dessen  Keim  sich  in  Lagrange's  Theorie  der  analjrtischen 
Functionen  findet 

Man  betrachte  statt  der  Gleichung  (1)  die  folgende: 

in  welcher  c  eine  reeUe  Constante  bedeutet.  Die  Gleichung  (1)  hat 
nun  nach  Jacobi  ein  im  Intervall  von  a  bis  &  reguläres  Integral, 
wenn  die  Annahme  (2)  festgehalten  wird  und  der  Bogen  AB  kein 
Paar  conjugirter  Punkte  enthält.  Sind  auch  Ä  und  B  nicht  con- 
jugirt,  so  kann  man  noch  ein  etwas  gröiseres  Intervall  von  a  bis  \ 
angeben,  in  welchem  ebenfalls  ein  reguläres  Integral  der  Gleichung 
(1)  existirt.  Alsdann  lehrt  eine  einfache  functionentheoretische  Er- 
wägung, dais  die  Gleichung  (3)  ein  reguläres  Integral  besitzt  in 
einem  Intervall  von  a  bis  \^  dessen  obere  Grenze  von  \  beliebig 
wenig  verschieden  ist,  sobald  die  Gröfse  |  c  |  hinreichend  klein  ge- 
nommen wird.     Bei  passender  Wahl  von  c  hat  man  daher 

und  die  Gleichung  (3)  besitzt  auch  ein  von  a  bis  5  reguläres  Inte- 
gral. Dabei  ist  jetzt  die  Form  9  ordinär,  da  ihre  Determinante  den 
Wert  ^  hat;  hieraus  aber  schlieüst  man  leicht,  dafs  B  gegen  9  zu 
vernachlässigen,  mithin  A  eine  positive  Gröfse  ist,  sobald  |  iy  \  und 
\^y  \  in  dem  ganzen  Intervall  von  a  bis  h  unterhalb  einer  gewissen 
Grenze  verbleiben. 

Will  man  ähnliche  Betrachtungen  fär  das  Integral 

6 

J?(a^,  y^^  y«i  yi,  y^^^ 

a 

durchführen,  in  welchem  die  Functionen  y  den  Gleichungen 

3yi       dx\dy[)       "'         ay,       dx\dy'^) 

genügen,  so  setze  man,  indem  man  ftü*  ft  und  v  die  Werte  1  and  2 
nimmt. 


Jahresbericht  d.  Deutoehen  Mathem. -Vereinigung     VI. 
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Dann  weiDs  man  nach  Clebsch  und  Mayer,   dafs  die  Gleichungen 

(4)  ^1  =  0,     dij  =  0,     d„  =  0 

ein  von  a  bis  b  reguläres  Integralsystem  besitzen,  sobald  die  Cnrve, 
längs  deren  man  integrirt  hat,  kein  Paar  conjngirter  Punkte  enthält. 
Dasselbe  gilt,  wie  man  leicht  sieht,  von  den  Gleichungen 

(5)  eJjj^  =  Ä,     (fj2  =  ÄJ,     c^2  =  ^ 

wenn  unter  /r,  /;,  2  hinreichend  kleine  positive  Constante  verstanden 
werden.  Nimmt  man  noch  an,  daüs  auf  der  Curve,  längs  deren 
man  integrirt,  die  Ungleichungen 


(6)  <h,  >  0, 


>0 


«11  «1» 

«21  «M 

bestehen,  und  dals  hl  —  k^  eine  positive  Grölse  sei,  so  ergeben  diese 
Ungleichungen  zusammen  mit  der  Identität 

«11  «u 
«81  «M 


^  =  ^11^28  —  ^2 


und  der  ersten  Gleichung  (5),  dais  die  quatemäre  quadratische 
Form  9,  deren  CoefQcienten  die  Gröfisen  a  sind,  definit  und  positiv 
ist  und  eine  von  Null  verschiedene  Determinante  besitzt.  Da  man 
nun,  wenn  dy^^  und  dy^  an  den  Integrationsgrenzen  verschwinden, 
setzen  kann: 

6 

^  =y/'(^'  y^  +  *y»i  y«  +  *yai  y'^  +  *yi'  y«  +  iyi)dx 

a 

b  b 

—ffi^^  Vu  y«,  y'u  y2)dx  ^Jdx  { j  q>  (dy,  Sy)  +  Ä }, 

a  a 

wobei  B  die  Gröfsen  Sy^  dy'  nur  in  mindestens  dritter  Dimension 
enthält,  so  kann  man  schlieljsen,  daijs  die  Gröljse  ^  bei  hinreichend 
kleinen  absoluten  Werten  der  Variationen  iy  und  iy'  positiv  ist 
In  der  bisherigen  Theorie  war  dieser  Schlulis  nicht  statthaft,  da  bd 
den  Gleichungen  (4)  und  den  Ungleichungen  (6)  die  Determinante 
der  Form  tp  verschwindet. 

Nach  der  hier  angedeuteten  Methode  kann  man  auch  bei  be- 
liebig vielen  unbekannten  Functionen,  welche  Bedingungsdifferential- 
gleichungen unterworfen  sind,  aus  der  Clebsch-Mayer'schen  Theorie 
der  zweiten  Variation  in  strenger  Weise  hinreichende  Bedingungen 
des  Maximums  oder  Minimums  ableiten. 
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Ziele  nnd  Methoden  der  technischeii  Mechanik. 

Von  A.  Föppl  in  München. 

Von  einem  Gegensätze  zwischen  der  technischen  Mechanik  und 
der  Mechanik  des  Physikers  kann  kaum  die  Bede  sein.  Grölser  ist 
freilich  der  Unterschied  zwischen  der  Mechanik  des  Mathematikers, 
wie  sie  heute  gewöhnlich  vorgetragen  wird,  und  der  Mechanik  des 
Technikers.  Aber  auch  hier  verschwindet  jeder  eigentliche  Gegensatz, 
solange  es  sich  nur  um  solche  Probleme  handelt,  die  wirklich 
streng,  d.  h.  nicht  nur  mathematisch  streng,  sondern  damit  zugleich 
auch  physikalisch  genau  gelöst  werden  können. 

Leider  beherrscht  jedoch  die  heutige  Mechanik  nur  einen  ver- 
bältnismftlsig  kleinen  Teil  der  in  ihr  Gebiet  fallenden  Natur- 
erscheinungen mit  hinreichender  Genauigkeit.  Meistens  mu(s  man 
sich  damit  begnügen,  die  mechanischen  Vorgänge  nach  ihren  Haupt- 
zügen darzustellen  und  die  minder  wichtigen  Nebenerscheinungen 
dagegen  zu  vernachlässigen.  In  der  Regel  schlägt  nun,  wo  dies 
nötig  wird,  der  Techniker  andere  Wege  ein,  als  der  nur  durch  die 
Schule  der  theoretischen  Mechanik  gegangene  Mathematiker. 

Der  Grad  der  Genauigkeit,  den  die  heutige  Mechanik  in  der 
Darstellung  der  Wirklichkeit  erreicht,  ist  auf  verschiedenen  Er- 
scheinungsgebieten aufserordenÜich  verschieden.  Am  besten  ist  die  Über- 
einstimmung bei  den  Bewegungen  der  Himmelskörper.  Trotz  mancher 
Zweifel,  die  gerade  neuerdings  wieder  gegen  die  unbedingte  Gültig- 
keit des  Newton'schen  Gravitationsgesetzes  ausgesprochen  wurden, 
hat  sich  dieses  Gesetz  doch  bisher  als  ausreichend  erwiesen,  die 
astronomischen  Erscheinungen  bis  ins  Einzelne  hinein  mit  aller 
wünschenswerten  Genauigkeit  zu  verfolgen.  Auf  einem  solchen  Ge- 
biete ist  die  sorgflQtigste  Untersuchung  aller  durch  mathematische 
Deduction  aus  dem  gegebenen  Ausgangspunkt  ableitbaren  Folgerungen 
zugleich  von  gröfster  praktischer  Bedeutung.  Von  jeher  ist  daher 
auch  die  astronomische  Mechanik  das  bevorzugte  Anwendungsgebiet 
der  sich  mit  Fragen  der  Mechanik  beschäftigenden  Mathematiker  ge- 
wesen. Schon  bei  Gelegenheit  der  Entdeckung  der  allgemein  gültigen 
Grundgesetze  der  Mechanik  hat  einst  die  Theorie  der  Planetenbewegung 
eine  ausschlaggebende  Bolle  gespielt  und  bis  auf  den  heutigen  Tag 
erblicken  viele  in  den  grolsartigen  Erfolgen  der  Mechanik  der  Hinmiels- 
körper  den  rechten  Malsstab  fOr  die  Anforderungen,  die  sie  an  die 
übrigen  Teile  der  Mechanik  stellen  zu  müssen  glauben. 

Daher  stammt  wohl  in  letzter  Linie  jene  viel  vertretene  Rich- 
tung der  Mechanik,  die  es  verschmäht,  neue  Ansätze  zur  Berück- 
sichtigung besonderer  Umstände  zu  bilden,  und  die  als  wissenschaftlich 
berechtigt  nur  solche  Entwickelungen  gelten  lassen  möchte,  die  sich 
ausschlieijslich  auf  die  Gmndvorstellungen  stützen,  deren  Aufstellung 
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die  grofse  wissenschaftliclie  That  der  beiden  yoransgehenden  Jahr- 
huBderte  war.  Bei  den  Vertretern  dieser  Richtung  beherrscht  der 
Wunsch,  alle  Erscheinungen  möglichst  aus  einer  einzigen  Fundamental- 
formel, also  etwa  aus  dem  Hamilton'schen  Prindp  oder  aus  dem 
Hertz'schen  verallgemeinerten  Trägheitsgesetze  abzuleiten,  und  über- 
haupt das  Verlangen  nach  formalen  Umgestaltungen  des  im  wesent- 
lichen bereits  gesicherten  Wissens  den  gröfsten  Teil  der  wissenschaft- 
lichen Thätigkeit.  Daneben  handelt  es  sich  für  sie  nur  noch  um 
die  Lösung  gewisser  Differentialgleichungen  mit  gegebenen  Anfangs- 
bedingungen oder  umgekehrt  um  die  Aufsuchung  solcher  System- 
bedingungen, für  die  man  die  Lösungen  der  Differentialgleichungen 
bereits  anzugeben  vermag.  Für  diese  Richtung  giebt  es  in  der 
Mechanik  nur  noch  mathematische  Probleme  und  keine  physikalischen 
mehr;  die  ursprüngliche  Aufgabe  der  Mechanik,  die  sich  rings  um 
uns  in  der  Aufsenwelt  abspielenden  überaus  vielseitigen  Bewegungs- 
vorgänge möglichst  vollständig  zu  erforschen  und  die  sich  in  ihnen 
kundgebenden  GesetzmäDsigkeiten  auf  ihre  einfachsten  Formen  zurück- 
zuführen, tritt  bei  dieser  Richtung  vollständig  in  den  Hintergrund. 

Dieser  ausschlieüslich  deductiven  Richtung,  die  sich  der  induc- 
tiven  Forschungsmethode  ganz  entschlagen  hat  oder  sie  gar  als  un- 
wissenschaftlich brandmarken  möchte,  stehen  nun  freilich  die  Tech- 
niker fast  verständnislos  und  jedenfalls  ablehnend  gegenüber.  Freilich 
kann  es  kaum  als  ein  besonderes  Verdienst  der  Techniker  bezeichnet 
werden,  dalis  sie  diesen  Irrweg  —  denn  fOr  sie  wäre  es  jedenfalls 
ein  Irrweg  —  im  grofsen  ganzen  glücklich  vermieden  haben.  Nur 
zu  oft  sind  sie  ihrerseits  in  denselben  Fehler  verfallen.  Der  Wider- 
spruch mit  der  Erfahrung,  dem  sie  stetig  ausgesetzt  waren,  und  der 
sich  oft  gar  bitter  bemerklich  machte,  sowie  die  harte  Notwendigkeit, 
sich  mit  gewissen  Dingen  unbedingt  so  abfinden  zu  müssen,  dafs 
dieser  Widerspruch,  wenn  nicht  ganz  vermieden,  so  doch  in  unschäd- 
lichen Grenzen  gehalten  würde,  haben  aber  immer  von  neuem  wieder 
dafür  gesorgt,  dem  inductiven  Verfahren  zu  seinem  Rechte  zu  ver- 
helfen. 

Auiser  den  astronomischen  Problemen  dürfen  namentlich  jene, 
die  in  der  Mechanik  des  starren  Systems  behandelt  werden,  Anspruch 
auf  praktische  Bedeutung  machen,  weil  die  Lösungen,  zu  denen 
man  dabei  gelangt,  den  Anforderungen  an  die  physikalische  Genauig- 
keit sehr  oft  in  hohem  Mause  entsprechen.  Auf  diesem  Gebiete  giebt 
es  daher  auch  keinen  Widerstreit  verschiedener  Richtungen  in  der 
Mechanik.  Eine  so  dankenswerte  Arbeit  wie  die  der  Herren  Klein 
und  Sommerfeld  über  die  Theorie  des  Kreisels  darf  stets  auch  bei 
den  Vertretern  der  technischen  Mechanik  der  aufinerksamsten  Be- 
achtung sicher  sein.  Bei  solchen  Fragen  tritt  in  unseren  Kreisen 
wohl  nur  der  eine  Wunsch  stärker  hervor  als  in  den  Ihrigen,  nämlich 
die  Darstellung  so  weit  als  nur  irgend  thunlich  zu  vereinfieu^hen. 
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Gröfser  sind  schon  die  Widersprüche,  die  sich  zwischen  der 
heute  gültigen,  sogenannten  strengen  Theorie  und  der  Erfahrung 
einstellen,  auf  dem  Gebiete  der  elastischen  Erscheinungen.  Mathe- 
matisch durchaus  einwandfreie  Lösungen  der  Differentialgleichungen 
für  elastische  Körper  stehen  ofk  genug  im  schroffen  Widerspruche 
mit  den  wirklich  beobachteten  Erscheinungen. 

Schlimmer  noch  sieht  es  auf  dem  Gebiete  der  Hjdrod3niamik 
ans.  Man  kann  fast  sagen,  dafs  es  heute  überhaupt  noch  keine 
Hydrodynamik  im  ursprünglichen  Sinne  des  Wortes  giebt,  d.  h.  keine 
physikalisch  genaue  Dynamik  des  in  der  Natur  vorkommenden 
Wassers.  Einige  einfache  Fälle  fügen  sich  ja  wohl  mit  halbwegs 
ausreichender  Genauigkeit  in  die  übliche  theoretische  Fassung;  — 
solange  es  aber  nicht  gelungen  ist,  solche  fundamentalen  Vorgänge 
wie  das  Flieisen  des  Wassers  in  einem  regebnäisig  gestalteten  Fluß- 
bette oder  in  einem  Wasserleitungsrohre  zu  zergliedern,  darf  man  nicht 
behaupten,  über  die  allerersten  Anfänge  der  Hydrod3niamik  hinaus- 
gekonunen  zu  sein. 

Woran  fehlt  es  da  nun?  —  etwa  daran,  dafs  es  bisher  nicht 
gelungen  wäre,  die  Differentialgleichungen  der  Hydrodynamik  für 
die  betreffenden  Grenzbedingungen  zu  integriren?  Keineswegs;  — 
man  hat  ja  im  Gegenteile  für  die  Bewegung  in  Röhren  eine  solche 
Lösung  gegeben,  die  sich  nach  den  Poiseuille'schen  Versuchen  bei 
sehr  engen  Bohren  bewährt  hat.  Warum  trifft  diese  Lösung  aber 
durchaus  nicht  bei  gröfseren  Bohrdurchmessem  zu?  Gerade  nach 
jener  Theorie,  die  auf  die  Capillarkräfte  gar  keine  Bücksicht  nimmt, 
sollte  die  absolute  Gröise  des  Bohr-Durchmessers  (oder  auch  die 
absolute  Gröfse  der  Geschwindigkeiten)  belanglos  für  die  allgemeine 
Form  der  Löstmg  sein.  Man  mag  daraus  entnehmen,  wie  viel  Wert 
jener  scheinbaren  Bestätigung  durch  die  Poiseuill ersehen  Versuche 
beizumessen  ist. 

Oder  betrachten  Sie  die  Bewegung  eines  starren  Körpers,  etwa 
einer  Kugel,  durch  das  Wasser.  Nicht  nur  die  Gleichungen  für 
reibungsfreie,  auch  die  für  zähe  Flüssigkeiten  fuhren  zu  Lösungen, 
die  beim  Vergleiche  mit  der  Erfahrung  versagen. 

Um  hierin  Wandel  zu  schaffen,  bedarf  es  der  Bildung  neuer 
Ansätze,  neuer  Hypothesen;  mit  bloüsen  mathematischen  Folgerungen 
aus  den  einmal  angenommenen  Gleichungen  kommt  man  um  keinen 
Schritt  weiter.  Wer  nur  die  durch  ihr  Alter  ehrwürdig  gewordenen 
hydrodynamischen  Gleichungen  als  einen  zulässigen  Ausgangspunkt 
für  wissenschaftlich  strenge  Untersuchungen  gelten  lassen  will,  stellt 
sich  dem  auf  diesem  Gebiete  dringend  nötigen  Fortschritte  der 
Wissenschaft  hindernd  in  den  Weg.  Möge  man  immer  auch  nach 
dieser  Bichtung  weiter  arbeiten;  man  soll  nur  nicht  unterlassen,  die 
Widersprüche,  zu  denen  man  dabei  mit  der  Erfahrung  gelangt,  ge- 
bührend hervorzuheben,  und  sich  die  Notwendigkeit  eingestehen,  die 
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Grandlagen  des  ganzen  Oebftades  zu  ändern,  wenn  nian  diese  Wider- 
sprüche beseitigen  will. 

Niemand  vermag  die  schönen  XJntersuchmigen  von^Helmholtz 
über  die  Wirbelbewegungen  höher  zu  schätzen,  als  ich  es  thne. 
Über  dieser  Wertschätzung  darf  man  aber  nicht  vergessen,  dafjs  das 
Gesetz,  dem  die  Wirbelbewegungen  im  wirklichen  Wasser  unter- 
worfen sind,  noch  ganz  unbekannt  ist.  Gerade  an  dieser  Stelle 
dürfte  nach  meiner  Meinung  der  geeignete  Angrifi&punkt  zu  einer 
Umgestaltung  der  Hydrodynamik,  die  den  Forderungen  der  physi- 
kalischen Genauigkeit  besser  entspricht,  zu  suchen  sein;  also  etwa 
durch  die  Annahme  einer  Hypothese  über  das  Verhalten  eines  sich 
selbst  überlassenen  Wirbelfadens. 

Man  kann  hier  die  Frage  einwerfen,  ob  es  denn  etwa  der  tech- 
nischen Mechanik  bereits  gelungen  sei,  einen  erheblichen  Fortschritt 
nach  dieser  Richtung  hin  herbeizuführen.  Ich  muls  diese  Frage 
natürlich  verneinen,  denn  ein  solcher  Fortschritt  hätte  auch  Ihnen 
nicht  lange  unbekannt  bleiben  können.  Wohl  aber  darauf  darf  ich 
hinweisen,  dais  die  Auffassung,  die  der  Techniker  von  den  Aufgaben 
der  Mechanik  hegt,  unmittelbar  zu  solchen  Fragestellungen  führt, 
und  ich  glaube  auch  behaupten  zu  dürfen,  dafs  die  ersten  schüchternen 
Anläufe  zur  Lösung  solcher  Fragen,  die  von  einem  vermeintlich  über- 
legenen Standpunkte  aus  oft  recht  geringschätzig  beurteilt  werden, 
die  rechte  Vorstufe  für  einen  durchschlagenden  Fortschritt  bilden. 
Wie  dies  aber  auch  sein  möge,  —  jedenfalls  besteht  der  erste  Schritt 
zur  Besserung  des  Bestehenden  darin,  daDs  man  sich  die  vorhandenen 
Mängel  offen  eingesteht  und  kein  Mittel  unversucht  läDst,  sie  zu  heben. 

Nicht  anders  als  in  der  Hydrodynamik  steht  es  bei  einer  grol^n 
Zahl  anderer  Aufgaben,  die  in  der  technischen  Mechanik  auftreten. 
Mit  strengen  Lösungen  im  Sinne  der  astronomischen  Mechanik  wäre, 
selbst  wenn  sie  gefanden  werden  könnten,  oft  kaum  etwas  anzufangen. 
Es  würde  ihnen  die  physikalische  Genauigkeit  fehlen,  weil  sich  die 
Abstractionen,  auf  denen  ihre  Ansätze  berahen,  zu  weit  von  der 
Wirklichkeit  entfernen. 

Aus  diesen  Bemerkungen  werden  Sie  bereits  entnommen  haben, 
worin  das  Ziel  besteht,  das  sich  die  technische  Mechanik  setzt,  und 
welche  Wege  sie  einschlägt,  um  sich  diesem  Ziele  zu  nähern.  Das 
letzte  Ziel  unterscheidet  sich  kaum  von  jenem,  das  auch  jedo* 
andere  Forscher  vor  Augen  hat,  der  sich  mit  der  Mechanik  be- 
schäftigt. Nur  die  Wege  dazu  sind  verschieden  und  mit  ihnen  auch 
die  näher  liegenden  Ziele. 

Nach  meiner  Auffassung,  die,  so  viel  ich  weÜB,  mit  jener  der 
überwiegenden  Mehrzahl  der  Techniker  übereinstimmt,  soU  und  darf 
die  Mechanik  nichts  weiter  sein,  als  eine  abgekürzte,  möglichst  ein- 
fache, daher  auch  —  wenn  es  sein  kann  —  aus  möglichst  wenigen 
Grundsätzen  abgeleitete,  vor  allem  aber  thunlichst  genaue  und  thun* 
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liehst  umfassende  Umschreibung  der  Erfahrungsthatsachen.  Aus  dieser 
Formulirung,  die  sich  an  den  Wortlaut  der  von  Hertz  in  seiner 
Mechanik  erhobenen  Forderungen  anlehnt,  werden  Sie  am  besten  den 
Unterschied  erkennen,  der  zwischen  dem  von  mir  vertretenen  Stand- 
punkte des  Technikers  und  dem  von  Hertz  besteht.  Die  Ein- 
schrSnkung  der  Zahl  der  zu  Grunde  liegenden  Hypothesen  erscheint 
uiir  zunächst  viel  minder  wichtig  als  Hertz.  Ganz  unerläislich  sind 
f&r  die  technische  Mechanik  nur  die  beiden  Forderungen,  dafs  ihre 
Lehren  als  Unterlagen  für  das  praktische  Handeln  hinreichend  genau 
dem  wirklichen  Verhalten  der  Körper  entsprechen,  und  dais  zugleich 
die  Durchfuhrung  der  Methoden,  die  sie  zur  Lösung  der  gestellten 
Aufgaben  in  Bereitschaft  hält,  bei  der  Anwendung  auf  einen  ge- 
gebenen Fall  keinen  unverhältnismäfsig  grofsen  Aufwand  an  Zeit 
und  MtQie  erfordern  darf. 

Es  ist  natürlich  kein  Zufall  und  es  liegt  auch  nicht  an  der 
geringeren  mathematischen  Durchbildung  der  Techniker  gegenüber 
den  Mathematikern  von  Beruf,  dals  wir  in  diesen  Punkten  von  Ihnen 
abweichen.  Auch  in  unseren  Reihen  giebt  es  Männer  genug,  die 
vor  keiner  Schwierigkeit  zurückschrecken  würden,  um  sich  das  an- 
zueignen, wovon  sie  sich  eine  erhebliche  Förderung  versprechen  zu 
dürfen  glaubten.  Der  Grund  ist  ein  anderer.  Der  Mathematiker 
kajm  fast  immer,  und  auch  der  Physiker  kann  sehr  oft  der  Beant- 
wortung einer  von  aufsen  an  ihn  herantretenden  Frage,  für  die 
er  keine  ihn  befriedigende  Antwort  findet,  aus  dem  Wege  gehen. 
Er  ist  in  der  Wahl  des  Stoffes  für  seine  Untersuchungen  freier  als 
der  Techniker.  Der  Techniker  dagegen  steht  unter  dem  unerbitt- 
lichen Zwange,  sich  mit  den  Thatsachen,  die  ihm  störend  oder 
fördernd  in  den  Weg  treten,  unbedingt  auf  irgend  eine  Art,  so  gut 
es  eben  gelingen  will,  abzufiinden.  Er  kann  die  Lösung  eines  Prob- 
lems nicht  so  lange  zurückschieben,  bis  sie  ihm  in  bester  Weise 
gelungen  ist,  sondern  muTs  sich  einstweilen  mit  der  relativ  besten 
begnügen,  die  ihm  erreichbar  ist,  falls  sie  nur  überhaupt  in  dem 
vorher  erörterten  Sinne  brauchbar  ist. 

Diese  ihm  durch  den  Zwang  der  Umstände  aufgedrängte  Auf- 
fassung seiner  Aufgabe  hat  den  Techniker  auch  schon  frühzeitig 
davor  bewahrt,  die  Arithmetisirung  der  Mechanik,  die  durch  die 
Arbeiten  von  Lagrange  eingeleitet  worden  war,  in  vollem  Umfange 
mitzumachen.  Bald  wendeten  sich  die  Techniker  den  graphischen 
Methoden  wieder  zu,  und  lange  Zeit  hindurch  blieb  diese  Seite  der 
Mechanik  ihrer  Pflege  ausschliefslich  anvertraut. 

Ich  bin  weit  davon  entfernt,  die  bisherigen  Leistungen  der 
technischen  Mechanik  zu  überschätzen,  also  etwa  die  heutige  technische 
Mechanik  als  einen  fertigen  Bau  zu  betrachten,  der  es  an  feiner 
Ausarbeitung  mit  der  Mechanik  des  Himmels  aufnehmen  könnte. 
Wenn  ihr  auch  schon  vieles  gelungen  ist,  gar  manches  auch,  was 
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inzwischen  schon  l&ngst  in  das  Lehrgeh&ude  der  allgemeinen  Mechanik 
Anfhahme  gefunden  hat,  so  bleibt  doch  noch  das  meiste  zn  thnn. 
Aber  darüber  bin  ich  nicht  im  Zweifel,  dals  sie  sich  ihre  ferneren 
wie  ihre  näheren  Ziele  richtig  gesteckt  hat,  und  dals  sie  sidi  im 
groüsen  ganzen  auf  dem  richtigen  Wege  zu  ihnen  befindet.  Es  ist 
derselbe  Weg,  den  auch  einst  die  Begründer  unserer  heutigen  aü- 
gemeinen  Mechanik  eingeschlagen  haben,  um  sich  in  der  vielgestaltigen 
Erscheinungswelt  zunächst  einmal  zu  orientiren. 

Diese  allgemeinen  Ausführungen  würden  in  einem  zu  unbe- 
stimmten Lichte  erscheinen,  wenn  ich  es  unterlassen  wollte,  etwas 
n&her  ins  Einzelne  einzugehen  und  sie  durch  die  Anfuhrung  einiger 
der  bemerkenswertesten  Beispiele  zu  beleuchten. 

Zunächst  mache  ich  darauf  aufinerksam,  dals  die  Statik  in  der 
technischen  Mechanik  weit  mehr  in  den  Vordergrund  tritt  als  in 
den  von  Mathematikern  verfalsten  Lehrbüchern.  Während  die  Statik 
dort  gewöhnlich  als  ein  mit  wenigen  Formelsätzen  erledigtes  Gebiet 
erscheint,  bietet  sie  dem  Techniker  eine  Fülle  eigenartiger  Aufgaben. 
Auch  dann,  wenn  es  sich  nicht  um  Gleichgewichtsaufgaben  handelt, 
bildet  das  statische  Problem,  das  nach  der  Anwendung  des 
d'Alembert'schen  Princips  zurückbleibt,  gewöhnlich  den  eigent- 
lichen Kern  der  Aufgabe.  Aus  dem  Gebiete  der  Statik  habe  ich 
daher  auch  die  Beispiele,  die  ich  Ihnen  vorführen  möchte,  vorwiegend 
zu  entnehmen. 

Nur  mit  einigen  Worten  sei  vorher  auf  eine  Anzahl  dynamischer 
Untersuchungen  hingewiesen,  die  auf  dem  Boden  der  technischen 
Mechanik  erwachsen  sind.  Ganz  bekannt  sind  die  Untersuchungen 
über  die  Trägheitskräfte,  die  im  Kurbelgetriebe  und  in  anderen 
Mechanismen  vorkommen,  und  die  damit  zusammenhängenden  Be- 
trachtungen über  die  Verwandlung  von  mechanischer  Arbeit  in 
lebendige  Kraft,  die  im  Schwungrade  aufgespeichert  wird  und  um- 
gekehrt, —  Betrachtungen,  die  das  Vorbild  fär  die  Entwickelungen 
der  heutigen  Energetik  abgegeben  haben.  Beispiele  dieser  Art  l&fst 
sich  heute  wohl  kaum  irgend  ein  Lehrer  der  Mechanik  entgehen.  — 
Dahin  gehören  femer  gewisse  Untersuchungen  über  verschiedene 
Schwingungsbewegungen,  z.  B.  jene,  die  ein  Brückenträger  unter 
dem  Einflüsse  einer  bewegten  Last  ausführt,  worüber  vor  kurzem 
Herr  Zimmermann,  der  hervorragende  Techniker  des  preuMschen 
Ministeriums  der  öffentlichen  Arbeiten,  eine  schätzenswerte  Arbeit 
veröffentlicht  hat.  Auch  der  Erklärung,  die  ich  selbst  von  den 
eigentümlichen  Schwingungserscheinungen  sehr  schwanker,  schnell 
umlaufender  Wellen  gegeben  habe,  darf  ich  an  dieser  Stelle  ge- 
denken. Andere  Beispiele  bilden  die  Untersuchungen  über  die 
Wirkungsweise  der  Begulatoren  und  die  Frage  der  Massenausgleichung 
bei  Schiffsmaschinen,  die  in  letzter  Zeit  ernsthafter  in  Angriff  ge- 
nommen wurde. 
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Bei  allen  diesen  dynamischen  Untersuchungen  zeigt  sich  aber 
die  der  technischen  Mechanik  eigentümliche  Bichtung  weniger  deut- 
lich als  in  der  Statik.  Es  handelt  sich  dabei  fiast  immer  nur  um  die  un- 
mittelbare Anwendung  der  allgemein  gültigen  mechanischen  Grund- 
gesetze, und  nur  aus  der  Art,  wie  die  nötigen  Vernachlässigungen 
eingeführt  werden,  kann  man  gelegentlich  erkennen,  daljs  der  Bearbeiter 
durch  die  Schule  der  technischen  Mechanik  gegangen  ist. 

Der  schönste  Erfolg,  den  die  technische*  Mechanik  bisher  auf- 
zuweisen hat,  dürfte  in  der  Aufstellung  der  Lehre  vom  Fachwerke 
liegen.  Diese  Lehre  ist  auch  dem  Mathematiker  heute  nicht  mehr 
fremd.  Vor  einigen  Jahren  hat  Ihnen  Herr  Henneberg  ein  aus- 
führliches Referat  darüber  gegeben,  dem  ich  namentlich  darin  voll- 
ständig beistinmie,  dals  wenigstens  die  Lehre  vom  ebenen,  statisch 
bestimmten  Fachwerke  für  die  technische  Mechanik  bereits  erledigt 
ist.  Die  seitdem  darüber  veröffentlichten  tiefgehenden  Untersuchungen 
des  Herrn  Schur  stehen  schon  ganz  auf  dem  Boden  der  Mechanik  des 
Mathematikers;  sie  verarbeiten  den  einmal  geschaffenen  Begriff  nach 
verschiedenen  Seiten  weiter,  können  aber  den  Techniker  durch  die 
dabei  erlangten  Ergebnisse,  wenigstens  meiner  Schätzung  nach,  nicht 
mehr  merklich  fördern.  Etwas  anders  scheint  es  mir  freilich  bei  dem 
räumlichen  Fachwerke  zu  liegen,  das  auffälligerweise  von  den  Mathe- 
matikern, die  sich  mit  diesen  Dingen  beschäftigten,  bisher  ganz  un- 
beachtet gelassen  wurde,  obschon  es  an  sich  viel  interessanter  ist 
und  noch  mehr  nutzbare  Ausbeute  verspricht. 

Die  grolle  wissenschaftliche  That,  um  die  es  sich  auf  diesem 
Gebiete  handelt,  ist  freilich  nicht  in  allen  diesen  weiteren  Aus- 
arbeitungen, sondern  in  der  Aufstellung  des  Begriffes  selbst  zu 
suchen,  die  viel  weiter  zurückliegt. 

Die  Not  macht  erfinderisch.  —  Als  sich  vor  einem  halben  Jahr- 
hundert die  heutige  Brückenbaukunst  zu  entwickeln  begann,  bedurfte 
sie  unbedingt  eines  Einblicks  in  die  Verteilung  der  inneren  Eräfte 
in  einem  aus  einzelnen  Stäben  zusammengesetzten  Traggerüste.  Eine 
strenge  Lösung  im  Sinne  der  theoretischen  Mechanik  war  aussichtslos. 
Da  wurde  der  Ausweg  gefanden,  die  Hauptzüge  aus  dem  ganzen 
Erscheinungsbilde,  losgelöst  von  den  mehr  nebensächlichen  Um- 
ständen, zu  betrachten,  nämlich  die  Biegung  der  einzelnen  Stäbe 
bei  der  elastischen  Formänderung  zu  vernachlässigen  und  nur  die 
Längsspannungen  zu  beachten.  So  entstand  der  Begriff  des  Fach- 
werks, der,  wie  sich  bald  zeigte,  ein  recht  brauchbares  Bild  von 
dem  wirklichen  Verhalten  gegliederter  Trag-Constructionen  lieferte. 
Ohne  die  Schaffung  dieses  Begriffes  wäre  die  grofse  Entwickelung, 
die  die  Kunst  des  Baues  eiserner  Brücken  seitdem  genommen  hat, 
gar  nicht  möglich  gewesen. 

Gestatten  Sie  mir  übrigens  darauf  hinzuweisen,  dafs  der  Ent- 
wickelungsgang,  den  die  technische  Mechanik  bei  dieser  Gelegenheit 
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einschlug,  in  keiner  Weise  von  der  Art  abweicht,  wie  ursprünglich 
alle  Vorstellungen  und  alle  Hypothesen  der  Mechanik  in  der  Zeit 
ihrer  Begründung,  oft  genug  gleichfalls  im  Anschlüsse  an  Aufgaben 
der  Technik,  entstanden  sind.  Nur  auf  diesem  Wege  ist  der  theo- 
retischen Mechanik  alles  Material  zugeflossen,  das  sie  heute  yer- 
arbeitet  und  in  immer  wieder  neuen  Wendungen  darzustellen  sucht. 

Auch  sonst  hat  übrigens  gerade  auf  dem  Gebiete  der  Fach- 
werkslehre das  praktische  Bedür&is  den  Anstofs  zu  manchen  Unter- 
suchungen gegeben,  die  inzwischen  so  weit  ausgereift  sind,  daCs  sie 
selbst  vom  rigorosen  mathematischen  Standpunkte  aus  als  sehr  an- 
nehmbar bezeichnet  werden  müssen.  Sie  sind  bisher  in  mathematischen 
Kreisen  anscheinend  wenig  bekannt  geworden,  und  ich  bedaure  daher, 
dals  ich  hier  nicht  mehr  Zeit  auf  ihre  Erörterung  verwenden  kann. 
Da  ist  zunächst  die  Frage  nach  der  elastischen  Formänderung  eines 
Fachwerkträgers  unter  einer  Belastung.  Keinem  geringeren  als  d»n 
groisen  Physiker  Maxwell  ist  das  Verdienst  der  ersten  Lösung 
dieser  Frage  zuzuschreiben.  Er  hat  seinen  durchdringenden  Scharf- 
sinn damit  kaum  weniger  bewiesen,  als  durch  die  unvergänglichen 
Arbeiten,  durch  die  er  auf  anderen  Gebieten  seinen  Namen  zu  einem 
der  gefeiertsten  dieses  Jahrhunderts  gemacht  hat.  Freilich  ging  es 
ihm  in  der  Technik  nicht  anders  als  mit  der  Mehrzahl  seiner  physi- 
kalischen Arbeiten:  Er  wurde  zunächst  nicht  verstanden,  und  erst 
nachdem  Herr  Mohr  die  schöne  Max  well 'sehe  Methode  von  neuem 
entdeckt  hatte,  konnte  sie  zur  allgemeinen  Einführung  gelangen. 
Der  MaxwelTsche  Satz  von  der  Gegenseitigkeit  der  elastischen 
Verschiebungen,  der  aus  diesen  Untersuchungen  gleichfalls  hervorging, 
entspricht  allen  Anforderungen  mathematischer  Eleganz  und  zugleich 
gröfster  praktischer  Nutzbarkeit,  denn  er  hat  die  früher  zuweilen 
recht  umständlichen  Berechnungen  in  vielen  Fällen  aulserordentlidi 
abzukürzen  gestattet. 

In  diesem  Zusammenhange  ist  noch  der  von  Castigliano  und 
bald  darauf  unabhängig  von  Frank el  aufgestellte  Satz  vom  Minimum 
der  elastischen  Formänderungsarbeit  zu  nennen,  der  in  seiner  Fassung 
an  die  altbekannten  Minimumsätze  der  Mechanik  erinnert,  und  der 
heute  mit  Vorliebe  zum  Ausgangspunkte  für  die  Festigkeitsberech- 
nungen der  technischen  Mechanik  gewählt  wird. 

Damit  komme  ich  auf  die  Untersuchungen  über  Elasticitftt  und 
Festigkeit,  die  in  der  technischen  Mechanik  neben  der  Fachwerks- 
lehre eine  dominirende  Bolle  spielen.  Auf  diesem  Gebiete  waren 
früher  die  Franzosen  unbestritten  unsere  Meister.  In  keinem  anderen 
Lande  sind  aber  Technik  und  Mathematik  von  jeher  in  so  enger 
Fühlung  geblieben,  als  in  Frankreich.  Daher  kommt  es,  dals  die 
hervorragenden  Namen  der  französischen  technischen  Mechanik  meist 
auch  den  Mathematikern  aller  Länder  geläufig  sind  und  mit  ihnen 
viele    der  Arbeiten,    die   mit    diesen   Namen   verbxmden   sind.     Die 
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Schriften  eines  de  Saint-Yenant  z.  B.,  der  wohl  nie  den  Ehrgeiz 
hatte,  etwas  anderes  zu  sein,  als  ein  hervorragender  Techniker, 
werden  kaum  noch  als  solche  der  technischen  Mechanik  betrachtet, 
sondern  eher  der  mathematischen  Litterator  zugerechnet.  Es  wäre 
aber  ungerecht,  wenn  man  verkennen  wollte,  dafs  u.  a.  die  heutige 
Theorie  der  Torsion  von  Stäben  aus  der  technischen  Mechanik  her- 
YOi^egangen  ist.  Es  war  wohl  auch  kaum  ein  zufWiges  Zusammen- 
treffen, daÜB  die  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  für  die 
elastischen  Körper  von  einem  Kreise  von  Männern  ausging,  die  mit 
der  Technik  alle  in  näherem  oder  fernerem  Zusammenhange  standen. 
Kattbrlich  will  ich  damit  nicht  sagen,  dafs  eine  solche  Gestaltungs- 
kraft, wie  sie  zum  Aufbau  eines  derartigen  neuen  Ansatzes  erforder- 
lich war,  nur  von  dieser  Seite  her  erwartet  werden  konnte.  Ich 
erblicke  darin  vielmehr  nur  einen  weiteren  Beleg  dafür,  dafs  die 
Hereinziehung  neuer  Thatsachengebiete  und  die  Bildung  neuer  An- 
sätze zu  ihrer  Bewältigung  eine  Art  der  Thätigkeit  ist,  zu  der  der 
Techniker  von  vornherein  angeleitet  und  später  immer  von  neuem 
wieder  genötigt  vrird. 

Mit  der  Aufstellung  dieser  Differentialgleichungen  war  aber  der 
Gegenstand  noch  keineswegs  so  weit  erschöpft,  dafs  es  sich  von  da 
ab  nur  noch  um  die  Integration  dieser  Gleichungen,  also  um  rein 
mathematische  Probleme  gehandelt  hätte.  Diese  Gleichungen  ent- 
halten nur  einen  Teil  der  ganzen  Wahrheit.  Wir  wissen  heute,  dafs 
sich  viele  Körper  ihnen  durchaus  nicht  fügen,  und  wir  sehen,  wie 
die  technische  Mechanik  eifrig  bemüht  ist,  für  solche  Fälle  Bat  zu 
schaffen.  Wenn  es  sich  dabei  zunächst  auch  nur  um  erste  Versuche 
handelt,  die  von  vornherein  dazu  bestimmt  erscheinen,  später  durch 
eine  verbesserte  Theorie  ersetzt  zu  werden,  so  scheint  es  mir  doch 
weit  nützlicher  zu  sein,  einen  bescheidenen  Anfang  zu  machen,  als 
sich  auf  die  Behandlung  der  Theorie  nach  den  hergebrachten  Hypo- 
thesen zu  beschränken  und  die  Abweichungen  von  der  Wirklichkeit 
auf  sich  beruhen  zu  lassen. 

Um  ein  sehr  bemerkenswertes  Beispiel  dieser  Art  kennen  zu 
lernen,  wollen  wir  annehmen,  es  handle  sich  um  die  Aufgabe,  die 
Verteilung  des  Druckes  zu  berechnen,  den  eine  Eisenbahnschwelle  in 
einem  Geleise  auf  die  Kiesbettung  ausübt,  wenn  ein  Eisenbahnwagen 
über  ihr  auf  den  Schienen  steht.  Sie  werden  leicht  einsehen,  dafs 
der  Techniker  unbedingt  ein  Verfahren  besitzen  muijs,  um  sich  über 
diese  Frage  zum  mindesten  ungefähr  Rechenschaft  zu  geben,  denn 
wenn  auch  noch  manche  andere  Umstände  dabei  mitsprechen,  so 
beruht  doch  die  Theorie  des  Eisenbahnoberbaues  in  erster  Linie  auf 
der  Beantwortung  dieser  Frage.  Es  ist  darum  selbstverständlich, 
dais  eine  sonst  vielleicht  naheliegende  Ausrede,  es  sei  kein  aus- 
reichender Ansatz  zur  Lösung  einer  solchen  Aufgabe,  die  sich  gerade 
in  den  Vordergrund  drängt,  bekannt,  in  der  technischen  Mechanik 
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ganz  unzulässig  ist.  Wie  Sie  aus  meinen  Ausführungen  bereits  ent- 
nommen haben  werden,  besteht  vielmehr  in  den  Augen  der  Techniker 
die  Hauptaufgabe  der  Mechanik  gerade  darin,  f&r  jeden  in  der 
Wirklichkeit  vorkommenden  Fall  einen  passenden  Ansatz  ausfindig 
zu  machen. 

Natürlich  hängt  die  Druckverteilung  in  unserem  Falle  wesent- 
lich von  den  Eigenschaften  des  Erdkörpers  ab,  der  die  Unterlage 
des  Geleises  bildet.  Die  Vermutung  liegt  nahe  genug,  ihn  als 
elastisch  im  Sinne  der  gewöhnlichen  Elasticitätstheorie  au&ufassen. 
In  der  That  weüs  man,  dass  der  Erdboden  SchaUwellen  fortzupflanzen 
vermag,  und  man  kann  auch  ohne  weitere  Hülfsmittel  mit  blolsem 
Auge  beim  Vorbeifahren  eines  Eisenbahnzuges  die  elastischen  £in- 
senkungen  des  Qeleises  beobachten.  Ein  möglicher  Ansatz  für  die 
näherungsweise  Lösung  der  Aufgabe  besteht  also  jedenfalls  darin, 
aufser  Schienen  und  Schwellen  auch  den  Erdkörper  als  elastisch 
anzusehen  und  von  den  Differentialgleichungen  der  Elastidtätstheorie 
auszugehen.  Zu  einem  solchen  Vorgehen  liegen  auch  in  der  That 
schon  einige  recht  nützliche  Vorarbeiten  vor.  Boussinesq  und 
andere  haben  das  elastische  Gleichgewicht  eines  einseitig  von  einer 
Ebene  begrenzten  Körpers  untersucht,  auf  dessen  Oberfläche  in  ge- 
wissen Teilen  gegebene  Druckkräfte  übertragen  werden,  während 
der  Best  der  Oberfläche  frei  bleibt.  Die  Möglichkeit,  an  Entwicke- 
lungen  der  gewöhnlichen  Elasticitätstheorie  anzuknüpfen  und  die 
Lösung  des  Problems  auf  diesem  Boden  zu  versuchen,  war  also 
durchaus  gegeben.  Ein  Vertreter  der  strengen  mathematischen 
Richtung  würde  unter  solchen  Umständen  kaum  ein  anderes  Vor- 
gehen für  zulässig  gehalten  haben. 

Die  Techniker  haben  aber  die  Sache  anders  angegriffen.  Das 
unmittelbare  Bild  der  Erscheinung,  wie  es  die  Erüährung  kennen 
lehrt,  hatte  sich  ihnen  fest  eingeprägt  und  sie* hatten  dabei  wohl 
bemerkt,  daüs  die  Eiesbettung  unmittelbar  unter  der  Last  sehr  stark 
zusammengedrückt  wird,  während  die  Senkung  nach  den  Seiten  hin 
schnell  abnimmt.  Sie  gingen  also  nicht  viel  fehl,  wenn  sie  die 
Senkung  an  jeder  Stelle  proportional  mit  dem  dort  übertragenen 
Drucke  setzten.  Diesen  Ansatz  hat  Winkler  zuerst  gewählt;  für 
die  Gestalt  der  elastischen  Linie  der  Schwelle  führt  er  auf  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  vierter  Ordnung,  deren  Lösung  in 
Exponentialfunctionen  sich  sofort  niederschreiben  läisi  Auch  die  Be- 
stimmung der  Integrationsconstanten  und  die  ganze  numerische  Aus- 
rechnung macht  nicht  die  geringste  Schwierigkeit.  Durch  das  Buch 
von  Zimmermann  über  die  Berechnung  des  Eisenbahnoberbaues  ist 
diese  Theorie  ganz  allgemein  zur  Anerkennung  gelangt  und  in  die 
praktische  Benutzung  übergegangen.  Zimmermann  unterliels  übrigens 
auch  nicht,  durch  Beamte  der  Eisenbahnverwaltung  einige  Versuchs- 
reihen zur  Prüfung  der  heute  gewöhnlich  nach  ihm  benannten  Theorie 
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anstellen  zu  lassen.  Die  Übereinstimmung  war  genügend,  nm  die 
Anwendbarkeit  der  Theorie  zu  bestätigen.  Groise  Genauigkeit  hatte 
hier  natürlich  von  vornherein  niemand  erwartet. 

Nun  mag  es  sein,  dals  jemand  dieses  Resultat  einstweilen  ganz 
gerne  hinnimmt,  es  aber  nur  als  eine  Abschlagszahlung  auffafst  und 
als  das,  was  eigentlich  anzustreben  ist,  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen der  Elasticitätstheorie  bezeichnet.  Ich  will  nun  niemand 
abhalten,  nach  dieser  Richtung  hin  zu  arbeiten;  nur  davor  möchte 
ich  ihn  bewahren,  daüs  er  sich  der  falschen  Meinung  hingebe,  die 
im  Sinne  dieser  Elasticitätstheorie  strenge  Lösung  sei  voraussichtlich 
in  Bezug  auf  die  physikalische  Genauigkeit  der  Lösung  der  Tech- 
niker überlegen  oder  sie  könne  sich  auch  nur  entfernt  mit  ihr  darin 
vergleichen.  Höchstwahrscheinlich  wäre  vielmehr  die  strenge  Lösimg 
des  mathematischen  Problems  wegen  der  mangelnden  physikalischen 
Genauigkeit  vollständig  unbrauchbar. 

Ich  schlielse  dies  aus  Versuchen,  die  ich  im  letzten  Sommer 
in  meinem  Laboratorium  anstellte.  Wenn  die  üblichen  Differential- 
gleichungen die  elastischen  Bewegungen  des  Erdkörpers  richtig  wieder- 
geben sollten,  müfste  nach  der  Lösung  von  Boussinesq  beim  Auf- 
bringen einer  Einzelbelastung  auf  den  Erdboden  die  Senkung  im 
Umkreise  nach  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  abnehmen;  die 
horizontale  Oberfläche  des  Bodens  würde  also  zu  einem  Rotations- 
hyperboloid deformirt  erscheinen.  In  Wirklichkeit  nehmen  aber,  wie 
meine  Messungen  lehrten,  diese  Senkungen  viel  schneller  mit  der 
Entfernung  ab.  Wenn  man  sie  von  einer  Potenz  der  Entfernung 
abhängen  lassen  will,  muis  man  etwa  die  2y^\^  wählen,  um  die 
Yersuchsergebnisse  annähernd  richtig  darzustellen.  Also  schon  diese 
Lösung  für  den  einfachen  Fall  ist  physikalisch  durchaus  falsch,  irre- 
leitend und  unbrauchbar. 

Freilich  ist  ja  die  jetzt  von  den  Technikern  benutzte  Theorie 
auch  nicht  gerade  mustergültig,  da  sie  ganz  augenscheinlich  von 
einem  ungenauen  Ansätze  ausgeht.  Wenn  man  aber  hierin  etwas 
bessern  will,  kann  man  es  nur  dadurch,  dais  man  die  Differential- 
gleichungen der  gewöhnlichen  Elasticitätstheorie  fttr  diesen  Fall  ver- 
¥rirft  und  sie  durch  andere  ersetzt,  die  sich  dem  wirklichen  Verhalten 
des  Erdbodens  besser  anschliessen.  Eine  Lösung,  die  auf  solcher 
Grundlage  gewonnen  wäre,  könnte  sich  der  von  den  Technikern 
heute  benutzten  wohl  als  überlegen  erweisen. 

Ich  bitte,  mir  es  nicht  zu  verdenken,  wenn  ich  die  mir  durch 
die  Aufforderung  des  Herrn  Vorsitzenden  der  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung  gegebene  Gelegenheit  dazu  benutzte,  mehr  die  Lichtseiten 
des  von  mir  vertretenen  Faches  hervorzuheben.  In  der  technischen 
Litteratur  laufen  natürlich  gar  viele  unreife  und  schwächliche  Ar- 
beiten mit  unter,  ebenso  oder  mehr  vielleicht  wie  in  den  meisten  anderen 
Fächern.    Gar  mancher  hält  sich  da  für  berufen,  über  Dinge  zu  ur- 
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teilen,  f&r  die  ihm  jede  Vorbedingimg  des  Verständnisses  {ehlL 
und  wenn  ich  es  vorher  als  einen  wichtigen  Vorzug  der  technischen 
Mechanik  hinstellte,  daüs  sie  immer  wieder  die  Anregung  zur  Auf- 
stellung neuer  Ansätze  liefert,  lag  es  mir  natürlich  ferne,  einem 
zügellosen  Spiele  der  Phantasie  das  Wort  zu  reden.  Über  Leistun- 
gen dieser  Art  gehe  ich  lieber  mit  dem  Stillschweigen  hinweg,  das 
sie  verdienen. 

Bei  aller  Betonung  der  guten  Seiten  der  technischen  Mechanik 
habe  ich  mich  redlich  bemüht,  auch  gegen  die  anderen  Biditungen, 
die  ich  durchaus  nicht  verkleinem  möchte,  gerecht  zu  bleiben.  Wenn 
mir  dies  nicht  überall  geglückt  sein  sollte,  bitte  ich  um  Ihre  freund- 
liche Nachsicht. 


Über  die  constanten  Oescliofsabweicliaiigen. 

Von  Carl  Cranz  in  Stuttgart. 

M.  H.  Folgen  Sie  mir  auf  ein  Gebiet,  welches  gegenwärtig  von 
den  Fachmathematikem  selten  betreten  wird,  jedoch  der  interessanten 
und  z.  T.  noch  wenig  durchforschten  Partien  genug  au&uweisen  hat, 
das  Gebiet  der  Ballistik;  ich  möchte  Urnen  einen  Überblick  über 
diejenigen  Probleme  aus  dem  durch  das  Thema  gekennzeichneten 
Teil  der  Ballistik  geben,  welche  zur  Zeit  die  Ballistiker  und  auch 
mich  bewegen;  naturgemäfs  kann  es  sich  an  dieser  Stelle  nur  um 
eine  rasche  teleskopische  Umschau  handeln. 

Wenn  man  mit  demselben  Gewehr  oder  Geschütz  unter  gleichen 
Umständen,  also  mit  demselben  Visir  und  derselben  Munition,  nach 
dem  gleichen  Zielpunkt  eine  Schuisreihe  abgiebt,  so  zeigen  sich  be- 
kanntlich Abweichungen  des  Treffpunkts  von  dem  beabsichtigten 
Zielpunkt;  unter  diesen  Abweichungen  hat  man  die  zufälligen  von 
den  constanten  zu  unterscheiden. 

Die  zufälligen  Abweichungen  rühren  her  von  kleinen  unver- 
meidlichen und  uncontrollirbaren  Änderungen  in  Pulverladung,  GeschoDs- 
gewicht,  Gescho£sform,  Abgangswinkel,  Luftdichte,  Luftströmung  u.  s.  1; 
ihre  Theorie  föUt  zusammen  mit  der  Anwendung  der  Wahrscheinlich- 
keitslehre auf  die  Ballistik  und  bildet  einen  wichtigen  Teil  der- 
selben. Von  diesen  Abweichungen  soll  jetzt  nicht  die  Bede  sein, 
sondern  von  den  einseitigen,  constanten,  die  in  einem  be- 
stimmten Sinn,  einer  bestimmten  Richtung  erfolgen.  Diese  sind 
mehr  oder  weniger  vermeidbar,  da  sie  entweder  berechnet  und  dar- 
nach corrigirt  oder  durch  Wiederholung  der  Schüsse  eliminirt  w^^en 
können.     Das  letztere  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  man,  zur  Vermeidung- 
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Yon  Fehlern  durch  einseitigen  Reflex  des  Sonnenlichts  auf  der 
Yisirfläche  während  des  Zielens,  Vor-  und  Nachmittags  schieJ&t,  oder 
wenn  man  Winters  und  Sommers  Schiefsversuche  anstellt  und  das 
Mittel  ninunt.  Berechnet  werden  können  z.  B.  die  Einflüsse  von 
controllirbaren  Änderungen  der  Anfangsgeschwindigkeit,  des  Abgangs- 
winkels, der  Luftdichte  natürlich  dadurch,  dals  man  die  betreffenden 
Differentialausdrücke  mittelst  der  Gleichungen  des  ballistischen 
Systems  aufstellt  und  benützt,  (um  durch  einige  wenige  Zahlen 
einen  Begriff  von  der  GröDse  jener  Einflüsse  zu  geben,  so  sei 
folgendes  erwähnt:  es  änderte  sich  einmal  bei  Versuchen  mit  einer 
Kanone  nur  die  Anfangsgeschwindigkeit  von  600  m  auf  606  m,  ein 
zweites  Mal  nur  der  Abgangswinkel  um  15',  ein  drittes  Mal  bei 
sonst  gleichen  umständen  nur  die  Luftdichte  von  1,206  kg  pro  cbm 
auf  1,293  kg,  —  das  letztere  nämlich  durch  Sinken  der  Luft- 
temperatur von  +  lö^  Cels.  auf  —  2®  bei  gleichem  Barometer-  und 
Hjgrometerstand  — ;  dadurch  änderte  sich  die  Schulsweite  das 
eiste  Mal  um  95  m,  das  zweite  Mal  um  40  m,  das  dritte  Mal 
um  160  ul) 

Von  den  sonstigen  Ursachen  einseitiger  Abweichungen  möchte 
ich  5  erwähnen,  4  davon  ganz  kurz,  und  bei  einer  derselben  etwas 
länger  verweilen. 

1)  Wenn  ein  Gewehr  während  des  Zielens  verdreht  ge- 
halten wird,  so  ergeben  sich  Abweichungen  am  Ziel,  nach  der 
Höhe,  nach  der  Seite  und  in  der  Horizontalrichtung  des  Schusses, 
die  man  durch  einfache  stereometrische  Betrachtungen  berechnen 
kann,  indem  man  sich  denkt,  das  Gewehr  werde  um  die  Ziellinie 
oder  Visirlinie,  die  Linie  über  Visir  imd  Korn,  gedreht.  Beim 
Geschütz  entspricht  dies  dem  Fall,  wo  dasselbe  auf  geneigtem 
Boden  steht,  die  Bäderaxe  nicht  horizontal  ist.  Die  Abweichung 
nach  der  Seite,  die  ziemlich  beträchtlich  ist,  —  z.  B.  bei  der 
deutschen  schweren  Feldkanone  auf  5000  m  Schufsweite  und  einem 
Schiefstehen  der  Räderaxe  um  1,  2,  3,  4,  5  Grad  der  Reihe  nach 
25,  49,  74,  99,  135  Meter  beträgt,  —  wird  in  der  Praxis  beim 
Geschütz,  das  eine  Verstellung  des  Visirs  nicht  nur  nach  der  Höhe, 
sondern  auch  nach  der  Seite  zuläfst,  durch  Seitlichstellen  des  Visirs 
corrigirt. 

2)  Die  Erdrotation  erzeugt  aus  bekanntem  Grund  eine  Ab- 
weichung nach  der  rechten  Seite  der  Schützen,  wozu  eine  Änderung 
der  Schuljsweite  konmit;  die  Berechnung  auf  Grund  der  Gleichungen 
für  die  relative  Bewegung  konmit  für  den  lufterfüllten  Raum  auf 
die  Auswertung  zweier  Doppelintegrale  hinaus,  für  welche  wenigstens 
zwei  Grenzen  unschwer  angegeben  werden  können.  Die  Seiten- 
abweichung, welche  im  luftleeren  Raum  relativ  sehr  groDs  wäre, 
beträgt  in  Wirklichkeit,  selbst  bei  grofsen  Schulsweiten,  nur  wenige 
Meter  und  ist  kleiner  als  der  mittlere  Fehler  eines  einzelnen  Schusses 
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gegenüber  dem  mittleren  Treffpunkt,  weshalb  dieser  Einflols  in  der 
Praxis  nicht  corrigirt  zu  werden  braucht. 

3)  Die  Ablenkung  durch  Wind  beruht  auf  einer  relativen  Be- 
wegung secundärer  Art;  denn  bei  herrschendem  Wind  bewegt  sich 
erstens  das  Gescholjs  bezüglich  der  Luft  und  zweitens  diese  bezüglich 
der  Erdoberfläche,  —  wie  vorher  (Nr.  2)  das  Geschois  bezüglich  der 
Erdoberfläche  und  diese  bezüglich  der  Erdaxe  — ;  die  Berechnung 
kann  folglich  ebenfalls  mit  Hülfe  der  Gleichungen  der  relativen  Be- 
wegung erledigt  werden,  und  diese  Berechnung  ist  für  die  Anlage 
der  Schulistafeln  unumgänglich  notwendig,  weil  die  Schielsresultate, 
die  man  z.  B.  mit  demselben  Gewehr  an  verschiedenen  Tagen  bei 
verschiedener  Witterung  erhalten  hat,  nur  dann  leicht  vergleichbar 
sind,  wenn  sie  alle  auf  gleiche  Witterungsverhältnisse,  also  z.  B. 
auch  auf  gleiche  Windverhältnisse,  auf  Windstille,  reducirt  werden. 
Da  dieser  EinfluDs  sehr  erheblich  ist,  —  z.  B.  die  Schulsweite 
5300  m  einer  Granate  von  500  m  Anfangsgeschwindigkeit  und  15^ 
Abgangswinkel  mulste,  bei  einer  Componente  der  Windgeschwindig- 
keit in  der  Schußrichtung  von  10  m,  um  nicht  weniger  als  147  m 
corrigirt  werden  — ,  und  da  andererseits  die  Berechnungen  meist 
wenig  genau  sind,  da  die  Windgeschwindigkeit  selten  constant  ist, 
so  werden  zuverlässige  Schieferesultate  nur  erhalten,  wenn  die  Ver- 
suche bei  nahezu  ruhiger  Luft  angestellt  wurden. 

4)  Besonders  wichtig  und  mechanisch  interessant  sind  die  Ab- 
weichungen durch  Rotation  der  Geschosse.  Ich  mufs  dabei  die 
früheren  kugelförmigen  und  die  jetzigen  Langgeschosse  unterscheiden. 

Schon  im  vorigen  Jahrhundert  bemerkten  Bobins  und  Euler, 
—  welch  letzterer  recht  eigentlich  als  der  Vater  der  theoretischen 
äulseren  und  inneren  Ballistik  betrachtet  werden  kann,  wie  Newton 
als  deren  GroDsvater  — ,  dais  vielfEich  Rotationen  der  Kugeln  ganz 
erhebliche  Abweichungen  zur  Folge  hatten.  Anlals  zu  Rotationen 
war  genugsam  gegeben,  z.  B.  dadurch,  dais  immer  etwas  Spielraum 
zwischen  Kugel  und  Rohrwand  blieb,  und  deshalb  die  Pulvergase 
zum  Teil  mit,  zum  Teil  vor  der  Kugel  sich  hinausdrängten  und 
wegen  der  vermehrten  Reibung  ein  Rollen  derselben  bewirkten,  oder 
auch  durch  Reflexion  der  Kugel  im  Rohr,  einmalige  oder  zwei- 
malige, wie  solche  z.  B.  General  Didion  constatirte. 

Mit  der  Erklärung  der  Abweichungen  von  Kugeln  durch  Rotation, 
wozu  1794  die  Berliner  Akademie  durch  eine  Preisaufgabe  An- 
regung gegeben  hatte,  mühten  sich  zahlreiche  Mathematiker  und 
Officiere  ab;  es  sind  mir  ca.  15  vergebliche  Erklärungsversuche 
vor  Magnus  1852  bekannt  geworden;  hiervon  kamen  diejenigen 
des  fttinzösischen  Generals  Didion  1841  und  des  preuDsischen 
Generals  Otto  1843  der  jetzt  allgemein  als  richtig  angenommenen 
Erklärungsweise  von  Magnus  sehr  nahe;  beide  scheint  Magnus 
nicht  gekannt  zu  haben.     Nur  der  Erklärungsversuch  von  Poisson 
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1839  möge  Erwähnung  finden.  Die  Kugel  bewege  sich  in  der 
rahenden  Luft,  oder  umgekehrt,  der  Schwerpunkt  der  Kugel  ruhe, 
und  dieser  entgegen  ströme  die  Luft;  die  Kugel  möge  in  Rotation 
geraten  sein,  etwa  um  eine  horizontale  Axe  durch  den  Schwerpunkt, 
und  rotire  von  oben  über  vom  nach  unten  —  (die  Ausdrücke  vom, 
hinten,  rechts,  links  etc.  sollen  sich  stets  auf  den  Standpunkt  des 
Schützen  beziehen).  Dann,  schlofs  Poisson,  ist  die  Luftdichte  auf 
der  vorderen  Seite  gröfser  als  auf  der  hinteren  Seite  der  Kugel; 
somit  ist  auch  die  Beibung  zwischen  Kugel  und  Luft  vom  gröfser 
als  hinten;  dieser  Umstand  allein  aber  muls  eine  Abweichung  des 
Schwerpimkts  der  Kugel  nach  oben  bewirken;  in  der  That,  denkt 
man  sich  gegen  die  vordere  Seite  der  rotirenden  Kugel  ein  Brett 
gehalten,  so  wird  wegen  der  Beibung  zwischen  Kugel  und  Brett 
die  erstere  an  dem  Brett  gewissermafsen  emporzurollen  streben, 
—  wie  man  ähnliche  Erscheinungen  vielfach  beim  Billard-  und 
Kegelspiel  beobachten  kann.  Allein  schon  Poisson  selbst  und 
nach  ihm  eingehend  Heim  berechneten,  dals  diese  Wirkung  des 
tangentiellen  Luftwiderstandes  eine  nur  minimale  sei  tmd  die  Ab- 
weichung nicht  erklären  könnte. 

Die  thatsächliche  Abweichung  ist  auch  in  diesem  Fall  nicht 
nach  oben,  sondern  unten  gerichtet,  infolge  eines  kräftigeren  Ein- 
flusses, auf  welchen  erst  Magnus  au&nerksam  machte:  nämlich  die 
an  der  Kugel  adhärirende  und  mit  ihr  rotirende  Luft  bewegt  sich 
unterhalb  im  gleichen  Sinn  wie  die  gegen  die  Kugel  heranströmende 
Luft,  oberhalb  dieser  entgegen;  somit  entsteht  oben  YergröiBerung, 
unten  Verminderung  des  Luftdrucks;  die  Folge  ist  ein  Überdruck 
von  oben  nach  unten,  eine  Abweichung  des  Schwerpunkts  der  Kugel 
von  oben  nach  unten. 

Bis  in  die  dreiüsiger  Jahre  des  Jahrhunderts  waren  diese  Ab- 
weichungen der  Kugeln  durch  Rotation  zufUUige  Abweichungen,  da 
die  Richtung  der  Rotationsaxe  eine  zuflLllige  war.  Um  die  Rotation 
zu  einer  im  voraus  bestimmbaren,  die  Abweichung  zu  einer  con- 
stanten zu  machen,  wurden  auf  Grund  von  preu£sischen  Versuchen 
von  ca.  1830  ab  eine  Zeitlang  excentrische  Kugeln  benützt. 
(Die  Excentricität  wurde  durch  eine  Höhlung  bewirkt;  um  den 
Radius  zu  ermitteln,  auf  dem  der  Schwerpunkt  lag,  lieiB  man  die 
Kugel  auf  Quecksilber  schwimmen;  imd  die  Entfernung  von  Schwer- 
punkt 8  und  geometrischen  Mittelpunkt  0  wurde  erhalten,  indem 
man  seitlich  in  A  ein  Gewicht  anhängte;  eine  einfache  Rechnung 
mit  dem  Momentensatz,  in  S  Gewicht  der  Kugel,  in  A  angehängtes 
Gewicht,  in  0  Auftrieb  gleich  beiden  zusammen,  ergab  die  GröiÜse 
08  der  Excentricität.) 

Wurde  nun  eine  solche  Kugel  z.  B.  mit  „Schwerpunkt  unten" 
in  das  Rohr  eingelegt  und  abgefeuert,  so  drehte  sich,  wenigstens 
anfangs,  die  Kugel  um  eine  horizontale  Axe  durch  den  Schwerpunkt 
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von  oben  über  vom  nach  unten,  da  die  Resultante  der  Pnlver^gas- 
drücke  nach  dem  geometrischen  Mittelpunkt  der  Kugel  gerichtet 
war;  dann  aber  erfolgte  nach  dem  vorhin  Erwähnten  eine  Abweichung 
des  Schwerpunkts  der  Kugel  nach  unten;  im  andern  Fall,  mit 
Schwerpunkt  oben  eingelegt,  erfahr  die  Kugel  eine  AbweichtuDg 
nach  oben.  Major  Heim  in  Ulm  fahrt  aus  dem  Jahr  1840  xl,  a. 
zwei  höchst  interessante  Schüsse  an,  welche  beide  mit  derselben 
Ladung  und  demselben  Abgangswinkel  85^  aus  dem  gleichen  Mörser 
verfeuert  wurden:  das  erste  Mal,  mit  Schwerpunkt  unten  eingelegt, 
flog  die  Kugel  273  Schritt;  das  zweite  Mal,  mit  Schwerpunkt  oben, 
stieg  die  Kugel  in  die  Höhe,  bumerangartig  über  den  Mörser  w^ 
und  schlug  29  Schritt  hinter  dem  Mörser  auf  dem  Boden  auf. 

Das  Bestreben,  durch  Vergröüserang  der  Geschofsmassen  ohne 
gleichzeitige  Vergröfserung  des  Geschützkalibers  gröisere  Wirkungen 
zu  erzielen,  führte  naturgemäfs  auf  die  Verwendung  von  Lang- 
geschossen,  und  letztere  wieder  auf  die  Anbringung  von  Schrauben- 
Zügen  im  Lauf:  indem  das  Langgeschois  durch  das  Bohr  gepreist 
wird,  ähnlich  wie  eine  Schraubenspindel  durch  eine  Schraubenmutter, 
erhält  es  eine  rasche  Rotation  um  die  Längsaxe.  Im  luftleeren 
Raum  würde  folglich  die  Geschoisaxe  dieselbe  Richtung  im  Raum 
beibehalten;  dasselbe  wäre  der  Fall,  wenn  die  Lufbwiderst4kDde  gegen 
die  einzelnen  Teile  der  Gescholsoberfläche  sich  zu  einer  Resultanten 
zusammensetzten,  welche  stets  im  Schwerpunkt  auf  der  Axe  angriffe; 
letzteres  ist  indes  nicht  der  Fall,  sondern  der  AngrifGspunkt  A  liegt 
f£ür  kleine  Winkel  a  zwischen  Geschoisaxe  und  Flugbahntangente 
sehr  nahe  dem  Ende  des  cjlindrischen  Teils  des  Geschosses,  mit 
wachsendem  a  rückt  A  dem  Schwerpunkt  S  immer  näher.  Jeden- 
falls  wirkt  sonach  auf  das  Geschois  eine  äuTsere  Kraft,  die  nicht 
durch  den  Schwerpunkt  geht,  und  damit  ist  Anlafs  zu  einer  Prä- 
cessionsbewegimg,  zu  einer  conischen  Pendelung  der  Geschois- 
axe um  den  Schwerpunkt  gegeben.  Diese  Kegelpendelung  geht  bei 
unseren  deutschen,  mit  rechtsläufig  gewundenen  Zügen  (Rechtsdrall) 
versehenen  Geschützen  rechtsläufig  vor  sich;  die  Gescholsspitze  hebt 
sich  somit  an&ngs  und  geht  sodann  nach  rechts  und  abwärts;  der 
Luftwiderstand  wirkt  also  mehr  gegen  die  linke  Seite  des  Geschosses, 
wie  ^  gegen  ein  schiefgestelltes  Brett  oder  Segel,  und  drückt  das  Ge- 
schois aus  der  normalen  Flugbahnverticalebene  nach  der  rechten 
Seite  heraus. 

Diese  Seitenabweichung,  die  relativ  sehr  grols  ist,  z.  B.  bei 
der  Granate  der  deutschen  Feldkanone  auf  6500  m  SchulSrpreite 
schon  156  m  beträgt,  wird  in  der  Praxis  bekanntlich  durch  Seitlich- 
stellen des  Visirs,  an  welchem  eine  kleine  Tabelle  angebracht  ist, 
compensirt. 

Sofort  wird  sich  nun  jedem  die  Frage  aufdrängen:  warum  tritt 
nicht  späterhin  Linksabweichung,  dann  wieder  Rechtsabweickong  o.  s.  £ 
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abwecbslungsweke  ein  — ,  wie  ja  notwendig  auch  der  Schwerpunkt 
des  Geschosses  ab wechslungs weise  gehoben  und  gesenkt  wird? 

Magnus  und  Kummer  antworteten,  ohne  übrigens  rechnerisch 
auf  diese  Frage  einzugehen:  Die  Pendelung  geht  so  langsam  vor 
sieb,  dals  selbst  bei  den  grölsten  Schufs weiten  nicht  einmal  ein 
halber  Kegel  durch  die  Gescholsaxe  beschrieben  wird.  Diese  Be- 
hauptung, die  sich  noch  in  der  neuesten  und  von  deutschen  OfQcieren 
viel  benützten  Waffenlehre  von  General  v.  Wille  1896  (pag.  256) 
findet,  wird  durch  die  Versuche  mit  den  die  Gescho&bewegung 
nachahmenden  Modellen  von  Perrodon  und  Pfaundler  deshalb 
nicht  widerlegt,  weil  bei  diesen  Apparaten  nur  relativ  kleine 
Luftwiderstände  erzielt  werden  können.  General  Mayevski,  Haupt- 
mann Haupt,  Oberst  von  Wuich  und  andere  Ballistiker  antworten 
auf  Grund  ihrer  Berechntmgen:  Die  Geschofsspitze  bleibt  überhaupt 
stets  auf  der  rechten  Seite  der  Flugbahnvertikalebene,  d.  h.  der 
Ebene  durch  Schwerpunkt  und  Flugbahntangente;  sie  bewegt  sich 
in  kleinen  Schwankungen  abwärts  und  entfernt  sich  dabei  stetig  nach 
rechts  hin  von  jener  Ebene. 

Die  Beobachtungen,  die  ich  kenne,  weisen  durchweg  auf  volle 
Kegelpendelungen,  meist  in  beträchtlicher  Anzahl  während  desselben 
GeschoMugs,  hin.  Allerdings  sind  dies  nur  wenige  Beobachtungen: 
erstens  und  vor  allem  diejenigen  von  Herrn  Neesen,  der  bekannt- 
lich in  der  Granate  selbst  eine  photographische  Platte  anbrachte  und 
durch  ein  Loch  in  der  Seitenwandung  das  Sonnenlicht  auf  der  Platte 
zeichnen  liels;  dies  sind  die  einzigen  exacten  Messungsversuche;  femer 
erhielt  ich  von  Herrn  Hauptmann  Heydenreich  zwei  Mitteilungen, 
wonach  die  Geschofspendelungen  an  Greschützgranaten  direct  mit  dem 
blofsen  Auge  beobachtet  wurden;  die  Zeit  f£lr  eine  volle  Pendelung 
betrug  darnach  in  den  drei  Fällen  resp.  0,55;  0,50;  0,25  Secunde. 
Andererseits  liefert  ^e  aus  Betrachtungen  ähnlich  der  Kreiseltheorie 
abgeleitete  und  von  den  BalHstikem  benützte  Formel  w  =M/(C  •  r) 
{M  das  variable  Moment  des  Luftwiderstandes  bezüglich  des  Schwer- 
punkts, wozu  ein  Factor  kommt,  der  von  1  wenig  verschieden  ist, 
C  das  Trägheitsmoment  des  Geschosses  um  die  Längsachse,  r  die 
Winkelgeschwindigkeit  um  dieselbe)  für  die  Winkelgeschwindigkeit  w 
der  Präcessionsbewegung  der  Figurenaxe  in  diesen  drei  obigen  Fällen 
der  Beihe  nach  die  Zeiten  9;  3,5;  0,9  Secunden.  Der  Vergleich 
dieser  Zahlen  mit  den  obigen  zeigt,  dals  die  beobachteten  Pendelungen 
weit  rascher  vor  sich  gehen,  als  jene  gewöhnlich  benützte  Formel 
verlangt     Wie  ist  dieser  Widerspruch  zu  erklären? 

Ich  habe  in  der  letzten  Zeit  das  Problem  der  konischen  6e- 
scholspendelung  und  damit  auch  der  Seitenabweichung  mit  Hülfe 
der  analytischen  Mechanik  von  neuem  in  Angriff  genommen  und  das- 
selbe für  jedes  beliebige  Luftwiderstandsgesetz  zu  lösen,  wenigstens 
auf  Quadraturen  zurückzuführen  gesucht    Der  Ideengang  war  dabei 
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der  folgende:  Da  die  drei  Gleichungen  der  Rotation  von  denen  der 
Translation  und  auch  umgekehrt  abhängen,  und  da  wegen  der 
grofsen  Complicirtheit  des  Problems  —  es  ist  ja  sowohl  die  Resul- 
tante des  Luftwiderstandes  gegen  das  rotirende  Geschofs,  als  auch 
der  Winkel  derselben  mit  der  Geschofsaxe,  endlich  auch  die  Lage 
des  Angriffispunkts  auf  der  Axe,  in  wenig  einfacher  Weise  mit  der 
Zeit  veränderlich  —  an  eine  genaue  Lösung  nicht  zu  denken  ist, 
so  wird  zunächst  eine  erste  Näherungslösung  der  Gleichungen  der 
Translation  ohne  Rücksicht  auf  die  Rotation  aufgesucht,  sodann 
werden  die  betrefifenden  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  der  Rotation 
eingeführt  und  diese  näherungsweise  gelöst;  die  so  erhaltenen  In- 
tegrale werden  endlich  dazu  verwertet,  um  rückwärts  in  den  drei 
ersten  Näherungslösungen  für  die  Gleichungen  der  Translation  je 
ein  Correctionsglied  hinzuzufügen.  Es  ist  dies  dasselbe  Verfahren 
successiver  Annäherung,  das  auch  in  den  Störungsrechnungen  der 
Astronomie  Verwendung  findet. 

Speciell  das  die  Bahn  der  GeschoDsspitze  während  einer  Pende- 
lung  betrefifende  geometrische  Resultat  war  dabei  das  folgende:  die 
Spitze  bewegt  sich  auf  einer  Kugel  um  den  Schwerpunkt  S-^  auf 
dieser  Kugel  beschreibt  die  Spitze  einen  veränderlichen  Kreis,  der 
stets  durch  den  Anfangspunkt  Ä  geht,  dessen  Radius  sich  in  be- 
stimmter Weise  mit  der  Zeit  vergröfsert,  und  dessen  Mittelpunkt 
stetig  nach  abwärts  geht  und  von  der  durch  den  Schwerpunkt  S 
und  die  Flugbahntangente  gelegten  Flugbahnverticalebene  mehr  oder 
weniger  nach  rechts  hin  sich  entfernt.  Die  Bahn  der  Spitze  auf  der 
Kugel  ist  sonach  eine  spiralenft^rmige  Linie,  welche  mehr  auf  der 
rechten,  als  auf  der  linken  Seite  der  Flugbahnverticalebene  verläuft 
Diese  Spirale  ist  offenbar  das  Analogen  zu  dem  Kreis,  den  man  bei 
der  langsamen  „pseudo-regulären"  Präcessionsbewegung  eines  um 
einen  festen  Punkt  sich  bewegenden  Kreisels  wahmimmL  Die 
variable  Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  die  Spiralwindungen  be- 
schrieben werden,  ist  die  obige  M/{C  •  r). 

So  verhält  es  sich,  falls  angenommen  wird,  daüs  anfiuigs,  beim 
Verlassen  der  Rohrmündung,  das  GeschoDs  lediglich  eine  Rotation 
um  seine  Längsaxe,  zugleich  Hauptträgheitsaxe  und  verlängerte 
Rohraxe,  besitze.  Ich  habe  nun  die  allgemeinere  Annahme  versucht, 
dafs  das  GeschoGs  nicht  centrirt  die  Mündung  verlasse,  also  die 
Drehaxe  nicht  mit  der  Figurenaxe  zusanunenfedle.  Auf  dasselbe 
läuft  es  hinaus,  wenn  angenommen  wird,  daüs  das  Geschols  anfangs 
einen  seitlichen  Stofs  erhalte,  sei  es  durch  Bücken  des  Geschütz- 
rohrs, sei  es  durch  Vibration  des  Gewehrlaufs,  sei  es  endlich,  dafs 
die  beiden  anfcuigs  auf  das  Geschols  wirkenden  Kräfte  (der  Luft- 
widerstand von  vom,  der  Druck  der  Pulvergase  von  hinten),  welche 
ohne  Zweifel  wenige  Centimeter  vor  der  Mündung  der  GröCse  naefa 
gleich   sind,   nicht  durch   den  Schwexpunkt  gehen.     Bei   dieser  An- 
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nähme  über  den  An&ngszustand  traten  in  den  hier  nicht  wieder- 
zugebenden Ausdrücken  für  die  Coordinaten  der  Gescholsspitze  in 
Function  der  Zeit  weitere  Glieder  auf,  welche  eine  andere,  und  zwar 
kürzere,  Periode  enthalten;  diese  Periode  ist  von  der  Gröfee  des  Anfangs- 
stoläes  nahezu  tmabhängig  und  wird  in  erster  Linie  durch  r,  C,  B 
(r  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Längsaxe,  C  Trägheitsmoment  um 
dieselbe,  B  Trägheitsmoment  um  eme  Senkrechte  zur  Längsaxe  durch 
den  Schwerpunkt)  und  erst  in  zweiter  Linie  durch  den  Luftwider- 
stand bedingt.  Die  geometrische  Bedeutung  ist  die,  dafs  jene 
Spirale  nur  die  Leitcurve  bildet  für  Nutationsbögen  oder  Teilbögen, 
die  von  der  Gescholsspitze  beschrieben  werden  und  die  ähnlich  denen 
verlaufen,  welche  in  der  He fs 'sehen  Arbeit  (Math.  Annalen,  Band  29, 
Tafel)  sich  finden,  abgesehen  davon,  dafs  es  sich  in  unserem  Fall 
um  einen  veränderlichen,  nicht  um  einen  festen  Kreis  handelt.  Die 
punktweise  numerische  Berechnung  der  Bahn  der  Geschofsspitze  in 
einem  speciellen  Fall  und  bei  einer  bestimmten  Annahme  über  den 
Stols  ergab  Teilbögen,  die  in  ihrem  Verlauf  sehr  befriedigend  mit 
den  von  Herrn  Neesen  durch  Beobachtung  erhaltenen  Pendelungs- 
bögen  übereinstimmen.  Die  Zeit  far  einen  vollen  Umlauf  ergab 
sich  darnach  in  den  beiden  ersten  der  obigen  drei  Fälle  zu  0,40  resp. 
0,35  Secunden;  diese  Zahlen  stimmen  mit  den  Beobachtungszahlen 
0,55  und  0,50  nicht  vollkommen  überein,  immerhin  liegen  sie  weit 
näher  als  9  und  3,5  Secunden;  dazu  ist  noch  zu  bemerken,  dafs 
ich  genötigt  war,  die  beiden  Trägheitsmomente  B  und  C  aus  der 
äufseren  Gestalt  der  Granate  zu  berechnen;  ein  Blick  auf  die  hier 
vor  Ihnen  liegende  Granate  der  deutschen  Feldkanone  zeigt  jedoch, 
dafs  wegen  der  Kupferführungen,  der  mannigfachen  Ausfräsungen, 
des  Hohlraums,  des  massiven  Kopfteils  imd  des  massiven  Bodens 
die  Berechnung  wenig  genaue  Resultate  liefern  kann;  die  experi- 
mentelle Bestimmung  (es  fehlt  leider  an  einer  durch  systematische 
Schwingungsversuche  erhaltenen  empirischen  Formel  för  die  Träg- 
heitsmomente von  Langgeschossen  der  jetzt  üblichen  Form)  würde 
darnach  ohne  Zweifel  einen  etwas  gröfseren  Wert  för  B  liefern, 
dann  wird  die  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  noch  bedeutender. 
Verwendet  man  aber  den  betreffenden  Versuch  von  Herrn  Neesen 
für  die  Bestinmiung  einer  empirischen  Constanten  m  B  \C  und  be- 
rechnet damit  die  Zeit  einer  Pendelung  in  dem  zweiten  Fall  von  neuem, 
so  stimmen  die  beiden  Zahlen,  die  durch  Berechnung  und  die  durch 
Beobachtung  erhaltene  0,50,  vollkommen  überein,  —  ein  Beweis  für 
die  Exactheit  der  Neesen'schen  Versuche,  vielleicht  auch  mit  för 
die  Richtigkeit  der  Theorie. 

Mit    alledem  ist  es  mir  wenigstens  wahrscheinlich*)  geworden, 

*)  Indessen  haben  eigene  mit  einem  kleinen  selbstconstruirten  Mörser- 
modeU  angestellte  Versuche,  bei  welchen  die  Pendelungen  deutlich  zu 
sehen  waren,  diese  Wahrscheinlichkeit  zur  Grewifsheit  erhoben. 
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dals  die  conischen  Geschoüspendelungen,  die  mit  dem  blolsen  Auge 
beobachtet  werden,  und  die  auch  von  Herrn  Neesen  photogmphiscli 
fixirt  wurden,  meist  Nutationen  infolge  eines  AnfangsstoDses,  nicht  PrS- 
cessionsbewegungen  sind.  Immerhin  wäre  es  sehr  wünschenswert,  wenn 
über  diese  Pendelungen,  deren  Kenntnis  nicht  nur  fär  den  Artillerie- 
officier  wegen  der  Beurteilung  der  Gescholsstabilitftt  wichtig  ist, 
sondern  neuerdings  auch  f&r  den  Milit&rarzt  wegen  des  Studiums 
der  GeschoDs Wirkungen  im  Körper  Bedeutung  erlangt  hat,  weiter« 
exacte  Beobachtungen  angestellt  würden;  das  VerfEkhren  des  Hom 
Neesen  scheint  bisher  die  einzige  Möglichkeit  zu  bieten. 

5)  Auch  bei  Infanteriegeschossen  muTis  eine  Seitenabweichung 
durch  conische  Pendelung  existiren,  wiewohl  dieselbe  mitunter  be- 
zweifelt wird;  es  ist  nur  schwierig,  diese  Seitenabweidiung  beim 
fertigen  Gewehr  nachzuweisen,  aus  zwei  Gründen:  erstens  wird  schon 
in  der  Fabrik  das  Visir  und  Korn  f&r  eine  ganz  bestimmte,  in  der 
Praxis  besonders  häufig  benützte  SchuTisweite  (z.  B.  270  m)  so  an- 
gebracht, dafs  f£b*  diese  Zielpunkt  und  mittlerer  Treffpunkt  zu- 
sanunenf allen;  zweitens  und  vor  allem  wird  diese  Abweichung  durch 
Rotation  von  einer  stärkeren  Abweichung  anderer  Art  überdeckt, 
(beide  Abweichungen  lassen  sich  trennen,  aber  nur  auf  umständliche 
Weise:  man  dreht  successiv  das  Gewehr  um  die  Seelenaxe  und  giebt 
in  jeder  Lage  Schufsreihen  ab;  die  mittleren  Treffpunkte  auf  der 
Scheibe  liegen  dann  auf  einem  Kreis;  dessen  Mittelpunkt  steht  Ton 
der  Yerticalebene  durch  die  ruhende  Seelenaxe  um  eine  Strecke  ab, 
welche  fOr  die  betrefifende  SchuDsweite  die  Abweichung  durch  Pende- 
lung darstellt);  diese  Abweichung  zweiter  Art  rührt  von  einer  Ver- 
biegung,  einer  Vibration  des  Laufs  her:  fast  alle  unsere  Ge- 
wehre scheinen  in  dem  Moment,  wo  das  GeschoHs  die  Mündung 
passirt,  mit  dem  Mtlndungsteü  nach  rechts  hin  verbogen  zu  sein; 
der  Grund  dieser  Verbiegung  wird  von  Major  Thiel  in  der  Un- 
sjmmetrie  der  YerschluTsconstruction  des  Hinterladers  gesudit;  in 
der  That,  ich  habe  hier  zwei  serbische  Gewehre  ganz  desselben 
Systems,  und  zwar  ist  bei  dem  einen,  dem  normalen  Gewehr,  wie 
üblich  der  Hülsenausschnitt  auf  der  rechten  Seite  angebracht;  dieses 
Gewehr  schiefst  rechts;  das  Visir  ist,  wie  man  deutlich  sieht,  nadi 
der  linken  Seite  der  Rohraxe,  das  Korn  nach  rechts  verschoben;  bei 
dem  andern  (von  Herrn  Commercienrat  Mauser  in  Obemdorf  a.  N. 
zum  Studium  dieser  Erscheinung  hergestellt)  befindet  sich  der  Hülsen- 
ausschnitt links;  dieses  Gewehr  schiefst  zu  weit  links;  das  Visir  mulste 
deshalb  nach  rechts,  das  Korn  nach  links  gerückt  werden. 

Aus  dieser  Laufvribration  in  horizontalem  Sinn  erklärt  sich 
vielleicht  auch  die  eigentümliche  Thatsache,  daüs,  wenn  auf  ein  Ge- 
wehr das  Seitengewehr  als  Bajonett  aufgesteckt  wird,  das  Geschols 
erheblich  nach  links  abweicht;  es  ist  noch  nicht  sidier  constatirt, 
ob  diese  Erscheinung  durch  die  Verlegung  des  Gesamtschwerpunkta 


Digitized  by  LjOOQ IC 


Ober  die  constanten  GeschofBabweichungen.  119 

swischen  Gewehr  und  Bajonett  nach  der  rechten  Seite  der  Lanflaxe, 
oder  durch  Änderung  der  LaufVibration  durch  die  angehängte 
Bajonettmasse  oder  dnrch  beides  zusammen  bedingt  ist. 

Auch  in  verticaler  Ebene  vibrirt  der  Lauf  während  des  Schusses; 
und  das  Studium  dieser  yerticalen  Schwingungen,  welche  die  hori- 
zontalen an  Gröfse  übertreffen,  ist  von  Wichtigkeit  fOr  die  Anlage 
von  Sdiufstafeln  irgend  eines  Gewehrs,  speciell  für  die  Angabe  des 
wahren  Abgangswinkels  d.  h.  des  anfänglichen  Horizontalneigungs- 
winkels der  Flugbahntangente:  Man  nehme  an,  es  werde  in  hori- 
zontaler Richtung  über  Visir  V  und  Korn  K  weg  nach  einem  be- 
stimmten Punkt  der  nahen  Scheibe  gezielt;  die  gegen  die  Visirlinie 
geneigte  Laufaxe  oder  Seelenaxe  sei  im  Ruhezustand  SS^'^  man  sollte 
nun  vermuten,  es  falle  der  Winkel  zwischen  VK  und  SS^^  oder  der 
sogenannte  Yisirwinkel,  mit  jenem  Abgangswinkel  zusammen,  sodafs, 
wenn  man  SSi  bis  zum  Punkt  Ä  der  Scheibe  verlängert  und  von 
A  aus  um  die  Fallhöhe  bis  Punkt  B  abwärts  geht,  B  der  Durch- 
schlagspunkt des  Geschosses  auf  der  Scheibe  sein  müsse;  dem  ist 
aber  nicht  so,  sondern  der  wirkliche  mittlere  Treffpunkt  liegt  meist 
tiefer  oder  höher  als  J?,  in  B^^  und  zwar  fast  durchgängig  bei  den 
Gewehren  desselben  Systems  in  demselben  Sinne;  z.  B.  bei  dem 
früheren  deutschen  Lifanteriegewehr  Modell  71  schon  auf  10  m 
Entfernung  um  BB^^^  2,4  cm  im  Mittel  unter  B.  Man  schliefst 
in  diesem  FaU,  der  Lauf  sei  in  dem  Augenblick,  wo  das  Geschofs 
die  Mündung  verläM,  nach  abwärts  verbogen,  um  einen  gewissen 
Winkel  e  gegen  die  Ruhelage  S8^^  den  sog.  Abgangsfehlwinkel  oder 
Yibrationswinkel.  Dieser  Winkel  wird  in  diesem  Fall  vom  Visir- 
winkel  subtrahirt  und  die  Differenz  als  der  wahre  Abgangswinkel  in 
die  Schulstafel  eingetragen.  Zur  Bestimmung  des  Vibrationswinkels 
t  kennt  man  jedoch  nur  die  Strecke  BB^  auf  der  Scheibe,  also  die 
Entfernung  zwischen  dem  idealen  Treffpunkt  B  und  dem  wahren 
mittleren  Treffptmkt  Bi\  dagegen  die  Lage  der  Spitze  dieses  Winkels 
ist  nicht  gegeben;  in  den  Gewehrfietbriken  und,  wie  es  scheint,  auch  bei 
den  Gewehrprüfungscommissionen  wird  angenommen,  dafs  die  Spitze 
0  des  Winkels  f,  also  der  vorderste  Ruhepunkt  des  Laufs  bei  seiner 
Vibration,  an  der  Stelle  liege,  wo  mutmalslich  der  Lauf  sich  an 
den  Schaft  beim  Rückstoüs  iwlehnt,  also  bei  solchen  Gewehren  ohne 
Zapfenlager  in  der  beim  Eolbenhals  liegenden  sog.  Ereuzschraube; 
dies  ist  jedoch  nur  eine  Vermutung;  zudem  wäre  noch  die  Ge- 
schwindigkeit des  Geschosses  senkrecht  zur  Laufaxe  in  Betracht 
zu  ziehen.  Seit  etwa  einem  Jahr  ist  Prof.  Dr.  Koch  (Stuttgart) 
in  Gemeinschaft  mit  mir  damit  beschäftigt,  diese  Vibraiionen  von 
Gewehrläufen,  zunächst  diejenigen  in  verticalem  Sinn,  experimentell 
genauer  zu  untersuchen,  insbesondere  den  vorderen  Knotenpunkt  0 
bei  dieser  Vibration  aufzusuchen;  es  geschieht  dies  u.  a.  mittelst 
Momentphotographie  des  Laufs,  wobei  das  fliegende  GeschoDs  selbst, 
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beim  Verlassen  des  Rohrs,  die  Belenchtnngsfanken  gleichzeitig  aas- 
löst  Die  Versuche  sind  noch  nicht  abgeschlossen,  aber  schon  jetzt 
kann  als  Vermutung  ausgesprochen  werden,  daüs  der  Gewehrlauf 
eines  Hinterladers  keineswegs  nur  als  Ganzes  im  Orundton  schwingt^ 
sondern  und  vor  allem  im  ersten  Oberton,  sodafe  jener  Enotenpux^ 
nahe  der  Mündung  liegt. 

Damit  schlieüse  ich.  Ich  hoffe  wenigstens  das  eine  gezeigt  zu 
haben,  dalis  auf  diesem  interessanten  Gebiet  der  Ballistik  mehrere 
offene  Fragen  existiren,  die  ihrer  voUst&ndigen  Erledigung  durch  die 
analytische  Mechanik  oder  durch  das  Experiment  oder  am  besten 
wohl  durch  beides  zusammen  noch  harren. 


Die  BeseittgnBg  Yon  ScUffsvibrationeii  durch  Aas^leiehung  der 
Massenwirkungen  der  Maschiiieii. 

Von  H.  Lorens  in  Halle  und  H.  Sohubert  in  Hamburg. 

Alle  durch  eigene  Maschinen  vorwärts  bewegten  Fahrzeuge,  ins- 
besondere Schiffe,  erleiden  infolge  der  Massenwirkungen,  d.  h.  der 
durch  Änderungen  der  kinetischen  Energie  der  TeUe  der  Eurbel- 
mechanismen  der  Maschinen  auftretenden  Trägheitskrfifte,  Vibrationen. 
Bezeichnet  man  in  einem  Kurbelmechanismus,  dessen  Schubstange 
unendlich  lang  angenommen  sei,  mit  P  das  Gewicht  der  lediglich 
hin-  und  hergehenden  Masse,  mit  e  die  als  constant  anzusehende 
Winkelgeschwindigkeit  der  Kurbel  vom  Radius  r,  mit  g  die  Be- 
schleunigung der  Schwere,  mit  tp  die  Kurbelstellung  gegen  die  Tot- 
lage, so  ist  der  in  die  Bewegungsrichtung  von  P  fiJlende  Massen- 

druck  Q  =  —  Pr — cos  9,  während  senkrecht  dazu  nur  der  Massen* 

druck  der  Kurbel,  welche  für  sich  durch  Gegengewichte  ausgeglichen 
werden  kann,  wirkt.  Während  nun  für  einen  Kurbelmechanismus 
ein  vollständiger,  d.  h.  zum  Verschwinden  von  Q  ftQirender  Ausgleich 
solcher  Wirkungen  undurchführbar  ist,  hat  der  Ingenieur  Schlick*) 
diese  Möglichkeit  für  mehrkurbelige  Maschinen  an  derselben  Welle 
(Drehaxe)  erwiesen.  Bedeuten  aj,a^, . . .  «^  die  Winkel  der  Kurbeln  mit 
der  ersten,  so  verschwinden  die  Massendrücke  an  dem  System,  wenn 

ZPr  cos  a  =  0 

ZPr  sin  a  =  0 
wird.     Sind  femer  0^,0^, ...  a^  die  Abstände  der  Bewegungsebenen 
der  einzelnen  Getriebe  vom  ersten,  so  verschwinden  auch  die  Kipp- 


*)  Deutflches  Heichs-Patent  Nr.  80974. 
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momente  um  eine  Axe  senkrecht  zur  Welle  und  zur  gemeinschafb« 
liehen  Bewegungsebene  der  hin-  und  hergehenden  Teile,  wenn 

ZFra  cos  a  =  0 
ZFraÄaa  =  0. 

Für  endliche  Schubstangenlängen  ^l^'  *  'K  ^^^  ^^^^  ^®  Ausgleichung 
nur  näherungsweise  erreichen.  Der  Massendruck  eines  Getriebes  wird 
hier  nicht  nur  durch  das  yerwickeltere  Bewegungsgesetz,  sondern  auch 
durch  die  Massenwirkung  der  pendelnd  hin-  und  hergehenden  Schub- 
stange beeinfluTsi  Es  läfst  sich  nun  leicht  nachweisen,  dais  man  in 
den  Beihenentwickelungen  für  die  Massendrücke  und  Momente,  in 
welche  noch  die  statischen  und  Trägheitsmomente  der  Stange  ein- 
treten, mit  den  3  ersten  Gliedern  für  alle  praktischen  Fälle  aus- 
reicht. Alsdann  aber  ist  der  Ausgleich  unter  der  Yoraussetzimg, 
dals  die  Kurbel  für  sich  ausgeglichen,  die  Schubstangengewichte  da- 
gegen den  nur  hin-  und  hergehenden  Gewichten  proportional  sind, 
erreichbar,  wenn  die  8  Gleichungen 

1)  2;Prcosa  =  0  5)     2;Prcos2a  =  0 

2)  £Fr  sin  a  =  0  6)     ZPr  sin  2a  =  0 

3)  ZFra  cos  «  =  0  7)  ZFra  cos  2a  =  0 

4)  2;Prasina  =  0  8)  2;Pra sin  2a  =  0 

erfüllt  sind. 

Hierbei  yerschwinden  auch  diejenigen  Momente,  welche  das  ganze 
System  um  die  Drehaxe  selbst  zu  kippen  bestrebt  sind. 

Herr  Schubert,  der  sich  auf  Anregung  von  Herrn  Consul 
Schlick  schon  vor  etwa  zwei  Jahren  mit  der  mathematischen  Theorie 
der  Aufhebung  der  Schififsyibrationen  beschäftigt  hatte,  war  schon 
damals  zu  den  jetzt  auch  von  Herrn  Lorenz  entwickelten  acht 
Gleichungen  gelangt  und  durch  eine  genaue  Discussion  derselben  zu 
Resultaten  geführt,  die  er  im  Anschluis  an  die  Ausführungen  des 
Herrn  Lorenz  vorträgt.  Die  « Producte  F-r  geben  durch  ihre 
Verhältnisse  n  —  1  Gröfsen,  die  n  Kurbeln  geben  durch  die  Winkel, 
die  sie  miteinander  bilden,  weitere  n  —  1  Gröüsen,  endlich  liefern 
die  n  Entfernungen  a,  durch  die  Abstandsverhältnisse  der  Cjlinder 
von  einander  n  —  2  Grö&en.  Zwischen  diesen  3«  —  4  Gröfsen  be- 
stehen, im  Fall  des  Schlick'schen  Patents,  d.  h.  wenn  man  die  Schub- 
stange, dem  Kurbelradius  gegenüber,  als  unendlich  lang  ansieht,  die 
oben  mit  den  Zahlen  1)  bis  4)  bezeichneten  Gleichungen,  so  dafs 
dann  3n  —  8  Gröisen  willkürlich  gewählt  werden  können.  Doch 
muDs  n  >  3  sein,  wenn  man  die  durch  die  Praxis  gebotene  Be- 
dingung stellt,  dafs  kein  Cjlinderabstand  null  sein  soll.  Wenn 
n  =  4  ist,  so  ergiebt  sich  eine  Relation,  die  allein  zwischen  den 
Cjlinderabständen    und   den   Kurbelrichtungen   besteht.      Diese    Re- 
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lation  bedeutet  geometrisch,  daä  vier  Punkte,  die  in  gerader  Linie 
so  liegen,  wie  die  Cjlinder  zn  einander  stehen,  projectiT  sind  za  vier 
Strahlen,  die  von  einem  Punkt  aus  parallel  den  Kurbel-Bichtongen 
gezogen  werden.  Wenn  man  die  Endlichkeit  der  Schubstange  be- 
rücksichtigt, also  die  Gleichungen  5)  bis  8)  mitgelten  l&Tst,  so  er- 
geben sich  Resultate,  durch  welche  die  SchifGsyibrationen  nahezu, 
aber  nicht  vollständig  yerschwinden.  (Näheres  in  den  Mitteilungen 
der  Hamburger  Mathem.  Gesellschaft  von  1898.)  Nach  diesen  Be- 
sultaten  sind  in  Deutschland  und  im  Auslande  in  letzter  Zeit  die 
Maschinen  vieler  grofser  DampfschifTe  gebaut,  u.  a.  auch  die  Maschinen 
von  ..Kaiser  Wilhelm  der  Groüse", 


Über  das  Bach-Schfile'sche  Cfesets  der  elastischen  Dehnangen. 

Von  B.  Mehmke  in  Stuttgart. 

Das  in  der  Überschrift  genannte  Gesetz  (vgl.  C.  Bach,  All- 
gemeines Gesetz  der  elastischen  Dehnungen,  Zeitschr.  d.  V.  deutscher 
Ingen.,  Bd.  41,  S.  248,  1897),  von  dem  Ingenieur  W.  Schule  ans 
den  Ergebnissen  zahlreicher  Versuche  Baches  mit  den  verschiedensten 
Baustoffen  abgeleitet,  lautet: 

€  =  a<y~, 

(b  =  elastische  Dehnung,  fS  =  Spannung,  o  und  m  Gonstanten),  und 
ist  bestimmt,  an  SteUe  des  als  besonderer  Fall  (m  =  1)  darin  ent- 
haltenen, 1660  von  Hooke  gefundenen  Gesetzes 

e  =  aa 

in  der  Festigkeitslehre  verwendet  zu  werden.  Wenn  man  versucht, 
die  Biegungslehre  diesem  Gesetz  gemäis  umzugestalten,  stöfist  man 
auf  mathematische  Schwierigkeiten.  Der  Vortragende  findet,  dafe 
innerhalb  der  in  der  ausführenden  Technik  als  zul&ssig  eraditet^i 
Spannungsgrenzen  die  leichter  anwendbare  Formel  von  Hodgkinson 
(1849) 

(T  SS  a«  -f-  66* 

hinreichend  genaue  Ergebnisse  liefert,  und  verweist  bezüglich  aller 
Einzelheiten  auf  einen  demnächst  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik  erscheinenden  Aufsatz.*) 

*)  Derselbe  ist  inzwischen  erschienen  (Bd.  42  der  genannten  Zeitschrift» 
S.  327—888,  1897).  Es  hat  sich  heransgestellt,  dals  obiges  Geeetc  auch 
schon  früher,  z.  B.  1729  von  BülfiBnger,  in  Betracht  gesogen  worden  ist. 
(Anm.  während  des  Drucks.) 
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Über  stabile  und  instabile  Bewegungen  in  unserem  Planetensystem, 

Von  Martin  Brendel  in  Greifswald. 

Herr  Poincar^  hat  in  seinen  „Nouvelles  M^thodes  de  la 
Mecanique  Celeste  ^*  den  gegenwärtigen  Standpunkt  des  Drei-Körper- 
Problems  klargelegt  und  vor  allem  gezeigt,  inwieweit  die  zu  seiner 
Lösung  angewandten  analytischen  Hülfsmittel  berechtigt  sind.  Es 
hat  sich  erwiesen,  dafs  die  Frage,  ob  es  in  unserem  Planetensystem 
stabile  Bewegungen  giebt,  zum  Teil  ganz  andere  Schwierigkeiten 
bietet,  als  man  annahm.  Namentlich  zeigt  Herr  Poincare,  da£s 
die  Ton  den  Astronomen  angewandten  Beihen  nicht  unbedingt  con- 
vergiren,  dals  sie  aber  die  Lösungen  genähert  darstellen;  er  giebt 
eine  Theorie  solcher  „asymptotischen  Reihen^S 

Der  Vortragende  macht  kurze  Mitteilungen  über  ein  Integrations- 
yerfahren,  das  aus  den  Qyl den' sehen  Methoden  entstanden  ist  und 
auch  nur  eine  genäherte  Lösung  in  Form  von  unbedingt  conyer- 
genten  Beihen  giebt.  Weitere  Untersuchungen  müssen  zeigen,  wie 
weit  genähert  diese  Lösung  ist,  Untersuchungen,  die  im  grossen  und 
ganzen  mit  denen  über  die  asymptotischen  Beihen  zusanmienfallen. 

Das  genannte  Verfahren  beseitigt  vollständig  die  Schwierig- 
keiten, die  die  sogenannten  kleinen  Litegrationsdivisoren  der  älteren 
Störungstheorien  in  den  Fällen  bieten,  in  denen  die  mittleren  Be- 
wegungen des  gestörten  und  des  störenden  Körpers  sehr  nahe  in 
einem  conunensurablen  Verhältnis  stehen;  auch  f&hrt  es  zu  einer 
begründeten  Erklärung  der  Lücken,  die  sich  im  System  der  kleinen 
Planeten  zeigen,  da  die  aus  den  Beobachtungen  bestimmten  mittleren 
Bewegungen  gewisse  Werte,  die  sich  um  die  Conmiensurabilitäten 
grappiren,  gamicht  annehmen  können. 

Es  zeigt  sich,  dafs  diese  Commensurabilitätsfälle  sich  mit  wesent- 
lich denselben  analytischen  Hül&mitteln  lösen  lassen  wie  die  ge- 
wöhnlichen Fälle,  und  dal^  der  Wert  der  Integrationsconstanten,  die 
der  mittleren  Bewegung  entspricht,  keinen  Einfluijs  auf  die  Stabilität 
oder  Listabilität  des  Planeten  hat:  Ist  eine  gewisse  Lösung  stabil, 
so  sind  die  in  Bezug  auf  die  mittlere  Bewegung  benachbarten  Lösungen 
ebenfalls  stabil. 


Geemetrisclier  Beweis  des  Dnpin'schen  Theorems  nnd  seiner 

Umkehrong. 

Von  A.  Sommerfeld  in  Clausthal. 

Die  Beweismethode,  deren  ich  mich  im  Folgenden  bediene,  stellt 
eine  Verallgemeinerung  der  kinematischen  Methoden  von  Herrn 
Darboux  dar.    Darboux  läM  bekanntlich  an  den  zu  untersuchen- 
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den  Curven  oder  Flächen  ein  starres  rechtwinkliges  Dreikant  entlang 
gleiten  und  liest  geometrische  Eigenschaften  aus  den  kinematischen 
Eigenschaften  dieser  Bewegung  ah.  Dahei  kommt  der  Fundamental- 
satz der  Kinematik  starrer  Systeme  zur  Geltung:  dais  jede  unendlich 
kleine  Bewegung  eines  starren  Körpers  sich  durch  Comhination  einer 
Parallelverschiehung  und  einer  Drehung  ersetzen  lälst. 

Ich  verallgemeinere  diese  Methode  insofern,  als  ich  die  Kine- 
matik nichtstarrer  Körper  in  Betracht  ziehe.  Der  entsprechende 
Fundamentalsatz  lautet  hier:  Jede  unendlich  kleine  Bewegung  eines 
heliebigen  Mediums  lässt  sich  fOr  einen  hinreichend  kleinen  Bereich  des- 
selben ersetzen  durch  Comhination  einer  Parallelverschiebung,  einer 
Drehung  und  einer  Deformation  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Axen. 

Die  drei  Scharen  orthogonaler  Flächen,  von  denen  der  Dupin'sche 
Satz  spricht,  unterscheiden  wir  als  Flächen  1,  2,  3  und  betrachten 
die  Durchdringungscurven  C  von  1  und  2,  welche  eine  „Curven- 
congruenz"  definiren.  Die  Richtung  der  durch  den  Punkt  ap,  y,  5 
hindurchlaufenden  Curve  der  Congruenz  legen  wir  durch  3  Functionen 
M,  t?,  «?  fest,  welche  sich  wie  die  Richtungscosinusse  der  Curven- 
tangente  gegen  die  Coordinatenaxen  verhalten.  Dieses  Functionen- 
tripel (tt,  V,  w)  definirt  för  jeden  Punkt  des  Raumes  einen  Vector. 
Wir  fassen  ihn  als  Geschwin^gkeitsvector  einer  Flüssigkeitsströmung 
auf.     Der  aus  diesem  abgeleitete  Vector 

(dv dio  dto^      du  du dv\ 

dz       dy'         dx~'dz'         dy       dx/' 

der  sog.  „Curl^^  des  ersteren,  giebt  die  mit  der  Strömung  (u^  r,  ir) 
verbundene  Drehgeschwindigkeit  nach  Gröfse  und  Axe  an.  Allgemein 
berechnet  man  f&r  einen  beliebigen  Punkt  P  die  Componente  des 
Curls  in  einer  beliebigen  Richtung,  indem  man  senkrecht  zu  dieser 
Richtung  durch  P  eine  Ebene  hindurchlegt  und   das  Linienintegral 


fudx  +  vdy  +  wdz 


über  eine  den  Punkt  P  umschliefsende  Curve  in  der  genannten 
Ebene  erstreckt.  Die  fragliche  Componente  des  Curls  ist  dann  gleich 
dem  Grenzwerte,  welchem  das  Verhältnis  des  Linienintegrals  zu  dem 
Inhalte  der  geschlossenen  Curve  zustrebt,  wenn  man  letztere  auf  den 
Punkt  P  zusammenzieht. 

Wir  beweisen  zunächst  folgenden 

HüIfiBsats:  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dafs  eine  Curvencongruenz  {u  :  v  :  w)  flächennormal 
ist,  d.  h.  ein  System  von  Orthogonalflächen  besitzt,  besteht 
darin,  dafs  der  Vector  (u,  t?,  w)  auf  dem  zugehörigen  Curl 
senkrecht  steht. 

1.  Wir  zeigen  erstens:  Wenn  die  Curvencongruenz  flächennoimal 
ist,  so  steht  der  Curl  auf  dem  Vector  senkrecht.'    Zum  Beweise  um- 
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geben  wir  den  beliebigen  Pnnkt  P  mit  einer  geschlossenen  Corve, 
welche  auf  der  durch  P  yerlaufenden  Orthogonalfläche  liege.  Da 
die  Curve  auf  dem  Vector  (w,  t;,  w)  überall  senkrecht  steht,  so  ver- 
schwindet das  Linienintegral  dieses  Vectors.  Die  Componente  des 
Cnrls  in  Richtung  des  Vectors  ist  also  gleich  Null,  d.  h.  der  Carl 
steht  auf  dem  Vector  senkrecht 

2.  Wir  zeigen  zweitens:  Wenn  der  Curl  auf  dem  Vector  überall 
senkrecht  steht,  so  giebt  es  eine  zu  der  Curvencongruenz  orthogonale 
Flächenschar.  Zu  dem  Ende  greifen  wir  irgend  eine  Fläche  F  heraus, 
welche  von  Curven  der  Congruenz  gebildet  wird,  und  construiren 
in  ihr  die  orthogonalen  Trajectorien  C  zu  den  Curven  C,  Durch 
die  Punkte  von  C  legen  wir  solche  Curven  C"  hindurch,  welche 
überall  in  Richtung  des  Curls  verlaufen.  Alle  diejenigen  Curven 
C",  welche  ein  und  dieselbe  Curve  C'  treffen,  fassen  wir  zu  einer 
Fläche  <Z>  zusammen.  Wir 
erhalten  so  ein  System  von 
Flächen  <Z>  und  zeigen,  daJDs, 
zwischen  irgend  zwei  Punkten 
A  und  B  derselben  Fläche  <Z> 
erstreckt,    das   Linienintegral 

I  udx  +  vdy  +  tcdg 

verschwindet 

Wir  wenden  zu  dem  Ende 
den  Stokes'schen  Satz  auf 
das  Curvenviereck  an,  welches 
(vergl.  Fig.  1)   gebildet  wird  Fig.  i. 

von  der  (beliebigen)  Verbin- 
dungslinie der  Punkte  Ä  und  B^  von  den  durch  Ä  und  B  ver- 
laufenden Curven  C^  und  C'^  und  von  dem  Stück  der  Curve  C\  welches 
zwischen  den  Schnittpunkten  von  C'^  und  C'^  mit  der  Fläche  F 
enthalten  ist.  Da  die  Richtung  des  Curls  überall  in  die  Fläche  <Z> 
fällt,  so  ist  die  Normalcomponente  des  Curls  längs  <Z>  gleich  Null. 
Aus  dem  Stokes'schen  Satze  folgt  alsdann,  daüs  das  Linienintegral 
des  Vectors  w,  t?,  ir,  über  die  gesamte  Begrenzung  unseres  Vierecks 
erstreckt,  verschwindet.  Nun  verschwinden  aber  diejenigen  Teile  des 
Linienintegrals,  welche  sich  auf  die  Curven  C  und  C"  beziehen,  einzeln, 
weil  diese  Curven  senkrecht  stehen  auf  der  Richtung  des  Vectors. 
Also  verschwindet  auch  das  von  Ä  nach  B  gef&hrte  Linienintegral. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  noch  Ä  xmdB  zusammenrücken  läist,  daüs 
längs  jeder  Fläche  0  fOr  jede  beliebige  Tangentenrichtung  der  iläche 

udx  +  vdy  +  wdz  =  0 

ist.  Die  Flächen  <I>  bilden  also  ein  zu  der  Curvencongruenz  ortho- 
gonales System. 
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A.  Sommerfeld. 


Unser  Hülfssatz  ist  damit  bewiesen.  In  analytischer  Fassung 
ist  er  wohlbekannt.  Er  besagt  nämlich,  dafs  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  für  die  Integrabilitftt  des  Differentialanadmcks 


(1) 


udx  +  vdy  +  tüdg 


dnrch  die  Gleichung  geliefert  wird: 

«  .g^-l?)+«(l;-^)+"gf-l^)-«- 

In  der  That  bedeutet  diese  ,,Integrabilit&ts- 
bedingung^^  geometrisch  nichts  anderes  als 
die  senkrechte  Lage  Ton  Curl  und  Vector. 
Indem  wir  uns  jetzt  zum  Beweise  des 
Du  pin' sehen  Theorems  wenden,  wollen 
wir  zunächst  die  Grölse  der  t«,  r,  ir,  welche 
bisher  nur  ihren  Verhältnissen  nach  fest- 
gelegt sind,  dadurch  normiren,  daß)  wir  be* 
stimmen:  unsere  Strömung  soll  jede  Flädie 
des  Sjstemes  3  in  eine  ebensolche  über- 
fahren. 

Schneiden  wir  uns  nun  aus  der  Flüssig- 
keit ein  rechtwinkliges  Yolumelement  her- 
aus, welches  nach  den  Normalen  der  drei 
Orthogonalflächen  orientirt  ist.  Bei  der 
Strömung  u,  v,  ic  wird  dieses  Volumelement 
mit  einem  seiner  Punkte  (P)  längs  der 
Curve  C  entlang  geschoben.  Die  drei  in 
P  zusammenlaufenden  Kanten  desselb^ 
welche  zu  den  Flächen  1,  2,  3  nonnal 
sind  und  dementsprechend  bezi^ungsweise 
mit  1,  2,  3  bezeichnet  werden  mögen, 
bleiben  bei  der  Bewegung  zu  einander 
rechtwinklig. 
Wir  ziehen  nun  unsem  kinematischen  Fundamentalsats  heran. 
Das  rechtwinklige  Axensjstem,  nach  welchem  die  Deformation  zu 
erfolgen  hat,  und  welches  bei  der  Bewegung  rechtwinklig  bleibt,  ist 
in  unserem  Falle  ohne  weiteres  bekannt;  es  ist  unser  Dreikant 
1,  2,  3.  Wir  ordnen  diesem  naturgemäls  ein  zweites  Dreikant  zu, 
welches,  dem  ersten  parallel,  sich  um  einen  festen  Punkt  0,  den 
Mittelpunkt  der  Gaufsischen  Einheitskugel,  dreht  Seine  Durch- 
stofsungspunkte  mit  der  Einheitskugel  werden  der  Reihe  nach  aber- 
mals mit  1,  2,  3  bezeichnet.  Die  Frage  ist:  Wie  bewegt  sich 
dieses  Dreikant  bei  der  Strömung  ti,  v,  w? 


Flg.  i. 
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Offenbar  liefern  yon  den  3  Bestandteilen,  in  welche  die  Strömung 
sterlegt  werden  kann,  weder  die  Parallelyerschiebang  noch  die  De- 
formation zu  den  Bewegungen  dieses  Dreikants  irgend  einen  Beitrag. 
Es  konmit  also  nur  auf  den  dritten  Bestandteil,  die  Drehung,  an. 
Nun  steht  aber  nach  unserem  Hülfssatz  die  (in  der  Figur  punktirte) 
Drehungsaxe  auf  03  senkrecht  Daraus  folgt  (vergl.  die  Figur), 
dafis  die  Punkte  1,  2  auf  der  Kugeloberflftche  beständig  parallel  su 
03  fortschreiten  müssen.  Die  Punkte  1  und  2  sind  aber  gleich- 
zeitig die  Bildpunkte  von  P  bei  Abbildung  der  Flächen  1  und  2 
durck  parallele  Normalen.  Diese  Bildpunkte  bewegen  sich  also, 
wenn  P  die  Curve  C  beschreibt,  beständig  in  der  Tangentenrichtung 
Ton  O.  Da  nun  Erünmiungslinien  solche  Curven  sind,  welche  ihrem 
sphärischen  Bilde  parallel  laufen,  so  sehen  wir:  Die  Schnittcurven 
C  der  Orthogonalflächen  1  und  2  sind  Krümmungslinien 
derjenigen  beiden  Flächen,  welche  sich  in  ihnen  durch- 
dringen.    Dies  ist  die  Behauptung  des  Dupin'schen  Theorems. 

Bisher  wurde  nur  benutzt,  dafs  die  Orthogonalität  von  Curl 
und  Yector  eine  notwendige  Bedingung  fOr  das  Vorhandensein  eines 
zur  Ourvencongruenz  C  rechtwinkligen  Flächensjstems  ist  Berück- 
ächtigen  wir,  daüs  diese  Bedingung  nach  unserem  Hülfssatz  auch 
hinreichend  ist,  so  ergiebt  sich  folgende  Umkehr  des  Dup  in 'sehen 
Theorems,  welche  von  Darboux*)  herrührt: 

Wenn  bei  einem  zweifach  orthogonalen  System  die 
Durchdringungscurven  C  Krümmungslinien  in  Bezug  auf 
eine  der  beiden  Flächenscharen  sind,  so  existirt  ein  zu 
beiden  Systemen  orthogonales  drittes  Flächensystem. 

Betrachten  wir  wieder  eine  Strömung  t«,  f ,  u\  deren  Strömungs- 
linien die  Curven  C  sind.  Wir  haben  zunächst  die  Grölse  der 
Strömung  passend  zu  normiren.  Zu  dem  Zwecke  greifen  wir  eine 
Curve  c  der  Congruenz  heraus.  In  den  durch  sie  verlaufenden  beiden 
Flächen  1  und  2  markiren  wir  die  Curven  C  und  construiren  ihre 
orthogonalen  Trajectorien  C,  Dasselbe  thun  wir  mit  allen  Flächen 
des  Systems  1.  Darauf  bestinunen  wir  ein  Flächensystem  3  durch 
folgende  Festsetzung:  Je  eine  Fläche  von  3  soll  von  allen  Curven 
C'  gebildet  werden,  welche  in  den  Flächen  des  Systems  1  verlaufen 
und  eine  und  dieselbe  Curve  C^  auf  der  Fläche  2  schneiden.  Dals 
dieses  System  3  zu  der  Curvencongruenz  C  orthogonal  ist,  können 
wir  natürlich  zunächst  nicht  behaupten;  wohl  aber  folgt  aus  unserer 
Construction,  daüs  die  Flächen  3  speciell  die  Curve  c  rechtwinklig 
schneiden.  Die  Normirung  der  Geschwindigkeit  (u,  v,  tv)  soll  nun 
so  getroffen  werden,  dafs  bei  der  Strömung  jede  Fläche  des  Systems 
3  in  eine  ebensolche  übergeführt  wird. 

Darauf  betrachten   wir   ein  Volumelement,    dessen   Kanten   in 


*)  Vgl.  Annales  de  T^cole  Nonnale  1866,  pag.  180. 

Digitized  by  LjOOQ IC 


128  R.  Mtüler. 

einem  Punkte  P  von  c  zu  den  Flächen  1,  2,  3  orthogonal  sind.  Bei 
der  Strömung  wird  der  Punkt  P  l&ngs  c  entlang  geschoben,  wobei 
das  Dreikant  1,  2,  3  ein  rechtwinkliges  bleibt  Wir  gehen  wieder 
zum  parallelen  Dreikant  über,  welches  sich  um  den  Mittelpunkt  der 
Gaufsischen  Einheitskugel  dreht.  Der  Durchstoüsungspunkt  1  des- 
selben mit  der  Kugel  muss,  da  nach  Voraussetzung  c  eine  Krümmungs- 
linie etwa  von  1  ist,  parallel  zu  der  Tangentenrichtung  von  c,  d.  h.  pa- 
rallel zu  03  fortschreiten.  Alsdann  liegt  aber  die  Axe,  um  welche  sidi 
das  Dreikant  0  (1,  2,  3)  instantan  dreht,  notwendig  senkrecht  zu 
0  3  (vgl.  Fig.  2).  Mit  anderen  Worten:  Der  Curl  steht  bei 
unserer  Strömung  längs  der  Curve  c  auf  dem  Geschwindig- 
keitsvector  senkrecht. 

Nun  ist  klar,  dafs,  was  von  der  Curve  c  gezeigt  ist,  bei  anderer 
Normirung  von  jeder  beliebigen  Curve  C  gilt.  Mithin  muls  der 
Curl  überall  auf  dem  Vector  senkrecht  stehen.  Bei  Berücksichtigung 
unseres  Hülfssatzes  folgt  hieraus  die  Umkehr  des  Dupin' sehen 
Theorems. 

Zum  Schlufs  bemerke  ich,  dals  zwischen  den  Int^rabiütäts- 
bedingungen  des  allgemeinen  n-gliedrigen  Differentialausdmcks 

und  der  Kinematik  deformirbarer  Medien  im  R^  ein  Zusammenhang 
besteht,  welcher  sich  dahin  aussprechen  läfst: 

Die  Integrabilitätsbedingungen  des  genannten  Diffe- 
rentialausdrucks bedeuten  geometrisch,  dafs  die  mit  der 
Strömung  w^,  u^,  . . .  u^  verbundene  Drehung  einen  linearen 
J2^_g,  den  man  als  Axe  des  zugehörigen  Curls  bezeichnen 
kann,  punktweise  ungeändert  läfst,  und  dafs  dieser  B^_^  auf 
dem  Vector  t*^, .  .  .  u^  senkrecht  steht 


Über  die  angenäherte  OeradfUming  mit  Hfilfe  eines  ebenen 
Oelenkyierecks, 

Von  Keinhold  Müller  in  Braunschweig. 

Ein  Gelenkviereck  bewirkt  eine  angenäherte  n-punktige 
Geradführung,  wenn  ein  bestimmter  Punkt  der  Koppelebene  eine 
Bahncurve  beschreibt,  die  von  einer  gewissen  geraden  Linie  zwischen 
n  aufeinanderfolgenden  Schnittpunkten  nur  verschwindend  wenig  ab- 
weicht; dabei  ist  n  höchstens  =  6.  Liegen  die  n  Schnittpirnkte 
einander  unendlich  nahe,  so  wird  die  GeradfQhrung  als  eine  n-punktig 
genaue  bezeichnet. 

Construirt  man  in  der  Koppelebene  alle  Kreise,  die  im  Verlaufe 
der  Bewegung  zu  Wendekreisen  werden,  so  umhüllen  diese  einerseits 
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die  Polcorye,  andererseits  den  Ort  u  derjenigen  Sjstempunkte,  deren 
Bahncurren  einen  ündulationspunkt  besitzen.  Dann  erstreckt  sich 
auf  der  einen  Seite  von  u  ein  schmales  Oebiet  von  Sjstempunkten, . 
von  denen  jeder  zwei  benachbarten  Wendekreisen  angehört.  Jeder 
dieser  Punkte  beschreibt  also  eine  Bahncnrve  mit  zwei  dicht  auf- 
einanderfolgenden Inflexionen,  die  zu  einer  angenäherten  vier  punktigen 
Geradfahrong  yerschmelzen,  wenn  man  den  Sjstempunkt  hinreichend 
nahe  an  u  annimmt. 

Die  Curve  u  hat  im  allgemeinen  eine  feste  Anzahl  von  Spitzen, 
in  denen  sich  jedesmal  drei  unendlich  benachbarte  Wendekreise 
schneiden.  Die  Sjstempunkte,  die  innerhalb  u  in  der  Nähe  einer 
solchen  Spitze  liegen,  liefern  eine  angenäherte  fünf  punktige  Gerad- 
fühnmg,  während  die  Bahncnrve  der  Spitze  selbst  eine  fänfpunktig 
genaue  Geradfähmng  darstellt. 

Wird  endlich  das  Gelenkviereck  so  gewählt,  dafs  ein  bestimmter 
Punkt  der  Eoppelebene  eine  Bahnstelle  mit  sechspunktig  berühren- 
der Tangente  durchschreitet,  so  hat  die  Curve  u  in  diesem  Punkte 
eine  Singularität,  die  aus  der  Vereinigung  von  zwei  Spitzen  ent- 
standen ist.  Um  von  hier  aus  zu  einer  angenäherten  sechspunktigen 
Geradführung  zu  gelangen,  muÜB  man  zunächst  die  eine  Seite  des 
Vierecks  in  geeigneter  Weise  ein  wenig  verändern,  wodurch  jene 
Singularität  in  zwei  benachbarte  Spitzen  aufgelöst  wird.  Dann 
gehen  durch  jeden  Sjstempunkt,  der  sich  innerhalb  der  neuen  Curve 
u  in  unmittelbarer  Nähe  der  beiden  Spitzen  befindet,  vier  ver- 
schiedene Wendekreise;  die  zugehörige  Bahncnrve  besitzt  also,  wie 
erforderlich,  vier  dicht  aufeinanderfolgende  Inflexionen. 

Nun  ist  die  Aufgabe  der  fünf-  und  sechspunktig  genauen 
Geradfahrung  bereits  an  andrer  Stelle  vom  Vortragenden  in  all- 
gemeinster Weise  gelöst  worden.*)  Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt 
sich  denmach  ein  bequemes  Mittel,  um  auch  die  entsprechenden 
angenäherten  Geradführungen  zu  finden.  Wie  an  zahlreichen 
Figuren  erläutert  wird,  liefert  die  so  erhaltene  angenäherte  n-punktige 
Geradführung  scheinbar  längere  Anschlufsstrecken  als  die  n-punktig 
genaue,  aus  der  sie  hervorgegangen  ist;  sie  verdient  also  vor  dieser 
vom  praktischen  Standpunkte  aus  den  Vorzug. 

(Ein  ausführlicher  Bericht  über  den  gehaltenen  Vortrag  mit 
Figuren  erscheint  im  43.  Jahrgange  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
and  Physik.) 


*)  Vergl.  den  Aufsatz  „Beiträge  zur  Theorie  des  ebenen  Ctelenk- 
viereckfl"  in  der  „Festschrift  der  herzogl.  technischen  Hochschule  Carolo- 
Wilhelmina  zur  LXIX.  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Ärzte". 


Jahreabericht  d.  Deutachan  Hathem.-Vereiniffa&g.    VI. 
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Über  einige  meiner  weniger  bekannten  Abhandlungen  fiber 
Oastheorie  nnd  deren  Verhältnis  zn  derselben. 

Von  Ludwig  Boltzmann  in  Wien. 

§  1.  Ich  habe  unlängst  darauf  hingewiesen^),  daüs  wir  keines- 
wegs die  Dinge  selbst  denken,  sondern  uns  Vorstellungsbilder  con- 
struiren,  durch  welche  wir  den  Zusammenhang  tmserer  Erfabmng 
darstellen.  Wenn  wir  nun  die  Phänomene  durch  partielle  Differential- 
gleichungen darstellen,  so  bilden  wir  uns  zunächst  immer  die  Vor- 
stellung einer  sehr  groDsen  endlichen  Zahl  von  —  sagen  wir  Einxel- 
dingen,  die  eine  Mannigfaltigkeit  von  meist  drei  Dimensionen  bilden^ 
und  deren  zeitliche  Veränderungen  nach  bestimmten  Gesetzen  von 
den  Zuständen  der  benachbarten  abhängen. 

Wenn  ich  sage,  ich  habe  darauf  hingewiesen,  so  soll  das  nicht 
etwa  helTsen,  dafs  ich  es  entdeckt  habe.  Die  Mathematiker  wissen 
das,  wie  ich  glaube,  seit  je.  Ich  hielt  nur  für  notwendig,  es  den 
Physikern  wieder  ins  Gedächtnis  zu  rufen.  Unter  diesen  ist  es  jetzt 
sein:  verbreitet,  mit  dem  Hinschreiben  von  Differentialgleichungen  ru 
beginnen  und  diese  dann  als  das  vollkommenste  Bild  der  Phänomene 
zu  betrachten.  Man  nennt  diese  Methode,  da  sie  die  Phänomene 
ohne  jede  Rücksicht  auf  die  ihnen  zu  Grunde  liegenden  Ursachen 
zu  beschreiben  strebt,  die  Phänomenologie.  Ihr  Wesen  besteht  uAch 
einem  von  Maxwell  und  Hertz  unabhängig  von  einander  ange- 
wandten Gleichnisse  darin,  dafs  man  sich  begnügt,  die  nackten 
Thatsachen  durch  Formeln  wiederzugeben,  ohne  ihnen  das  bunte 
Mäntelchen  von  Hypothesen  umzuhängen. 

Es  liegt  mir  fem,  gegen  die  Berechtigung  der  Vorliebe  dieser 
beiden  grofsen  Forscher  für  das  Nackte  etwas  einwenden  zu  wollen. 
Die  Darstellung  des  rein  Thatsächlichen  mit  möglichst  wenig  will- 
kürlichem Beisatze  ist  zu  allen  Zeiten  wünschenswert  und  wichtig. 
Nur  darf  man  nicht  meinen,  die  Vorstellung  des  Continuums  sei 
eine  einfachere,  weniger  über  die  Thatsachen  hinausgehende  als  die 
Atomistik  im  allgemeinen,  von  speciellen,  allzu  verkünstelten  ato- 
mistischen  Bildern  natürlich  nicht  zu  reden.  Im  Gegenteil,  die 
Definition  der  Differentialgleichung  geht  zunächst  ebenfalls  von  der 
Forderung  der  Vorstellung  einer  endlichen  Zahl  von  Einzelwesen 
aus  und  fügt  nur  noch  nachher  die  neue  Behauptung  bei,  dals  nur 
die  Limite  für  stets  wachsende  Zahl  der  Einzelwesen  die  Er- 
scheinungen am  besten  darstellt. 

Um  möglichste  Freiheit  von  Hypothesen  zu  erzielen,  muls  die 
Phänomenologie  den  Einzelwesen  höchst  complicirte,  mancher  würde 


•)  Wien.  Sitzmigsber.  IIa,  Bd.  106,  S.  907,  Nov.  1896.  —  Wied.  Ann. 
Bd.  60,  S.  231,  1897;  Bd.  61,  S.  790,  1897. 
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sagen  paradoxe,  Eigenschaften  beilegen  (daijs  sie  Vectoren  sind,  ent- 
stehen und  verschwinden  können  etc.)  und  muTs  für  jedes  Er- 
scheinungsgebiet wieder  ganz  andere,  gerade  diesem  Erscheinungs- 
gebiete angepalste  Eigenschaften  wählen,  weshalb  sie  von  den 
Einzelwesen  lieber  schweigt  und  gleich  die  Differentialgleichungen 
hinschreibt.  Durch  Totschweigen  dürfte  aber  der  Mangel  nicht 
verbessert  werden.  Diese  Nachteile  sind  eben  durch  die  Vorteile, 
welche  sie  erreichen  will,  bedingt. 

Deshalb  erscheint  mir  nicht  statt,  aber  neben  der  Phänomenologie 
eine  Theorie  von  Interesse  und  Wichtigkeit,  welche  in  aufrichtigster 
Weise  von  möglichst  einfach  und  klar  construirten  Einzelwesen  aus- 
geht, aus  einer  einzigen  Gattung  von  Einzelwesen  oder  aus  einer 
geringen  Zahl  lediglich  quantitativ  verschiedener  Einzelwesen  die 
Differentialgleichungen  f&r  eine  Eeihe  von  Erscheinungsgebieten  rein 
logisch  herausconstruirt  und  unentschieden  läfst,  ob  ^e  Annahme 
einer  grofsen  endlichen  Zahl  von  Einzelwesen  oder  erst  die  Limite, 
der  die  Erscheinungen  bei  unendlich  wachsender  Zahl  derselben  zu- 
eilen, die  Erscheinungen  am  besten  darstellt. 

Eine  solche  Theorie  ist  die  Gastheorie. 

Ihre  Grundannahme  kann  ich  als  bekannt  voraussetzen  und  be- 
merke nur,  daüs  man  sich  die  Molecüle  als  kleine  elastische  Kugeln 
oder  als  Abstoüsungscentra  oder  mit  complicirteren,  noch  unbekannten 
Eigenschaften  begabt  denken  kann.  Ihr  Grundcharakter  bleibt  der- 
selbe; die  Durchfuhrung  der  Rechnung  im  Detail  und  die  Ver- 
anschaulichung wird  natürlich  um  so  schwieriger,  je  allgemeinere 
Annahmen  man  macht.  Auch  die  Erklärung  des  Gasdruckes,  des 
Boyle'schen  Gesetzes  und  die  einstigen  Controversen  darüber,  die 
aber  schon  längst  abgeschlossen  sind,  fallen  aufserhalb  des  Rahmens 
des  hier  Vorzubringenden. 

§  2.  Ich  beginne  sogleich  mit  den  inneren  Vorgängen  in  einem 
Gase^oder  Gasgemisch. 

Die  einfachsten  Vorgänge  der  Reibung,  Diffusion  und  Wärme- 
leitung wurden  zuerst  von  Clausius  und  Maxwell  unter  der 
Hypothese,  dafs  die  Molecüle  verschwindend  wenig  deformirbare 
elastische  Kugeln  sind,  in  höchst  genialer  Weise  entwickelt.  Ersterer 
wies  speciell  für  die  Wärmeleitung  nach,  dafs  der  letztere  an  manchen 
Stellen  Glieder  von  derselben  Gröisenordnimg,  wie  die  ausschlag- 
gebenden, vernachlässigte,  berücksichtigte  in  mühsamen  Rechnungen 
diese  Glieder  dort,  wo  es  anging,  und  beseitigte  so  den  Defect  der 
MaxwelTschen  Formel  für  die  Wärmeleitung,  dafs  dieselbe,  ver- 
bunden mit  dieser,  auch  einen  Massentransport  liefert  Dafür  liefert 
Clausius'  Formel  so  grofse  Druckdifferenzen  im  wärmeleitenden 
Gase,  dafs  man  sie  längst  bemerkt  haben  müfste.  Wer  später  die 
Wärmeleitung  aus  der  Gastheorie  berechnete,  berücksichtigte  oder 
vernachlässigte  nach  Geschmack  bald  da,  bald  dort  Glieder,   sodafs 

9* 
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fiBist  immer  dieselbe  Formel  —  aber  jedesmal  wieder  mit  anderen 
numerischen  Goefficienten  —  herauskam.  Die  zehn  verschiedenen 
so  för  das  Wärmeleitungsvermögen  erhaltenen  Coefficienten,  die  ich 
einmal  gesammelt  habe*),  sind  wahrscheinlich  noch  die  Minderzahl 
aller  erhaltenen.  Um  diese  Bechnungsmethode  schlagend  za  charakte- 
risiren,  lasse  ich  hier  eine  Stelle  aus  einer  Abhandlung  Hofrat 
von  Lang's**)  folgen.  Nachdem  dieser  bemerkt,  dais  ein  anderer 
Factor  den  neuesten  Beobachtungen  über  Wftrmeleitung  besser  ent- 
spreche, als  ein  von  ihm  früher  durch  Rechnung  gefundener,  sagt 
er  wörtlich:  „Es  ist  aber  leicht,  die  von  mir  gegebene  Ableitung 
so  zu  transformiren,  dafs  dieser  Factor  herauskommt,  und  iA 
glaube,  daDs  durch  diese  Änderung  mein  Verfahren  nur  noah 
logischer  wird." 

Ähnlich  wurde  die  Diffusion  und  innere  Reibung  behuidelt, 
doch  war  da  die.  Anzahl  der  erhaltenen  Coefficienten  nicht 
so  grofis. 

Man  hatte  dabei  das  sogenannte  Gesetz  der  Geschwindigkeits- 
verteilung, überhaupt  den  Umstand,  dafs  unter  den  Molecülen  die 
verschiedensten  Geschwindigkeiten  vorkommen,  nicht  berücksichtigt. 
Was  man  unter  dem  Geschwindigkeitsverteüungsgesetze  versteht, 
kann  ich  wohl  als  bekannt  voraussetzen;  übrigens  werde  ich  daranf 
noch  zurückkommen.  Es  war  nun  eine  meiner  Ersüingsarbeiten, 
die  mir  nahe  lag,  da  ich  ja  dies  Geschwindigkeitsverteilungsgesetc 
zum  Gegenstande  meines  speciellen  Studiums  gemacht  hatte,  die 
eben  besprochenen  Rechnungen  MaxwelTs,  Clausius'  und  ihror 
Nachfolger  durch  Berücksichtigung  dieses  Gesetzes  zu  ergänzen.  Ich 
veränderte  auch  in  einem  Punkte  die  Methode.  Statt  nämlich  plan- 
los bald  hier,  bald  dort  Glieder  von  der  passenden  GröDsenordnung 
zu  suchen,  formte  ich  dieselben  nach  einem  möglichst  einfachen 
Schema.  Ich  erhielt  so  Formeln  für  den  Reibungs-,  DiffnsionS'  und 
Wärmeleitungscoefßcienten,  von  denen  ich  mir  eine  Zeitlang  ein- 
bildete, sie  seien  exact.  Dieselben  enthielten  drei  bestimmte  Integrale, 
die  ich  mühevoll  durch  mechanische  Quadraturen  auf  sieben  Decimalen 
genau  auswertete. 

Aber  vor  ihrer  Publication  entdeckte  ich,  dafis  in  diesen  meinen 
neuen  Formeln  auch  wieder  Glieder  von  der  Ordnung  des  ausschlag- 
gebenden vernachlässigt  waren.  Aus  Ärger  liefis  ich  aUes  unpublidrt 
liegen.  Glücklicherweise  nahm  ich  dann  die  Schlufsformel  und  den 
Wert  eines  der  bestimmten  Integrale  in  eine  im  Jahre  1881  publi- 
cirte  Abhandlung  auf.*^)  Es  kam  nämlich  noch  später  Tait  auf 
dieselbe  Idee    und    publicirte    identisch    dieselben  Formeln    und  be- 


♦)  Wien.  Sitzmigaber.  ü,  Bd.  81,  S.  122,  1880. 
♦♦)  Wien.  Sitzmigsber.  II,  Bd.  66,  S.  416,  1872. 
••^  Wien.  Sitznngsber.  11,  Bd.  84,  S.  46,  Juni  1881. 
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stimmten  Integrale,  nur  letztere  mit  vier  Dedmalen  weniger,  ohne 
mich  zu  erwähnen.^) 

Dafis  er  meine  frühere  Publication  übersah,  darin  liegt  gewüs 
gar  niohtfi  besonderes.  Das  kann  bei  der  gegenwärtigen  Ausbreitung 
der  Litteratur  einem  jeden  jeden  Tag  passiren;  aber  dais  er  gerade 
gegen  diese  meine  Abhandlungen  polemisirte  und  schlieislich  als 
höchste  Errungenschaft  eine  Formel  herausbrachte,  die  in  einer 
dieser  selben  Abhandlungen  gleich  zu  Anfang  unter  Nachweis  ihrer 
ünvoUständigkeit  angeführt  wurde,  habe  ich  dann  doch  in  einer 
neaen  Publication  höflich,  aber  mit  Nachdruck  ins  rechte  Licht  ge- 
setzt. ♦♦)  Jetzt  konmit  aber  noch  das  beste.  Dieselbe  Formel, 
meine  alte  Jugenderinnerung,  wird  in  dem  1890  posthum  er- 
schienenen 3.  Bande  von  Clausius'  Wärmetheorie,  Seite  99  und 
100,  wieder  unter  ausschlieDslicher  Nennung  Tait's  angeführt  Keine 
meiner  jetzt  schon  ziemlich  zahlreichen  Ablumdlungen  über  diesen 
Gegenstand  wird  dabei  erwähnt.  Und  ich  hatte  Tait  aus  seiner 
Unkenntnis  der  deutschen  Litteratur  einen  Vorwurf  gemacht. 

§  3.  Die  Bedeutung  der  früher  erwähnten  Vernachlässigung 
ausschlaggebender  Glieder  will  ich  nur  oberflächlich  am  Beispiele  der 
Diffusion  erläutern.  Am  Boden  eines  cjlindrischen  GefäXises  soll 
reiner  Sauerstoff,  an  der  Decke  reiner  Stickstoff,  dazwischen  aber 
alle  möglichen  Mischungen  dieser  Gase  sein.  Li  jeder  Schicht  soll 
anfangs  dieselbe  Geschwindigkeitsverteilung  herrschen,  die  herrschen 
würde,  wenn  das  ganze  Gefäüs  mit  einem  Gase  von  gleichem 
Mischungsverhältnisse  erfüllt  wäre.  Dann  würde  im  ersten  Moment 
eine  Diffusion  eintreten,  welche  der  von  mir  und  nachher  von  Tait 
abgeleiteten  Formel  entspricht.  Durch  diese  Diffusion  wird  aber 
der  anfangs  vorausgesetzte  Zustand  sofort  gestört.  Es  stoisen  nämlich 
die  schnelleren  Molecüle  öfter  an  andere  und  machen  daher  kürzere 
Wege  als  die  langsameren.  Dadurch  wird  die  Geschwindigkeits- 
verteilung gestört,  und  diese  Störung  bedingt  neue  Glieder  in  dem 
ausdrucke  für  die  Menge  des  diffnndirenden  Gases,  die  von  der- 
selben Gröisenordnung  wie  die  durch  die  besprochene  Formel  ge- 
gebenen sind. 

Ich  versuchte  die  Berücksichtigung  dieser  neuen  Glieder  und 
gelangte  dadurch  zu  einer  Beihenentwickelung,  auf  Grund  deren 
jedoch  wegen  ihrer  Weitläufigkeit  und  der  fehlenden  Gewüsheit  der 
Convergenz  die  Beibungs-,  Diffnsions-  und  Wärmeleitnngsconstante 
wohl  kaum  je  numerisch  berechnet  werden  wird. 

§4.  Maxwell  schlug  einen  anderen  Weg  ein.  Wenn  man 
annelmien  yrürde,  dals  der  Durchmesser  eines  Molecüls  um  so  kleiner 


•)  Trans,  of  t.  Roy.  soc.  of  Edinb.,  Bd.  83,  part.  Xu,  S.  260,  1887. 
Phil.  Mag.  (5)  Bd.  28,  S.  148. 
♦•)  Wien.  Sitzungsber,  ü,  Bd.  96,  S.  894,  Okt.  1887. 
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ist,  je  rascher  es  sich  bewegt,  so  würden  die  rascheren  Moleeüle 
wegen  ihrer  gröDseren  Geschwindigkeit  Öfter,  wegen  des  kleineren 
Durchmessers  aber  wieder  weniger  oft  znsammenstofisen,  nnd  es 
wäre  ein  solches  Verhältnis  zu  suchen,  daijs  sich  beide  Ursachen  ge- 
rade compensiren. 

Maxwell  fand,  daiJs  diese  Gompensation  eintritt,  wenn  die 
Molecüle  materielle  Pimkte  sind,  die  sich  mit  einer  der  fünften 
Potenz  der  Entfernung  verkehrt  proportionalen  Kraft  abstoüsen. 
Dann  nähern  sich  zwei  Molecüle  bei  einem  Zusammentreffen  um  so 
mehr,  je  grölser  ihre  relative  Geschwindigkeit  ist.  Der  Effect  ist 
also  derselbe,  als  ob  die  schnelleren  Molecüle  kleinere  Durchmesser 
hätten  als  die  langsameren.  Unter  der  Maxwe Haschen  Annahme 
läM  sich  nicht  nur  die  Reibungs-,  DifFasions-  tmd  Wärmeleitungs- 
constante  berechnen,  sondern  es  ergeben  sich  die  completen  hydro- 
dynamischen Differentialgleichungen  samt  den  Gesetzen  der  Diffbsion 
tmd  Wärmeleitung.  Das  Schöne  dabei  ist  folgendes:  man  braucht 
jedes  dieser  Phänomene  nicht  etwa  besonders  in  die  Gleichungen 
hineinzulegen,  sondern  diese  wissen  alles  schon  vorher,  dals  in  erster 
Annäherung  die  älteren  hydrodynamischen  Gleichungen  ohne  Reibung 
gelten,  wann  und  nach  welchen  Gesetzen  Reibung  eintreten  mulk, 
dafs  diese  Wärme  erzeugen  muls,  und  wie  die  letztere  wieder  modi- 
ficirend  auf  die  Bewegung  wirkt.  Nach  dieser  Theorie  aber  sind 
alle  unsere  bisherigen  Formeln  blofs  angenähert  richtig.  Im  wärme- 
leitenden Gase  z.  B.  müfjste  der  Druck  nicht  an  allen  Stellen  und 
nach  allen  Richtungen  vollkommen  gleich  sein.  Der  Dmckunterschied 
ergiebt  sich  aber  jetzt  so  klein,  dafs  das  Resultat  nicht  den  bis- 
herigen Beobachtungen  widerspricht,  sondern  zu  neuen  reizt  Die 
Resultate  der  in  Rede  stehenden  Maxwel loschen  Theorie  werden 
sich  sicher  nicht  numerisch  exact  bestätigen,  da  ja  die  zur  Er- 
leichterung der  Rechnung  den  Molecülen  beigelegten  Eigenschaften 
nur  ein  ganz  rohes,  provisoris«hes  Bild  sind;  aber  einige  Aussicht, 
dafis  sie  sich  im  grofsen  und  ganzen  bestätigen,  ist  sicher  vorhanden» 

Ich  bemerke  noch,  dafs  Maxwell  in  einigen  Zusätzen,  die  er 
in  seinen  letzten  Lebensmonaten  einer  Abhandltmg^)  beigefügt  hat, 
zeigt,  dafs  sich  für  jede  Kugelfunction  der  Geschwind^keits- 
componenten  eines  Molecüls  die  Veränderung  durch  die  Zusammen- 
stöfse  besonders  leicht  berechnen  läfst.  Entwickelt  man  die  Func- 
tionen, deren  Veränderung  zu  berechnen  ist,  in  eine  Reihe  von 
Kugelfonctionen,  so  lassen  sich  die  Rechnungen  bis  zu  einem  früher 
nicht  gehofften  Grade  von  Annäherung  treiben.  Maxwell  teilt  blols 
in  wenigen  Zeilen  die  von  ihm  erhaltenen  Resultate  mit  Ich  führte 
die  Rechnungen  nach  seiner  Methode  durch.  Da  meine  Resultate 
nicht  in   allen  Punkten  mit  denen  Maxweirs   stimmen,   hätte  ich, 

*)  Cambr.  phil.  trans.  1879,  part.  1,  S.  281. 
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als  ich  in  England  war,  gern  MaxwelTs  Originalmanascript  ge- 
sehen, das  einmal  vorhanden  gewesen  sein  moijs,  aber  nicht  mehr 
gefdnden  wurde. 

§  5.  Nun  noch  einige  Worte  über  das  Geschwindigkeits- 
verteilungsgesetz.  Man  sieht  sofort  ein,  dafs  selbst,  wenn  alle 
Molecüle  anfongs  dieselbe  Geschwindigkeit  gehabt  hätten,  in  kurzer 
Zeit  alle  möglichen  Geschwindigkeiten  von  Null  bis  zu  einer  Ge- 
schwindigkeit, die  weit  gröDser  ist,  als  die  mittlere,  vertreten  sein 
werden.  Die  Rechnung  lehrt  nun,  dafs  bei  gegebener  lebendiger 
Kraft  des  ganzen  Gases  weitaus  die  gröfste  Mehrzahl  der  Zustände 
desselben  die  Eigenschaft  hat,  dafs  die  Häufigkeit  der  verschiedenen 
Gröfsen  der  Geschwindigkeit  F  dasselbe  Gesetz  befolgt  wie  die 
Häufigkeit  der  verschiedenen  Gröisen  der  Beobachtungsfehler  (Max- 
well's  Zustand),  dafs  diese  Häufigkeit  also  proportional 

(1) 

ist,  wo  l  =  y*,  7*  eine  Constante  ist.  Wenn  also  auch  natürlich 
unendlich  viele  Zustände  des  Gases  möglich  sind,  wo  die  Verteilung 
der  Geschwindigkeit  eine  andere  ist,  so  sind  «diese  doch  unendlich 
wenige  gegenüber  den  dem  Maxwell 'sehen  Zustande  sehr  nahen, 
und  wenn  sich  das  Gas  auch  anfangs  in  einem  solchen  seltenen  Zu- 
stande befunden  hätte  und  auch  nach  Äonen  wieder  einen  solchen 
annimmt,  so  wird  sein  Zustand  doch  jedesmal  sehr  bald  einem 
Maxweirschen  sehr  nahe  kommen  und  in  jeder  beobachtbaren  Zeit 
sehr  nahe  bleiben. 

Für  ein  Gemisch  zweier  einfachen  Gase  fand  Maxwell,  dafs 
in  Formel  (1)  blofs  an  Stelle  von  l  fftr  jedes  Gas  die  lebendige 
Kraft  eines  Molecüls  tritt  tmd  h  für  zwei  gemischte  Gase  denselben 
Wert  haben  mufs.  Daraus  folgt  die  Gleichheit  der  mittleren 
lebendigen  Kraft  eines  Molecüls  für  beide  Gase,  und  damit  das 
Avogadro'sche  Gesetz.  Ebenso  fand  Maxwell,  dafs,  wenn  die 
Molecüle  starre  Körper  sind,  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  die  Lage 
der  augenblicklichen  Drehungsaxe  und  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Rotation  zwischen  gewissen,  unendlich  nahen  Grenzen  liegen, 
wieder  durch  Formel  (1)  gegeben  ist,  wo  aber  jetzt  l  die  ganze 
lebendige  Kraft  bedeutet.  Daraus  folgte  für  das  Verhältnis  der 
Wärmecapacitäten  ein  nicht  mit  der  Erfahrung  stimmender  Wert, 
woraus  Maxwell  schlofis,  dafs  die  Molecüle  nicht  als  starre  Körper 
betrachtet  werden  dürfen.  Ich  erweiterte  den  Satz  und  zeigte,  dafs 
bei  Molecälen,  die  beliebig  aus  materiellen  Punkten  (Atomen), 
zwischen  denen  Centralkräfte  thätig  sind,  bestehen,  und  auf  welche 
beliebige  äufeere  Kräfte  wirken,  noch  immer  eine  der  Formel  (1) 
analoge  besteht,  worin  aber  jetzt  l  die  Summe  der  gesamten  lebendigen 
Kraft  und  Kraftfunction  ist.  Es  ist  wieder  die  mittlere  lebendige 
Kraft   jedes    Atoms    gleich,    das    Verhältnis    der   Wärmecapacitäten 
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stimmte  aber  wieder  nicht  mit  der  Erfahrung.  Maxwell  erweiterte 
den  Satz  noch  mehr,  indem  er  ihn  auf  Molecüle  übertrug,  deren 
Zustand  durch  beliebige  generalisirte  (3oordinaten  bestimmt  ist. 
Bouth  wies  einen  Fehler  in  den  betreffenden  Rechnungen  Max- 
weirs  nach,  ich  zeigte  jedoch,  dals  Maxwell's  Besultat  richtig 
ist,  und  stützte   es  durch  einen  verbesserten  einwurfsfreien  Beweis. 

Nun  ergab  sich,  daljs  genau  das  durdi  die  Erfahrung  fStc 
Luft  und  die  meisten  einfachen  Gase  gefundene  Verh&itnis  der 
Wärmecapacitäten  herauskommt,  wenn  man  annimmt,  dals  die  Mole- 
cüle starre  Rotationskörper  sind.  Maxwell  hatte  in  der  früher 
erwähnten  Abhandlung  blols  an  Nichtrotationskörper  gedacht.  H&tte 
er  auch  Rotationskörper  betraditet,  so  hätte  die  ganze  Entwickelung 
der  Gastheorie  eine  andere  Wendung  genommen.  Maxwell  hätte 
schon  damals  für  Gase,  deren  Molecüle  Rotationskörper  sind,  genau 
das  für  die  meisten  einfachen  Gase  experimentell  gegebene,  für 
Gase,  deren  Molecüle  keine  Rotationskörper  sind,  das  für  Chlor, 
Brom  und  mehrere  andere  Gase  experimentell  gefundene  Verhältnis 
der  Wärmecapacitäten  erhalten,  und  an  Stelle  des  Schlusses,  dals 
es  zu  Widersprüchen  mit  der  Erfahrung  führt,  die  Molecüle  in 
dieser  Beziehung  als  starre  Körper  zu  betrachten,  hätte  er  schon 
damals  sagen  müssen,  dafs  diese  Annahme  Werte  für  das  Veriiältais 
der  Wärmecapacitäten  liefert,  die  für  die  einfacheren  Gase  ans- 
gezeichnet  mit  der  Erfahrung  stimmen,  wodurch  viel  Kopfzerbrechen 
über  diesen  vermeintlichen  Widerspruch  zwischen  der  6a8the<»rie 
und  Erfahrung  den  Physikern  erspart  geblieben  wäre. 

Den  Molecülen  der  zusammengesetzten  Gase  freilich  mols  man 
eine  complicirtere  Structur  zuschreiben,  und  zur  Erklärung  der 
Spectra  etc.  muis  man  annehmen,  dals  auch  die  Molecüle  der  ein- 
fachen Gase  mannigfacher  ^ustandsänderungen  f^hig  sind,  die  aber 
entweder  gar  nichts  mit  der  Molecularbewegung  zu  thun  haben 
(elektrische  Schwingungen),  oder  sich  so  langsmn  mit  den  ülnigen 
Molecularbewegungen  ins  Wärmegleichgewicht  setzen,  dals  sie  bei 
Bestimmung  der  Wärmecapacitäten  nach  den  bisher  üblichm  Methoden 
nicht  mitreden. 

§  6.  Die  Formel  (1)  gilt  auch  für  äulsere  Kräfte,  daher  ist 
z.  B.  in  einem  schweren  Gase  die  auf  die  Yolumeneinheit  entfallende 
Molecülzahl  (die  Dichte)  proportronal  e~  ^*,  wo  ^  die  Beschleunigung 
der  Schwere,  z  die  Erhebung  über  den  Erdbodep  ist  (Formel  für 
das  barometrische  Höhenmessen).  Die  Formel  (1)  gilt  femer  auch 
fllr  die  chemischen  Kräfte,  welche  die  Atome  in  chemischer  Ver- 
bindung zusammenhalten.*)  Nur  muls  man  da  annehmen,  dals  die 
Atome    keineswegs    einzelne   materielle  Punkte  und  die   chemischen 


•)  Wien.  Sitzungeber.  Ha,  Bd.  105,  S.  701,  Juli  1896. 
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Kräfte  zwischen  denselben  wirkende  Centr&lkr&fte  sind.  Man  maus 
vielmehr  den  Atomen  eine  bestimmte  Gestalt  zuschreiben  und  an- 
nehmen, dais  die  chemischen  Er&fte  nur  in  einem  sehr  kleinen 
Spielräume  der  möglichen  relativen  Lagen,  dann  aber  sehr  energisch 
thätig  sind.  Unter  dieser  Annahme  ergeben  sich  aas  Formel  1) 
alle  Gesetze  der  Dissodation.  In  bestimmten  Fällen  sind  z.  B. 
unterhalb  einer  gewissen  Temperatur  bis  auf  verschwindend  wenige 
Ausnahmen  je  zwei  Atome  zu  einem  Molecül  vereint.  Dann  kommt 
ein  Temperaturintervall,  wo  die  Zersetzung  genau  nach  den  durch 
die  Erfiahrung  fOr  sich  dissocürende  Gase  gefundenen  Gesetzen  vor 
sich  geht,  während  bei  noch  höheren  Temperaturen  (wieder  bis  auf 
verschwindend  wenige  Ausnahmen)  alle  Atome  einzeln  heromfliegen. 
§  7.  Die  Erfahrung  lehrt  nun,  daTs  ein  System  von  in  Wechsel- 
wirkung tretenden  Körpern  sich  „anfangs^^  immer  in  einem  sehr 
unwahrscheinlichen  Zustande  befindet  und  bald  den  wahrscheinlichsten 
(den  des  Wärmegleichgewichts)  annimmt,  der  nun  fiir  alle  beobacht- 
baren 2^ten  andauert  und  nur  durch  Einwirkung  einer  fremden 
Entropiequelle  (z.  B.  der  Sonne  oder  von  Körpern,  auf  welche  die 
Sonne  gewirkt  hat)  wieder  in  einen  unwahrscheinlichen  Zustand 
versetzt  werden  kann.  Das  letztere  ist  nach  unserer  Theorie  be- 
greiflich, aber  da  wir  die  Sonne  doch  als  Teil  des  Weltganzen  auf- 
fassen müssen,  so  entsteht  die  Frage,  warum  ist  das  Weltganze  in 
einem  so  unwahrscheinlichen  Zustande  und  nicht  auch  in  einem 
wahrscheinlichen,  oder  gar  in  einem  so  exceptionellen  Zustande,  dafs 
es  von  waihrscheinlichen  zu  unwahrscheinlicheren  Zuständen  übergeht. 
Mir  schiene  es  nicht  unwissenschaftlich,  die  Thatsache,  dafs  die 
Welt  anfangs  in  einem  noch  unwahrscheinlicheren  Zustande  war 
als  gegenwärtig  und  heute  noch  immer  zu  wahrscheinlicheren  über- 
geht, einfach  der  Theorie  als  Annahme  vorauszustellen,  wie  die 
Kant-Laplace'sche  Theorie  fftr  die  ursprüngliche  Drehung  des 
Weltnebels  keine  Ursache  angiebt,  oder  eine  Betrachtung  der  Welt 
als  Ganzes  tmd  eines  von  der  Welt  unendlich  lange  getrennten 
Systems  überhaupt  abzulehnen.  Doch  wer  dem  Reize,  sich  in 
Phantasien  über  das  Weltall  zu  ergehen,  nachgeben  will,  der  könnte 
sich  die  ganze  Welt  in  Ewigkeit  im  Wärmegleichgewichte  denken. 
Wenn  sie  nur  grofs  genug  gedacht  wird,  so  werden  inuner  ver- 
hältnismäfsig  winzige  Partien  derselben  (Einzel weiten),  die  aber  noch 
inuner  so  grofs  wie  unsere  Fixstemwelt  sein  können,  in  gegen  die 
Dauer  der  Welt  verschwindenden  Zeiträumen,  die  aber  für  uns 
Äonen  sein  können,  sich  vom  wahrscheinlichsten  Zustand  weit  ent- 
fernen (Procefs  a),  ein  Maximum  der  Zustandsunwahrscheinlichkeit 
erreichen  und  dann  sich  wieder  dem  wahrscheinlichsten  Zustande 
nähern  (Procefs  h).  Ein  Wesen,  das  diese  Einzelwelt  während  des 
Processes  a  bewohnt,  wird  ebenso  wie  ein  Wesen,  das  sie  während 
des  Processes  h  bewohnt,  einen  dem  zweiten  Hauptsatze  analogen 
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Satz  vorfinden.  Beide  Wesen  werden  ihre  Zeit  von  den  Momenten 
gröfJaerer  Zastandsnnwalirscheinlichkeit  gegen  die  gröfserer  Zustaiids- 
Wahrscheinlichkeit,  also  gerade  im  entgegengesetzten  Binne  zählen, 
was  aber  niemals  entdeckt  werden  kann,  da  beide  Wesen  durch 
Äonen  und  von  denen  anderer  Einzelwelten  durch  Milliarden  von 
Fixstemweiten  getrennt  sind.  Für  die  Gesamtwelt  aber  sind  beide 
Zeitrichtungen  vollkommen  gleichberechtigt.  Findet  man  überhaupt 
an  solchen  Phantasien  Gefallen,  so  scheint  mir  dies  der  einzige  Weg, 
den  zweiten  Hauptsatz  ohne  die  abgeschmackte  Annahme  eines 
Wärmetodes  der  Gesamtwelt  zu  erklären.  Dieser  wird  durch  die 
Auflösung  jener  Einzel  weiten  in  die  im  Wärmegleichgewichte  be- 
findliche Umgebung  ersetzt. 

§  8.  Die  Gastheorie,  sowie  überhaupt  die  Theorie,  dafs  die 
Wärme  auf  einer  steten  Bewegung  kleinster  Einzelwesen  beruht,  ist, 
wie  jede  Theorie,  sicher  nur  ein  Bild  der  Erscheinungen.  Unsere 
Vorstellungen  von  den  Molecülen  sind  noch  ganz  rohe  und  werden 
wohl  inuner  unvollkommene  bleiben.  Doch  stinmit  diese  Theorie  in 
so  vielen,  so  disparaten  Einzelheiten  mit  der  Erfahrung,  gestattet 
schon  so  vieles  vorherzusagen  (die  Schilderung  Rieh.  Meyer 's  in 
der  1.  allgemeinen  Sitzung  in  Braunschweig,  wie  Eekulä  den  Benzol - 
ring  im  Geiste  schaute,  erinnerte  mich  neuerdings  daran)  und  ergiebt 
noch  so  viele  Fingerzeige  zu  neuen  Experimenten  tmd  SpeculationeD, 
dafs  ich  wohl  glaube,  dafs  ihre  Grundlinien  nie  aus  der  Natur- 
wissenschaft verschwinden  werden.  Auf  Einwände,  welche  gegen 
diese  Theorie  von  Poincare  in  sehr  feiner  und  scharfsinniger,  von 
Bertrand  in  minder  höflicher  tmd  auch  minder  scharfsinniger  Weise 
gemacht  wurden  und  auch  in  Deutschland  Wiederhall  fanden,  will 
ich  hier  nicht  eingehen.  Diese  Sache  bildet  noch  immer  den  Gegen- 
stand von  Controversen,  doch  glaube  ich  auch  von  den  Molecülen 
beruhigt  sagen  zu  können: 

Und  dennoch  bewegen  sie  sich! 


Kleinigkeiten  ans  dem  ftebiete  der  Mechanik. 

Von  Ludwig  Boltzmann  in  Wien. 

§  1.  Das  Gleichgewicht  eines  conservativen  ruhenden  Systems 
ist  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dafs  die  Krafkfunction  F,  deren 
positive  partielle  Ableitungen  nach  den  Coordinaten  die  auf  das 
System  wirkenden  Kräfte  liefern,  ein  Grenzwert  ist  Helmholtz 
nennt  deshalb  die  Kraftfonction  das  statische  Potential.  Ebenso 
sind  die  Bewegungsgleichungen  eines  bewegten  Systems  dadurch  be- 
stimmt, dafs  die  sogenannte  Wirkung 


Digitized  by  LjOOQ IC 


Kleinigkeiten  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik.  139 

t 
to^f{V+T)dt 

0 

ein  Grenzwert  sein  soll.  Dabei  ist  T  die  lebendige  Kraft  des 
Systems.  Die  Zeit  f,  über  welche  integrirt  wird,  und  die  Anfangs- 
und  Endwerte  der  Coordinaten  sind  als  invariabel  zu  betrachten. 
Deshalb  nennt  Helmholtz  die  Gröfse  «?/f,  die  oflFenbar  auch  ein 
Grenzwert  wird,  das  mittlere  kinetische  Potential. 

Dieselbe  Function  F,  also  das  statische  Potential,  liefert  auch 
far  den  Fall  des  Gleichgewichtes  das  Kriterium  der  Stabilität. 
Dieses  besteht  nämlich  darin,  dafs  der  Wert  der  Kraftfimction  oder 
des  statischen  Potentials,  verglichen  mit  den  allen  möglichen  Nachbar- 
lagen zukommenden  Werten,  ein  wahres  Maximum  wird.  Die  Arbeiten 
mehrerer  Forscher  (Appell,  mec.  rat.  n,  art.  458,  Thomson  und 
Tait  I,  art.  350,  355,  358—361,  Routh,  rig.  dyn.,  art.  102,  Routh, 
stability  of  motion,  Lond.  1877,  Ad.  prize-schriffc,  Poincarec.  r.  124, 
S.  713,  1897,  Painl^v^,  c.  r.  124  S.  1222,  1340)  behandeln  analoge 
Eigenschaften  des  kinetischen  Potentials.  So  besteht  bei  der  Central- 
bewegung  im  Kreise  ebenfalls  zwischen  der  Stabilität  und  der 
Maximumeigenschaft  des  kinetischen  Potentials  oder  der  Gröfse  w 
eine  Beziehung,  allerdings  von  etwas  anderer  Art.  Es  ist  nämlich 
für   den  Fall   der  Labilität  der  Bewegung  tv  ein  wahres  Maximum. 

Dieser  Satz  ist  allerdings  von  dem  för  das  statische  Potential 
geltenden  disparat  genug,  zeigt  aber  trotzdem  eine  gewisse  Beziehung 
dazu.  Ich  fand  noch  nicht  Zeit,  zu  prüfen,  ob  er  sich  auf  die  von 
Korteweg  ebenfalls  untersuchte  Bedingung  der  Labilität  der  Central- 
bewegung  in  einer  ellipsenartigen  Bahn  ausdehnen  läfst. 

Für  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  einer  krummen 
Fläche  ohne  Einwirkung  sonstiger  Kräfte  gilt  teilweise,  aber  nicht 
allgemein,  ein  ähnlicher  Satz.  Da  dann  V  =  0  ist,  so  reducirt  sich 
w  auf  jTdt  Ist  daher  m  die  Masse  und  v  die  Geschwindigkeit 
des  Beweglichen,  so  wird  w  =  -^mfvds. 

Nimmt  man  v  nicht  constant,  so  wird  w  jedenfalls  vergröfsert 
gegenüber  den  Werten,  die  es  bei  gleicher  Bahn  tmd  constantem  v 
hat.  Beschränkt  man  daher  die  Variation  durch  die  Bedingung, 
dafs  V  constant  sein  soll,  so  kann  man  keine  Variationsart  aus- 
schliefsen,  durch  welche  w  kleiner  wird  als  bei  den  betrachteten. 
Dann  wird  aber 

w  =  jmvfds  =  ms^ßt 

Da  t  als  constant  zu  betrachten  ist,  so  ist  w  ein  Minimum, 
wenn  s  ein  solches  ist. 

Wir  wollen  uns  auf  den  Fall  beschränken,  dafs  die  unvariirte 
Bewegung   in    einer   geschlossenen   Bahn   geschieht,    tmd  lassen  bei 
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ihr  und  daher  auch  hei  der  yarürten  Bewegung  immer  den  Anfongs- 
punkt  der  Integration  mit  dem  Endpunkte  zusammenfallen.  Die 
Bewegung  auf  dem  gröfsten  Kreise  einer  Kugel,  sowie  die  auf  der- 
jenigen Ellipse  des  dreiaxigen  EUipsoides,  deren  Ehene  die  gröbste 
und  mittlere  oder  die  mittlere  und  kleinste  Axe  enthält,  wollen  wir 
stahil  nennen,  weil  hei  jeder  unendlich  kleinen  Störung  die  Bahn 
immer  unendlich  nahe  der  ungestörten  hleiht.  Diese  Begri&be- 
Stimmung  ist  vollkommen  analog  der  Korteweg'sohen  Definition 
der  Stahilität  der  Centralhewegung  im  Kreise.  Doch  madite  mich 
Herr  Sommerfeld  darauf  aufinerksam,  daTs  nicht  auch  der  Ort 
des  Beweglichen  unendlich  nahe  dem  Orte  ist,  an  d^n  sich  dasselbe 
bei  der  ungestörten  Bewegung  nach  Verlauf  derselben  Zeit  befand. 
Dies  gilt  sowohl  hier,  als  auch  bei  der  stabilen  Centralhewegung 
im  Kreise.  Für  alle  diese  Bewegungen  ist  sv^  daher  auch  to  wl 
Maximum-Minimum.  Die  Bewegung  auf  der  Kehlellipse  des  ein- 
schaligen Hyperboloids  oder  in  einer  auf  der  Axe  senkrechten  Ebene 
auf  einem  Cjlinder  mit  elliptischer  oder  kreisförmiger  Basis  nennen 
wir  eine  primär  labile,  da  bei  jeder  kleinsten  Störung  die  Bahn 
sich  tmunterbrochen  von  der  ungestörten  entfernt.  Für  diese  Bahnen 
ist  auch  analog  dem  fEb*  die  Centralhewegung  im  Kreise  gefundenen 
Satz  5,  tmd  daher  auch  tv^  ein  absolutes  Minimum. 

Für  die  Bewegung  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoide  in  der  Ellipse, 
welche  die  gröfste  und  kleinste  Axe  enthält,  oder  auf  dem  Rotations- 
ellipsoid in  einer  Meridianellipse  geht  bei  unendlich  kleiner  Störung 
der  Bewegung  die  Bahn  im  allgemeinen  in  eine  solche  über,  weldie 
die  ursprüngliche  zwar  schneidet,  aber  sich  doch  allmählich  um 
endliches  davon  entfernt.  Wir  wollen  eine  Bewegung,  welche  diese 
Eigenschaft  zeigt,  secundär-labil  nennen.  In  dem  eben  betrachteten 
Falle  ist  to  ein  Maximum-Minimum.  Ich  fand  auch  noch  nicht  Zeit, 
zu  untersuchen,  wie  sich  to  bei  Drehung  eines  Körpers  um  die 
Axe  seines  gröfsten  oder  mittleren  oder  kleinsten  Trägheitsmomentes 
verhält. 

§  2.  In  seinen  Rechnungen  über  zusammengesetzte  monocjküsche, 
resp.  gefesselte  polycyklische  Systeme  beobachtet  Helmholtz  FftUe 
von  folgendem  Typus.  An  zwei  parallelen  Axen  sei  je  ein  coaxi&ler 
Rotationskörper  befestigt.  Diese  beiden  Rotationskörper  mögen  mh 
so  nach  entgegengesetzten  Seiten  verjüngen,  dafs  in  einer  oontinmr- 
lichen  Reihe  von  Ebenen,  die  alle  senkrecht  zu  beiden  Axen  stehen, 
derselbe  beide  Axen  verbindende  Transmissionsriemen  oder  ein  eben- 
solches Frictionsrad  laufen  kann,  was  ohne  Gleitung  geschehen  solL 
Riemen  oder  Frictionsrad  kann  masselos  oder  mit  Masse  begabt 
sein.  Durch  Verschiebung  der  Riemenebene  parallel  zu  sich  selbst 
um  ein  Stück  p  aus  ihrer  Anfangslage  kann  die  Übersetiungsiabl 
(das  Verhältnis  der  Winkelgeschwindigkeiten  der  beiden  Axen)  con* 
tinuirlich  verändert  werden. 
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An  jeder  der  Axen  soll  ein  coaxialer,  mit  Masse  gleichmäfsig 
erfüllter  Rotationskörper  (oder  eine  an  einer  Stange  langsam  ver- 
schiebbare Masse)  befestigt  sein,  w  and  co  seien  deren  Drehongs- 
winkel  um  die  Axen  gegen  bestimmte  Anfangslagen.  Der  Wert  von 
p  und  dw/dt  bestimmt  allerdings  im  ersten  Falle  den  auf  serlich 
sichtbaren  Zustand  des  Systems  vollständig,  da  die  Körper  als  voll- 
kommene Rotationskörper  gedacht  sind,  deren  absolute  Winkel- 
stellung dem  Auge  nicht  erkennbar  sein  soll,  wogegen  ihre  Winkel- 
geschwindigkeit an  den  Centrifngalkräften  u.  s.  w.  bemerkbar  sein 
soll.  Es  fragt  sich  mm,  ob  daraus  folgt,  dafs  man  richtige  Gleichungen 
erhält,  wenn  man  die  lebendige  Kraft  T  durch  p  und  dw/dt  aus- 
drftckt,  also  daraus  dm/dt  eliminirt  und  dann  die  Differentialgleichungen 
fOr  die  Änderung  von  p  und  w  nach  der  Lagrange 'sehen  be- 
kannten Schablone  so  ableitet,  als  ob  die  Gröfsen  p  und  w  gewöhn- 
liche generalisirte  Coordinaten  wären. 

Bei  Ableitung  der  Lagrange'schen  Gleichungen  wird  nämlich 
vorausgesetzt,  dafs  durch  die  Werte  der  generalisirten  Coordinaten 
allein  die  Position  jedes  materiellen  Punktes  des  Systems  bestimmt 
ist,  unabhängig  von  der  Art  und  Weise,  wie  sie  von  ihren  Anfangs- 
werten zu  diesen  Werten  übergegangen  sind,  abgesehen  vielleicht 
von  einzelnen  Yerzweigungspunkten.  Mit  anderen  Worten:  die  recht- 
winkligen Coordinaten  x^  y^  z  jedes  materiellen  Punktes  des  Systems 
können  vielleicht  mehrdeutige  Functionen  der  generalisirten  Coordi- 
naten sein,  aber  es  dürfen  nicht  zu  jeder  Wertcombination  der 
generalisirten  Coordinaten  alle  überhaupt  möglichen  Werte  der 
Coordinaten  x^  y^  e  eines  materiellen  Punktes  gehören. 

Mit  noch  anderen  Worten:  wenn  jpj,  i?2)  •  •  •  ^®  generalisirten 
Coordinaten  sind,  so  müssen  die  Differentialgleichtmgen 

dx  =  Si  dp^  +  Udp^-\ , 

dy  =  1^1  dp^  +  %  ^i^a  H ^  s.  w. 

integrabel  sein.  Dies  gilt  von  den  Gröfsen  w  und  p  nicht.  Je 
nachdem  man  zuerst  den  Transmissionsriemen  verschiebt  und  dann 
den  ersten  Körper  dreht  oder  umgekehrt,  kann  man  bewirken,  dafs 
zu  einem  bestimmten  Wertpaare  von  p  und  w  die  verschiedensten 
sich  continuirlich  folgenden  Lagen  des  zweiten  Körpers  gehören, 
was  man  in  neuerer  Zeit  häufig  als  das  Fehlen  der  Holonomie  be- 
zeichnet. Wenn  man  p  als  generalisirte  Coordinate  auffafst,  so 
koDomt  nur,  wenn  der  Transmissionsriemen  Masse  hat,  nicht  aber, 
wenn  er  masselos  gedacht  wird,  der  Differentialquotient  von  p  nach 
der  Zeit  in  T  vor.  Das  Fehlen  des  Differentialquotienten  einer  der 
Coordinaten  nach  der  Zeit  in  T  aber  scheint  inmier  auf  Ungereimt- 
heiten zu  fahren. 

Natürlich  würde  man  sofort  richtige  Gleichungen  erhalten, 
wenn  man  die  lebendige  Kraft  T  als  Function  von  dw/dt  und  da/dt 
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aasdrücken  und  diejenige  Form  der  Lag  ränge  ^schen  Gleichungen 
anwenden  würde,  welche  gilt,  falls  noch  eine  Bedingung  zwischen 
den  Coordinaten  besteht.  Als  solche  wäre  die  durch  den  Riemen 
bedingte  Beziehung  zwischen  beiden  WinkelgeschwÜMÜgkeiten  ein- 
zuführen. Dann  würde  blofs,  falls  der  Riemen  Maaae  hat,  der 
Differentialquotient  von  p  nach  der  Zeit  in  T  vorkommen.  Die 
Veränderlichkeit  der  Bedingung  mit  der  Zeit  aber  würde  saust  gar 
nicht  in  die  Gleichungen  eingehen,  sodafs  die  continuirliche  Ver- 
änderlichkeit des  Übersetzungsverhältnisses  gar  keine  Rolle  mehr 
spielt.  Dann  kann  aber  dieses  immer  als  rational  und  die  ganae 
Bewegung  als  eine  periodische  aufgefafst  werden.  Die  Helmholtz'- 
schen  Sätze  werden  dann  specielle  Fälle  der  von  mir  und  Clausius 
in  unseren  Abhandlungen  über  die  Beziehung  des  Principe  der 
kleinsten  Wirkung  zum  zweiten  Hauptsatz  abgeleiteten. 

§  3.  Das  d'Alembert'sche  Princip  wird  manchmal  folgender- 
mafsen  ausgesprochen:  Wenn  man  auf  jeden  materiellen  Punkt  eines 
Systems  in  einem  beliebigen  Zeitmomente  seiner  Bewegung  eine 
&afb  wirken  läfst,  deren  Intensität  gleich  der  mit  der  Masse  des 
Punktes  multiplicirten  Beschleunigung  desselben,  und  deren  Richtung 
der  letzteren  Beschleunigung  gerade  entgegengesetzt  ist,  so  kommt 
das  System  sofort  ins  Gleichgewicht.  Das  Gleichgewicht  kann  hier 
nicht  dahin  definirt  werden,  dafs  kein  materieller  Punkt  eine  Be- 
schleunigung erfährt.  Diese  werden,  sobald  überhaupt  Bewegung 
vorhanden  ist,  infolge  der  Bedingungsgleichungen  die  mannigfachsten 
Beschleunigungen  erfahren  können.  Man  könnte  sagen,  das  System 
kommt  bei  Hinzufügung  der  besagten  Kräfte  ins  Gleichgewicht, 
wenn  es  gleichzeitig  in  der  Position,  die  es  augenblicklich  hat,  in 
Ruhe  versetzt  wird.  Allein  diese  Definition  wird  sinnlos,  wenn 
Ruhe  des  Systems  mit  den  Bedingungsgleichungen  gar  nicht  verein- 
bar ist.  Man  kann  da  folgende  Definition  aufistellen:  gewisse 
Kräfte  halten  sich  an  einem  bewegten  System  das  Gleichgewicht, 
wenn  \mter  ihrem  Einflufs  die  Bewegung  gerade  so  vor  sich  geht 
(dieselben  Beschleunigungen  eintreten),  wie  dies  bei  gleicher  Anü&ngs- 
position  und  gleichen,  gleichgerichteten  AnfEUigsgesch windigkeiten 
ohne  alle  äufseren  Kräfte  der  Fall  wäre.  Wenn  die  Bedingungen 
durch  lauter  Gleichungen  ausgedrückt  sind  und  Ruhe  überhaupt 
damit  vereinbar  ist,  so  halten  sich  die  Kräfte  am  ruhenden  System 
immer  auch  Gleichgewicht.  Sind  hingegen  die  Bedingungen  durch 
Ungleichungen  ausgedrückt,  so  ist  dies  nicht  inmier  der  Fall.  Auf 
einen  bewegten,  an  einem  unausdehnbaren  Faden  befestigten  Körper 
kann  eine  Kraft,  die  kleiner  als  die  Centrifngalkraft  ist,  in  der 
Richtung  des  Fadens  wirken,  ohne  die  Bewegung  zu  verändern. 
Diese  Kraft  würde  aber  an  dem  unter  sonst  gleichen  Bedingungen 
ruhenden  Körper  nicht  das  Gleichgewicht  unterhalten. 
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1.  Die  Photogrammetrie  lehrt,  aus  photographischen  Bildern  [Per- 
spectiven] den  dargestellten  Gegenstand  nach  Lage  und  Mafs  zu 
reconstmiren.  Im  Gegensatz  zu  der  Perspective,  als  deren  Um- 
kehrung  sie  gewissermafsen  erscheint,  dient  sie  durchaus  technischen 
Zwecken,  während  bei  jener  künstlerische  Zwecke  mafsgebend  sind. 
Zur  Lösung  ihrer  Aufgaben  bedient  sie  sich  der  Methoden  der  dar- 
stellenden Geometrie  incl.  Perspective,  der  neueren  Geometrie  und 
gelegentlich  auch  der  analytischen  Geometrie.  Für  die  Abgrenzung 
des  Stoffes  und  die  Wahl  der  Methoden  ist  die  Bücksicht  auf  die 
AnwendungsfUhigkeit  entscheidend. 

Schon  hundert  Jahre  bevor  die  photographische  Technik  die 
exacte  und  mühelose  Herstellung  von  Perspectiven  ermöglichte,  hat 
J.  H.  Lambert  in  seiner  „Freien  Perspective"  (Zürich  1759)  die 
Grundlinien  eines  geometrischen  Verfahrens  der  Photogrammetrie  ge- 
legt. Ln  achten  Abschnitt,  der  von  den  umgekehrten  Begeln  der  Per- 
spective handelt,  lehrt  Lambert  nicht  nur  die  Bichtigkeit  einer 
gegebenen  Perspective  zu  prüfen,  sondern  auch  den  Standpunkt  zu 
finden,  von  dem  aus  sie  aufgenommen  wurde,  und  aus  der  Eenntniis 
einiger  Abmessungen  des  Objectes  auf  die  übrigen  zu  schlieisen. 
Als  später  die  fortschreitende  Technik  die  Grundlage  fCb-  eine  nütz- 
liche Anwendung  jener  Begeln  geschaffen  hatte,  waren  sie  vielfach 
vergessen.  Die  Photogrammetrie  entwickelte  sich  in  den  Händen 
von  Ingenieuren  und  Architekten,  wie  Mejdenbauer,  Laussedat, 
Porro  u.  A.  ausschlieislich  nach  der  instrumentellen  Seite  und  unter 
möglichst  geringem  Aufwand  von  theoretischem  Apparat.  Geodäten 
wie  Jordan  und  Koppe  haben  die  Disciplin  aulserdem  durch  Dis- 
cussion  der  Genauigkeitsgrenzen  vertieft.  Von  mathematischer  Seite, 
namentlich  von  B.  Sturm,  wurden  inzwischen  eine  Anzahl  von 
Untersuchungen  ausgeführt,  deren  engster  Zusammenhang  mit  unserem 
Gegenstande  den  Verfassern  unbekannt  geblieben  war,  und  Herrn 
Guido  Hauck  blieb  es  vorbehalten,  den  notwendigen  Contact 
zwischen  der  im  Laufe  der  Zeit  hochentwickelten  projectiven  Geo- 
metrie und  einem  ihrer  nächstliegendsten  Anwendungsgebiete,  der 
Photogrammetrie,  herzustellen.     Bei  der  Abfietösung  des  vorliegenden 
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Referates  über  die  geometrischen  Grundlagen  der  Photogrammetrie 
muDste  der  Yer&sser  vielfach  über  das  in  der  Literatur  vorliegende 
Material  hinausgehen  und  aus  seiner  nunmehr  zehnjfthrigen  Praxis 
und  Lehrthätigkeit  auf  diesem  Gebiete  schöpfen,  um  einige  Abrandong 
zu  erzielen.  Da  der  instrumentelle  Teil  der  Photogranunetrie  natur- 
gemäfs  auszuschlieüsen  war,  muiste  auch  die  Theorie  der  Constanten- 
bestimmung  und  Bectification  fortbleiben. 


Vorbereitende  Ooiistraotionen  und  DeflnitioneiL 

2.  Zunächst  seien  einige  Constructionen  und  Formeln  Toraus- 
geschickt,  welche  in  der  Folge  benützt  werden. 

a)  Die  Construction  eines  Strahles,  der  mit  3  Strahlen  eines 
Büschels  ein  durch  4  Punkte  auf  einer  Geraden  gegebenes  Doppel- 
Verhältnis  einschliefst 

um  den  Strahl  i  zu  bestimmen,  trägt  man  [Fig.  1]  die  4  Punkte 
auf  eine  bewegliche  Linie  [Lineal  oder  Papierstreifen]  auf  und 
verschiebt    dieselbe    so    lange,    bis    die    3    Punkte   ABC  auf  die 


//     \  \ 


^ 


3  Strahlen  aßy  fallen;  dann  markirt  man  die  Lage  des  PunktM 
D  und  zieht  durch  ihn  den  Strahl  6.  Ist  das  Doppelverhäliziis 
durdi  4  Strahlen  gegeben,  so  hat  man  nur  die  4  Strahlen  vorher 
durch  eine  Gerade  zu  schneiden  und  ihr  Doppelverh&ltnis  auf  das 
von  4  Punkten  zu  reduciren.  Die  Construction  ist  einfacher,  rasdier 
und  genauer  ausführbar  als  die  sonst  mit  Lineal  und  Zirikel  aus* 
geführten« 
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b)  In   fthnlicher  Weise  könnte  man  yerfahren,   wenn  man  m 

3  Punkten  ABC  einen  4.  Punkt  D  mit  gegebenem  Doppelyerh&ltnis 
finden  soll.  In  den  meisten  Fällen  wird  aber  hier  die  Rechnung 
vorzuziehen  sein,  namentlich  dann,  wenn  das  Doppelyerhältnis 
{AB CD)  =  X  als  Zahlenwert  gegeben  ist.  Sind  die  Abstände  der 
Punkte  ABC  von  einem  festen  Punkt  x^x^x^^  so  ist  der  Abstand 
des  gesuchten  Punktes  x^  durch  die  Formel  gegeben: 

^  _  (as»  —  ai)a?,  +  X{x^  —  x^)Xi  ,,v 

*  ix,-x,)  +  l{x,^x,)     •  W 

c)  Eine  Specialisirung  dieser  Formel  tritt  dann  ein,  wenn  AB 
das  Büd  der  Einheitsstrecke  und  C  der  Fluchtpunkt  [das  Bild  des 
unendlich  fernen  Punktes]  auf  einer  Geraden  ist.  Einem  Punkt  2) 
entspricht  dann  eine  wirkliche  Entfemimg  x  von  dem  durch  A  dar- 
gestellten Punkt,  welche  durch   die  Formel  x  =  ^^  •  -jg  gegeben 

ist»  Häufig  kommt  es  auch  vor,  dafs  auf  einer  Geraden  die  Bilder 
zweier  aneinanderstofsender  Einheitsstrecken  a  und  h  gegeben  sind, 
und  man  soll  die  wirkliche  Entfernung  eines  Punktes  von  dem 
Punkte  berechnen,  in  dem  die  beiden  Einheitsstrecken  zusammen- 
stofsen.  Ist  das  Bild  dieser  Entfernung  in  der  Perspective  m,  so 
berechnet  sich  die  wirkliche  Entfernung  nach  der  Formel: 

x~a  +  b       a  +  ft'm'  ^^^ 

a  und  h  sind  dabei  die  Längen  der  Einheitsstrecken  im  Bilde;  a  ist 
gröfser  als  h  vorausgesetzt  und  der  positive  Sinn  vom  Anfangspunkt 
aus  in  der  Richtung,  in  der  h  liegt,  zu  verstehen. 

3.  Construction  eines  Punktes  oder  einer  Geraden  einer  ebenen 
Perspective.  ^ 

Es  seien  zwei  perspectiv  auf  einander  bezogene  Ebenen  ge- 
geben.     Den    4    Punkten   AB  CD    der    ersten    Ebene    entsprechen 

4  Punkte  A'B'C'D'  der  zweiten  Ebene.  Man  soll  zu  einem  Punkt 
E  den  zugehörigen  Punkt  E\  xmd  zu  einer  Geraden  g  die  zu- 
gehörige Gerade  g'  finden.  Zur  Lösung  der  ersten  Aufgabe  ziehe 
man  [Fig.  2]  die  4  Linien  AB  CD  und  die  beiden  Diagonalen  AC  und 
BD  und  die  entsprechenden  Linien  in  der  zweiten  Ebene.  Der  Punkt 
E  wird  dann  mit  den  4  Punkten  AB  CD  verbunden.  Es  entstehen 
auf  diese  Weise  4  Strahlenbüschel,  welche  nach  der  Construction 
(2  a)  in  die  zweite  Ebene  zu  übertragen  sind.  Dort  müssen  sich 
dann  die  4  neu  eonstruirten  Strahlen  in  dem  gesuchten  Punkt  E' 
schneiden.  Die  Häufung  der  örter  für  den  Punkt  E'  ist  wichtig 
für  die  Genauigkeit  der  auszufahrenden  Construction.  Sind  sehr 
viele  Punkte  E  aus  einer  Ebene  in  eine  andere  zu  übertragen,  so 
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verfährt  man  besser  folgenderxnaXsen:  Man  zeichnet  in  der  ersten 
Ebene  ein  Quadrat  [oder  ein  Rechteck]  von  passenden  Dimensionen 
und  überträgt  dessen  Eckpunkte  nach  dem  eben  angegebenen  Ver- 


Flg.  i. 


/'E 


fahren  möglichst  genau  in  die  zweite  Ebene.  Das  Quadrat  [bezw. 
Bechteck]  wird  durch  fortgesetzte  Halbirung  der  Seiten  in  eine 
gröfsere  Anzahl  kleinerer  Quadrate  geteilt.  Die  entsprechenden 
Vierecke  in  der  Perspective  kann  man  dann  auf  zweierlei  Weisen 
ableiten,  die  je  nach  den  Umständen  anzuwenden  sind.  Entweder 
halbirt   man    durch    fortgesetztes  Diagonalen -Ziehen    [siehe  Fig.  3] 

das  dem  Qua- 
jbW — r-^--_^  _-  drat  entspre- 
chende Viereck 
in  der  Perspec- 
tive, oder  man 
übertriLgt  die 
Teilpunkte  auf 
den  Bändern  des 
Quadrates  in  der 
ersten  Ebene 
nach  dem  oben  angegebenen  Verfahren  in  die  zweite  Ebene  und 
benützt  das  Diagonalen -Ziehen  gewissermaHsen  nur  als  Controle. 
Hat  man  so  ein  hinreichend  dichtes  Netz  —  ein  sogenanntes 
Möbius'sches  Netz  —  aus  der  einen  Ebene  in  die  andere  über- 
tragen, so  kann  man  sich  zur  Einschaltung  der  weiteren  Punkte 
entweder  auf  das  Augenmafs  verlassen  oder  von  dem  Satz  Grebrauch 
machen,  dafs  eine  ebene  Collineation  in  einem  genügend  kleinen 
Bezirk  immer  durch  eine  Affinität  ersetzt  werden  kann.  —  Um  eine 


\ 
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Gerade  aus  der  ersten  Ebene  in  die  zweite  zu  übertragen,  über- 
trftgt  man  entweder  zwei  Punkte  von  ihr  oder,  was  in  manchen 
Fallen  bequemer  ist,  einen  Punkt  und  die  Richtung  der  Geraden; 
letztere  dadurch,  dafs  man  sie  in  ein  Strahlenbüschel  mit  mehr  als 
3  bekannten  Strahlen  einschliefst.  Durch  Combination  dieses  zeich- 
nerischen Verfahrens  mit  den  Formeln  (I)  und  (11)  lassen  sich  un- 
schwer Verfahren  ausfindig  machen,  durch  welche  man  aus  Mafsen, 
die  der  ersten  Ebene  entnommen  sind,  die  Coordinaten  des  zu- 
gehörigen Punktes  in  der  zweiten  Ebene  berechnen  kann. 

4.  Es  sind  zwei  Bäume  dadurch  collinear  auf  einander  bezogen, 
dais  zu  5  Punkten  des  einen  Baumes  5  Punkte  des  andern  Baumes 
gegeben  sind.  Man  soll  entsprechende  Punkte,  Linien  und  Ebenen 
finden. 

Man  yerfllhrt  ähnlich  wie  vorhin  in  der  Ebene.  Die  4  Punkte 
AB  CD  mögen  ein  Coordinaten -Tetraeder  bilden  und  F  den  zu- 
gehörigen Einheitspunkt.  Ein  Punkt  G  habe  dann  bestimmte 
Tetraeder -Coordinaten  in  diesem  System.  In  dem  zweiten  Baum 
bildet  man  das  entsprechende  Tetraeder  A'B'C'D'  mit  dem  Ein- 
heitspunkt F\  Der  zu  G  collineare  Punkt  Q'  hat  in  diesem 
System  dieselben  Tetraeder -Coordinaten.  Die  Übertragung  des 
Punktes  G  in  den  Baum  von  G'  kann  in  der  Weise  geschehen, 
dafs  man  zunächst  vom  Punkte  A  aus  die  Punkte  F  und  G  in  die 
Ebene  BCD  projicirt.  Die  Projectionspunkte  seien  JF\  xmd  G^, 
Der  dem  Punkte  F^  entsprechende  Punkt  F^  läfst  sich  dadurch 
finden,  dafs  man  F*  von  A'  auf  die  Ebene  B'C'D'  projicirt.  Nun 
wird  der  Punkt  0/  in  der  Ebene  B'C'D'F'  nach  der  Construction 
des  fünften  Punktes  bei  der  ebenen  OolHneation  gefunden.  In  der 
Verbindungslinie  A'G^  haben  wir  dann  einen  geometrischen  Ort 
für  den  Punkt  G\  Weitere  geometrische  Oerter  ergeben  sich  in 
analoger  Weise  durch  die  Strahlen  B'G^\  CI'G^\  -Z^'G^Z»  welche  von 
den  drei  andern  Eckpunkten  des  Coordinaten -Tetraeders  auslaufen. 

Gerade  Linien  und  Ebenen  werden  mit  Hilfe  ihrer  Spuren  in 
den  Tetraederebenen  übertragen. 

5.  In  den  nachfolgenden  Entwicklungen  werden  mehrfach  einige 
Sätze  über  das  Problem  der  ebenen  Projectivität  verwendet,  welche 
von  Herrn  Sturm  im  I.  Band  der  mathematischen  Annalen  ent- 
wickelt wurden,  und  die  hier  Platz  finden  mögen,  a)  In  zwei 
Ebenen  e  und  e'  sind  je  fänf  paarweise  zusammengehörige  Punkte 
P^P^P^P^P^^  P^P^P^P^P^  gegeben,  dann  existirt  zu  jedem  Punkt 
Q  der  Ebene  e  ein  einziger  Punkt  Q'  der  Ebene  e\  so  dafs  das 
Büschel  der  Strahlen  von  Q  nach  P^  bis  P5  projectiv  zu  dem 
Büschel  der  Strahlen  von  Q'  nach  P^  bis  P^  ist.  Der  Punkt  Q' 
kann,  wie  später  (19)  auseinandergesetzt  wird,  als  4.  Schnittpunkt 
zweier  Kegelschnitte,  welche  drei  bekannte  Schnittpunkte  haben,  ge- 
funden werden.     Die  Bestimmung  des  Punktes  Q'  ist  die  projective 
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YenJlgemeiiieraiig  der  sogenannten  Pothenof sehen  Angabe.  Bei 
letzterer  treten  an  Stelle  der  beliebigen  Punkte  P4P5  nnd  JP^P^ 
die  Ereispnnkte  der  Ebenen  e  nnd  e\  b)  Tritt  zu  den  fünf  Paaren 
entsprechender  Ponkte  noch  ein  sechstes  Paar  P^,  P/  hinzn,  so  nnd 
die  Punkte  Q  der  Ebene  e,  welche  die  Eigenschaft  haben,  daik  za 
ihnen  ein  Punkt  Q'  der  Ebene  e'  yon  der  Art  existirt,  daCs  das 
Büschel  Q{P^  •  •  Pe)  prqjectiv  zn  Q\F^  •  •  •  P/)  wird,  auf  eine 
Onrve  dritter  Ordnung  beschrankt,  welche  durch  die  sechs  Punkte 
-^1  * '  *  -^6  ^^^  Dieselbe  enth&lt  aber  noch  sechs  weitere  bekannte 
Punkte  Qi*  •  *  Q^  ton  folgender  Definition:  Das  Strahlenbäsdiel 
Ci(P,P3P,P,Pe)  ist  projectiv  zu P/CP.'P/P/P/P/),  Q,{P^P^F^P,F^) 
projectiv  zu  P^\P^P^P^P^P^),  u.  s.  1  Der  Ort  der  Punkte  Q' 
ist  die  analog  gebildete  Curve  der  Ebene  e\  von  der  auch  zwölf 
Punkte  bekannt  sind,  c)  Durch  HinzufGLgung  eines  siebenten  Paares 
Pf,  P/  sind  die  Punkte  Q  und  Q'  in  den  Ebenen  e  und  e  be- 
stimmt. Es  giebt  in  e  drei  Punkte  Q,  zu  denen  in  e  Punkte  Q" 
so  gefunden  werden  können,  dalüi  die  Büschel  ^(Pi  *  -  *  P7)  und 
Q'{Pi  "  *  •  P^)  projectiv  sind.  Sie  ergeben  sich  als  Schnittpunkte 
zweier  Ourven  3.  0.,  von  welchen  sechs  Schnittpunkte  bereits  be- 
kannt sind. 

6.  Für  die  bei  photogrammetrischen  Problemen  gegebenen  Per- 
spectiven sollen  folgende  Bezeichnungen  gebraucht  werden  [vei^L 
Fig.  5,  S.  16]:  0  sei  das  Oentrum,  von  dem  aus  die  Perspective  auf- 
genommen wird.  Seine  Lage  gegenüber  der  Ebene  der  PerspectiTe 
ist  bestimmt  durch  das  Lot  Oa^  welches  auf  die  Ebene  der  Peis- 
peetive  gefiLllt  wird.  Der  Fufspunkt  a  des  Lotes  wird  der  Haupt- 
punkt der  Perspective  genannt,  die  Länge  Oa  die  Bildweite  oder 
Distanz  d  und  die  Richtiuig  Oa  die  Axe  der  Perspective.  Der  Haupt- 
punkt a  und  die  Distanz  d  heifsen  die  Elemente  der  inneren 
Orientirung  der  Perspective.  Die  Orölsen,  welche  das  Centnim  O 
und  die  Richtung  der  Perspectiv-Axe  im  Baum,  bezw.  gegen  das 
Object,  bestimmen,  seien  als  ftufsere  Orientirungselemente  von 
jenen  unterschieden. 

7.  Neben  wirklichen  Perspectiven  räumlicher  Gegenstände 
kommen  bei  photogrammetrischen  Constructionen  auch  perspective 
Bilder  von  solchen  Perspectiven  zur  Verwendung,  die  als  „abge- 
leitete Perspectiven^  von  den  wirklichen  oder  directen  Per- 
spectiven unterschieden  werden  sollen.  Eine  wirkliche  Perspective 
stellen  in  der  Regel  nur  das  photographische  Glas-Negativ  und  allen- 
falls davon  abgenommene  Diapositive  auf  Glas  dar.  Positive  Bilder 
auf  Papier  erleiden  infolge  der  Bäder,  die  sie  durchzumachen  haben, 
eine  Contraction,  die  fast  ausnahmslos  nach  versehiedenen  Richtungen 
verschieden  ist  und  angenähert  durch  eine  afifine  Transformation  der 
wirklichen  Perspective  ersetzt  werden  kann.  Aber  bei  anderen  Be- 
productionsverfahren,  mit  welchen  häufig  ein  Vergröbern  oder  Ver- 
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kleinem  des  Original-Negativs  verbunden  ist,  wird,  wenn  nicht  ganz 
besondere  Vorsichtsmarsregeln  getroffen  werden,  das  schliefsliche  Bild 
eine  mehr  oder  minder  willkürliche  Collineation  des  Original- 
Negativs,  eine  abgeleitete  Perspective,  darstellen.  Für  die  folgenden 
Betrachtangen  ist  es  von  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daCs  die  Zahl 
der  ebenen  Collineationen  einer  Perspective  weit  gröfser  ist  als 
die  Zahl  der  Schnitte  eines  Strahlenbündels  mit  einer  Ebene,  und 
dafs  daher  eine  abgeleitete  Perspective  in  der  Begel  nicht  als  eine 
wirkliche  Perspective  von  gleichem  Centrum  auf  eine  verschiedene 
Bildebene  angesehen  werden  kann.  Die  Zahl  der  GolHneationen  einer 
ebenen  Figur  ist  oo^  Davon  sind  oc^  congruent,  oo^  ähnlich.  Der 
Form  nach  verschieden  sind  also  oo^  Die  Mannigfaltigkeit  der 
ebenen  Schnitte  eines  Strahlenbündels  ist  cx>^  Davon  sind  oo^ 
ähnlich.  Also  ist  die  Zahl  der  der  Form  nach  verschiedenen  ebenen 
Schnitte  eines  Strahlenbündels  oo^  £s  mufs  demnach  eine 
Collineation  einer  ebenen  Figur  zwei  Bedingungen  er- 
füllen, damit  sie  als  Schnitt  eines  vorgegebenen  Strahlen- 
bündels aufgefafst  werden  kann,  das  zur  ebenen  Figur 
perspectiv  liegt.  Um  diese  Bedingungen  zu  finden,  denke  ich 
mir  von  einem  Punkt  der  Bildebene  das  Strahlenbüschel  nach  den 
unendlich  fernen  Punkten  der  Ebene  gezogen.  Diesem  Strahlen- 
büschel entspricht  ein  ihm  congruentes  Strahlenbüschel  in  dem  proji- 
cirenden  Bündel.  In  einer  collinearen  Abbildung  der  Bildebene 
kann  man  zunächst  das  von  einem  endlichen  Pimkt  derselben  nach 
den  unendlich  fernen  Punkten  führende  Strahlenbüschel  construiren. 
Infolge  der  projectiven  Beziehung  dieser  Ebene  zum  Strahlenbündel 
entiq>richt  den  Punkten  der  unendlich  fernen  Geraden  ein  Strahlen- 
büachel  in  dem  Bündel.  Nur  wenn  dieses  congruent  ist  mit  dem 
Strahlenbüschel  in  der  collinearen  Ebene,  ist  die  Einpassung  möglich. 
Dazu  Bind  zwei  Bedingungen  zu  erfüllen,  z.  B.  die  Gleichheit 
zweier  Winkel  in  beiden  Strahlenbüscheln.  Mit  Zuhilfenahme  der 
imaginären  Eugelelemente  kann  man  die  Bedingungen  auch  so  aus- 
sprechen: Es  müssen  den  imaginären  Ereispunkten  in  der 
Ebene  der  Perspective  zwei  Strahlen  des  Bündels  zuge- 
ordnet sein,  welche  nach  dem  imaginären  Eugelkreis 
laufen,  damit  die  Perspective  dem  Strahlenbündel  ein- 
gepafst  werden  kann. 

8.  Von  gröfster  Wichtigkeit  für  die  Photogrammetrie  sind  die 
von  Herrn  Guido  Hauck  eingeführten  „Eernpunkte^^  Dieselben 
treten  auf^  sobald  die  Perspectiven  von  mehr  als  zwei  Standpunkten 
aus  in  Frage  kommen.  Man  nennt  nämlich  das  Bild  des  zweiten 
Standpunktes  0^  auf  der  Perspective  vom  Standpunkte  0^  einen 
Eempunkt  und  das  Bild  des  Punktes  0^  auf  der  Perspective  vom 
Standpunkte  0,  den  dazu  gehörigen  gegnerischen  Eempunkt.  Legt 
man  durch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Standpunkte  0^  und  0^ 
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eine  Linie,  so  trifft  diese  die  beiden  Bildebenen  in  den  gegnerischen 
Kernpunkten  0^  und  O^''.  Ein  Punkt  P  des  Baumes  hat  in  der 
ersten  Bildebene  das  Bild  P',  in  der  zweiten  Bildebene  das  Bild 
P",  Legt  man  durch  P  und  0^0^  eine  Ebene,  so  schneidet  diese 
die  Bildebenen  in  Strahlen  O^'P'  und  0^'F'\  Für  verschiedene 
Punkte  P  beschreiben  die  beiden  Strahlen  O^F'  und  O^'P"  Strahlen- 
büschel; die  in  Bezug  auf  den  Schnitt  der  beiden  Bildebenen  per- 
spectiv liegen.  [Vergl.  Fig.  4,  S.  15.]  Denkt  man  sich  die  beiden 
Bildebenen  aus  ihrem  Zusammenhang  gelöst,  so  sind  jene  perspectiven 
StrahlenbtLschel  projectiv,  und  wir  haben  den  wichtigen  Satz: 

Von  den  beiden  gegnerischen  Kernpunkten  aus  werden 
die  entsprechenden  Bilder  von  Baumpunkten  durch  pro- 
jective  Strahlenbüschel  projicirt. 

Dieser  Satz  ermöglicht  die  Auffindung  der  Kernpunkte,  sobald 
eine  genügende  Anzahl  zusammengehöriger  Bilder  von  Baumpunkten 
auf  zwei  Perspectiven  gegeben  sind.  Die  notwendige  Anzahl  hierzu 
beträgt  7,  und  man  hat  die  Aufgabe  zu  lösen,  in  der  Ebene  der 
ersten  Perspective  einen  Punkt  0^  so  zu  finden,  daüis  die  7  Strahlen, 
die  von  ihm  aus  nach  den  Punkten  PiP^  •  •  •  P^'  gehen,  eben  die- 
selben Doppelverh&ltnisse  haben,  wie  die  7  Strahlen,  die  von  einem 
noch  zu  suchenden  Punkt  0^'  nach  den  Punkten  P^'P^'  •  •  •  P^" 
gehen.  [Yergl.  5  c.]  Die  Lösung  giebt  3  zusammengehörige  Paare 
von  Punkten  0^  und  0{\  welche  als  Schnitte  zweier  ebenen  Gurven 
3.  Ordnung,  die  6  Punkte  gemeinsam  haben,  gefunden  werden.  Erst 
wenn  zu  den  7  Paaren  zusanmiengehöriger  Punkte  noch  ein  achtes 
Paar  tritt,  l&fst  sich  unter  den  3  Punkten  die  Auswahl  treffen. 

9.  Die  Auffindung  der  gegnerischen  Kernpunkte  wird  sehr  er- 
leichtert, wenn  man  weüüs,  dafs  vier  von  den  dargestellten  Punkten 
des  Objectes  in  einer  Ebene  liegen.  Ihre  Bilder  seien  P^P^'P^P^ 
und  P^'P^'P^'P;\  Ein  fünfter  Punkt  habe  die  Büder  P/  und  P^\ 
Ich  kann  nun  P^  auch  als  Bild  Q^  des  Punktes  Q^  aaf&issen,  in 
welchem  der  Projectionsstrahl  O^P^  die  Ebene  P^P^P^P^  des  Ob- 
jectes trifft  Das  entsprechende  Bild  Q^'  in  der  Ebene  e^  wird 
nach  Früherem  (3)  so  bestimmt,  dafs  P^P^'P^P^Q^  ein  projectives 
Punktfeld  zu  P^' P^' P^' P^' Q^"  büdet.  Die  Verbindungslinie  P^'^Q^' 
giebt  nun  das  Bild  des  Projectionsstrahles  O^Q^P^  in  der  Ebene  e^ 
also  einen  geometrischen  Ort  für  den  Kernpunkt  0^\  Fafst  man 
P^'  als  Bild  B^'  des  Punktes  B^  auf,  in  welchem  der  Projections- 
strahl O^P^  die  Ebene  P^P^P^P^  trifft,  und  übertragt  man  2^"  in 
die  Ebene  e^  nach  B^^  so  erhält  man  dort  in  B^P^  einen  Ort  für 
Oj'.  Weitere  Oerter  für  die  Kernpunkte  finden  sich,  sobald  die 
Bilder  P^  und  P^'  bekannt  sind.  Sind  demnach  vier  auf  den 
beiden  Büdem  dargestellte  Punkte  des  Objectes  in  einer  Ebene  ge- 
legen, so  genügt  die  Kenntnis  der  Bilder  zweier  weiterer  Punkte, 
um  die  gegnerischen  Kernpunkte  linear  zu  construiren. 
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Es  sei  noch  bemerkt,  dafs,  wenn  auf  dem  einen  Bilde  der 
Kernpunkt  bekannt  ist,  der  gegnerische  Kernpunkt  auf  dem  anderen 
Bilde  immer  linear  construirt  werden  kann,  und  zwar  genügen  hierf&r 
die  Bilder  von  5  Objectpunkten.  [Vergl.  6  a  u.  19]. 

10.  Die  Kernpunkte  geben  uns,  wie  bereits  von  Herrn  Hauck 
betont  wurde,  ein  Mittel  an  die  Hand,  das  Aufsuchen  zusammen- 
gehöriger Bildpunkte  in  verschiedenen  Photographien  zu  er- 
leichtem. Einem  Punkt  P^  des  ersten  Bildes  kann  im  zweiten  Bild 
nur  ein  solcher  Punkt  F^'  entsprechen,  der  auf  dem  gegnerischen 
Kemstrahl  0^'P^'  zu  0^'P^  liegt.  0^*P^'  ist  nftmlich  das  Bild 
aller  Punkte  des  Projectionsstrahles  O^P^.  Sind  in  den  beiden 
Kemstrahlenbüscheln  3  Paare  entsprechender  Strahlen  bekannt,  so 
ist  zu  jedem  vierten  Strahl  des  einen  Büschels  der  entsprechende 
vierte  Strahl  des  andern  Büschels  nach  2  a  zu  construh^n,  und 
auf  diesem  mufs  das  zweite  Bild  irgend  eines  Punktes,  dessen  erstes 
Bild  auf  dem  ersten  Kemstrahl  liegt,  zu  finden  sein.  Auf  diese 
Weise  hat  man  sich  beim  Aufsuchen  des  entsprechenden  Punktes 
nur  auf  eine  Linie  zu  beschränken.  Die  Kernpunkte  leisten  aber 
noch  mehr,  indem  sie  ermöglichen,  die  Bilder  zweier  entsprechender 
Curven  in  beiden  Perspectiven  [z.  B.  Wegrftnder,  Wasserlftufe,  Flur- 
grenzen] punktweise  auf  einander  zu  beziehen  und  so  der  Con- 
struction  zugänglich  zu  machen.  Ich  ziehe  in  der  ersten  Perspective 
einen  beliebigen  Kemstrahl  nach  irgend  einem  Punkt  des  ersten 
Bildes  der  Curve.  Einer  der  Schnittpunkte  des  entsprechenden 
gegnerischen  Kemstrahles  mit  dem  zweiten  Bild  der  Curve  mufs 
dann  das  zweite  Bild  des  auf  dem  ersten  Bild  der  Curve  gewählten 
Punktes  sein.  Die  Mehrdeutigkeit,  die  hiebei  noch  vorhanden  ist, 
entspricht  ganz  dem  Umstände,  dafs  die  beiden  Projectionskegel 
einer  Curve  sich  in  der  Regel  nicht  nur  in  dieser  selbst,  sondern 
noch  in  einer  weiteren  Curve  schneiden. 


Beoonstruotion  ganser  Objeote  auB  mehreren  Bildern. 

11.  Nach  diesen  Vorbemerkungen  gehen  wir  dazu  über,  die 
wichtigsten  Aufgaben  der  Photogrammetrie  zu  besprechen.  Wir  setzen 
zunächst  voraus,  dafs  keinerlei  innere  Orientirungselemente  der 
Photographien  bekannt  seien.  Es  seien  nun  zwei  abgeleitete 
Perspectiven  eines  Objectes  gegeben.  Man  soll  ermitteln,  was 
sich  über  das  Object  aussagen  läfst.  Zunächst  kann  man  mit  Hilfe 
der  Sturm'schen  Construction  aus  7  Paaren  zusammengehöriger 
Punkte  die  Kernpunkte  ermitteln.  Dieselben  behalten  auch  in  den 
abgeleiteten  Bildern  ihre  Bedeutung  bei,  da  sie  sich  auf  rein  pro- 
jective  Eigenschaften  stützt.  Es  läfst  sich  mm  auf  sehr  verschiedene 
Weise  ein  Hilfs object  construiren,  von  welchem  die  abgeleiteten 
Perspectiven  wirkliche  Perspectiven  sind.    Dies  geschieht  in  folgen- 
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der  Weise:  Ich  ziehe  in  der  Ebene  e^  eine  Ttansyersale,  welche  das 
Kemstrahlenbüschel  in  einer  Punktareihe  schneidet  [oo'  Möglichkeiten]. 
Diese  Punktreihe  passe  ich  nun  [etwa  mittels  eines  Papierstreifens] 
in  das  gegnerische  Kemstrahlenbüschel  ein  und  erhalte  dort  eine 
eongruente  Punktreihe  [2  Möglichkeiten].  Nun  kann  man  die  beiden 
Jlbenen  längs  der  beiden  Transversalen  zum  Schnitt  bringen,  so  dals 
entsprechende  Punkte  der  congruenten  Punktreihen  sich  decken.  Der 
Winkel  der  beiden  Ebenen  ist  noch  beliebig  [oo^  Möglichkeiten]. 
Jetzt  verbindet  man  die  beiden  Kernpunkte  durch  eine  Gerade  und 
wählt  auf  ihr  willkürlich  zwei  Punkte  0^  und  0^  [oo^  Möglichkeiten]. 
Verbindet  man  sodann  zwei  entsprechende  Punkte  F'  und  P"'  in  den 
beiden  Ebenen  e^  und  e^  mit  den  Punkten  0^  und  O^,  so  li^;en  die 
Verbindungslinien  inuner  in  einer  Ebene  und  sclmeiden  sieh  in 
einem  Baumpunkt  P,  der  von  0^  aus  gesehen  das  Bild  P'  in  der 
Ebene  e^,  und  von  0,  aus  gesehen  das  Bild  P"  in  der  Ebene  e^ 
liefert.  Die  Gesamtheit  der  Punkte  P  bildet  dann  ein  räumliches 
Object.  Dieses  Hilfsobject  ist  zu  dem  auf  den  Bildern  dargestellten 
Object  coUinear,  denn  allen  Geraden  des  wahren  Objectes  ent- 
sprechen auch  auf  den  abgeleiteten  Perspectiven  Gerade,  und  aus 
diesen  constmiren  sich  die  entsprechenden  (Geraden  des  Hilfisobjectes. 
Man  übersieht  ohne  Schwierigkeit,  daüs  man  auf  diese  Weise  alle 
oo^  möglichen,  der  Form  und  Gröfse  nach  verschiedenen,  räumlichen 
Collineationen  erhält.  Denn  wenn  auch  die  Anzahl  der  Möglich- 
keiten aus  den  grade  vorliegenden  abgeleiteten  Perspectiven  nur 
OQ^  beträgt,  so  können  wir  ja  statt  der  vorliegenden  Perspeetiven 
irgend  welche  andere  aus  ihnen  abgeleitete  zur  Constraction  eines 
Hilfsobjectes  von  denselben  coUinearen  Eigenschafben  benützen.  Um 
das  wahre  Object  zu  finden,  hätte  man  sich  Angaben  über  dasselbe 
zu  verschaffen,  z.  B.  solche,  welche  die  gegenseitige  Lage  von 
5  Punkten  fest  legen.  Dazu  braucht  man  9  Längen,  oder  wenn 
es  nur  auf  die  Form  und  nicht  auf  den  Mafsstab  ankommt,  8  Ver- 
hältnisse oder  auch  acht  Winkel.  Construirt  man  mit  Hilfe  dieser 
5  Punkte  die  collineare  Baumfigur  nach  der  früher  gegebenen  Vor- 
schrift, so  erhält  man  das  gesuchte  wahre  Object  und  in  denjenigen 
Punkten,  welche  0^  und  0^  entsprechen,  auch  die  beiden  Stand- 
punkte der  Aufnahme  gegenüber  dem  wahren  Object  Unbestimmt 
bleiben  dagegen  die  wirklichen  Photographien  und  die  Elemente  der 
inneren  Orientirung.  Die  Beconstruction  des  Objectes  hängt  also 
davon  ab,  daTs  man  auTser  den  beiden  abgeleiteten  Photographien 
9  Mafse  des  Objectes  kennt.  Die  Kenntnis  einer  beliebig 
grofsen  Zahl  weiterer  abgeleiteter  Perspectiven  würde 
zur  Bestimmung  des  Objectes  nicht  weiter  beitragen,  da 
sich  dieselben  entweder  selbst  oder  abgeleitete  von  ihnen 
in  jedes  Hilfsobject  einpassen  lassen  und  dieses  also  nicht 
weiter  bestimmen. 
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12.  Es  sind  zwei  Photographien  eines  Objectes  [wirkliche 
Perspectiven]  gegeben.  Man  yerfllhrt  in  diesem  Fall  genau  so 
wie  im  vorigen  und  ermittelt  zunftchst  ein  oollineares  Hil&object, 
deren  es  noch  cx>^  giebt.  Zur  Beconstruction  des  wahren  Objectes 
aus  dem  collinearen  Hüfsobject  ist  in  diesem  Fall  nur  mehr  die 
Kenntniss  von  5  MaDsen  notwendig;  die  fehlenden  vier  werden  durch 
die  zweimal  zwei  Bedingungen  ersetzt,  welche  aussagen,  dafs  die 
beiden  Strahlenbündel  mit  den  Gentren  0^  und  0^  auch  im  wahren 
Object  nach  den  vorgegebenen  Perspectiven  geschnitten  werden 
können^  Durch  das  Einpassen  der  vorgegebenen  Perspectiven  in 
die  Strahlenbtkndel  des  wahren  Objects  gelangt  man  nun  auch  zu 
den  inneren  Orientirungselementen  [Haup^unkt  und  Bildweite]  der 
zur  Beconstruction  benützten  Bilder. 

13.  Es  seien  nimmehr  drei  wirkliche  Perspectiven  eines 
Objectes  gegeben.  Die  Construction  eines  Hll&objectes  ist  in  einer 
grundlegenden  Arbeit  von  Herrn  Guido  Hauck  [Theorie  der  tnlinear- 
projectivischen  Systeme,  Grelle's  Journal,  Band  96  und  97]  be- 
handelt. Das  Hauck 'sehe  Verfahren  soll  kurz  auseinander  gesetzt 
werden:  Wir  haben  3  Bildebenen  e^e^e^  samt  den  3  Paaren  gegnerischer 
Kernpunkte  O^'O^',  0^''0^\  0^"0^,  welche,  falls  sie  nicht  unmittel- 
bar gegeben  sind,  mit  der  Stürmischen  Construction  aus  7  oder 
8  Tripeln  entsprechender  Punkte  gefunden  werden  können.  Es  seien 
2>'p"p'"  ^g  3  Bilder  eines  ßaumpunktes  P.  Derselbe  kann,  wie 
Hauck  gezeigt  hat,  willkürlich  als  Schnittpunkt  der  drei  Bildebenen 
angesehen  werden.  Man  hat  nun  die  Aufgabe  zu  lösen,  mit  einer 
Geraden  durch  F'  das  Eemstrahlenbüschel  0^  so  zu  schneiden,  dafs 
die  zur  Punktreihe  auf  der  Schnittgeraden  congruente  Punktreihe 
im  gegnerischen  Eemstrahlenbüschel  0^'  durch  Punkt  P''  geht. 
Diese  Aufgabe  wird  mit  Benützung  der  entsprechenden  rechten 
Winkel  in  den  beiden  projectiven  Eemstrahlenbüseheln  gelöst,  und 
sie  ergiebt  2  reelle  oder  imaginäre  Lösungen.  Dieselbe  Aufgabe 
hat  man  fOr  die  beiden  anderen  Paare  gegnerischer  Eemstrahlen- 
büschel zu  erledigen,  und  man  erhlLlt  auf  diese  Weise  durch  jeden 
der  3  Punkte  P^P^'P"'  je  ein  [allerdings  doppelt  bestimmtes]  Paar 
von  Punktreihen  12,  34,  56,  die  in  der  Reihenfolge  13,  25,  46 
congruent  sind.  Die  3  Ebenen  ^e^e,  lassen  sich  nun  in  ein  Drei- 
kant zusammensetzen,  in  dessen  Spitze  die  Punkte  P',  P\  P"  sich 
treffen,  wäl^rend  die  congmenten  Pimktreihen  in  den  Eanten  liegen. 
Verbindet  man  jetzt  die  gegnerischen  Eempunkte  durch  Gerade,  so 
liegen  diese  3  Verbindungslinien  in  einer  Ebene  und  schneiden  sich 
in  den  3  Centren  O^O^O^y  welche  mit  den  Bildebenen  zusammen 
die  Eempunkte  liefern.  Nunmehr  kann  ein  Object  constmirt  werden, 
welches  die  3  gegebenen  Bilder  als  wirkliche  Perspectiven  enthält. 
Die  Anzahl  der  Möglichkeiten  der  Beconstruction  eines  solchen  Ob- 
jectes ist  gegeben  durch  die  Auswahlsmöglichkeit  der  3  zusammen* 
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gehörigen  Punkte  P'P"P"\  Der  Punkt  P'  kann  in  der  Ebene  e^ 
beliebig  gewählt  werden  [cx>*  Möglichkeiten].  Der  Punkt  P"  ist 
dann  in  der  Ebene  e^  auf  eine  Gerade  beschränkt,  nämlich  auf  den 
Eemstrahl  P''0^\  der  dem  gegnerischen  Eemstrahl  P'O^  entspricht 
[oo^  Möglichkeiten].  Der  Punkt  P"'  ist  dann  festgelegt,  da  die 
beiden  Eemstrahlen  in  der  Ebene  e^  bereits  bestimmt  sind.  Die 
Zahl  der  möglichen  Collineationen  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  zu 
oo^  Man  sieht,  dafs  die  cx)^  möglichen  Collineationen  durch  die 
Kenntnis  von  2  wirklichen  Bildern  auf  oo^  eingeschränkt  werden, 
imd  dafs  das  Hinzukommen  eines  dritten  wirklichen  Bildes  diese 
Zahl  auf  cx)'  herabsetzt.  Drei  am  Object  abgenommene  Mafse 
werden  daher  mit  den  drei  wirklichen  Perspectiven  das 
Object  bestimmen.  Es  steht  nun  zu  erwarten,  dafs,  wenn  auch 
noch  ein  viertes  Bild  gegeben  ist,  das  Object  bis  auf  oo^  Collinea- 
tionen bestimmt  ist.  Diese  oo^  Collineationen  können  dann  nichts 
anderes  als  Ähnlichkeits-Transformationen  sein.  Denn  beliebig  viele 
wirkliche  Bilder  eines  Objectes  finden  sich  sicher  auch  an  allen 
ähnlichen  Objecten  wieder.  Wenn  also  der  Bchlufs  gerechtfertigt 
ist,  so  müssen  4  wirkliche  Bilder  das  Object  bis  auf  den  Ma£sstab 
bestimmen. 

14.  Es  seien  nun  vier  wirkliche  Perspectiven  eines  Objectes 
gegeben.  Man  kann  dann  aus  zwei  derselben  oder  von  ihnen 
abgeleiteten  eines  der  oo®  coUinearen  Hilfsobjecte  finden,  welche 
zum  gesuchten  Object  möglich  sind.  In  diesem  Hil£sobject  ist  auch 
die  Lage  der  4  perspectivischen  Centren  zu  ermitteln,  sobald  man 
in  den  4  Bildebenen  die  12  gegnerischen  Kernpunkte  gefunden  hat. 
Die  Aufsuchung  des  wahren  Objectes  kommt  nun  darauf  hinaus,  das 
Hilfsobject  collinear  so  umzuformen,  dafs  die  4  Strahlen- 
bündel,  welche  von  den  4  Centren  nach  dem  Object  gehen, 
nach  Punktfeldern  geschnitten  werden  können,  die  den 
wirklichen  Perspectiven  congruent  sind.  Denken  wir  uns 
für  einen  Augenblick  das  wahre  Object  gefunden  und  in  dasselbe 
die  richtige  Lage  der  4  Perspectivebenen  eingetragen.  Dann  wird 
jede  der  4  Ebenen  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  nach  2  Punkten 
schneiden.  Verbinde  ich  jeweils  diese  beiden  Punkte  mit  dem  zur 
Ebene  gehörigen  Centrum,  so  liegen  die  Verbindungslinien  in  der 
Parallelebene  zur  Bildebene.  Li  dem  Baume  des  Hilfsobjectes 
lassen  sich  nun  die  entsprechenden  Linien  zu  den  eben  genannten 
Verbindungslinien  angeben  (4).  Es  sind  das  jene  Geraden  des 
Strahlenbündels,  welche  den  imaginären  Kreispunkten  der  Bildebenen 
entsprechen.  So  lassen  sich  im  collinearen  Hilfsraum  durch  jedes 
der  4  Centren  O^O^O^O^  ein  Paar  von  Geraden  angeben,  welche 
das  collineare  Bild  des  unendlich  fernen  Kugelkreises  des  Original- 
raums schneiden  müssen.  Dieses  collineare  Bild  des  unendlich 
fernen    Kugelkreises    ist    aber    hiedurch    festgelegt.      Ich    habe    die 
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8  Geraden  durch  eine  £!bene  so  zu  schneiden,  dafs  die  8  Schnitt- 
punkte auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  und  diese  Aufgabe  hat  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Lösungen.  Eine  beliebige  Ebene  wurde 
die  8  Geraden  in  Punkten  schneiden,  yon  denen  je  5  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen.  Die  3  Bedingungen,  dafs  der  6.,  7.  und  8.  Schnitt- 
punkt auf  demselben  Kegelschnitt  liegen  sollen,  bestimmen  dann  die 
Lage  der  Ebene.  Haben  wir  so  das  Bild  der  unendlich  fernen 
Ebene  und  des  darin  gelegenen  Kugelkreises  im  Baum  des  Hufs- 
objectes  gefunden,  so  ist  auch  die  Schar  von  oo^  Collineationen 
gegeben,  welche  das  Hilfsobject  in  das  wirkliche  Object  fiberfuhren. 
Auf  eine  genauere  Auseinandersetzung  kann  hier  um  so  leichter 
verzichtet  werden,  als  mir  eine  brauchbare  Lösung  der  erforderlichen 
Kegelschnittsaufgabe  nicht  bekannt  ist  und  eine  solche  inamerhin 
nur  den  ersten  Schritt  zu  einer  reellen.  Construction  des  Objectes 
aus  yier  Perspectiven  bedeuten  wtbxle.*)  Wenn  das  Object  reconstruirt 
ist,  so  können  die  Perspectiven  in  die  entsprechenden  Strahlenbündel 
eingepaÜBt  werden.  Es  sind  dann  auch  die  innem  Orientirungs- 
demente  derselben  bekannt. 

15.  Wesentlich  vereinfacht  wird  die  Beconstruction  des  Objectes, 
sobald  die  innere  Orientirung  der  benützten  Bilder  bekannt  ist. 
Es  reichen  dann  bereits  zwei  Bilder  aus,  um  das  Object 
bis  auf  den  Mafsstab  zu  bestimmen.  Hieraus  geht  hervor, 
¥de  wichtig  es  für  praktische  Verwendung  der  Photogrammetrie  ist, 
Apparate  zur  Herstellung  der  Bilder  zu  benützen,  welche  die  innere 
Orientirung  der  Bilder  er- 
möglichen. Zur  Beconstruc- 
tion beachte  man,  dafs 
nunmehr  die  beiden  proji- 
cirenden  Strahlenbündel  be- 
kannt sind  und  es  nur  mehr 
darauf  ankommt,  sie  in 
solche  Lage  zu  einander  zu 
bringen,  daXs  entsprechende 
Strahlen  sich  schneiden,  um 
dies  zu  bewerkstelligen,  ver- 
scha£Pt  man  sich  zunächst 
wieder  die  beiden  gegneri- 
schen Kernpunkte  0^"  und 

O,'.  [Fig.  4.]  Verbindet  man  sie  mit  den  zugehörigen  Centren  0,  und  0^, 
so  müssen  die  Verbindungslinien  bei  der  richtigen  Lage  der  Strahlen- 


Flg.  4. 


*)  Nach  Herrn  Schubert:  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie  1879 
S.  96  beträgt  die  Zahl  der  Kegelschnitte,  welche  8  Baumj^erade  treffen,  92. 
Maff  sich  £e  Zahl  auch  infolge  des  ümstandes,  dafs  bei  der  vorliegenden 
Au^be  viermal  zwei  Grerade  sich  schneiden,  verringern,  so  sind  doch  die 
Aussichten  auf  die  Auffindung  einer  tauglichen  Lösung  verschwindend. 
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bündel  znr  Deckung  kommen.  Die  gegenseitige  Stellung  der  Bfld- 
ebenen  und  der  Axen  der  Perspectiyen  findet  man  nnn  durch  folgende 
Überlegung.  Man  zieht  in  den  Büdebenen  e^  und  e^  die  entsprechen- 
den Kemstrahlen  0^'Pi  und  0^'P{\  Da  die  Lage  von  0|  gegen&ber 
t^  und  dem  Hauptpunkte  a^  des  ersten  Bildes  bekannt  ist,  kann 
man  den  Winkel  PiO^'O^  «■»  o^  und  den  Neigungswinkel  ß^  der 
Ebene  Pi'O^O^  gegenüber  e^  berechnen  beziehungsweise  construiren« 
In  gleicher  Weise  findet  man  die  entsprechenden  Winkel  a^  und 
/2g  am  zweiten  Bild.  Aus  «^  und  a^  ergiebt  sich  der  Winkel  y  «» 
IgQO  —  ^^  —  ^^  dej^  ^^  beiden  Kemstrahlen  O^'P^  und  0(' P^  im 
Eaume  einschliefsen.  Nunmehr  sind  in  dem  Dreikant,  das  die  Ebenen 
e^  und  e^  mit  O^P(P('0<['  einschliessen,  eine  Seite  y  und  die  beiden 
abliegenden  Winkel  ß^  und  ß^  bekannt,  und  man  kann  die  übrigen 
Stücke,  nftmlich  den  Winkel,  welchen  die  beiden  Bildebenen  mit- 
einander einschlieüsen,  sowie  die  Neigung  der  Schnittlinie  deradben 
gegenüber  den  Kemsisrahlen  O^P-l  imd  0^'P^'  berechnen. 

Ist  eine  Länge,  z.  B.  die  Entfernung  der  Standpunkte  [Basis] 
0^0^  bekannt,  so  lassen  sich  die  Entfernung  der  beiden 
Kernpunkte  und  alle  übrigen  Längen  in  der  Figur  be- 
rechnen. Zur  Beconstruction  einzelner  Punkte  wählt  man,  falls 
nicht  andere  Bücksichten  maisgebend  sind,  am  einfachsten  eine  zn 
den  beiden  Bildebenen  e^  und  e^  senkredite  Gmndrüsebene,  auf  die 
man  die  bisher  entwickelte  Figur  [nach  Hauck  „Yorbereitungsfigur^J 
projicirt.  Legt  man  noch  durch  die  Standpunkte  0^  und  0^  Parallel- 
ebenen zur  Orundrifsebene,  so  schneiden  diese  die  Bildebenen  e^  und  e^ 
in  zwei  hier  durch  die  iBCauptpunkte  a^  und  o^  gehenden  Geraden, 
den  BÜ^orizonten,  falls  wir  uns  die  Orund- 
rifsebene horizontal  gelegen  vorstellen.  Die 
Beconstruction  yerschiedener  Raumpunkte  ^- 
folgt  nun  in  einfachster  Weise  im  Grondrifs 
nach  dem  Princip  des  Vorwärtseinschneidens. 
Die  Höhe  H  der  Punkte  über  dar  Orund* 
rijjsebene  wird  am  einfachsten  so  ermittdt, 
dals  man  die  Höhenunterschiede  der  Punkte 
gegenüber  den  Standpunkten  aus  yerticalen, 
ähnlichen  rechtwinkligen  Dreiecken  als  vierte 
geometrische  Proportionalen  zu  bekannten 
Stücken  berechnet  und  zu  den  Höh«i  der 
Standpunkte  über  der  OrundriJÜsebene  addirt. 
Mit  nebenstehenden,  aus  der  Figur  zu  ent- 
nehmenden Bezeichnungen  berechnet  sich  die 

gesuchte  Gröise  H^^-^-  D.    Die  Gröfse  h  ist  dem  Bild,  die  Gröfsen  df 

und  D  sind  dem  GrundriiSs  zu  entnehmen.    Wie  man  sieht,  berechnet 
sich  die  Höhe  über  der  Grundrifsebene  doppelt     Die  beiden  Höhen 
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mtkssen  flbereinstiimnen,  sobald  die  Bildpunkte  auf  entsprechenden 
Kemstrahlen  gelegen  sind.  Eine  directe  Construction  des  Aufrisses 
lä&t  sich  mit  Hilfe  von  Methoden,  welche  wir  ebenfalls  Herrn  Hauck 
verdanken,  ausführen,  wie  später  gezeigt  werden  soll. 

16.  Wir  haben  bisher  über  das  abzubildende  Object  keinerlei 
specielle  Voraussetzungen  gemacht,  und  die  entwickelten  Methoden  sind 
daher  allgemein  giltig.  Sie  sind  auch  die  einzig  anwendbaren  in  den 
Fällen,  wo  solche  Voraussetzungen  nicht  gestattet  sind,  wie  z.  B.  bei  der 
Anwendung  der  Photogrammetrie  auf  Topographie.  Bei  der  Archi- 
tektur-Photogrfimmetrie,  und  noch  mehr  bei  der  Photogram- 
metrie kleinerer  Objecte,  kann  man  Bedingungen  herstellen,  welche 
die  Lösung  der  Aufgabe  wesentlich  vereinfachen.  Es  sollen  hier  zwei  Me- 
thoden zur  Besprechung  kommen:  Die  Photogrammetrie  mittels 
eines  bekannten  Vergleichsobjectes  und  die  Verwendung  be- 
kannter Symmetrien  des  Objectes  zur  photogrammetrischen  Con- 
struction. Das  zu  verwendende  Vergleichsobject  wird  am  einfachsten 
als  rechtwinkliges  Parallelepiped,  eventuell  als  Würfel  gewählt.  Ist 
eine  directe  Perspective  eines  solchen  Körpers  gegeben,  soläM  sich  die 
innere  Orientirung  derselben  in  allen  den  Fällen  ohne  weiteres  er- 
mitteln, in  welchen  nicht  eine  der  Eantenrichtungen  parallel  zur 
Bildebene  steht.  Seien  F^^F^F^  die  Fluchtpunkte  der  drei  zu  einander 
senkrechten  Richtungen,  dann  ist  offenbar  das  zugehörige  Centrum  0 
gegeben  als  Ecke  eines  dreifach  rechtwinkligen  Dreikants,  dessen 
Kanten  durch  die  drei  Fluchtpunkte  hindurch  gehen.  Diese  Ecke  kann 
als  Schnittpunkt  dreier  Kugeln  mit  den  Durchmessern  F^Fj,  F^  Fj,  F^F^ 
construirt  werden.  Auch  die  Kernpunkte,  die  zu  zwei  Photographien 
gehören,  sind  nach  (9)  leicht  zu  ermitteln.  Man  kann  aber  auch 
ohne  Benützung  dieser  Hilfspunkte  die  Beconstruction  eines  Objectes 
ausführen.  Es  seien  Ä' B"  (fiy  IT  F' ff  JET  und  A' B^' C  D'' E' F' ff' B' 
[Fig.  6]  die  beiden  Perspectiven  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds. 
A^B^CoD^E^FQaQHQ  sei  der  GrundriTs  desselben,  Ä^B^C^I/^E^F^G^H^^ 
der  Aufrifs.  Ein  Punkt  P  sei  durch  seine  beiden  Bilder  P'  und  P" 
bestinunt.  Grundrifs  und  Aufrifs  desselben  findet  man  nun  in  fol- 
gender Weise:  Man  zieht  durch  P'  und  P"  Linien  nach  den  gemein- 
samen Fluchtpunkten  Fj'  und  F^"  der  Kanten,  welche  sich  im 
Grundrils  in  Punkte  projiciren.  Diese  Linien  können  als  Bilder  von 
Ebenen  aufgefafst  werden,  die  durch  die  Centren  0^  und  0^  hindurch 
gehen.  Diese  Ebenen  werden  Lotebenen  zum  Grundrifs,  und  man 
findet  ihre  Spuren  in  der  Weise,  dafs  man  die  Schnittpunkte  IKL 
mit  zwei  oder  drei  zur  Grundrifsebene  parallelen  Kanten  aufsucht. 
Dies  geschieht  durch  perspective  Übertragung  nach  2  c),  und  man 
erhält  so  die  Punkte  IqKqLq.  In  gleicher  Weise  werden  die  Punkte 
MqNqQq  durch  Übertragung  von  M'K'Q''  gefunden.  Diese  Linien 
IqEqLq  und  MqNqQq  schneiden  sich  dann  im  Grundrifs  Pq  des  ge- 
suchten Punktes.     Die   Bestimmung   des  Aufrisses  P^  erfolgt  ganz 

JahrMberieht  d.  Deatschen  Matbem.  -Vereinigtuig.    VI,  2.  2 
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analog.  Die  beiden  Punkte  Pq  und  P^  müssen  senkrecht  über  ein- 
ander liegen,  was  eine  Probe  für  die  Zusammengehörigkeit  der  beiden 
Bilder  P'  und  P"  ergiebt,  die  die  früher  erwähnte  Hauck'sche  Probe 
mittels  der  Kemstrahlen  ersetzt.  Gerade  Linien,  deren  Bilder  g'g" 
gegeben  sind,  werden  in  folgender  Weise  reconstmirt:  Man  überträgt 
die  Schnittpunkte  von  g  mit  den  Bildern  der  Kanten  des  Parallel- 
epipeds  in   den   Grundrifis   und  Aufrüjs.     Die    übertragenen  Punkte 


^'T^' 


Fig.  6. 


sind  die  Ecken  jenes  Polygons,  in  welches  sich  die  Schnittfigur  der 
Ebene  durch  g  und  0^  mit  dem  Vergleichskörper  projicirt  In 
gleicher  Weise  ermittelt  man  die  Bisse  des  Polygons,  nach  welchem 
die  Ebene  durch  g  und  0^  das  Parallelepiped  schneidet.  Die  Risse 
beider  Polygone  treffen  sich  in  den  Spuren  von  g  in  den  Ebenen 
des  Parallelepipeds. 

17.  Besitzt  das  zu  reconstruirende  Object  eine  Symmetrie- 
Ebene,  so  ist  zu  beachten,  dafs  irgend  ein  Bild  e^  des  Objectes,  das 
von  einem  Standpunkt  0^  aufgenommen  wurde,  uns  zugleich  das  Bild  e^ 
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desselben  Objectes  von  einem  Standpunkte  0^  aus  giebt,  wobei  sowohl 
O2  wie  die  Ebene  e^  symmetrisch  zu  0^  und  zur  Bildebene  e^  in 
Bezug  auf  die  Sjmmetrie-Ebene  des  Oegenstandes  anzunehmen  sind. 
Das  Bild  e^  ist  einfach  das  symmetrische  zu  e^,  es  ist  die  linke 
und  rechte  Ansicht  des  Objectes  vertauscht.  Aber  auch  die  Kern- 
punkte auf  den  beiden  Bildern  e^  und  e^  lassen  sich  hier  unmittelbar 


--Ö. 


Flg.  7. 


Sie  sind  nämlich  die  Punkte,  in  welchen  sich  die  Ver- 
bindungslinien der  Bilder  synmietrisch  gelegener  Pimkte  schneiden. 
[Vergl.  Fig.  7].  Damit  ist  auch  die  Anzahl  der  Bilder  gegeben, 
welche  zur  Beconstruction  eines  synunetrischen  Objectes  notwendig 
sind.  Man  sieht,  dafs  eine  oder  auch  beliebig  viele  abgeleitete 
Perspectiven  das  Object  bis  auf  allerdings  00*^  der  Form  nach  ver- 
schiedene   Collineationen   bestinmien.     Eine   wirkliche  Photographie 

2* 
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läM  auTser  der  Ähnlichkeit  noch  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  tob 
Collineationen  zu.  Zwei  directe  Perspectiven  bestimmen  das  Object 
bis  auf  den  MaTsstab.  Eine  Photographie  mit  bekannter  innerer 
Orientirung  reicht  aus,  das  symmetrische  Object  bis  auf 
den  Mafsstab  zu  reconstruiren  (nach  15.). 

18.  Man  kann,  sofern  es  sich  um  kleinere  Objecte  handelt,  den 
vereinfachenden  Fall  der  Symmetrie  künstlich  dadurch 
herstellen,  dafs  man  das  Object  samt  seinem  Spiegel- 
bild photographiri  Diese  Methode  empfiehlt  sich  vor  allem  dort, 
wo  es  sich  um  die  photogrammetrische  Aufnahme  vergänglicher 
Objecte  handelt,  weil  hiebei  eine  einzige  Momentaufiiahme  statt  zweier 
gleichzeitiger  ausreicht,  sobald  nämlich  die  innere  Orientirung  des 
Bildes  bekannt  ist.  Ist  dieselbe  unbekannt,  wie  es  namentlich  bei 
Mikroskopau&iahmen  wegen  der  Complication  der  benützten  Objectiv- 
Construction  und  der  Instabilität  der  zur  Verwendung  kommenden 
Balgcamera  der  Fall  sein  wird,  so  kann  man  die  Methode  der 
Symmetrie  mit  der  Methode  des  Vergleichskörpers  combiniren.  Von 
den  vielen  Möglichkeiten,  die  in  dieser  Hinsicht  vorliegen,  schlage 
ich  eine  als  für  viele  Zwecke  besonders  geeignete  vor.  Man  be- 
nützt 3  senkrecht  zu  einander  stehende  Spiegel,  auf  welchen 
die  Seiten  eines  Quadrates  von  bekannter  Länge  eingeritzt  sind. 
Ein  Object,  welches  in  das  Innere  des  von  den  Spiegeln  gebildeten 
Dreikants  gebracht  wird,  erscheint  dann  siebenmal  gespiegelt,  und 
die  7  Spiegelbilder  liegen  mit  dem  Object  in  den  8  Ecken  eines 
rechtwinkligen  Parallelepipeds,  dessen  Symmetrieebenen  mit  den 
Spiegelebenen  zusammenfallen.  Die  Gesamtheit  des  Objectes  und  seiner 
Spiegelbilder  bildet  dann  ein  einziges  Object  mit  3  Symmetrieebenen, 
und  die  eingeritzten  Linien  geben  die  Elemente  eines  Vergleichskörpers. 
In  umstehender  Figur  8  sei  P  das  Bild  eines  Objectpunktes,  die 
directen  Spiegelbilder  desselben  seien  P^P^'P''^  die  zweifach  gespiegelten 
pivpvpvi  ^jjj^  ^jg^  dreifach  gespiegelte  P^  Um  die  Lage  des 
Punktes  zu  fixiren,  werden  die  drei  zu  einander  senkrechten  Kanten, 
in  welchen  sich  die  Spiegel  treffen,  als  Coordinatenaxen  angenommen. 
Die  Projectionen  des  Punktes  P  auf  die  drei  Coordinatenaxen  findet 
man  nun  durch  Aufsuchung  des  Schnittpunktes  der  Verbindungs- 
linie zweier  erster  Spiegelbilder  mit  einer  der  drei  Kanten;  z.  B.  wird 
P,  als  Schnitt  von  P'P''  mit  OZ,  Py  als  Schnitt  von  P'P'^  mit 
Or,  P;^  als  Schnitt  von  P''P'"  mit  OX  gefunden.  Wären  diese 
Schnitte  zufÄUig  ungünstig,  so  kann  P'P"  auch' durch  PP"^,  P'P'" 
durch  PP^,  P"P'''  durch  PP^  ersetzt  werden.  Dafe  es  noch  zahl- 
reiche andere  Constructionen  für  die  Punkte  PxPpP,  giebt,  möge 
nur  nebenbei  erwähnt  werden.  Sie  würden  nur  dann  in  Frage 
kommen,  wenn  die  angefahrten  versagen.  Aus  den  Punkten  P^PpPs 
in  Verbindung  mit  den  Punkten  Z,  —  X;  F,  —  Y'^  Z^  —  Z  werden 
die   Coordinaten  nach  der  Formel  2  c)  berechnet.     In  ähnlich  ein- 
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fiicber  Weise  können  auch  die  Elemente  einer  Geraden  recon- 
stroirt  werden.  Es  sei  g  das  Bild  einer  Geraden,  g\  g'\  g'":^ 
9^1  9^1  9^'i  ^^^  ^ö  Bilder  der  Spiegelbilder  derselben,  so  können 
die  Bilder  der  Spmpnnkte  der  Geraden  auf  den  drei  Ebenen  einfach 
dadurch  gefunden 
werden,  dafs  man 
zwei  zusammenge- 
hörige Spiegelbil- 
der, etwa  g  und 
g\  bis  zu  ihrem 
Schnitt  yerlftngert. 
Der  Schnittpunkt 
8i  ist  dann  das  Bild 
des  Spurpunktes 
der  Geraden  auf 
der  rZ- Ebene.  In 
ähnlicher  Weise  fin- 
det man  die  Bilder 
8^  und  8^  der  Spu- 
ren in  den  beiden 
anderen  Coordina- 
tenebenen.  Die  Er- 
mittlung ihrer  Go- 
ordinaten  erfolgt 
im  wesentlichen  wie 
bei  einem  Punkte 
P,  sie  ist  nur  etwas 

einfacher.  Wenn  eine  Ebene  durch  zwei  Geraden  gegeben  ist,  so 
bestimmt  man  die  Bilder  der  Spurpunkte  der  Geraden  und  durch 
ihre  Verbindung  die  Bilder  der  Spuren  der  Ebene.  Dieselben 
schneiden  sich  auf  den  Bildern  der  Coordinatenazen.  Die  oben  er- 
wähnte Formel  gestattet  dann  die  Abschnitte  der  Ebene  auf  den 
drei  Coordinatenaxen  zu  berechnen. 

Ein  Vorteil  der  auseinandergesetzten  Methode  besteht  darin, 
dalÜB  die  ündurchsichtigkeit  des  dargestellten  Körpers  sehr  viel  weniger 
stört,  als  das  bei  den  übrigen  Methoden  der  Fall  ist,  da  j«de  Partie 
des  Körpers  mindestens  auf  zweien  von  den  8  Bildern  dargestellt 
sein  wird  und  hieraus  construirt  werden  kann.  Wenigstens  ist  das 
dann  der  Fall,  wenn  der  dargestellte  Körper  ein  überall  convexes 
Polyeder  ist.  Die  Methode  eignet  sich  daher  vorzüglich  zur  Aus- 
messung vergänglicher  Krystalle.  Sie  ist  hier  so  auseinanderge- 
setzt  worden,  dafs  zu  den  Gonstructionen  möglichst  wenig  Linien 
erforderlich  sind,  was  für  eine  genaue  Ausführung  von  Vorteil  ist. 
Ich  erwähne  aber,  dafs,  wenn  man  längere  Gonstructionen  nicht 
scheut   und    aufserdem    die   Benützung    der  Fluchtpunkte    der  aus- 
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gezeichneten  Bichtungen  heranzieht,  man  aus  einer  Photographie 
eines  solchen  Kiystalles  die  sogenannte  Neumann'sche  Polarprojec^on 
(gnomonische  Projection)  desselben  entwickeln  und  aus  ihr  den  Zu- 
sammenhang der  Zonen,  die  Axenwinkel  und  so  weiter  unmittelbar 
entnehmen  kann. 


BeoonBtruotion  der  Lage  des  Staadpunktes  gegenüber  dem 
Objeot  aus  einer  Perspective. 

19.  Die  bisher  auseinandergesetzten  Constructionsmethoden, 
namentlich  soweit  sie  auch  auf  Benützung  der  Kernpunkte  beruhen, 
haben  in  der  photogrammetrischen  Praxis  bis  jetzt  keinen  Eingang 
gefunden.  Die  Gründe  hiefÜr  sind  darin  zu  suchen,  daTs  die  photo- 
graphische Aufnahme  der  Kernpunkte  wegen  der  Gröfse  des  dabei 
benötigten  Bildwinkels  des  photographischen  Objectives,  wegen  der 
ünthunlichkeit,  die  gegnerischen  Standpunkte  zu  signalisiren,  und 
wegen  der  oft  eintretenden  Unmöglichkeit,  die  Sichten  zwischen 
zwei  Standpunkten  frei  zu  halten,  häufig  unmöglich  wird.  Die  Auf- 
suchung der  Kernpunkte  aus  7  bis  8  Paaren  zusammengehöriger 
Bildpunkte  nach  (8)  begegnet  beträchtlichen  theoretischen  und 
praktischen  Schwierigkeiten.  Endlich  ist  auch  die  Benützung  der 
richtig  ermittelten  Kernpunkte,  da  sie  graphische  Constructionen  auf 
den  photographischen  Bildern  voraussetzt,  mit  technischen  Schwierig- 
keiten verknüpft.  Die  photogrammetrische  Praxis  sieht  daher  von 
der  Benützung  der  Kernpunkte  ab  und  begiebt  sich  damit  allerdings 
fürs  erste  des  Vorteils,  der  in  der  Kenntniss  des  Orientirungs- 
Zusammenhanges  zweier  Bilder  liegt.  Sie  sucht  die  einzelnen  Stand- 
punkte für  sich  ohne  Rücksichtnahme  auf  Bilder,  die  von  anderen 
Standpunkten  aufgenommen  worden  sind,  zu  ermitteln,  und  der  er- 
wähnte Zusammenhang  kommt  dann  schlieislich  nur  in  der  Form 
von  Controlen  der  Punktbestimmung  zur  Geltung. 

20.  Ich  gehe  nun  zur  Erörterung  der  Methoden  über,  welche  zur 
unabhängigen  Bestimmung  des  Standpunktes  dienen,  von 
dem  aus  eine  Photographie  aufgenommen  wurde.  Eine 
solche  Bestimmung  setzt  natürlich  die  Kenntniss  von  Abmessungen 
des  Objectes  voraus.  Wir  wollen  zunächst  einige  unvollständige 
Bestimmungen  des  Standpunktes  kennen  lernen.  So  läfst  sich  die 
Horizontalprojection  eines  Standpunktes  stets  ermitteln,  wenn  auf 
dem  Bild  7  Punkte  ausfindbar  sind,  deren  GrundriGs  man  kennte 
Der  Grundrifs  des  Standpunktes  ist  hier  nämlich  nichts  anderes,  als 
der  gegnerische  Kernpunkt  der  Perspective,  wenn  man  den  Grund- 
rifs selbst  als  Perspective  mit  unendlich  fernem  Centrum  aufifafst. 
Der  Kernpunkt  im  photographischen  Bild  stellt  den  Fluchtpunkt 
der  verticalen  Linien  dar.  Wäre  derselbe  von  vornherein  bekannt, 
sei  es  nun,  dafs  eine  Reihe  von  verticalen  Linien  mit  zur  Abbildung 
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kommen,  oder  daTs  man  weifs,  dafs  die  Bildebene  vertical  stand, 
und  die  Richtung  des  Horizontes  bekannt  ist,  so  genügen  5  Punkte 
des  Grundrisses  und  die  Eenntniss  ihrer  Bilder  zur  Beconstruction 
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des  Grundrisses  des  Standpunktes.  Diese  Aufgabe,  welche  zuerst 
von  H.  Müller  in  Freiburg  gelöst  wurde,  ist  von  Professor 
Steiner  in  Prag  unter  dem  Namen  des  „Problems  der  5  Punkte" 
in    die    photogrammetrische    Litteratur    eingeführt    worden.      [Die 
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Photographie  im  Dienste  des  Ingenieurs,  Wien  1891,  pag.  24.] 
Man  kann  sie  auf  graphischem  Wege  folgendermafsen  lösen.  £s 
seien  A^B^CqD^Eq  die  Onmdrisse  der  fünf  bekannten  Punkte  des 
Objectes,  Oq  der  gesuchte  Grundrifs  des  Standpunktes,  0'  {A'B'  C'D'E") 
das  Straiilenbüschel  der  Bildebene,  das  dem  Büschel  0^{Ä^B^CqB^E^ 
projectiT  sein  soll.  Man  betrachte  mm  in  dem  Eegelschnittbüschd 
mit  den  Grundpunkten  ÄqBqCqO^  die  Kegelschnitte,  welche  durch 
Dq  und  Eq  hindurch  gehen.  Von  jedem  kennt  man  4  Punkte, 
sowie  das  Doppelyerhftltniss,  welches  sie  mit  einander  auf  der  Gurve 
einschliefsen.  Letzteres  ist  nftmlich  gleich  dem  entsprechenden 
Doppelyerhftltniss  im  Strahlenbüschel  0'.  Man  kann  sich  nun  durch 
Übertragung  von  Doppelverhältnissen  (2  a)  die  Tangenten  an  diese 
beiden  Kegelschnitte  in  den  Punkten  Ä^B^C^  yerschaffen.  Es  seien 
dies  die  Geraden  a^ßi^  ^sj^si  ^tß^^  [siehe  Fig.  9].  Sie  schneiden 
sich  nach  einem  bekannten  Satz  über  Kegelschnittbüschel  zu  je 
zweien  auf  den  Seiten  des  gemeinsamen  Polardreieckes  des  Eegel- 
schnittbüschels.  Die  Ecken  dieses  Polardreiecks  liegen  aufserdem 
auf  den  bekannten  Verbindungslinien  A^B^  -^o^oi  ^oA)-  ^om  yoU- 
stftndigen  Vierseit  mit  den  Ecken  A^B^C^Oq  kann  somit  das  Dreieck 
der  Diagonalschnittpunkte  gefunden  werden,  und  daraus  ergiebt  sich 
yon  selbst  die  Construction  der  noch  fehlenden  Ecke  Oq.  (VergL 
Kinkel:  Wochenschr.  d.  Ost  Ing.-  u.  Arch.-Ver.  1891.   Nr.  32.) 

Eine  analytische  Lösung  der  Aufgabe  ist  yon  Herrn  Steiner 
a.  a.  0.  S.  29  —  31  gegeben  worden,  welche  zu  folgendem  Formel- 
system för  die  Coordinaten  x^y^  des  Punktes  Oq  führt: 

Dtga  +  E D'  tga  +  E'  ^ 

^o~        Ätg*<o  +  Btgm  +  C~        ^' tg*©  +  B'tgcD  + C' 

Dabei  ist: 

.  CE'  —  CE     x^     x^ 

A  =  x^x^{S^  —  *,)  +  x^x^ißt  —  ^s)  +  ^^(^8  —  O» 
B  —  —  [(a?iy,  +  x^y^)  (6^  —  d,)  +  (x^y^^  +  x^y^)  (d,  —  6^) 

C'  —  yiy%(^i  —  *«)  +  y^ysC*«  —  ^s)  +  PiPi  (^s  —  ^i)» 

2>  =  _  [x^x^y^{6j^  —  6^)  +  x^x^yi{Si  —  Si)  +  ^^^y^ißi  —  ii)l 

E=  —  [y^y^x^iö^  —  dg)  +  y,y8^(*8  —  iz)  +  yzyi^(ßz  —  ^i)]- 

Die  Gröfsen  A'B'CB'E'  gehen  aus  ABC  DE  durch  Yertauschung 
yon  dg  mit  S^  und  x^y^  mit  x^y^  heryor.  Die  Coordinaten  der 
Punkte    sind:    A^ioo^   Bq  :  x^y^,    Co  :  Ä^y,,  D^ix^y^,  ^o  '  ^aPa- 
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dl  =  ^  =  A-»i;^2  — ^  =  ^1^15^3=^— AA;^4=^=AJ^i 

dj&d  die  Entfernungen  von  4  Punkten  ^^  J^^C^D^,  welche  das  Doppel- 
verhftltniss  des  Büschels  0\A'B'C'I)')  haben.  Die  Lösung  der 
Aufgabe  der  5  Punkte  wird  illusorisch,  wenn  der  GrundnCs  0^ 
des  Standpunktes  zuf&llig  auf  den  Kegelschnitt  fallt,  der  durch  die 
5  Punkte  A^B^C^DqE^  bestimmt  ist.  Man  bezeichnet  daher  diesen 
Kegelschnitt  in  Anlehnung  an  die  Analogie  beim  Pothenot'schen 
Problem  als  „gefährliche  Curve". 

Weim  die  innere  Orientirung  der  benutzten  Photographie  be- 
kiumt  ist,  geht  das  Problem  der  6  Punkte  in  das  Pothenot'sche 
Problem  über,  das  nur  die  Kenntniss  der  Grundrisse  dreier  Object- 
punkte  voraussetzt;  der  „gefthrliche  Kegelschnitt"  wird  zum  „ge- 
fährlichen Kreis",  der  dem  Dreieck  der  gegebenen  GrundriTspunkte 
umschrieben  ist. 

21.  Von  einem  Objeot  ist  eine  Photographie  ohne  innere  Orien- 
tirung gegeben.  Man  soll  den  Standpunkt  und  die  innere  Orien- 
tirung der  Photographie  finden.  Dazu  braucht  man  die  Kenntniss 
der  gegenseitigen  Lage  von  6  Punkten  des  Objectes.  Die  Con- 
stmction  wird  auf  den  Fall,  der  im  yorigen  Paragraphen  behandelt 
wurde,  zurückgeführt.  Ich  denke  mir  den  gesuchten  Punkt  0  mit 
einem  der  gegebenen  Punkte  A  verbunden.  Lege  ich  dann  durch 
diese  Verbindungslinie  und  die  5  übrigen  Punkte  ein  Ebenenbüschel, 
so  mufs  dieses  projectiv  sein  zum  Strahlenbüschel,  welches  in  der 
Photographie  von  Ä  nach  den  Bildern  der  5  übrigen  Punkte  ge- 
zogen wird.  Diese  Aze  AO^  und  damit  einen  geometrischen  Ort 
für  den  Punkt  0,  kann  man  nun  so  bestimmen,  dafs  man  den 
Schnitt  Pq  derselben  mit  irgend  einer  Ebene,  z.  B.  der  GrundriTs- 
ebene,  auf  welche  das  Object  bezogen  ist,  aufsucht.  Projicirt  man 
von  A  aus  die  Punkte  J5,  C,  D,  J5J,  F  auf  die  Grundrifsebene  in 
die  Punkte  B^C^BqE^Fq^  dann  ist  Pq  derjenige  Punkt,  von  dem 
aus  das  Strahlenbündel  nach  BqCqDqEqFq  projectiv  ist  mit  dem 
erwähnten  Ebenenbüschel  und  also  auch  mit  dem  Strahlenbüschel 
von  A!  nach  B'C'D'E'F',  Die  Construction  des  Punktes  Pq  er- 
giebt  sich  aus  dem  vorigen  Paragraphen.  Seine  Verbindungslinie 
mit  A  giebt  einen  geometrischen  Ort  fär  den  Punkt  0.  Weitere 
geometrische  Orter  erhält  man,  wenn  man  statt  des  Punktes  A  einen 
der  übrigen  auszeichnet.  Die  Construction  wird  illusorisch,  wenn 
der  zu  construirende  Punkt  0  auf  der  durch  die  6  Punkte  ABCDEF 
gelegten  Baumcurve  3.  Ordnung  liegt.  Denn  in  diesem  Falle 
versagt  bereits  die  Construction  des  Punktes  Pq,  da  dieser  dann  mit 
den  5  Punkten  B^CqDqEqFq  auf  einem  Kegelschnitt  liegt,  nämlich 
auf  jenem,  der  von  den  durch  A  gehenden  Sehnen  der  Baumcurve 
3.  Ordnung  in  der  Grundrifsebene  ausgeschnitten  wird.  Die  durch 
die  6  Punkte  des  Objectes  gehende  Baumcurve  3.  Ordnung 
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ist  daher  eine  „gefährliche  Cnrve"  för  die  Besümmang  des 
Punktes  0*) 

22.  Es  sei  eine  Photographie  samt  innerer  Orientirung 
gegehen.  Die  Lage  des  Standpunktes  ist  zu  finden.  Dazu  ist  die  Kennt- 
niss  dreier  Punkte  des  zu  suchenden  Ohjects  nötig,  deren  Bilder  auf 
der  Photographie  erkennbar  sein  müssen.  Verbindet  man  diese  Bilder 
mit  dem  perspectivischen  Centmm,  so  entsteht  ein  Dreikant,  dessen 
Seiten  und  Winkel  bekannt  sind.  Die  Aufgabe  reducirt  sich  darauf 
dieses  Dreikant  durch  eine  Ebene  so  zu  schneiden,  da(s  das  Schnitt- 
dreieck dem  Dreieck  der  gegebenen  3  Pxmkte  des  Objectes  congment 

ist.  Diese  Aufgabe  ist  wiederholt  behandelt 
worden,  so  z.  B.  in  der  Dissertation  von 
Walfried  Marx  (Über  eine  FL  4  •  0  mit 
reellem  Doppelkegelschnitt  etc.  München 
1880,  S.  5.). 

Die  Aufgabe  hat  4  verschiedene 
Lösungen,  wie  folgender  analytischer  An- 
satz zeigt: 

a^  =  m^  -{-  n^  —  2mn  cos  a, 

6*  =  n*  +?  —  2nlcosß, 

c*  =  Z*    +  ♦»* —  2^m  cosy, 

Hieraus  erhält  man 

m^^  +  n*(6*  —  a*)  —  l^a^  —  2mnh^  cos  a  +  2n?a*  cos  j3  =  0, 

(t)'^'  +  (t)'(^'  -  «')  -  ^t  •  ?  ^'  cos«  +  2  j  o«  cos^- a«  =  0 
und  analog: 

(^)V  +  (f)*(c»  -  a«)  _  2j  •  J  c«  cos«  +  2^  a*  co8y-a«  =  0. 

Die  Elimination  eines  der  beiden  Verhältnisse  j  und  y  führt  auf 

eine  Gleichung  4.  Grades  fiir  das  andere  Verhältnis.  An  Stelle  der 
etwas  langwierigen  analytischen  Lösung  wendet  man  besser  folgen- 
des geometrisches  Näherungsverfahren  an.  Man  schneidet 
das  Dreikant  an  einer  Kante  (l)  auf  und  breitet  es  in  die  Ebene  aus. 
Li  die  3  Winkel  a,  /3,  y  pafst  man  nun  durch  Probiren  die  3  Strecken 
ahc  [am  einfachsten  mit  Hilfe  eines  dreifüfsigen  Zirkels,  dessen 
Spitzen  man  auf  die  3  Strecken  a,  &,  c  einstellt]  so  ein,  dafs  die 
aufgeschnittene  Kante  auf  beiden  Seiten  gleich  lang  erscheint  Auf 
diese  Weise  erhält  man  auf  jeden  Fall  einen  Näherungswert  för  die 

*)  Die  Yoreetragene  Lösung  der  Aufgabe  der  6  Punkte  stammt  von 
Herrn  E.  Waelsch.    Siehe  Steiner,  Die  Photographie  etc.  S.  58. 
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letztere.  Man  kann  dann  die  ebene  Figur  mit  dem  Näherungswert 
l  und  den  Gegenseiten  ahc  sowie  den  Winkeln  aßy  unter  Benützung 
logarithmischer  Differenzen 
durchrechnen  und  auf  diese 
Weise  eine  Correctur  für 
den  Näherungswert  so  er- 
mitteln, dafs  das  Tetraeder 
beim  Zusammenlegen  sich 
schliefst  Die  weitere  Con- 
struction  des  Grundrisses 
und  Aufrisses  des  Stand- 
punktes erfolgt  nach  be- 
kannten Regeln  der  dar- 
stellenden Geometrie  oder, 
wenn  man  die  Rechnung 
vorzieht,  mittels  Auflösung 
einiger  sphärischer  Drei- 
ecke. 

Von  Wichtigkeit  ist  auch  in  diesem  Fall  die  Untersuchung 
derjenigen  Raumpunkte,  fQr  welche  die  Lösung  der  Aufgabe  illu- 
sorisch wird.  Der  hier  auftretende  „gefährliche  Ort"  hat  einen 
wesentlich  anderen  Charakter  als  bei  den  früheren  Aufgaben.  Dies 
hängt  mit  der  Mehrdeutigkeit  der  Aufgabe  zusammen.  Man  mufs 
zweierlei  Arten  von  „gefährlichen  Oertem"  unterscheiden.  Bei  der 
einen  Art,  die  bei  der  eindeutigen  Lösung  eintritt,  ist  eine  Ver- 
schiebung des  gesuchten  Punktes  längs  des  ganzen  geometrischen 
Ortes  mit  den  Bedingungen  der  Aufgabe  verträglich.  Das  drückt 
sich  analytisch  dadurch  aus,  dafs  die  Goefficienten  der  linearen 
Gleichungen,  aus  welchen  sich  der  Punkt  bestimmt,  den  Wert  Null 
bekommen.  Ist  die  Löstmg  mehrdeutig,  so  tritt  eine  andere  Gattung 
von  gefährlichen  Oertem  auf,  die  analytisch  dadurch  charakterisirt 
ist,  dafs  zwei  von  den  sonst  verschiedenen  Lösungen  zusanunenfallen. 
Es  ist  dann  die  Lösimg  der  Aufgabe  nicht  in  dem  Sinne  unbestinmit, 
dafs  eine  endliche  Verschiebung  des  gesuchten  Punktes  mit  den 
Bedingungen  verträglich  wäre.  Die  Sache  liegt  vielmehr  so,  dafs 
eine  Verschiebimg  um  ein  ünendlichkleines  erster  Ordnung  in 
irgend  einer  Richtung  erfolgt,  sobald  die  Bestimmungsstücke  nur 
um  ein  Unendlichkleines  von  der  zweiten  oder  höherer  Ordnung 
geändert  werden.  Für  die  Praxis  ist  die  zweite  Art  in  der  Regel 
gefährlicher  als  die  erste,  weil  sie  eine  ausgedehntere  Pimkt- 
Mannigfaltigkeit  betrifft  und  daher  schwerer  zu  vermeiden  ist.  Dies 
gilt  wenigstens  für  räumliche  Probleme.*) 


*)  Die  beiden  Arten  gefährlicher  Oerter  werden  am  einfachsten  ver- 
anschaulicht,  wenn  man  die  Aufgabe  in  Betracht  zieht,  einen  Punkt  in 
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um  den  gef^Lhrlichen  Ort  in  unserem  Fall  festzulegen,  bedienen 
wir  uns  kinematischer  Vorstellungen.  Wir  denken  uns  das  Drei- 
kant in  das  Dreieck  eingepafst.  Wenn  dabei  dem  Dreieck  gegen- 
über dem  Dreikant  noch  eine  unendlich  kleine  Beweglichkeit  za- 
kommt,  so  liegt  die  Spitze  des  Dreikants  in  dem  gefährlichen  Ort 
Es  sei  [Fig.  12]  ABC  das  Dreieck,  0  die  Projection  der  8pitze  des 
Dreikants  auf  die  Ebene  ABC,  Wir  schneiden  nun  das  Dreikant  mit 
einer  zur  Projectionsebene  ABC  unendlich  benachbarten  Ebene.  Es 
sei  A^B^C^  die  Projection  des  Schnittdreieckes.  Die  Seiten  der 
Projection  können  sich  nur  um  ein  ünendlichkleines  der  2.  Ordnung 

von    ihren    wahren    L&ngen    unter- 

0 scheiden,  sobald  der  Winkel  der  bei- 

,'''P\      "^^^^^^^  ^^^  Dreiecksebenen  unendlichklein  von 

/''     /  \\     /yA\\  \  der  1.  Ordnung  ist     Wenn  es  also, 

/  /  \/x  \\  \  wie  im  Fall  des  gefährlichen  Ortes, 
/  /  ^Irx  /  ^  \  \  ^^®^  unendlich  benachbarte  oongmente 
;  /  J^\  \l  \\  ;  Schnittdreiecke  giebt,  so  muTs  ^1^1  C| 
I  /  y^  \  \  \\  ;  bis  auf  Gröfsen  zweiter  Ordnung  mit 
\    I  /  \       I    \\\    /       ^^C  congruent  sein.   Durch  Drehung 

\l/f \    \  ^  J^.ta        ^""^  ®^®   ^^^  Projectionsebene  ABC 

^^^-^^ \  ;      T?\         verticale    Axe    kann    ich    dann    das 

r^  \^  *^'*-^.^    ji"'''''  Dreieck  Al^B^C^  immer  zur  Deckung 

"*""- --'  '  mit  ABC  bringen. 

^^8  i>  Das  zugehörige  Momentancentrum 

M  wird  gefunden,  indem  man  in  den 
Punkten  ABC  Lote  auf  AO,  BO,  CO  errichtet  Diese  drei  Lot« 
müssen  sich  in  M  schneiden,  was  nur  dann  möglich  ist,  wenn  ABC 
auf  einem  Kreis  mit  dem  Durchmesser  GM  liegen.  Die  Spitze  des 
Dreikantes  liegt  alsdann  auf  dem  geraden  Kreise jlinder,  der  sich 
über  dem  Umkreis  des  Dreiecks  ABC  erhebt,  tmd  dieser  Kxeiscylinder 
ist  der  gesuchte  gefährliche  Ort  zweiter  Art 

Der  Kreis  in  der  Ebene  ABC  selbst  ist,  wie  im  Fall  des 
Pothenot'schen  Problems,  ein  gefährlicher  Ort  erster  Art  Ob  man 
die    ganze    Ebene   des   Dreiecks   ABC  zu   dem   gefthrlichen    Orte 


der  Ebene  ge^nüber  zwei  anderen  festzulegen.  Werden  zur  Festlegung 
die  beiden  Wmkel  an  der  Basis  benutzt,  so  besteht  ein  gefährlicher  Ort 
fdr  den  festzulegenden  Punkt  in  der  Linie  der  Basis.  Dieser  ist  Ton  der 
ersten  Art.  Die  Lage  des  Punktes  längs  der  ganzen  Basis  ist  dann  un- 
bestimmt. Nehmen  wir  aber  an,  es  sei  der  Punkt  durch  die  Entfernungen 
Ton  den  beiden  Basispunkten  festgelegt,  so  ist  wiederum  die  Linie  der 
Basis  ein  gefährlicher  Ort^  aber  er  ist  hier  yon  der  zweiten  Art  Wenn 
der  festzulegende  Punkt  sich  zufällig  auf  dems<^ben  befindet,  so  ist  die 
Bestimmung  desselben  quer  zur  Linie  der  Basis  insofern  unsicher,  als  eine 
unendlich  kleiQe  Veränderung  der  Maiszahlen  von  der  zweiten  Ordnung 
eine  Yerschiefoung  des  festgelegten  Punktes  tou  der  ersten  Ordnung  quer 
zur  Basis  heryorruft. 
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rechnen  will,  hängt  wesentlich  davon  ab,  ob  man  annimmt,  daüs 
im  Dreikant  blos  die  Seiten  oder  auch  die  Winkel  gegeben  sind. 
Im  ersteren  Fall  ist  die  Ebene  zum  gefährlichen  Ort  hinzuzurechnen, 
da  beim  Heraustreten  des  Punktes  0  um  ein  ünendlichkleines 
1.  Ordnung  die  Seiten  sich  nur  um  ein  ünendlichkleines  2.  Ordnung 
ELndem.  Die  Winkel  des  Dreikants  allerdings  ändern  sich  auch  um 
ein  ünendlichkleines  1.  Ordnung.  Aus  dem  photographischen  Bild 
kann  man  sowohl  die  Seiten  als  auch  die  Winkel  des  Dreikants 
entnehmen,  und  man  wird  hieraus  die  Lehre  ziehen,  dafo  es  im  Fall 
eines  flachgedrückten  Dreücants  wichtig  ist,  die  Winkel  desselben 
direct  aus  der  Photographie  zu  construiren. 

23.  Ein  specieller,  fXa  die  Praxis  nicht  unwichtiger  Fall  tritt  dann 
ein,  wenn  einer  der  3  Punkte  des  Dreiecks  ins  unendliche 
rtickt.  In  diesem  Fall  sind  am  Object  zwei  Punkte  A  und  B  und 
eine  Richtung  als  bekannt  vorausgesetzt  Auf  der  Photographie 
sind  die  Bilder  beider  Punkte  und  der  Fluchtpunkt  der  Richtung 
gegeben.  Verbindet  man  das  Centrum  der  Perspective  mit  den 
beiden  Bildern  und  dem  Fluchtpunkt,  so  entsteht  ein  Dreikant. 
Dieses  Dreikant  ist  parallel  zu  einer  Kante  durch  eine  Ebene  so  zu 
schneiden,  dafis  die  Punkte  A  und  B  in  zwei  Kanten  eingepaDst 
werden  können,  während  die  ausgezeichnete  Richtung  parallel  zur 
dritten  steht.  Die  Aufgabe  hat  zwei  Lösungen.  Wir  wollen,  um 
den  Fall  der  Praxis  gleich  ins  Auge  zu  fassen,  annehmen,  die 
ausgezeichnete  Richtung  sei  die  verticale.*)  Dann  kann  man 
jenem  Dreikant  die  beiden  Höhenwinkel  ß^  und  ß^  [Seiten  des 
Dreikants]  und  den  Horizontalwinkel  et  [Winkel  des  Dreikants] 
entnehmen,  welche  die  Sichten  vom  Standpunkt  0  nach  den 
Punkten  A  und  B  einschliefsen«  Ist  z^  die  Höhe  von  A  über 
der  Projectionsebene,  z^  die  von  J?,  und  z  die  gesuchte  Höhe 
des  Standpunktes  0,  sind  femer  r^  und  r,  die  Entfernungen  des 
Grundrisses  0^  von  den  Punkten  A^  und  Bq  imd  a  die  Länge 
A^B^^  so  wird 

ö*  =*  r^  +  r,*  —  ^^1'"'%  cosa;     r^  =  (je  —  z^  cotg^i; 
rj  =  (i?  — «r3)cotgft. 


^)  Gleich  der  vorigen  kommt  diese  Aufgabe  bei  der  Ballonphoto- 
erammetrie  zur  Rüd^ärtsbestimmung  des  Standpunktes  zur  Verwendung. 
Um  die  ausgezeichnete  Lotrichtung  trotz  der  Beweglichkeit  der  Gondel 
auf  der  photographischen  Platte  zu  fiziren,  bringt  man  am  Aequator  des 
Ballons  eine  i^zcuil  (6  bis  8)  Lote  von  solcher  Länge  an,  dafs  sie  erheblich 
unter  die  Gondel  herabreichen.  Diese  von  den  Bewerbungen  der  Gondel 
unbeeinflufsten  Lote  hängen  vertical.  Wenn  sich  zwei  derselben  auf  der 
photographischen  Platte  aobilden,  so  giebt  der  Schnittpunkt  der  Bilder  den 
Fluchtpunkt  der  Yerticalen  und  glei<dLzeitig  auf  dem  Bild  die  Horizontal- 
projection  des  Ballonortes. 
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Setzt  man  in  die  erste  Gleichung  die  Werte  von  r^  und  r,  ein, 
so  erhält  man  folgende  quadratische  Gleichung  für  die  Höhe  z: 

a»  =  (^  -  e^y  cotg^ft  +  (0-  z,y  cotg^ft 
—  2(z  —  je?i)  (js  —  Äj)  cotg ßi  cotg ß^  •  cos a. 

Ist  e  ermittelt,  so  folgen  die  ührigen  Stücke  mittels  einfacher 
Rechnung.  Der  ,,ge  fähr  liehe  Ort"  zweiter  Art  wird  die  Ehene 
durch  die  Basis  ÄB^  welche  senkrecht  auf  einer  durch  sie  und  die 
ausgezeichnete  Richtung  gelegten  Ehene  steht 

Die  Auüstellung  und  Auflösung  der  quadratischen  Gleichnng 
läfst  sich  mit  Hilfe  eines  graphischen  Näherungsverfahrens 
imigehen,  welches  immer  dann  mit  Vorteil  angewendet  werden  kann, 
wenn  man  hereits  einen  Näherungswert  für  die  Höhe  i?  des  zu 
suchenden  Standpunktes  kennt.  Die  Kenntnis  der  drei  Winkel  ß^^ 
ß^  und  a  verschafft  uns  drei  geometrische  Oerter  für  den  Pnnkt  0, 
nämlich  zwei  Ereiskegel  mit  verticaler  Axe,  der  Spitze  in  Ä  hezw. 
B  und  dem  Oefihungswinkel  2ßi  hezw.  2 /3g,  und  einen  verticalen 
Cylinder  üher  demjenigen  Kreis,  der  üher  der  Projection  der  Basis 
AB  einen  Peripheriewinkel  a  falst.  Horizontalehenen  schneiden  die 
drei  geometrischen  Oerter  nach  Eüreisen,  die  sehr  leicht  constroirt 
werden  können.  Legt  man  nun  Horizontalschnitte  in  der  genäherten 
Höhe  e\  so  werden  die  drei  Kreise  ein  kleines  fehlerzeigendes 
Dreieck  0'0"0"'  hilden,  das  sich  für  die  genaue  Höhe  s  auf  einen 
Punkt  reducirt.  Der  wahre  Ort  kann  aus  zwei  solchen  fehler- 
zeigenden Dreiecken  als  Schnittpunkt  der  Verhindungslinien  ent 
sprechender  Ecken  gefanden  werden. 

24.  Die  in  den  Paragraphen  19 — 22  auseinandergesetzten  Metho- 
den zur  Bestimmung  des  Standortes  sind  sämtlich  für  die  Ballon- 
photogrammetrie  von  Wichtigkeit,  sei  es,  dafs  man  den  Ballon- 
ort zur  Ausknndschaftung  von  Ohjecten,  welche  anderweitig  nicht 
zugängig  sind,  henötigt,  oder  dafs  man  den  Ballonort  um  seiner 
selbst  willen  möglichst  genau  zu  bestimmen  sucht,  wie  bei  meteo- 
rologischen Beobachtungen  im  Ballon.  Während  man  im  ersteren 
Fall  zumeist  auf  eine  möglichst  geringe  Zahl  bekannter  Terrain- 
objecto  sich  zu  beschränken  hat  und  die  Lösungen  der  vorigen 
Paragraphen  direct  zur  Anwendung  kommen,  wird  man  im  letzteren 
Fall  häufig  über  eine  grofse  Zahl  bekannter  Terrainobjecte  verfugen. 
Dann  tritt  die  Frage  nach  der  Auswahl  aus  denselben  oder  nach 
der  sachgemäfsen  Benützung  aller  um  so  mehr  in  den  Yordergnmd, 
als  die  kartographische  Festlegung  der  benützten  Terrainobjecte 
in  der  Regel  an  gewissen  ünvollkommenheiten  leidet.  Ich  habe 
folgendes  Verfahren  in  letzterem  Fall  als  zweckentsprechend  erprobt 
Die  Terrainobjecte  welche  zur  Benützung  konunen,  können  teils 
Punkte  teils  Linien  sein,  und  letztere  [Strafsenzüge,  Eisenbahnen, 
Flurgrenzen]    sind    auf   den  Photographieen   häufig  sicherer  zu  er- 
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keimen  als  einzelne  Punkte.  Nehmen  wir  zunächst  an,  das  Terrain 
sei  vollkommen  eben.  Vergl.  Fig.  13.*)  Man  kann  dann  auf  der 
Karte  ein  Netz  von  Linien  ziehen,  das  teils  aus  bekannten  Linien, 
teils  aus  den  Verbindungslinien  bekannter  Punkte  besteht.  Das 
correspondirende  Netz  auf  der  Ballonphotographie  sei  ebenfalls  ge- 
zogen. Nun  betrachte  ich  eine  geradlinige  Punktreihe  ABCD^  die 
in  einer  Linie  des  Netzes  auf  der  Karte  liegt,  und  das  zugehörige 
Strahlenbüschel,  welches  vom  perspectivischen  Centrum  nach  den 
entprechenden  Punkten  A'B'C'D'  der  Photographie  geht.  Letzteres 
läist  sich  mit  Hilfe  der  inneren  Orientirung  der  Photographie  con- 
stmiren.     Nun  wird  die  Punktreihe  in  dasselbe  eingepafst  und  vom 


Fig.  13. 

Centrum  des  Büschels  ein  Lot  OE  auf  die  eingepafste  Punktreihe 
gefallt.  Wird  der  Fufspunkt  E  dieses  Lotes  in  die  Punktreihe  auf 
der  Karte  übertragen  und  dort  eine  Senkrechte  zu  ihrem  Träger 
errichtet,  so  ist  dies  ein  geometrischer  Ort  für  den  Grundrifs  Oq 
des  Ballonortes.  So  lassen  sich  eine  Menge  geometrischer  Oerter  für 
diesen  Grundrifs  finden,  die  sich  zwar  in  dem  Fall,  dafs  das  Terrain 
nicht  genau  eben  ist,  nicht  in  einem  Punkt  schneiden  werden,  aber 
doch  eine  angenäherte  Bestimmung  des  Grundrisses  des  Ballonortes 
ermöglichen.  Für  die  Höhe  des  Ballonortes  über  dem  Grundrifs 
ergeben  sich  dann  ebensoviele  Bestimmungen,  als  geometrische 
Oerter  vorhanden  waren,  und  aus  ihnen  läfst  sich  ein  Mittel  ziehen, 
das  der  wahren  Höhe  wenigstens  annähernd  entspricht.  Mit  Hilfe 
des  so  gefundenen  genäherten  Ballonortes  kann  man  nun,  falls  die 

*)  Dieselbe  stellt  ein  Stück  des  Terrains  (Karte)  samt  photogr.  Bild 
im  gegenseitigen  Zusammenhang  von  oben  gesehen  (Grundrifs)  dar. 
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Höhen  der  benützten  Punkte  in  der  Karte  angegeben  sind,  die 
Centralprojection  der  einzelnen  Punkte  und  Linien  rom  genäherten 
Standpunkte  aus  ermitteln  und  diese,  vom  Grundrifs  nur  w^iig 
verschiedene  Centralprojection  zur  Grundlage  einer  genaueren  Gon- 
struction  des  Ballonortes  machen,  die  dann  zu  einer  besseren  Über- 
einstimmung föhren  wird.  Das  Verflethren  setzt  allerdings  voraas, 
dafs  die  Terrainunebenheiten  gering  sind  im  Vergleich  zu  der  zu 
ermittelnden  Ballonhöhe  und  dafs  die  benützten  Strahlenbüschel 
nicht  nahezu  in  einer  horizontalen  Ebene  liegen. 

Entnahme  von  Winkeln  ans  orientirten  Bildern,  Zosammen- 

sohlufs  veraohiedener  Bilder,  Oonstmotion  der  Ol^jeo^unkte 

in  speoiellen  Fftllen« 

25.  Bei  den  vorhergehenden  Aufgaben  ist  die  Entnahme  von 
Winkeln  aus  orientirten  Photographien  als  bekannt  voraus- 
gesetzt. Dieselbe  bietet  in  der  That  keinerlei  Schwierigkeiten,  sei 
es,  dafs  man  sie  mit  den  Hilfismitteln  der  darstellenden  Geometrie 
oder  mittels  trigonometrischer  Eechnung  durchfElhrt.  Besondere  Ver- 
einfachungen  lassen  sich  im  allgemeinen  nicht  anbringen.     Jedoch 


y 


Fig.  U. 

in  dem  speciellen  Fall,  dafs  die  Lotrichtung  ausgezeichnet  ist  und 
es  sich  um  die  Entnahme  von  horizontalen  und  verticalen  Winkeb 
handelt,  ist  einiges  zu  bemerken.  Herr  Koppe*)  hat  für  den  Fall, 
dafs  die  optische  Axe  der  aufgenommenen  Photographie  mit  dem 
Horizont  einen  Winkel  oo  einschliefst,  folgende  Formeln  für  den 
Höhenwinkel  ß  und   die  Azimutaldüferenz  et  gegenüber  einer  dmtjh 

*)  Photogrammetrie.   Weimar  1889.    8.  8. 
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die  optische  Axe  gelegten  Yerticalebene  angegeben,  welche  an  der 
Hand  umstehender  Figur  14  unmittelbar  zu  entwickeln  sind: 

®  ONq  Oa^  —  -^0 *o        d  C08  CO  —  y  sin  m^ 

.    a        -Po' -P'        N^N  d  sin  ©  +  y  cos  m 

igß  =  7f^-r  =  77W-  cos  a  =  j '   ^    . —  cos  a: 

^  ^         OP^  ON^  d  cos  o  —  y  sin  00  ' 

y  und  X  sind  dabei  die  Coordinaten  des  Punktes  F'  bezogen  auf  ein 
durch  den  Hauptpunkt  a  gehendes  rechtwinkliges  Coordinatensystem, 
dessen  X-Axe  horizontal  ist. 

Diese  beiden  Formeln  eignen  sich  für  die  Berechnung  mittels 
des  Bechenschiebers.  Für  logarithmische  Berechnung  ist  die  Ein- 
fuhrung eines  Hilfswinkels  M  zu  empfehlen,  und  man  erhält  dann 
folgende  Formelserie: 

d  =  m  cos  -3f ;     y  =»  w  sin  3f ;     ^  =  tg  M. 
*g"°°mco»('l  +  3fy     tg/J  =  tg(«,  +  JlO-co9«. 

Ist  die  optische  Axe  horizontal,  steht  also  die  Bildebene 
vertical,  so  reduciren  sich  die  Formeln  einfach  auf  folgende: 

^^^^1'     *^'^""l  -cos«, 
welche  für  die  Berechnung  mittels  Bechenschiebers   vorzüglich   ge- 
eignet sind.     Die   Strecke   kann   der  Horizontalprojection  un- 
mittelbar entnommen  werden. 

26.  Obwohl  die  optische  Technik  gegenwärtig  der  Photogram- 
metrie  Linsen  mit  einem  Bildfeld  von  nahezu  90®  zur  Verfügung  stellt, 
so  kommt  man  doch  oft  genug  in  die  Lage,  mehrere  Bilder  ge- 
brauchen zu  müssen,  welche  von  ein  und  demselben  Standpunkt  auf- 
genommen sind,  und  es  entsteht  dann 
die  Aufgabe,  solche  Bilder  unter 
einander  in  Verbindung  zu 
bringen.  Nehmen  wir  den  ein- 
fachsten Fall,  dafs  die  optischen  Axen 
beider  Bilder  horizontal,  die  beiden 
Bilder  also  vertical  sind.  Die  innere 
Orientirung  beider  Büder  sei  gegeben. 
Man  kann  dann  den  Winkel  der 
optischen  Axen   ableiten,  sobald  die 

beiden  Bilder  über  einander  greifen  und  zusammengehörige  Punkte  auf 
beiden  Bildern  gefunden  werden  können.  Es  seien  [siehe  nebenstehende 
Figur  15]  die  Abscissen  zweier  zusammengehöriger  Bildpunkte  auf 
den  beiden  Photographieen  x^  und  x^^  dann  hat  man  die  Beziehungen: 

Jahresbericht  d.  Deutschen  Maihem.  -Vereinigung.    VI,  2.  3 
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a;i'=dtg(a  — 1);     x,  =  d  tg(a  +  i), 
daraus  folgt  2d(l  +  tg'l)      , 

Im  Fall,  dafs  l  ein  kleinerer  Winkel  ist,  wenn  also  die  zu- 
sammengehörigen  Bildpnnkte  nahe  an  der  Stelle  gewählt  werden, 
wo  die  heiden  Bildebenen  sich  durchsetzen,  erhält  man  hieraus  unter 
Vernachlässigung  von  tg^k  gegenüber  1  und  unter  der  praktisch 
immer  zulässigen  Voraussetzung,  dafs  tg  a  <  1  ist: 

Xi  -{-  x^  =  2dtga, 
Es  ist  dann  , 

Die   Gröfse        T    *   giebt  die  Entfernung  des  Schnittes  der  beiden 

Bildebenen  von  den  Verticalen  durch  die  Hauptpunkte  an.  Zieht 
man  in  den  beiden  Bildebenen  parallele  Linien  zu  den  Haupt- 
verticalen  in  der  gegebenen  Entfernung,  so  können  die  Bilder  längs 
derselben  aneinandergepafst  werden. 

Wenn  die  optischen  Axen  der  beiden  Bilder  nicht  horizontal 
waren,  so  reicht  ein  Paar  zusanunengehöriger  Büdpunkte  zum  Zu* 
sajnmenschluTs  der  beiden  Bilder  nicht  mehr  aus.    Man  bedarf  dann 


Pig.  16. 


zweier  Paare  zusammengehöriger  Bildpunkte  P'P'\  Q'Q'\    Man  ent- 
nimmt  den  Bildern  die  Winkel  a/Jy,  und  aß'y,  wobei  tgo  =^^» 

tg^  =  ^^,    tg«'=??^^,    tg^'=^,d  =00,  =  00,  ist 

Siehe  Figur  16.    Die  beiden  Dreikante,  welche  von  0  nach  Oj^P'Q^ 
bezw.  nach  a^P^Q"  laufen,  sind  an  den  Seiten  P'OQ'  und  P'ÖC" 
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aneinander  zu  legen,  so  dafs  sie  ein  Vierkant  bilden,  in  dem  die  Dia- 
gonale  a^Oa^  gesucht  ist.    Bezeichnen  wir  sie  mit  £,   so  sind  die 

Abstände    (i^^K  =  a^K  ==>  d  ig  ^  -      Die    Winkel  v    und   v'   können 

dem  Vierkant  entnommen  werden.  Sind  die  Bildweiten  beider  Photo- 
graphieen  verschieden,  aber  bekannt,  so  tritt  eine  ganz  unwesentliche 
Coxnplication  ein.  Die  Aufgabe  des  Zusammenschlusses  mehrerer 
Bilder  findet  bei  der  Himmelsphotographie  ausgedehnte  Anwendung.  Da 
dort  die  Bildweite  weder  genügend  genau  bekannt,  noch  auch  für 
die  yerschiedenen  Au&iahmen  ausreichend  constant  ist,  wird  ihre 
Lösung  auf  Umwegen  durch  Vergleich  gemessener  Stempositionen 
mit  den  photographisch  ermittelten  angestrebt. 

Sind  von  den  beiden  Bildern  die  Elemente  der  inneren  Orien- 
tirung  ganz  unbekannt,  so  erfordert  der  ZusammenschluTs  die  Kenntnis 
Yon  4  Paaren  zusammengehöriger  Punkte.  Die  Aufgabe,  die  Linien 
zu  finden,  längs  welcher  der  ZusammenschluTs  der  Bilder  erfolgt, 
ist  identisch  mit  der  Aufsuchung  der  Axe  der  Perspectivität  der 
beiden  projectiv  auf  einander  bezogenen  Ebenen,  von  welchen 
4  Paare  entsprechender  Punkte  gegeben  sind.  In  diesem  Fall  ist 
es  aber  nicht  mehr  möglich,  den  Winkel  ausfindig  zu  machen,  den 
die  beiden  Bildebenen  mit  einander  einschlie£sen.  Auch  f(ir  die 
Lage  des  perspectivischen  Centrums  gegenüber  einer  der  beiden 
Bildebenen  kann  nur  ein  geometrischer  Ort,  nämlich  ein  Kreis  in 
einer  Ebene  senkrecht  zur  Axe  der  Perspectivität,  angegeben  werden. 

27.  Wenn  die  Bestimmung  der  gegenseitigen  Lage  der  perspectivi- 
schen Centren  und  Bildebenen  geschehen  ist,  so  bleibt  noch  die  Haupt- 
aufgabe, nämlich  die  Beconstruction  der  einzelnen  Object- 
punkte,  zu  erledigen.  Dazu  reicht  nach  (15.)  die  Benützung  zweier 
Bilder  aus.  Die  Construction  der  einzelnen  Punkte  erfolgt  zumeist  so, 
dafs  der  GrundriTs  der  Punkte  und  die  Höhe  über  der  OrundriTsebene  auf- 
gesucht wird:  ersterer  in  der  Regel  graphisch,  letztere  rechnerisch.  Ln 
Fall,  dafs  die  beiden  Bildebenen  senkrecht  zur  Grundrifsebene  stehen, 
wurde  das  übliche  Verfahren  bereits  in  (15.)  auseinandergesetzt. 
Sind  die  Bildebenen  zur  Grundrifsebene  geneigt,  so  kann  man  direct  an 
das  Hau ck 'sehe  Verfahren,  das  die  gegnerischen  Kernpunkte  benützt, 
anknüpfen,  indem  man  den  Grundnfs  als  Perspective  von  einem 
unendlich  fernen  Centrum  aus  auffafst.  Es  seien  0^  und  0,  die 
beiden  perspectivischen  Centren,  e^  und  e^  die  zugehörigen  Bild- 
ebenen, Oq  das  unendlich  ferne  Centrum  des  Grundrisses;  O^q  (Grund- 
rifs  von  0^)  und  Oq  (Schnittpunkt  der  Verticalen  von  0^  mit  der 
Ebene  e^)  sind  dann  gegnerische  Kernpunkte,  ebenso  O^q  und  Oq\ 
Die  Schnittkanten  der  Bildebenen  e^  und  e^  mit  der  GrundriDsebene 
seien  k^  und  Ä,.  Um  den  Grundiiis  Pq  des  Punktes  P  zu  finden, 
zieht  man  in  den  Ebenen  e^  und  e^  die  Kemstrahlen  OqP'  und 
Oq'P''  und  markirt  ihre  Schnittpunkte  mit  den  Kanten  k^  und  k^. 
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Diese  überträgt  man  in  die  Kanten  ^  und  A:,  ^  ^^^  Grnmdiüsebene 
nnd  zieht  dort  die  Strahlen  O^qP^  und  O^oP,,  die  sich  dann  in  dem 


^o: 


e 

CL 

gesuchten  Punkt  P^  schneiden.  Sind 
die  Bildebenen  e^  und  e^  annähernd 
senkrecht,  so  fallen  die  Punkte  0^  und 
Oq  sehr  weit  hinaus  und  sind  unbe- 
quem zu  benützen.  Es  ist  dann  folgen- 
des, von  Koppe  angegebene  Verfahren 
vorzuziehen  [siehe  Fig.  18].  Man  benützt 
eine  Hilfsebene  durch  den  Punkt  O, 
welche  auf  der  Grundrifsebene  und  der 
Bildebene  senkrecht  steht.  Sind  y  und  x 
die  Coordinaten  des  Bildpunktes  in  der 
Ebene  c,  so  braucht  man  nur  dieselben  in 
der  aus  der  Figur  ersichtlichen  Weise 
einzutragen,  um  den  Grundrifs  OqPq 
eines  Projectionsstrahles  zu  finden.  Aueh 
die  Höhendiflferenz  H  des  Punktes  P 
über  0  läfst  sich  als  vierte  geometrische 

Proportionale    der   Formel    H  =  h-^ 

berechnen,  wenn  die  Gröfsen  die  in  Figur  18  angegebene  Bedeutung 
haben.    Die  H au ck' sehen  Methoden  gestatten  auch  eine  unmittelbare 


Qf'" 


Fig.  18. 
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Construction  des  Aufrisses,  die  aber  nur  in  der  Architekturphoto- 
grammetrie,  wo  der  Aufrüjs  ohne  Orundrifis  unter  Umständen  gewünscht 
wird,  von  Bedeutung  sein  kann. 

Bei  praktischen  AusfQhmngen  der  Photogrammetrie  sieht  man 
sich  nicht  selten  genötigt,  spitzere  Schnitte  bei  der  Construction 
des  Grundrisses  durch  Yorwärtseinschneiden  zuzulassen,  als  es  im 
Interesse  der  Genauigkeit  zu  wünschen  wäre.  Die  hierdurch  ent- 
stehende Ungenauigkeit  rührt  zum  Teil  von  der  Schwierigkeit  her, 
spitze  Schnitte  graphisch  zu  ermitteln.  Man  kann  diese  Ungenauig- 
keit auf  rechnerischem  Wege  beseitigen,  wie  dies  von  Koppe*) 
vorgeschlagen  und  ausgeführt  wurde,  und  behält  dann  nur  jenen 
Teil  der  Ungenauigkeit  bei,  der  von  der  unscharfen  Bestimmung 
der  Coordinaten  in  den  photographischen  Bildern  herrührt.  Man 
kann  aber  auch  auf  graphischem  Wege  die  mit  den  spitzen  Schnitten 
verbundenen  Uebelstände  vermeiden,  wenn  man,  statt  den  Grundriüs 
direct  zu  zeichnen,  eine  passende  afOne  Figur  desselben  zeichnet, 
wobei  man  in  der  Bichtung  quer  zu  den  zu  erwartenden  schiefen 
Schnitten  eine  entsprechende  Dehnung  eintreten  läfst,  wodurch  letztere 
vermieden  werden.  In  der  umstehenden  Figur  19  ist  die  directe 
Construction  mit  den  spitzen  Schnitten  der  affin  verzerrten  Figur 
gegenüber  gestellt.  In  der  affinen  Figur  kann  man  nun  allerdings 
die  aus  der  Photographie  entnommenen  Mafse  nicht  direct  auf  der 
Horizontalprojection  der  Bildebene  auftragen;  aber  man  kann  in  das 
betreffende  Strahlenbüschel  eine  Punktreihe  immer  so  einpassen,  daTs 
die  gegenseitigen  Abstände  derselben  ein  bequemes  Vielfaches  der 
den  Photographieen  entnommenen  Mafse  bilden. 

So  würden  bei  einer  affinen  Umformung,  die  mit  einer  drei- 
fachen Dehnung  in  der  Querrichtung  verbunden  ist,  die  Entfernungen 
a^P'  und  a^^'^  ^^  sie  nicht  genau  in  der  Querrichtung  liegen,  u^ 
einem  unbequemen  Verhältnis  vergröfsert  werden.  Durch  eine 
passende  ParaUelverschiebung  der  affinen  Grundrifsprojection  können 
die  Strecken  (ai)(P')  und  {(ji2)(P")  genau  gleich  dem  dreifachen 
der  Bildabscissen  x^  und  x^  gemacht  werden. 

Erhebliche  Vereinfachungen  lassen  sich  erzielen,  wenn  man  für 
jBine  Parallelstellung  der  optischen  Axen  der  beiden  Bilder 
Sorge  trägt.  Für  den  Fall,  dafs  noch  dazu  die  Basis  0^0^  an- 
nähernd senkrecht  zur  Bichtung  der  optischen  Axen  steht,  hat  Herr 
Koppe  ein  rechnerisches  Verfahren  angegeben,  nach  dem  man  die 
Coordinaten  eines  Baumpunktes  direct  aus  den  Coordinaten  seiner 
beiden  Bildpunkte  bestimmen  kann.  Das  Verfahren  empfiehlt  sich 
hauptsächlich  zur  Berechnung  von  Wolkenhöhen.  Bei  Ballonauf- 
nahmen, wo  es  sich  um  die  Reconstruction  verhältnismäfsig  flacher 


*)  Photogrammetrie  und  internationale  Wolkenmessung.  Braunschweig 
1896.    S.  11. 
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Objecto  ans  gröfserer  Höhe  handelt,  kann  man  mit  Vorteil  ein  Ver- 
fahren anwenden,  welches  auf  der  Voraussetzung  beruht,  dafs  das 
aufgenommene  Terrain  auf  eine  horizontale  Bildebene  photo- 
graphirt  ist.  Sind  zwei  solche  Au&ahmen  gegeben,  so  yergrofsert 
man  dieselben  zunächst  so  weit,  dafs  sie  die  Projection  des  Terrains 


vom  betre£fenden  Ballonort  auf  ein  und  dieselbe  in  der  mittleren 
Höhe  des  Terrains  gelegene  GrundriTsebene  darstellen.  Die  beiden 
vergröljserten  Bilder  werden  nun  in  die  richtige  gegenseitige  L&ge 
gebracht,  und  es  müssen  sich  dann  alle  Terrainpunkte  decken,  die 
gerade  die  Höhe  der  GrundriTsebene  haben.     Die  über  oder  anter 
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der  GnmdriTsebene  gelegenen  Punkte  dagegen  treten  in  den  beiden 
Bildern  auseinander.  Sind  P'  und  P"  zwei  solche  Bilder,  so  findet 
man  den  Grundrüs  P^  des  dargestellten  Terrainponktes  durch  den 
Schnitt  der  Verbindungslinien  P'O^o  und  P"0,o.  Die  Höhe  PP^ 
über  dem  Grundrifs  kann  auf  doppelte  Weise  mittels  Proportionen 
berechnet  werden.  Wenn  die  Voraussetzung  einer  photographischen 
Anfiiahme  auf  eine  horizontale  Bildebene  nicht  erfüllt  ist,  so  kann 
man  die  Reconstruction  dennoch  auf  den  einfachen  Fall  zurück- 
fahren, wenn  man  sich  aus  der  Projection  auf  die  schiefe  Bildebene 
eine  solche  auf  die  horizontale  Bildebene  verschafPt.  Dies  kann  zum 
Beispiel  nach  (3.)  mit  Hilfe  des  Möbius'schen  Netzes  geschehen. 
Es  ist  allerdings  erwünscht,  ein  mechanisches  Hilfsmittel  zu 
dieser  ümzeichnung  einer  Perspective  in  eine  andere  vom 
gleichen  Centrum  aus  zu  besitzen.  Apparate,  welche  dies  leisten, 
sind  unter  dem  Namen  „Perspectographen^^  wiederholt  construirt 
worden«  Ein  besonders  einfacher  Apparat  dieser  Art  ist  der  Per- 
spectograph  von  Bitter.*)  Während  derselbe  nur  die  hier  er- 
wähnte Aufgabe  der  ümzeichnung  einer  ebenen  Perspective  löst, 
stellt  sich  der  von  Herrn  Professor  Hauck  erdachte  und  von  Herrn 
Professor  Brauer  constructiv  sehr  vervollkommnete  Perspectograph 
die  allgemeinere  Aufgabe,  aus  Grundrifs  und  Aufrifs  eines  Objectes 
eine  Perspective  zu  finden.**)  Der  Gedanke,  welcher  der  Haue  ku- 
schen Construction  zu  Grunde  liegt,  läfst  unmittelbar  eine  Er- 
weiterung auf  die  photogrammetrische  Aufgabe  zu,  aus  zwei  orien- 
tirten  Perspectiven  einen  Grundrifs  oder  AuMTs  zu  construiren. 
Doch  scheint  eine  wirkliche  Ausführung  bis  jetzt  noch  nicht  vor- 
genommen worden  zu  sein.  [Vergleiche:  Franz  Schiffner,  Die 
photographische  Mefskunst,  Halle  1892,  pag.  109  £r.]  Mehr  Aus- 
sicht auf  eine  praktisch  brauchbare  Lösung  der  Aufgabe,  eine  ebene 
Figur  perspectivisch  umzuzeichnen,  scheint  auf  optischem  Wege  ge- 
geben zu  sein.  Wenn  man  die  betreffende  Figur  [Original-Negativ] 
mittels  eines  Skioptikons  auf  eine  ebene  Wandfläche  stark  vergröfsert 
projicirt  und  von  dieser  Vergröfserung  wiederum  ein  photographisches 
Abbild  von  einem  passenden  Standpunkt  aus  nimmt,  so  kann  man 
eine  von  der  ursprünglichen  Figur  sehr  stark  abweichende  Perspective 
erhalten,  ohne  dafs  ein  wesentlicher  Verlust  an  Schärfe  des  Bildes 
zu  befürchten  wäre.  Die  Schwierigkeiten  bei  der  Ausführung  dieser 
Methode  bestehen  hauptsächlich  darin,  den  photographischen  Apparat 
gerade  in  jene  Lage  zu  bringen,  welche  die  gewünschte  Perspective 
giebt.  Die  Auseinandersetzungen  des  Abschnittes  (20.)  deuten  einen 
Weg  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  an. 

*)  Derselbe  ist  beschrieben  in  dem  Catalog  mathematisch-physikalischer 
Modelle,  Apparate  und  Instrumente,  herausgegeben  von  Waither  Dyck, 
München  1892.    S.  241. 
•^  Ebenda  S.  284. 
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Die  bisher  erörterten  theoretischen  Grundlagen  der  Photo- 
grammetrie  weisen  eine  geometrische  Lücke  auf,  welche  auch  für 
die  Praxis  von  hervorragender  Bedeutung  ist.  Sie  betrifft  das  Mals 
der  Zuverlässigkeit  der  angewendeten  Constmctionen.  Während  in 
der  Geodäsie  die  Fehlertheorie  einen  breiten  Raum  einnimmt  und 
die  Discussion  der  Genauigkeit  der  Methoden  eine  unentbehrliche 
Ergänzung  der  Darlegung  derselben  bildet,  ist  in  der  Photogrammetrie 
kaum  der  erste  Anlauf  in  dieser  Richtung  genommen  worden.  Die 
wenigen  Ansätze,  die  vorhanden  sind,  entstanden  zudem  in  allzn- 
engem  AnschluTs  an  die  rechnungsm&fsigen  Methoden  der  geodätischen 
Punktfestlegung  und  tragen  der  graphischen  Natur  der  photo- 
grammetrischen  Constmctionen  keine  Rechnung.  Es  zeigt  sich  viel- 
mehr hier  so  recht  deutlich  der  Mangel  an  systematischer  Kritik,  der 
bisher  noch  allen  graphischen  Constructionsanweisungen  und  nicht  nur 
den  photogrammetrischen  anhaftet  Während  man  bei  den  einfachsten 
geodätischen  Messungen  Fehlergrenzen  berücksichtigt,  ihren  Einflols 
auf  das  Resultat  untersucht  imd  hiemach  die  Methode  beurteilt, 
gilt  für  graphische  Constmctionen  nur  die  eine  Maxime:  „Zeichne 
so  genau  als  möglich  und  traue  dem  Resultat  so  wenig  als  möglich." 
Dennoch  ist  eine  Fehlertheorie  der  graphischen  Constmctionen  nicht 
nur  möglich,  sondern  sie  kann  sogar  im  engen  Anschlufs  an  die* 
selben  auf  geometrischem  Wege  entwickelt  werden.  In  dem  münd- 
lichen Bericht,  den  ich  über  das  vorliegende  Referat  auf  der  Ver- 
sammlung in  Draunschweig  erstattete,  habe  ich  mich  auch  über 
diesen  Punkt  verbreitet.  Inzwischen  ist  mir  der  Gegenstand  unter 
der  Hand  gewachsen  und  hat  seinen  Schwerpunkt  über  den  Rahmen 
der  Photogrammetrie  hinaus  verlegt,  so  dafs  eine  selbständige  Er- 
örterung auf  breiterer  Basis  angezeigt  erscheint  Das  praktische 
Resultat  für  die  Photogrammetrie  ist,  was  nicht  überraschen  wird, 
insofern  ein  negatives,  als  es  die  Brauchbarkeit  aller  complicirteren 
Constmctionen,  z.  B.  des  Problems  der  ö  Punkte  in  Fn^  stellt 
Die  Notwendigkeit,  durch  geeignete  instmmentelle  Anordnungen  die 
innere  und  äufsere  Orientirung  der  zu  Messungszwecken  zu  benützen- 
den Bilder  zu  sichern,  wird  dadurch  aufs  Neue  bestätigt. 

Für  den  Fortschritt  in  der  Photogrammetrie  haben  zur  Zeit  theore- 
tische Untersuchungen  nur  secundäre  Bedeutung.  Die  instmmentelle 
Seite  der  Photogrammetrie  erfreut  sich  ausreichender  Pflege;  dagegen 
tritt  die  eigentliche  Anwendung  unnatürlich  zurück.  Die  photogram- 
metrische  Litteratur  wimmelt  von  Apparatconstmctionen,  von  neuen 
Methoden  und  Vorschlägen,  aber  von  fertiggestellten  Ausführungen 
zu  bestimmten  Zwecken  (also  abgesehen  von  Probestücken)  ist  nur 
selten  die  Rede.  In  den  Organismus  der  Landesaufnahme  ist  die 
Photogrammetrie  mit  sichtlichem  Erfolge  nur  in  Italien,  Kanada, 
Bayern  und  alleraeuestens  in  Oesterreich  eingefügt  worden,  lieber 
den    praktischen  Wert    der  Ballonphotogrammetrie   wird   wohl    erst 
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der  nächste  Festungskrieg  entscheiden,  nachdem  in  Friedenszeiten 
der  zu  erwartende  Erfolg  zu  dem  unbedingt  nötigen  Einsatz  an 
materiellen  und  geistigen  Mitteln  aufser  Verhältnis  zu  sein  scheint 
In  der  Architekturphotogrammetrie  bilden  Mejdenbauers  Au&ahmen 
alter  Baudenkmäler  das  einzige  Beispiel  einer  nutzbringenden  Ver- 
wendung. In  der  Hand  österreichischer  Ingenieure  hat  sich  die 
Photogranmietrie  auch  zu  technischen  Zwecken  namentlich  beim 
Lawinenverbau  bewährt.  Für  die  geographische  Detailforschung  im 
Hochgebirge  (Gletscheraufhahmen)  nützt  sie  der  Verfasser  im  Verein 
mit  Andern  seit  einem  Jahrzehnte  aus.  Solange  indessen  die  prak- 
tischen Anwendungen  so  vereinzelt  sind,  wie  gegenwärtig,  kann  man 
von  einer  hohen  Bedeutung  der  Photogranmietrie  nicht  sprechen. 
Ob  das  in  Zukunft  anders  sein  ifird,  hängt  nicht  von  der  Ergiebig- 
keit geometrischer  Untersuchungen,  sondern  von  der  Wertschätzung 
ab,  die  man  den  mit  der  Photogrammetrie  erreichbaren  und  er- 
reichten Zielen  entgegenbringt. 
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Ganfs  hat  dadurch,  dais  er  den  Begriff  der  Fläche  loslöste  yon 
dem  der  Begrenzung  eines  Körpers,  einen  groisen  Fortschritt  in  der 
Geometrie  der  Oberflächen  angebahnt.  Er  definirte  die  Fläche  nn- 
abhängig  von  einem  durch  sie  begrenzten  Baum  als  zweidimensio- 
nales Gebilde,  gleichsam  als  deformirbare  Haut,  und  untersuchte  ihre 
von  der  zufälligen  Gestalt  unabhängigen  Eigenschaften.  Dieser  An- 
schauung liegt  offenbar  eine  mechanische  Abstraction  zu  gründe, 
die  allerdings  möglichst  bald  durch  formale  Beziehungen  ersetzt 
wird,  dann  in  den  Formeln  gleichsam  untergeht  und  nur  am  Schlüsse 
der  Bechnung  zur  gelegentlichen  Ezemplification  der  Besultate  wieder 
hervorgeholt  wird.  Bei  der  Fruchtbarkeit,  welche  der  von  Gauijs 
eingeführte  neue  Gedanke  bewiesen  hat,  wird  es  sich  verlohnen,  dem- 
selben möglichst  nachzugehen  ohne  Bücksicht  auf  methodische  Be- 
denken, die  einer  Verquickung  zweier  verschiedener  Erfahrungsgebiete 
wie  Geometrie  und  Mechanik  entgegenstehen. 

Gauls  hat  den  mechanischen  Begriff  der  deformirbaren  Haut 
sehr  speciell  aufgefaM,  indem  er  das  Moment  der  ünausdehnbar- 
keit  in  den  Vordergrund  stellte.  Später  ist  namentlich  auf  dem 
Gebiete  der  Functionentheorie  der  Begriff  der  deformirbaren 
Haut  sehr  verallgemeinert,  aber  gerade  dadurch  wiederum  dem  Be- 
reiche der  Mechanik  entrückt  worden.  Indem  man  diesen  Begriff 
zur  Blustration  des  Zusammenhanges  der  Werte  einer  Function 
benötigte,  entkleidete  man  ihn  fast  aller  mechanisch  faüsbaren  Eigen- 
schaften und  liels  nur  die  geometrische  Eigenschaft  des  „Zusammen- 
hangs^^ übrig.  Im  Nachfolgenden  soll  der  Begriff  der  deformir- 
baren Haut  zwar  weiter  gefajjst  werden  als  im  Gaufs'schen  Sinn, 
ohne  ihn  indessen  so  weit  zu  verflüchtigen,  wie  es  in  der  Functionen- 
theorie geschieht. 

Seit  man  sich  bestrebt  hat,  die  Resultate  mathematischer  For- 
schung der  unmittelbaren  Anschauung  durch  Modellirung  der 
geometrischen  Gebilde  zugänglich  zu  machen,  hat  es  nicht  an 
Versuchen  gefehlt,  den  Gaufs'schen  Begriff  der  deformirbaren  un- 
ausdehnbaren Haut  mechanisch  zu  verwirklichen.  Die  Schwierig- 
keiten, die  sich  dabei  in  den  Weg  legten,  waren  nicht  gering  und 
sind  bis  jetzt  in  voUbefiriedigender  Weise  noch  nicht  gehoben.  Zwar 
besitzen  wir  in  einem  ebenen  Blatt  Papier  ein  sehr  vollkommenes 
Anschauungsmittel   für   eine    ganz    specielle  Gattung    deformirbarer 
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Häute,  nämlich  solcher  yom  Erüimnnngsmaljse  Null,  allein  es  ist  bis 
jetzt  nicht  möglich  gewesen,  ein  gleich  vollkommenes  Substrat  för 
Flächen  von  beliebigem  ErümmungsmaXs  zu  finden,  da  bei  den  bisher 
verwendeten  Materialien  (Pergament,  Stanniol,  Blech,  Guttapercha  u.  s.  w.) 
Unausdehnbarkeit  und  leichte  Biegsamkeit  nur  sehr  unvollkommen 
vereinigt  sind.  Durch  das  Bestreben,  Haute  herzustellen,  welche  den 
Bedingungen  besser  genügen,  sind  die  folgenden  Untersuchungen  an- 
geregt worden.  Bei  solchen  Versuchen  hat  sich  herausgestellt,  dals 
sich  auf  mindestens  ebenso  vollkommene  und  vielfach  noch  voll- 
kommenere Weise  Häute  herstellen  lassen,  welche  geometrisch  fest 
bestimmten  Eigenschaften  entsprechen,  die  aber  nicht  der  Gaufs'schen 
Bedingung  der  Unausdehnbarkeit  gentigen.  Man  kann  sich  versudis- 
weise  auf  den  Standpunkt  stellen,  die  geometrischen  Eigen- 
schaften der  Flächen  nach  der  Möglichkeit,  sie  auf  mecha- 
nischem Wege  herzustellen,  zu  beurteilen,  und  es  ist  inter- 
essant zu  sehen,  wie  eine  Reihe  geometrisch  wichtiger  Eigenschaften 
auch  einer  einfachen  Bealisirung  auf  mechanischem  Wege  fähig  sind. 
Andererseits  aber  wird  man  durch  die  Möglichkeit  der  mechanischen 
Realisirung  auf  die  Betrachtung  von  geometrischen  Eigenschaften 
aufinerksam,  welche  sich  sonst  der  Untersuchung  leicht  entziehen 
würden,  so  daJB  die  hier  eingeschlagene  Methode  auch  einigen  heuri- 
stischen Wert  beanspruchen  darf. 

Ehe  wir  uns  zur  mechanischen  Eealisirbarkeit  von  Oberflachen 
mit  gegebenen  Eigenschaften  wenden,  wollen  wir  die  einfachere 
Frage  beantworten:  Wie  kann  man  deformirbare  Curven  media- 
nisch herstellen?  —  Hier  bieten  sich  zwei  Wege.  Man  kann  sich 
die  Gurve  als  Aze  eines  dünnen,  biegsamen  (eventuell  auch  ausdehn- 
baren) Stabes  oder  Drahtes  denken  oder  auch  als  Grenzfall  einer 
Kette  von  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  (starren  oder  ausdehn- 
baren) GHedem.  Die  Frage  der  Ausdehnbarkeit  ist  bei  den  Curven 
von  ganz  nebensächlicher  Bedeutung,  da  alle  Curven,  die  man 
durch  die  Deformation  dehnbarer  Stäbe  oder  Ketten  erzeugen  kann, 
auch  durch  unausdehnbare  Stäbe  oder  Ketten  hergestellt  werden 
können.  Die  beiden  erwähnten  Methoden  zur  mechanischen  Ver- 
wirklichung von  deformirbaren  Curven  sind  nicht  gleich  allgemein. 
Denn  erstere  umfaM  nur  Curven  im  eigentlichen  Sinn  des 
Wortes,  welche  den  differenzirbaren  Functionen  entsprechen,  während 
die  letztere  auch  die  Erzeugung  uneigentlicher  Curven  zulälst^ 
wobei  nur  der  stetige  Zusammenhang,  die  Aufeinanderfolge  der 
einzelnen  Curvenpunkte,  gewahrt  bleibt,  ohne  dafs  das  erzeugte 
Gebilde  an  jeder  Stelle  eine  bestimmte  Fortschreitungsrichtung  er- 
hielte. Dieselbe  Unterscheidung  kann  man  aber  auch  bei  den  de- 
formirbaren Häuten  machen.  Man  kann  dieselben  so  herstellen,  dals 
nur  Deformationen  nach  Flächen  mit  bestimmter  Tangential- 
ebene möglich  sind,   so  zum  Beispiel  durch  eine  biegsame  Papier- 
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fläche,  biegsames  Blech  und  dergleichen.  Man  kann  aber  ebenso  leicht 
die  Bedingungen  so  wählen,  daijs  eine  höhere  Deformationsfähigkeit 
entsteht,  wenn  wir  zum  Beispiel  die  Haut  aus  sehr  dünnem  Material 
(zerknittertem  Seidenpapier,  Goldschlägerhäutchen)  ausfuhren. 

Bei  den  Versuchen,  Häute  von  bestimmten  Eigenschaf  ben  mecha- 
nisch herzustellen,  wird  man  dazu  gedrängt,  das  zu  erzeugende  con- 
tinuirliche  Gebilde  als  Grenzfall  eines  discontinuirlichen  au&ufassen, 
welch'  letzteres  zunächst  allein  materiell  verwirklicht  werden  kann. 
So  sollen  im  folgenden  in  den  beiden  ersten  Teilen  Flächen,  bezw. 
Häute  als  GrenzÜEkll  von  „Geflechten^^,  „Netzen^^  und  „Gespinnsten^^ 
betrachtet  werden,  und  nur  im  letzten  Abschnitte  werden  continuir- 
liche  Häute  direct  eingeführt.  Der  Unterschied  in  der  Anschaulich- 
keit ist  sehr  auffällig  und  beweist,  wie  sehr  unser  mechanisches 
Denken  die  atomistische  Auffassung  gegenüber  der  continuirlichen 
bevorzugt. 

Die  Gebilde,  welche  wir  untersuchen,  denken  wir  uns  zunächst 
durch  Eigenschaften  bestimmt,  die  sich  auf  jeden  beliebig  kleinen 
Teil  derselben  beziehen.  Eigenschaften,  welche  erst  bei  endlicher 
Ausdehnimg  auftreten,  speciell  solche  des  „Zusammenhangs^^  finden 
nur  gelegentliche  Erörterung.  Es  ist  kaum  nötig  zu  bemerken,  dafs 
letztere  die  ungleich  schwieriger  zu  behandelnden  sind. 

I.  Gefleolite. 

1.  Allgemeines. 

Wir  beginnen  zunächst  mit  der  Construction  von  Häuten,  welche 
den  geringeren  Grad  von  Beweglichkeit  besitzen  und  nur  nach  stetig 
gekrümmten  Mächen  deformirt  werden  können.  Zu  diesem  Zweck 
denken  wir  uns  die  herzustellende  Fläche  aus  biegsamen  Stäben  ge- 
flochten. Wir  wollen  zweierlei  Arten  von  biegsamen  Stäben  unter- 
scheiden. Die  erste  wird  durch  einen  dünnen  Stahldraht  von 
kreisförmigem  Querschnitt  versinnlicht.  Dabei  ist  wesentlich,  dais 
die  Form  des  Querschnittes  eine  Biegung  nach  allen  Richtungen 
(also  um  beliebige  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  gehende 
Axen)  gleich  leicht  ermöglicht.  Die  zweite  Art  von  Stäben  soll 
als  dünne  Stahl -Lamellen  mit  rechteckigem  Querschnitt,  dessen 
eine  Seite  gegenüber  der  anderen  unendlich  ist,  gedacht  werden. 
Wir  nehmen  an,  dalis  wir  durch  Verbiegung  ohne  Dehnung  eine 
solche  Lamelle  immer  in  eine  Ebene  ausbreiten  können.  Die  Aze 
der  Lamelle  wird  dann  in  dem  ausgebreiteten  Zustand  irgend  eine 
ebene  Curve,  im  speciellen  Fall  eine  Gerade  darstellen.  Den  Zu- 
sanmienhang  der  Stäbe  in  dem  Geflecht  denken  wir  uns  durch  Er- 
füllung verschiedener  Bedingungen  hergestellt.  Es  soll  eine  Anzahl 
von  Stäben  jeweils  durch  einen  Punkt  hindurchgehen.  Dabei  können 
die  Winkel,  unter  denen  sie  sich  schneiden,  entweder  beliebig  sein 
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oder  auch  yorgegebene  constante  Werte  annebmeiL  Bei  den  Stftben 
der  ersten  Oattnng  (Stahldrahten)  Iftüst  sich  die  erste  Bedingung 
dadurch  erfüllen,  daüs  man  die  beisreffenden  Stäbe  mit  einer  Oeee  m- 
sammenfalÜBt.  Bei  denen  zweiter  Art  (Stahllamellen)  mols  man  oom- 
plidrtere  Verbindnngsweisen  anwenden,  wie  sie  in  den  nebenstehenden 
Figuren  1  a  u.  1  c  versinnlicht  sind.  Dabei  können  die  Lamellen  flach 
aufeinandergelegt   oder   auch   hochkant   gegeneinander   gestellt  sein 


b  Fig.  1 

[Fig.  1  a  u.  1  c  bezw.  1  d].  Die  zweite  Bedingung,  nämlich  die  Aufrecht- 
erhaltung der  Winkel,  unter  welchen  sich  die  Stäbe  treffen,  wird  durdi 
passende  Führungen  verwirklicht.  Dieselben  werden  am  einfachsten 
durch  Durchbohrungen  von  Messingklötzen  hergestellt  [Fig.  1  b  u.  1  d]. 
Sollen  mehr  als  zwei  Stäbe  durch  einen  Punkt  hindurchgehen,  so 
müssen  die  Durchbohrungen  so  angebracht  werden,  dafs  sie  in  einer 
Ebene  liegen,  beziehungsweise  wenn  man  auf  die  Dicke  der  Dr&hte 
Rücksicht  nimmt,  dafe  ihre  Axen  parallel  zu  einer  Ebene  liegen. 

2.  Geflecht  aas  drei  Scharen  von  Drähten  mit  comstanteB  Winkeln 
zur  YeraBSchanlichiuig  der  eonfornen  Abbildnig. 

Wir  construiren  zunächst  ein  Greflecht  aus  Drähten,  von  denen 
je  drei  durch  einen  Punkt  hindurchgehen  und  sich  dort  unter  vor- 
gegebenen Winkeln  schneiden. 
Der  Einfachheit  halber  wollen 
wir  die  Winkel  in  allen  Punk- 
ten des  Geflechtes  gleich  groOs 
annehmen,  z.  B.  gleich  SQP.  [Ver- 
gleiche nebenstehende  Fig.  2.] 
Ein  solches  Geflecht  besteht 
aus  krummlinigen  Dreiecken, 
deren  Winkel  bei  allen  De- 
formationen erhalten  bleiben. 
Denken  wir  uns  das  Geflecht 
beliebig  weit  verdichtet,  so 
kommen  wir  im  Grenzfftll  zn 
einer  Haut  von  der  Eigenschaft, 
Fig.  2.  dalJs  sie  sich  nur  conform  sn 
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sich  selbst  deformiren  läist.  Das  gilt  sowohl  für  Deformationen 
innerhalb  der  Ebene  als  auch  innerhalb  des  Baumes.  Die  Kaut  kann 
an  jeder  Stelle  beliebig  stark  ausgedehnt  werden,  indem  man  die 
Maschen  dort  vergröfsert.  Aber  durch  die  Constanz  der  Winkel  ist 
dafür  gesorgt,  dafs  die  Ausdehnung  nach  allen  Richtungen  in  gleichem 
Maise  erfolgt.  Eine  solche  Haut  läist  sich  auf  jede  Fl  &  che,  ab- 
gesehen von  einzelnen  singulären  Stellen,  anlassen.  Sie  läfst  sich 
sogar  auf  jeder  Pläche  noch  in  der  weitgehendsten  Art  verschieben 
und  dabei  an  einzelnen  Stellen  zusammendrängen,  an  anderen  aus- 
breiten. Eine  so  beschaffene  Haut  giebt  uns  die  Möglichkeit,  eine 
Fläche  conform  auf  eine  andere  oder  auch  auf  die  Ebene 
abzubilden.  Dabei  ist  die  Conformität  der  Haut  an  keiner  Stelle 
unterbrochen.  Nach  bekannten  Sätzen  über  die  Abbildungsmöglich- 
keit  eines  Bereiches  auf  einen 
anderen  von  gleichem  Zusammen- 
hang ist  es  daher  möglich,  eine 
auf  der  Haut  vorgezeichnete  in 
sich  zurücklaufende  Gurve,  welche 
eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  umschlieist,  auf  den  Band 
einer  anderen  Fläche  von  ähn- 
lichem Zusammenhang  aufzu- 
passen, wobei  gleichzeitig  die 
Haut  die  nirgends  gestörte  con- 
forme  Abbildung  der  beiden  be- 
grenzten Flächenteile  vermittelt. 
Die  Lage  der  Haut  auf  der 
Fläche  ist  durch  die  Bedingung, 
dals  die  vorgegebene  Curve  mit 
dem  vorgegebenen  Band  sich  deckt,  noch  nicht  absolut  festgelegt. 
Es  ist  noch  eine  gewisse  Verschiebung  der  Haut  möglich,  wobei  an 
einigen  Teilen  des  Bandes  eine  Zusanmienschiebung,  an  anderen 
eine  Dehnung  der  auf  der  Haut  gegebenen  Curve  erfolgt.  Diese 
Deformationsmöglichkeit  ist  allerdings  nicht  so  weitgehend,  dals  sich 
die  Punkte  auf  der  Curve  an  verschiedenen  Stellen  nach*  vorgegebenen 
Gesetzen  zusammendrängen  lieisen.  Eine  solche  Forderung  ist 
nämlich  mit  der  ausnahmslosen  Aufrechterhaltung  der  Conformität 
im  Innern  unvereinbar.  Die  Verschiebung  geht  vielmehr  nur  so 
weit,  dafs  drei  vorgegebene  Punkte  des  Bandes  der  Haut  mit  drei 
beliebig  vorgegebenen  Punkten  des  Bandes  der  Fläche  zur  Deckung 
gebracht  werden  können.  Vergl.  Fig.  3,  welche  das  Geflecht  auf 
einer  Kugel  aufgelegt  zeigt. 


Flg.  8. 


JfthrMbericht  d.  DeiiUoben  M*th6m.-Ver6i2iigiing.   VI,  8. 
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8.  Oefleekt  ais  Tier  Sekaren  flaeli^le^r  geotftiseker  Lamellei. 
Haut  e^Dstantoii  Kriminii^iiiarsefl. 

Wenn  wir  aus  Stuben  der  zweiten  Art,  aas  sogenannten  Lamellen, 
ein  Geflecht  in  der  Weise  herstellen,  daCs  beim  Grenzübergang  zu 
einer  Haut  die  Lamellen  auf  der  letzteren  platt  aufliegen,  so  b^tzt 
die  Aze  der  deformirten  Lamelle  auf  der  Haut  die  Eigenschaft,  da& 
in  entsprechenden  Punkten  ihre  geodätische  Krümmung*)  gleidi  ist 
der  gewöhnlichen  Krünmiung  der  Aze  der  in  die  Ebene  ausgebreiteten 
Lamelle. 

Nehmen  wir  die  in  die  Ebene  ausgebreiteten  Lamellen  als 
geradlinig  an,  so  werden  die  Axen  der  deformirten  Lamellen  geo- 
dätische Linien   der  Haut  bilden.     Wir  stellen  nun  ein  Gefiedit 

aus  vier  Scharen  yon  solchen 
geradlinigen  Lamellen  her,  das  nur 
der  Bedingung  unterliegt,  d&Is 
durch  die  Hauptpunkte  des  Ge- 
flechtes die  Axen  von  vier  Lamellen 
der  verschiedenen  Scharen  hin- 
durchgehen. Es  treten  dann  immer 
Nebenpunkte  auf,  in  denen  sich 
nur  zwei  Lamellen  schneiden.  (Ver- 
gleiche die  beistehende  Fignr  4.) 
Durch  Verdichtung  des  Geflechtes 
kommen  wir  nun  zu  einer  Haut 
von  der  Eigenschaft,  da£9  sich  Tier 
Scharen  von  geodätischen  Linien 
so  anordnen  lassen,  dafs  sie  zu  je 
vieren  durch  einen  Punkt  hindmrch- 
gehen.  Mit  anderen  Worten:  Zwei 
^*-  *•  der    Scharen    sind    die    Diagonal- 

curven  der  anderen  beiden  Scharen. 
Es  soll  nim  gezeigt  werden,  dafs  eine  solche  Haut  notwendig  constantes 
Krünmiungsmafs  besitzt.  Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
der  geodätischen  Linien  einer  Fläche  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

wobei  u  und  v  beliebige  krummlinige   Coordinaten   auf  der  Fläche 
bedeuten.     Wir  nehmen  zwei   von   den  Scharen  geodätischer  Linien 


*)  Wenn  man  in  den  Punkten  der  Aze  der  Lamelle  die  Tangential- 
ebenen der  Fl&che  auf  der  sie  aufliegt,  construirt,  so  bilden  dieselben  eine 
developpable  Fl&che  j  von  welcher  die  Lamelle  ein  Teü  (ein  schmaler 
Streifen  zu  beiden  Seiten  der  Axe)  ist.  Der  Abwickelung  der  developpableo 
Fläche  entspricht  die  Ausbreitung  des  Streifens  in  die  Ebene. 
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als  Parameterlinien.  Die  eine  Schar  sei  durch  die  Gleichung  tt^^const., 
die  andere  durch  die  Gleichung  v  =  const.  gegeben.  Damit  die 
Differentialgleichung  erfüllt  ist,  müssen  dann  notwendig  Ä  und  D 
verschwinden.  Damit  die  beiden  anderen  Scharen  von  geodätischen 
Linien  sich  immer  in  den  Coordinatencurven  treffen,  müssen  sie 
durch  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Parametern  u  und  v  dar- 
gestellt werden  können.  Bei  geeigneter  Wahl  der  Parameter  u 
und  V  können  die  beiden  Gleichungen  in  der  speciellen  Form 

M  +  V  =  const.     und     u  —  t?  =  const. 

gewählt  werden.  Damit  diese  beiden  Gleichungen  der  Differential- 
gleichung fär  die  geodätischen  Linien  genügen,  müssen  zwischen  den 
Coefficienten  B  und  C  die  Relationen  bestehen 

B+C=0     und     B  —  C=0. 

Es  verschwinden  dann  auch  die  Coefßcienten  B  und  C  einzeln,  und 
die  Differentialgleichung  reducirt  sich  auf 

du»        ^• 

Dieser  Gleichung  aber  genügt  jede  lineare  Beziehung  zwischen'  u 
und  V.  Es  ist  also  dann  jede  geodätische  Linie  durch  eine  lineare 
Gleichung  zwischen  den  Parametern  darstellbar.  Wir  haben  hiermit 
den  Satz: 

Wenn  vier  Scharen  geodätischer  Linien  durch  lineare 
Gleichungen  zwischen  den  Parametern  darstellbar  sind,  so 
sind  alle  geodätischen  Linien  so  darstellbar. 

Der  Satz  gilt  unmittelbar  für  unsere  oben  construirte  Haut. 
Alle  ihre  geodätischen  Linien  sind  daher  durch  lineare  Gleichungen 
darstellbar.  Man  kann  die  Haut  stets  in  eine  Ebene  mit  den  recht- 
winkeligen Coordinaten  m,  v  so  abbilden,  dafs  den  geodätischen 
Linien  Gerade  entsprechen.  Flächen  dieser  Art  sind  aber  nach 
Beltrami  Flächen  constanten  Gaufs'schen  Erümmungsmaüses.  Es 
lä&t  sich  unsere  Haut  also  ausschliefslich  nach  Flächen  con- 
stanten Krümmungsmafses,  und  zwar  sowohl  positiven  als 
negativen  Krümmungsmafses,  deformiren.  Deformirt  man 
die  Haut  in  der  Ebene,  so  erhält  man,  da  die  Lamellen  dann  stets 
geradlinig  bleiben,  eine  perspectivische  Abbildung  der  Ebene  in  sich. 

4.  Geflecht  aus  drei  Seharen  geodätischer  Lamelleii.    Speeieller  Fall 
der  RotationsflSehen. 

Wenn  man  aus  dem  Geflecht,  das  aus  vier  Scharen  geradliniger 
Lamellen  gebildet  ist,  eine  Schar  weglälst,  so  bekommt  man  ein  Ge- 
flecht   von    einem   höheren   Grad    von  Beweglichkeit,    ohne  dafs  es 

4* 
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darum  möglich  wäre,  ein  solches  Geflecht  auf  jede  Fläche  aa£eulegen. 
Die  Flachen,  in  welche  sich  eine  derart  constmirte  Haut  Terhiegen 
l&ist,  sind  noch  nicht  bekannt.  Es  lUfet  sich  aber  leicht  zeigen, 
dafs  die  Rotationsflächen  und  alle  auf  sie  abwickelbare  Flächen 
darunter  inbegriffen  sind.  Diese  Flächen  besitzen  in  der  That  drei 
Systeme  von  geodätischen  Linien  von  der  Eigenschaft,  dafs  sie  sich 
zu  je  dreien  immer  in  einem  Punkte  schneiden.  Das  eine  System 
wird  von  den  Meridianen  gebildet,  die  wir  uns  in  gleichen  Winkel- 
abständen verteilt  denken.  Als  zweites  System  wählen  wir  eine 
Schar  von  geodätischen  Linien,  welche  einen  Parallelkreis  berühren 
und  vom  Berührungspunkt  ausgehend  die  Fläche  in  einem  bestimmten 
Sinn  umkreisen.     Die  Verteilung  der  Linien  innerhalb  dieser  Schar 

denken  wir  uns  dabei 
wiederum  so  vorgenom- 
men, dafs  jede  nach- 
folgende aus  der  vorher- 
gehenden durch  Drehung 
um  ein  und  denselben 
Winkel  gleich  dem,  wel- 
chen die  aufeinander- 
folgenden Meridiane  mit- 
einander einschlieCsen, 
hervorgeht.  Das  dritte 
System  von  geodätischen 
Linien  entsteht  dann 
durch  Spiegelung  der 
zweiten  Schar  an  irgend 
einer  Meridianebene  [vgl 
die  beistehende  Fignr  5]. 
Die  Vermutung,  dafe 
*'*8  ^  die  Rotationsflächen  und 

alle  auf  sie  abwickelbaren 
die  Gesammtheit  der  Flächen,  in  welche  sich  unsere  Haut  deformiren 
läijst,  erschöpfen,  ist  zwar  naheliegend,  scheint  aber  nicht  berechtigt. 
Wir  erkennen  das,  wenn  wir  uns  auf  die  Deformationen  der  Haut 
in  der  Ebene  beschränken.  Den  Rotationsflächen  entspricht  hier  eine 
solche  Anordnung  der  Lamellen,  bei  der  die  eine  Schar  ein  Strahlen- 
büschel bildet,  während  die  beiden  anderen  die  Tangenten  eines 
Kreises  darstellen.  Durch  perspectivische  Übertragung  kann  man 
diese  Figur  in  eine  andere  verwandeln,  in  welcher  das  erste  System 
zwar  auch  ein  Strahlenbüschel  bleibt,  während  die  beiden  anderen 
Scharen  die  Tangenten  eines  beliebigen  Kegelschnittes  werden. 
Natürlich  erfüllt  auch  dieses  neue  Geflecht  die  Bedingung,  dais  drei 
Lamellen  sich  jeweils  in  einem  Punkte  schneiden.  Es  hat  dieses 
aber  keineswegs  mehr  den  Charakter  einer  Rotationsfläche,  und  es 
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ist  mit  Recht  anzunehmen,  daüs  es  auch  anÜBerhalb  der  Ebene  De- 
formationen unserer  Haut  giebt,  die  nicht  auf  Rotationsflächen  zu- 
rflckf&hrbar  sind. 


5.  Gefleckt  ais  einer  ioppelten  Sekar  ^seUossener  geeiätiseher 

Lamellei. 

Laust  man  noch  eine  zweite  Schar  von  Lamellen  aus  dem  Gre- 
flecht  fort,  so  kommt  man  zu  einer  Haut,  die  nicht  nur  auf  jede 
Fläche  auflegbar  ist,  sondern  sogar  mit  jeder  auf  einer  solchen  ver- 
zeichneten zweifochen  Schar  von  geodätischen  Linien  zur  Deckimg 
gebracht  werden  kann.  Das  geht  allerdings  nur  so  lange,  als  wir 
nur  kleinere  Teile  der  Haut  betrachten,  innerhalb  welcher  ein  Zu- 
rücklaufen einer  geodätischen  Linie  in  sich  oder  der  Schnitt  benach- 
barter geodätischer  Linien  nicht 
vorkommt  Wenn  wir  Bedingungen 
hinzufügen,  die  sich  auf  das  SchHe- 
fsen  der  geodätischen  Linien  be- 
ziehen, dann  erhalten  wir  Geflechte 
von  verhältnismäüsig  sehr  eng  be- 
grenzter Bewegungsmöglichkeit.  Es 
läM  sich  leicht  beweisen,  dafs, 
wenn  auf  einer  Fläche  eine  Schar 
geschlossener  geodätischer  Linien 
existirt,  dieselben  gleich  lang  sein 
müssen.  Eine  Haut  mit  einer 
Schar  geschlossener  geodätischer 
Linien  kann  man  einfach  dadurch 
herstellen,  dafs  man  eine  Reihe 
gleich  langer  Lamellen  kreisförmig 

verbiegt  und  die  Enden  so  aneinanderfügt,  dafs  die  Azen  ineinander 
übergehen.  Erzeugt  man  aus  einer  Reihe  von  solchen  Lamellen 
ein  Geflecht,  so  giebt  das  im  Grenzfalle  eine  Haut,  die  sich  jeden- 
falls auf  eine  Kugel  von  passendem  Radius  auflegen  läDst.  Die 
Haut  ist  auf  der  Kugel  noch  beweglich,  indem  die  geschlossenen 
Lamellen  die  Tangenten  an  eine  beliebige  überall  convexe  sphärische 
Raumcurve  sein  können.     [Vergleiche  Fig.  6.] 

Die  Kugeln  sind  indessen  nicht  die  einzigen  Flächen,  auf  denen 
eine  solche  weitgehende  Verschiebbarkeit  des  Geflechtes  der  ge- 
schlossenen Lamellen  noch  statt  hat.  Herr  Darboux  hat  die 
Rotationsflächen  ermittelt,  auf  welchen  alle  geodätischen  Linien  ge- 
schlossen und  daher  auch  von  gleicher  Länge  sind.  Dieselben  haben 
in  Bezug  auf  das  erwähnte  Geflecht  dieselbe  Eigenschaft  wie  die 
Kugel.  Es  ist  bemerkenswert,  dafs  man  einen  Teil  der  Meridian- 
curve  beliebig  wählen  kann.     Es  läfst  sich  dann  immer  ein  zweiter 


Fig.  6. 
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Teil  dazn  so  bestimmen,  dalis  die  geodätisdien  Linien  nach  einer 
gegebenen  Zahl  Ton  Uml&afen  geschlossen  sind*). 

6.  Gefleekt  ais  vier  Sekaren  flaekgelegter  geoditiseker  Laaellei 
mit  eoBStaiteB  Winketai. 

Man  kann  daran  denken,  die  Veränderlichkeit  eines  Gefledites 
dadurch  einzuschränken,  dafs  man  mehr  als  vier  Scharen  von  Lamellen 
zur  Herstellung  eines  Geflechtes  verwendet.  Es  ist  aber  leicht  ein- 
zusehen,  dafs  man  auf  diese  Weise  den  gewünschten  Zweck  nidit 
erreicht.  Denn  in  die  Häute  constanten  Krümmungsmafses,  welche 
von  einem  vierfachen  Geflecht  gebildet  werden,  lassen  sich  noch  be- 
liebig viele  Scharen  von  Lamellen  einflechten,  da  ja  bewiesen  wurde, 
dafs,  wenn  vier  Scharen  von  geodätischen  Linien  durch  lineare 
Gleichungen  dargestellt  werden,  alle  geodätischen  Linien  diese  Dai^ 
Stellung  zulassen.  Dagegen  läüst  sich  die  Beweglichkeit  der  Haut 
einigermafsen  beschränken,  wenn  man  ähnlich  wie  bei  dem  früheren 
Geflecht  aus  Drähten  die  Winkel  fixirt,  unter  welchen  sich  die 
Lamellen  überkreuzen.  Um  die  Einschränkung  zu  erkennen,  welche 
die  Beweglichkeit  der  Haut  beim  vierfachen  Geflecht  in  diesem  Falle 
erleidet,  wollen  wir  zunächst  die  Deformation  der  Haut  in  der  Ebene 
betrachten.  Dieselbe  ist  nunmehr  eine  Aehnlichkeitstransformation  im 
Gegensatz  zu  früher,  wo  sie  eine  allgemeine  Collineation  war. 
Gehen  wir  aus  der  Ebene  heraus  und  fixiren  wir  die  Winkel  des 
Geflechtes  in  dem  Fall,  wo  es  eine  Fläche  constanter  positiver 
Krümmung  bildet,  so  ist  es  jedenfalls  möglich,  die  aus  ihm  ent- 
stehende Haut  innerhalb  dieser  Fläche  zu  verschieben,  ohne  sie  dabei 
zu  dehnen,  so  dafs  sie  also  in  den  kleinsten  Teilen  congruent  bleibt 
Durch  passende  Vergröfserung  der  Maschen  können  wir  die  Haut 
auTserdem  auf  eine  der  ursprünglichen  Form  ähnliche  Fläche  von 
anderem  positiven  Erümmungsmafs  aufpassen  und  in  dieser  wiederum 
in  den  kleinsten  Teilen  congruent  verschieben.  AuTserdem  kömien 
wir  die  Haut  natürlich  auch  auf  alle  Flächen  aufpassen,  die  ans 
den  eben  betrachteten  durch  Abwickelung  entstanden  sind,  so  dafs 
unsere  Haut  sich  thatsächlich  auf  alle  Flächen  constanten  positiven 
Krümmungsmafses  auQ)assen  und  in  diesen  noch  congruent  verschieben 
läfst.  Natürlich  ist  es  nicht  möglich,  dieselbe  auf  Flächen  nega- 
tiver Krümmimg  zu  überia:agen,  da  in  einem  geodätischen  Dreieck 
der  Excels  der  Winkel  der  Gröfse  nach  immer  erhalten  bleiben  muTs. 
Es  kann  sich  zwar  die  Fläche  des  Dreiecks  und  damit  die  Grolse 


*)  Despe^uB,  Cours  de  M^oaniqne.  Avec  des  notea  par  G.  Darboux, 
t.  2,  Note  XV,  p.  481.  Das  mathematische  Institat  der  Mfinchener 
technischen  Hochsdiule  besitzt  zwei  Modelle  dieser  merkwürdigen  Botatioiis- 
flächen,  welche  auf  Veranlassung  des  Herrn  Collegen  v.  Brannmühl  ent- 
standen sind. 
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des  Erümmongsmarses  der  Hant  ändern,  das  Vorzeichen  des  Erüm- 
mnngsmalses  jedoch  nicht. 

7.  Gefleeht  ans  drei  Sekaren  flaekgelegter  geodfitiseher  Laaellei 

ud  einer  Seluur  von  Drähten,  weldie  mit  einer  Sehar  der  ersteren  ein 

Orthegonaisystem  bilden.    Rotationsflächen. 

Während  wir  bisher  immer  Geflechte  betrachteten,  die  ans 
Stäben  einerlei  Art  hergestellt  waren,  hindert  nns  nichts,  anch  Ge- 
flechte zu  untersuchen,  zu  deren  Herstellung  sowohl  Drähte  wie 
Lamellen  verwendet  werden.  So  können  wir,  statt  vier  Lamellen  in 
einem  Knotenpunkt  zu  vereinigen,  drei  Lamellen  und  einen  Draht 
zusammenfassen.  Ein  solches  Geflecht  würde  vom  früher  betrachteten, 
bei  dem  nur  die  drei  Lamellen  vorhanden  sind,  in  nichts  verschieden 
sein.  Denn  die  eingeflochtenen  Drähte  würden  sich  einfach  als 
Diagonalcurven  zwischen  den  Lamellen  einlegen,  ohne  deren  gegen- 
seitige Lage  weiter  zu  stören.  Wenn  wir  aber  die  Verbindung  an 
den  Knotenpunkten  so  ausfähren,  dais  die  eine  Schar  der  Lamellen 
immer  senkrecht  steht  zur  Schar  der  Drähte,  so  tritt  eine  Speciali- 
sirung  des  Geflechtes  ein,  und  zwar  erreichen  wir  hierdurch,  dafs 
dasselbe  nur  mehr  auf  Rotationsflächen  und  ihre  Abgewickelten 
aufgepafst  werden  kann.  Die  Schar  von  Lamellen,  welche  mit  den 
Drähten  rechtwinkelig  verbunden  ist,  bildet  dabei  die  Meridiane,  die 
Drähte  selbst  die  Parallelkreise,  bezw.  diejenigen  geodätischen  Linien 
und  Orthogonaltrajectorien,  in  welche  Meridiane  und  Parallelkreise  bei 
einer  Abwickelung  der  Rotationsfläche  in  eine  andere  Fläche  übergehen. 

8.  Geflecht  ans  nwei  Seharen  flaebgelegter  geodätischer  Lamellen 
nnd  zwei  Scharen  nnter  sich  orthogonaler  Drähte.   Lionville'sche  Flächen. 

Von  besonderem  Interesse  scheint  ein  Geflecht  zu  sein,  welches 
aus  zwei  Scharen  geradliniger  Lamellen  und  aus  zwei  Scharen  von 
Drähten  derart  hergestellt  wird,  dais  die  Winkel,  welche  die  zwei 
Scharen  der  Drähte  miteinander  bilden,  alle  gleich  einem  Rechten 
sind,  während  die  Lamellen  die  Diagonalcurven  des  Orthogonalsjstems 
der  Drähte  bilden,  wobei  natürlich  die  Winkel,  welche  die  Diagonal- 
curven unter  sich  einschliefsen,  noch  veränderlich  sind.  Betrachten 
wir  zunächst  die  Deformation  dieses  Geflechtes  in  der  Ebene.  Wir 
erhalten  hier  stets  ein  Orthogonalsjstem,  dessen  Diagonalcurven  ge- 
rade Linien  sind.  Da  die  Richtungen  der  Diagonalen  eines  Recht- 
eckes mit  den  Seitenrichtungen  gleiche  Winkel  einschliefsen,  so 
werden  die  beiden  Scharen  von  Geraden  die  Curven  des  Orthogonal- 
systems unter  gleichen  Winkeln  treffen,  d.  h.  die  eine  Geradenschar 
kann  durch  Reflexion  an  irgend  einer  Curve  der  Orthogonalschar 
aus  der  anderen  erzeugt  werden.  Die  Enveloppen  der  beiden  Scharen 
sind  demnach  Brennlinien,  welche  durch  Reflexion  an  einer  Curve 
der  Orthogonalschar  in  einander  übergehen.     In   etwas  erweitertem 
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Siiiii  kann  man  daher  die  Orthogonalschar  als  ein  System  von 
confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  bezeichnen.  An  Stelle  der 
gemeinsamen  Brennpunkte  bei  der  gewöhnlichen  Schar  confocaler 
Ellipsen  nnd  Hyperbeln  treten  dabei  die  Brennlinien.  Defonnirt 
man  die  Hant  im  Baum,  so  entsteht  eine  Fläche,  auf  welcher  die 
Dnlhte  ein  System  confocaler  geodätischer  Ellipsen  und  Hypeibeln 
im  erweiterten  Sinn  des  Wortes  bilden. 

Wir  wollen  nnn  zeigen,  daüs  sich  das  Oeflecht  auf  alle  Flachen 
mit  Liouville'schem  Linienelement  auflegen  l&M.  Wir  nehmen  das 
Linienelement  in  der  Form  an: 

ds^^iU-^-  V)iUdu^  +  Vdv*), 

wo  U  und  V  Functionen  blos  von  u  und  v  sind.  Diese  Form  läM 
sich  sehr  leicht  in  die  gebräuchlichere  Form  ds*=:{Ä-{-B)(dt^-\'dfF) 

überfahren,    wenn    man    a  =  fYÜ  •  du  und  ß  =fY^  '  ^^   ^^ 


Flg.  7. 


Die  Differentialgleichung   der  geodätischen  Linien  lautet  unter  Vor- 
aussetzung   eines   orthogonalen   Coordinatensystems  folgendermalsen: 


dG 


rdG      dE-] 


dG      dBl       cE 


2(? 


du»  '^"  \du)  2  ^"f"  \du)  l2G~^J^  duLG  ~  2E_ 

Führt  man  die  Werte  £  =  U(ü  +  F)  und  G^  =  V{U  +  V)  ein, 
so  läfst  sich  die  Gleichung  leicht  in  die  Gestalt  umformen: 

HU+  V)uv.^.  +  [i  -  {^)Jv.'^  +  p,.  r..^]  -  0. 

Diese  Gleichung  wird  offenbar  erfüllt,  wenn  man  v  —  t«  =  const, 
also  -=-  =  +  1  und  j— ,  =  0,  oder  v  -f-  ti  =  const,  also  -::-  =  —  1 


du 


du* 


du 
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nnd   j— i  =  0  setzt.     Daraus   erhellt,   dafs  die  Diagonalcurven  des 

Coordinatensjstems  geodätische  Linien  sind,  so  wie  es  die  Structur 
unseres  Geflechtes  verlangt.  Die  vorstehende  Figur  7  giebt  jene 
Form  des  Geflechtes  in  der  Ebene  an,  bei  welcher  die  Drähte  ein 
System  confocaler  Ellipsen  und  Hyperbeln  bilden,  während  die  Lamellen 
sich  zu  Strahlenbüscheln  durch  die  Brennpunkte  anordnen.  Man 
hätte  die  Deformation  auch  so  vornehmen  können,  dafs  die  Lamellen 
die  Tangenten  eines  confocalen  Kegelschnittes  werden.  Von  letzterer 
Figur  ist  die  erstere  ein  specieller  Fall.  Bei  ihr  reducirt  sich  der 
confocale  Kegelschnitt  auf  das  Paar  der  Brennpunkte. 

9.  Geflecht  aus  flaehgelegten  LameUen  mit  eonstaiiteB  Winkeln  nnd 
ennstanten  Maschenlängen.    Unansdelinbare  Hänte. 

Man  kann  eine  aus  Lamellen  geflochtene  Haut  am  einfachsten 
dadurch  zu  einer  unausdehnbaren  Haut  machen,  dalis  man  die  Längen 
der  Maschen  und  die  Winkel,  unter  welchen  sich  die  Lamellen 
treffen,  fixirt.  Auf  diese  Weise  lassen  sich  durch  Aufeinanderkleben 
zweier  Papierlagen  Häute  von  beliebig  vorgegebener  Form  herstellen, 
welche  der   Gaufs'schen  Bedingung  der  ünausdehnbarkeit  sehr  gut 


Pig.  8. 

genügen.  Man  wird  hier  die  Lamellen  so  wählen,  dais  sie  an- 
einandergestofsen  die  Fläche  überdecken.  So  kann  man  z.  B.  Bota- 
tjonsflächen  zusammensetzen  einerseits  aus  schmalen  Streifen,  die  von 
Meridianebenen  begrenzt  sind,  andererseits  aus  solchen,  die  zwischen 
zwei  Parallelkreisen  liegen.  Letztere  geben  in  die  Ebene  entwickelt 
Stücke  von  Kreisringen.  Auf  diese  Weise  werden  bekanntlich  die 
Erd-  und  Hinmielsgloben  hergestellt.  Es  ist  dabei  von  Vorteil,  wenn 
die  beiden  Curvensysteme,  nach  welchen  die  Flächen  in  Lamellen  zer- 
schnitten werden,  conjugirte  Systeme  auf  der  aufzupassenden  Fläche 
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sind,  da  dann  die  Vierecke,  längs  welchen  zwei  Lamellen  übereinander 
greifen,  in  höherem  Grade  die  Eigenschaft  der  angenäherten  Eben- 
heit  besitzen.  Die  Erümmungslinien  haben  speciell  die  Eigenschaft, 
dafs  die  Maschen  anch  noch  rechtwinkelig  werden.  Bei  der  Kugel, 
bei  der  alle  conjugirten  Cmrensjsteme  rechtwinkelig  sind,  kann  man 
noch  die  Forderung  hinzofägen,  sie  aus  zwei  Systemen  von  Lamellen 
zusammenzusetzen,  welche  alle  unter  sich  congruent  sind.  Das  läM 
sich  erzielen,  wenn  man  zur  Begrenzung  der  Lamellen  zwei  Systeme 
von  rechts-  und  linksgängig  gewundenen  Loxodromen  nimmt,  die 
sich  rechtwinkelig  schneiden  (vergl.  die  Figur  8).  Die  Figur  zeigt 
die  Haut  sowohl  auf  der  Kugel  aufliegend,  wie  auch  daTon  abge- 
nommen. 

10.  Gefleckt  aas  koekkant  gesteUten  Lanellen.    MiiiMalflickei. 

Die  Geflechte,  welche  wir  bisher  betrachteten,  waren  aus  Lamellen 
hergestellt,  die  mit  ihrer  flachen  Seite  auf  der  erzeugten  Haut  auf- 
liegen. Man  kann  indessen  auch  Geflechte  aus  Lamellen  erzeugen, 
die  gegen  die  Fläche  „hochkant^  gestellt  sind  und  gewissermalsen 
Versteifungsrippen  der  Haut  darstellen.  Wir  denken  uns  die  mecha- 
nischen Verbindungen  derart  hergestellt,  daüs  die  Tangentialebenen 
an  die  Lamellen  Normalebenen  zur  erzeugten  Haut  werden.  Es  hat 
dann  die  erzeugte  Hiaut  die  Eigenschaft,  dals  ihre  Normalkrümmung 
längs  eines  Schnittes,  der  in  Bichtung  der  Tangentialebene  an  die 
Versteifungsrq>pe  gefuhrt  wird,  gleich  ist  der  geodätischen  Krünunong 
der  Versteifungsrippe  und  daher  bei  allen  Deformationen  conatant 
bleibt.  Wählen  wir  die  versteifenden  Lamellen  speciell  geradlinig, 
also  von  der  geodätischen  Krümmung  Null,  so  müssen  die  Gurren, 
welche  sie  auf  der  Haut  bestimmen,  die  Normalkrümmung  NuU 
haben  oder  Asymptotencurven  sein.  Es  wird  nämlich  die  Schmiegungs- 
ebene  der  Curve,  nach  welcher  die  Lamelle  verbogen  wird,  stets 
senkrecht  zur  Tangentialebene  der  Lamelle  sein  und  daher  mit  der 
Tangentialebene  dw  erzeugten  Haut  übereinstimmen.  Die  Gurve, 
längs  welcher  die  Lamelle  verbogen  ist,  hat  somit  eine  SchmiegimgB- 
ebene,  die  mit  der  Tangentialebene  zusammenfällt,  und  ist  daher 
Asymptotencurve.  Construiren  wir  ein  Netz  aus  einem  doppelten 
System  von  hochkant  gestellten  Lamellen  mit  beweglichen  Winkeln, 
so  wird  dasselbe  bei  seiner  Deformation  stets  Flächen  negativer 
Krümmung  bilden,  auf  welchen  die  Lamellen  Asymptotencurven 
sind.  Wenn  man  die  Verbindungen  der  Lamellen  so  herstellt,  dals 
letztere  sich  rechtwinkelig  schneiden,  so  wird  die  erzeugte  Fläche 
eine  Minimalfläche.  In  diesem  Falle  kann  man  auch  noch  zwei 
Systeme  von  Drähten  in  das  Geflecht  einfügen,  welche  unter  sich 
rechtwinkelig  stehen  und  mit  den  Versteifungslamellen  Winkel  voo 
45^  bilden.  Auch  dieses  Geflecht  läfst  sich  noch  nach  allen  Minimal- 
flächen  verbiegen;  es  bilden  jetzt  die  eingeflochtenen  Drähte  das  iso- 
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therme  System  von  Krünunungslinien  (Fig.  9).  Bildet  man  aus  zwei 
Scharen  hochkant  gestellter  Lamellen  ein  in  einei\  Bichtong  ge- 
schlossenes Oeflecht,  bei  wel- 
chem die  Lamellen  in  ähn- 
licher Weise  mit  einander  in 
Verbindung  gebracht  sind,  wie 
die  beiden  Scharen  von  Er- 
zeugenden auf  dem  Hjper* 
boloid,  80  entsteht  das  Eate- 
n  o  i  d ,  sobald  wir  dafür  sorgen, 
dafs  die  hochkant  gestellten 
Lamellen  sich  überall  recht- 
winkelig durchsetzen.  Wenn 
wir  ein  System  der  Lamellen 
unbiegsam  annehmen,  so  kom- 
men wir  auf  die  windschiefe 
Schraubenfläche.  Will  man 
aus  drei  Scharen  hochkant 
gestellter  Lamellen  ein  Geflecht 

herstellen,  in  welchem  die  Winkel  noch  veränderlich  sind,  so  zeigt 
sich,  dafs  dasselbe  nur  mehr  in  der  Ebene  zu  deformiren  ist.  Denn 
auüser  der  Ebene  giebt  es  keine  Fläche  von  der  Eigenschaft,  dais 
durch  jeden  ihrer  Punkte  mehr  als  zwei  Asjmptotencurven  gehen. 
Statt  die  Lamellen  überall  rechtwinklig  zu  einander  zu  stellen, 
kann  man  auch  die  Verbindungen  so  ausführen,  dals  der  Winkel 
der  Lamellen  zwar  constant,  aber  von  einem  Bechten  verschieden  ist. 
Man  erhält  dann  im  Orenzfalle  eine  Haut,  deren  Asjmptotencurven 
ähnliche  Bauten  bilden.  Dieselbe  ist  von  Herrn  Stäckel  (Beiträge 
zur  Flächentheorie  HI  u.  V,  Leipziger  Berichte  1896  und  1898) 
genauer  untersucht  worden.  Er  fand,  dafs  sie  stets  die  Form  einer 
Rotationsfläche  haben  mufs.  Es  ist  demnach  die  Beweglichkeit  des 
rautenförmigen  Lamellengeflechtes  sehr  viel  geringer  als  die  des 
quadratischen.  * 

IL  Netze. 

II.  Dreieeksnetze  und  deren  Grenzfall:  die  nnansdehnbare  aber  faltbare  Haut. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  jener  mechanischen  Darstellung 
von  beweglichen  Flächen,  welche  der  Darstellung  der  Curven  durch 
Ketten  entspricht.  Die  Gebilde,  als  deren  Grenzlage  die  Flächen 
schlieislich  erscheinen,  wollen  wir  als  „Netze^^  bezeichnen.  Solche 
Netze  denken  wir  uns  durch  Zusammenfügung  einer  Beihe  von  starren 
Stäben  (Gliedern)  entstanden,  welche  an  ihren  Enden  beweglich 
miteinander  verbunden  sind.  Die  Glieder  eines  solchen  Netzes,  von 
denen  wir  annehmen,   dafs  sie  schliefslich  unendlich  klein  werden, 
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können  einesteils  zu  Polygonen,  welche  Maschen  nmschliefsen,  anderen- 
teils zu  Büsche]^  welche  von  Knoten  des  Netzes  ausgehen,  zusammen- 
gefaM  werden.  Am  einfachsten  können  wir  ein  solches  Netz 
aus  dreieckigen  Maschen  herstellen,  von  denen  immer  je  sechs  nm 
einen  Knotenpunkt  herumliegen.  Um  ein  Netz  zu  erhalten,  das  auf 
eine  gegebene  Fläche  aufgepafst  werden  kann,  überziehen  wir  die 
Fläche  mit  zwei  Scharen  von  Curven  und  nehmen  eine  Schar  der 
Diagonalcuryen  dazu.  Auf  diese  Weise  wird  die  Fläche  mit  Drei- 
ecken überdeckt,  welche  die  Figur  unseres  Netzea  bestimmen.  Die 
Glieder  des  Netzes  denken  wir  uns,  so  lange  sie  endlich  sind,  als 
Sehnen  der  gekrümmten  Dreiecks-Seiten.  Gehen  wir  vom  Netz  durch 
Verkleinerung  der  Maschen  wieder  zum  Grenzfall  der  Haut  ober, 
so  erhalten  wir  eine  Haut  von  solcher  Beschaffenheit,  dais  sie  auf 
allen  Flächen,  die  auf  der  ursprünglichen  Fläche  abwickelbar  and, 
aufgepalst  werden  kann.  Die  Beweglichkeit  der  Haut  geht  aber 
no(^  weiter,  insofern  als  sie  nicht  nur  biegsam,  sondern  anch 
faltbar  ist.  Um  den  Unterschied  zwischen  der  Biegung  und  der 
Faltung  der  Haut  zu  charakterisiren,  wollen  wir  zunächst  wieder 
vom  Netz  ausgehen.  Das  Netz  können  wir  uns  auch  als  ein  de- 
formirbares  Polyeder  mit  dreieckigen  Seitenflächen  denken,  von  denen 
je  sechs  in  einer  Ecke  zusammenstolsen.  Ist  die  Summe  der  Seiten 
eines  Sechskants  in  einer  Ecke  kleiner  als  vier  Rechte,  so  ist  die 
Haut,  die  aus  dem  Polyeder  hervorgeht,  positiv  gekrümmt;  ist  sie 
gröfiser  als  vier  Rechte,  so  ist  sie  negativ  gekrümmt,  was  im 
folgenden  genauer  gezeigt  werden  soll.  Wir  können  das  Polyeder 
sowohl  wie  seine  Grenzlage,  die  Haut,  durch  Parallele  zu  den 
Normalen  auf  eine  Kugel  sphärisch  abbilden.  Die  sphärische  Ab- 
bildung des  Polyeders  besteht  aus  einer  Serie  von  Punkten  auf 
der  Kugel,  die  sich  zu  Sechsecken,  entsprechend  den  sechs  Kanten 
der  Polyederecken,  anordnen,  von  denen  je  drei  um  einen  Punkt 
herumliegen.  Ist  die  Fläche  positiv  gekrünmit,  so  folgen  die  sechs 
Punkte  eines  Sechsecks  auf  der  Kugel  in  demselben  Sinn 
aufeinander  wie  die  sechs  Dreiecke  des  Polyeders,  die  eine 
Ecke  bilden.  Ist  die  Fläche  negativ  gekrümmt,  so  sind  die 
beiden  Aufeinanderfolgen  von  entgegengesetztem  Sinn.  Wir 
denken  uns  nun  das  Polyeder  deformirt.  Es  deformirt  sich  dann 
auch  die  zugehörige  sphärische  Abbildung.  Es  kann  nun  bei  De- 
I  formation  des  Polyeders  eintreten,  dals  die  sechs  Punkte  auf  der 

'  Kugel,    die    den    Flächen    eines    Sechskants    entsprechen,    in  ihrer 

richtigen  Aufeinanderfolge  ein  überschlagenes  Sechseck  bilden.  Wir 
sagen  dann,  das  Polyeder  ist  an  jener  Ecke  gefaltet  Der 
Übergang  von  der  Biegung  zur  Faltung  entwickelt  sich  an  dem 
sphärischen  Sechseck  in  der  Weise,  dals  an  der  Grenze  eine  Seite 
des  Sechseckes  verschwindet.  Das  kommt  darauf  hinaus,  dals  von 
den  sechs  Flächen  des  Polyeder-Sechskants  zwei  in  eine  Ebene  fidlen. 
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Diese  Definition  der  Faltung  läist  sich  nun  auf  die  Haut  übertragen. 
Wenn  wir  die  letztere  sphärisch  abbilden  und  es  entsprechen  kleinen 
geschlossenen  Curven  ohne  Doppelpunkt  auf  der  Haut  sphärische  Bilder 
mit  Doppelpunkt  auf  der  Kugel,  dann  ist  die  Fläche  an  der  betrachteten 
Stelle  gefaltet.  Aus  der  Definition  der  Faltung  geht  hervor,  dafs 
eine  Fläche  längs  der  parabolischen  Curve  gefaltet  ist,  oder  besser 
gesagt,  sich  in  dem  Uebergangszustand  zwischen  Biegung  und  Faltung 
befindet*).  Unter  gefalteten  Flächen  im  allgemeinen  werden  wir 
später  solche  verstehen,  welche,  ohne  gerade  abwickelbar  zu  sein, 
in  allen  Punkten  gefaltet  sind**). 

12.  Die  Erhaltung  des  BLTÜniiiiangsiiiafses  bei  faltenloser  Defomation. 

Für  jene  Deformationen  der  Haut,  bei  denen  keine  Faltung 
eintritt,  läfst  sich  der  Gaufs'sche  Satz  von  der  Erhaltung  des 
KrünunungsmaTses  unmittelbar  anschaulich 
machen.  Wir  gehen  dabei  auf  die  Deformation 
des  Polyeders  zurück  und  denken  uns  be- 
stinmiten  Punkten  der  Polyederseiten,  etwa 
den  Schwerpunkten,  Normalen  zugeordnet. 
Wir  begrenzen  dann  auf  dem  Polyeder  etwa 
durch  Schwerlinien  der  Dreiecke  einen  sechs- 
eckigen Bereich,  dessen  Ecken  die  Fufspunkte 
der  Normalen  sind  [Fig.  11].    Diesem  Bereich  Fig.  ii. 

lassen  wir  in  der  sphärischen  Abbildung  ein 

sphärisches  Sechseck  entsprechen,  dessen  Ecken  die  Bilder  der  sechs 
Polyederseiten  sind.  Das  Sechskant,  das  vom  Mittelpunkt  der  Kugel 
nach  jenem  sphärischen  Sechseck  geht,  ist  das  Polarsechskant  zur 


^}  Bekanntlich  überdeckt  die  sphärische  Abbildung  einer  an  ver- 
schiedenen Stellen  entgegengesetzt  gekrümmten  Fläche  cue  Kugel  mehr- 
fach. Die  Grenzen  der  Ueberdeckung  werden  dorch 
das  Büd  der  parabolischen  Curve  gegeben.  Er- 
streckt sich  ein  Bereich  auf  der  Fläche  zu  beiden 
Seiten  der  parabolischen  Curve,  so  ist  der  ent- 
sprechende Bereich  auf  der  Kugel  über  den  Rand, 
der  die  Grenze  der  Ueberdeckung  bildet,  gebogen. 
Seine  Beg^renzun^  hat  die  Form  einer  8. 

**)  Die  abwickelbaren  Flächen  bilden  insofern 
eine  gewisse  Ausnahme,  als  ihre  sphärische  Ab- 
bildung sich  auf  eine  einzige  Curve  reducirt.  Dafs 
sie,  wenn  auch  nur  im  Grenzfall,  zu  den  nach  obiger 
Definition  überall  gefalteten  Flächen  gehören,  wird 
weniger  auffällig  erscheinen,  wenn  man  sich  ein 
Polyeder  vorstellt,  dessen  Ecken  auf  einer  abwickel-  Fig-  lo. 

baren  Fläche,  z.  B.  auf  einem  Cylinder  liegen.    Die 

Anordnung  der  Polyederflächen  trägt  im  allgemeinen  insofern  den  Charakter 
der  Faltung,  als  abwechselnd  einspringende  und  ausspringende  Kanten 
auftreten  [siehe  Figur  10]. 
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Poljederecke.  Bezeichnen  wir  die  sechs  Seiten  um  die  Poljederecke 
mit  ffj,  a^  ..,  a^  und  die  sechs  Winkel  der  Polarecke  mit  ß^^  ßj  ...  ß^^ 
dann  hestehen  sechs  Beziehimgen  von  der  Form 

««  +  ßi  =  ^' 

Der  Inhalt  des  sphärischen  Sechsecks  ist  gleich  dem  ExceXis  desselben, 
also  gleich: 

oder  gleich: 

67r  —  («1  +  a,  -( 1-  ««)  —  4« 

=  27r  —  («1  +  «,  H 1-  ae). 

Bei  der  Deformation  des  Poljeders  bleiben  die  einzelnen  Seiten,  also 
auch  ihre  Summe  («j  +  «j  +  *  * '  +  ^'e)  constant,  es  bleibt  also 
auch  der  sphärische  Excefs  auf  der  Kugel  und  damit  der  Inhalt 
des  Sechsecks  auf  der  Kugel  erhalten.  Das  Veriiältnis  der  Inhalte 
des  sphärischen  Sechseckes  und  des  Sechseckes  auf  dem  Poljeder 
bleibt  demnach  bei  allen  faltenlosen  Deformationen  constant.*) 
Geht  man  vom  Poljeder  zur  Haut  über,  so  wird  das  Verhältnis 
jener  Inhalte  das  GauTs'sche  Krümmungsmafs  der  Haut,  das  somit 
bei  faltenlosen  Deformationen  unverändert  bleibt. 

13.  Das  Tsehebjtsehef-Voss'sehe  Rhombennets  unter  dem  Einiisse  vei 
ümfangskräften  in  der  Ebene.    Das  iigehSrige  Gespiust. 

Einen  höheren  Grad  von  Deformationsfähigkeit  erzielen  wir, 
wenn  wir  ein  Netz  nicht  aus  dreieckigen  Maschen  sondern  aus  vier- 
eckigen zusammensetzen.  Wir  wollen  uns  hier  die  Vereinfachung 
gestatten,  dafs  wir  alle  Glieder  eines  Netzes  gleich  lang  annehmen, 
sodafs  die  einzelnen  Maschen  Rhomben  von  gleicher  Seitenlänge 
bilden.  Die  einfachste  Anordnung  von  solchen  Rhomben  zu  einem 
Netz  ist  dann  die,  welche  zuerst  von  Tscheb  jtschef  im  Jahre  1878 
und  später  von  Voss  im  Jahre  1881  [Über  ein  neu^  Princip  der 
Abbildung  krummer  Flächen;  Mathem.  Ann.  Band  19]  beträditet 
wurde.  Ein  solches  Netz  laust  sich  stets  so  in  eine  Ebene  aus- 
breiten, dafs  die  Rhomben  Quadrate  bilden,  die  zu  je  vieren  um 
einen  Punkt  herum  liegen.  Deformirt  man  das  Netz  in  der  Ebene, 
so  entsteht  eine  Figur,  welche  auf  doppelte  Weise  durch  Parallel- 
verschiebung eines  Poljgons  von  gleichen  Seitenlängen,  im  Grenz- 
fedl  einer  Curve,' entstanden  gedacht  werden  kann.  Wir  wollen  nun 
die  Frage  beantworten:  Welche  Form  nimmt  das  Netz  an,  wenn  an 
Punkten  seines  Umfangs  und  in  seiner  Ebene  liegend  Kräfte  wirken. 


^)  Tritt  Faltmicf  ein,  so  wird  das  sphärische  Sechseck  ein  übersdüageBei, 
und  es  gilt  dann  die  Berechnung  des  Inhaltes  aus  dem  sphärischen  Ezeefo 
nicht  mehr. 
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die  sich  das  Gleichgewicht  halten?  —  Es  wird  sich  zeigen,  dafs  die 
Form  des  Netzes  immer  bestimmt  ist,  sobald  die  Kräfte  der  GröiDse 
und  Bichtung  nach  gegeben  sind.  Um  sie  zu  finden,  bedienen  wir 
uns  am  einfachsten  der  Hilfsmittel  der  graphischen  Statik. 
Damit  vier  Eräfbe,  z.  B.  die  Spannungen,  die  in  vier  an  einem 
Knotenpunkt  zusammenstofsenden  Gliedern  herrschen,  sich  das  Gleich- 
gewicht halten,  mufs  das  aus  den  Kräften  gebildete  Viereck  [Kräfte- 
Polygon]  geschlossen  sein.  Betrachten  wir  jetzt  eine  rhombische 
Masche  mit  vier  Paaren  von  Gliedern,  welche  in  den  Ecken  an- 
stofsen.  Der  zugehörige  Kräfbeplan  kann  in  der  Weise  entworfen 
werden,  wie  es  beistehende  Figtir  12  zeigt.  Er  besteht  aus  einem  ge- 
schlossenen Achteck  und  zwei   Diagonalen,  welche  die  Spannungen 


Fig.  12. 


in  den  vier  Stäben  der  Masche  angeben.  Befindet  sich  die  Masche 
im  Innern  unseres  Netzes,  so  müssen  die  in  den  Knoten  anstofsenden 
Stäbe  paarweise  parallel  sein,  und  infolge  dessen  fallen  je  zwei 
Seiten  des  Achtecks  in  eine  Gerade  zusammen,  sodafs  in  diesem 
Fall  der  Kräfteplan  aus  einem  Viereck  und  zwei  Transversalen  be- 
steht. Schreitet  man  von  einer  einzigen  Masche  mit  den  anstofsenden 
Gliedern  nun  zu  neun  Maschen  mit  den  anstofsenden  Gliedern  vor, 
so  sieht  man  durch  eine  entsprechend  erweiterte  Schlufsweise,  dafs 
der  Kräfteplan  in  diesem  Fall  die  Form  der  umstehenden  Figur  13  hat. 
Er  besteht  aus  einem  Viereck  mit  drei  Transversalen  in  der  einen 
und  drei  Transversalen  in  der  andern  Bichtung.*)  Man  sieht  nun 
leicht,  wie  der  Kräfteplan  für  das  erweiterte  Netz  construirt  wird. 
Er  besteht  immer  aus  einem  Viereck  mit  einer  entsprechenden 
gröfseren  Anzahl  von  Transversalen  in  beiden  Bichtungen.     Wenn 


*)  Solange  die  Vierecke  des  Kräfteplans,  welche  den  Knoten  des 
Netees  entsprechen,  nicht  überschlagen  sind,  sind  die  auftretenden 
Spannungen  einerlei  Art.  entweder  alle  Zug  oder  Druck.  Umläuft  man 
die  Vierecke  des  Eräfteplanes  in  einerlei  Sinn,  ao  müssen  auch  die  Kräfte 
in  den  zugehörigen  Knoten  im  gleichen  Sinne  aufeinander  folgen.  Wir 
werden  bei  den  folgenden  Figuren  der  Uebersichtlichkeit  halber  hieran 
festhalten. 
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wir  auf  diese  Weise  das  ganze  Netz  erschöpft  haben,  so  werden  an 
den  Bandknoten  des  Netzes  nun  Kräfte  angreifen,  die  nicht  mehr 
die  Eigentümlichkeit  haben,  dafs  sie  unter  sich  parallel  sind.  Daher 
wird  der  Kräfbeplan  fOr  ein  Netz,  an  dessen  UmÜEUig  irgend  welche 
£[räfte,  die  der  Richtung  und  Gröfse  nach  gegeben  sind,  angreifen, 
in  folgender  Weise  gefunden  werden.  Man  zeichnet  zun&chst  das 
Polygon  der  aufsen  angreifenden  Kräfte.  Dasselbe  muCB,  damit  Oleidi- 
gewicht  möglich  ist,  geschlossen  sein.  Die  an  einer  Ecke  zusammen- 
stofsenden  Kräfte  greifen  an  einem  Glied  des  Netzes  an.  Von 
diesem  Glied  geht  man  nun  zu  den  parallelen  GUedem  des  Netses 
über,  und  zwar  so  lang,  bis  man  wieder  an  ein  Bandglied  kommt. 
An  diesem  greifen  zwei  Kräfte  an,  welchen  eine  zweite  Ecke  des 
Kräftepolygons    entspricht.     Mit   dieser   wird   die   erste  durch  eine 


Fig.  18. 


Diagonale  verbunden.  Hat  man  auf  diese  Weise  alle  Transv^nsalen 
construirt,  so  ist  der  Kräfteplan  des  Netzes  fertig.  Die  Abschnitte, 
welche  die  beiden  Scharen  von  Ti*ansTersalen  auf  einander  bilden, 
geben  dann  die  Spannungen  in  den  Gliedern  des  Netzes.  Die  Fonn 
des  Netzes  läfst  sich  aus  dem  Kräfteplan  ohne  weiteres  construirai. 
Man  verschafft  sich  zwei  Linienzüge  von  gleich  langen  Seiten  (z.  B. 
17,  21,  25  und  32,  36,  40  in  Fig.  13),  die  den  beiden  Scharen 
aufeinanderfolgender  Transversalen  des  Kräftepolygons  parallel  sind. 
Verschiebt  man  den  einen  Linienzug  parallel  mit  sich,  so  dafs  sein 
Ende  den  andern  Linienzug  beschreibt,  so  erhält  man  die  Gleicb* 
gewichtsform  des  Netzes  unter  dem  Einflufs  der  gegebenen  Kräfte. 
Bei  den  bisherigen  Ueberlegungen  ist  der  Ein£Eu;hheit  halber  an- 
genonmien,  dafs  das  Netz  so  begrenzt  sei,  dafs,  wenn  es  in  jene 
Lage  deformirt  wird,  bei  welcher  die  Maschen  quadratisch  werden, 
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der  äulsere  Umfang  des  Netzes  auch  ein  quadratischer  ist.  Wir 
können  aber  leicht  die  Betrachtungen  für  den  Fall  erweitem,  dafs 
die  Begrenzung  des  Netzes  in  der  speciellen  Form  ein  beliebiger 
staffeiförmiger  Linienzug  .ist. 

Aus  der  graphischen  Statik  ist  die  reciproke  Beziehung 
zwischen  einem  Netz  [Fachwerk]  und  dem  Kräfteplan  bekannt. 
Man  kann  immer  den  Eräfteplan  als  Netz  [Fachwerk]  auffassen,  zu 
dem  das  ursprüngliche  Netz  dann  der  Eräfteplan  wird.  Den 
Spannungen  im  ursprünglichen  Eräfteplan  entsprechen  dann  die 
Längen  der  Glieder  des  neuen  Netzes.  Li  unserem  Fall  kann  man 
das  neue  Netz  aus  zwei  Beihen  von  gleichgespannten  Fäden  con- 
struiren,  die  in  den  Bichtungen  der  Transversalen  des  Eräftepolygons 
liegen,  welch  letzteres  wir  uns  als  Qelenkpoljgon  vorzustellen  haben. 
Den  gleichen  Spannungen  in  allen  Punkten  *der  Fäden  entsprechen 
die  gleich  grofsen  Längen  der  Glieder  im  ursprünglichen  Netz. 
Dieses  neue  aus  gleich  gespannten  Fäden  hergestellte  Netz  wollen 
wir  ein  „Ge spinnst'^  nennen.*)  Es  entspricht  daher  jedem  Netz 
der  Ebene  ein  zugehöriges  Gespinnst  und  umgekehrt.  Der  Grenz- 
übergang vom  Netz  zu  einer  Haut  bietet  keine  besonderen  Schwierig- 
keiten. Wir  sind  daher  im  Stande,  für  eine  solche  Haut  die  Form 
des  ümfanges  und  die  Deformation  an  irgend  einer  Stelle  zu  be- 
stimmen, sobald  dieselbe  unter  dem  EinfiuTs  von  Umfangskräften, 
die  der  Gröfse  und  Bichtung  nach  gegeben  sind,  eine  Gleichgewichts- 
lage angenommen  hat.  Aus  dem  Eräfteplan  [Gespinnst]  entnehmen 
wir  auch  die  Beanspruchung  an  jeder  Stelle. 

14.  Specielle  ränmliehe  Deformation  des  Tsekefcytsehef -Vess'sekeB  Netses 

sack  Translationsfläehen  unter  dem  Einflüsse  gegebener  Umfangskrlfte, 

Das  zugehörige  kTperholisdie  fiespinnst 

Wenn  wir  versuchen,  die  für  die  Ebene  gewonnenen  Resultate 
auf  den  Baum  zu  erweitem,  so  begegnen  wir  mancherlei  Schwierijg- 
keiten.  Unter  dem  Einfiuls  von  Umfangskräften,  die  im  Baum  ver- 
teilt sind,  wird  naturgemäfs  das  Netz  eine  derartige  Form  annehmen, 
dals  die  einzelnen  Maschen  im  allgemeinen  nicht  mehr  eben  sind 
und  daher  auch  keine  parallelen  Seiten  mehr  besitzen.  Das  zu- 
gehörige Gespinnst  [der  räumliche  Ejräfteplan]  wird  dann  wohl  aus 
gleich  gespannten  Fäden  bestehen,  die  aber  nicht  mehr  geradlinig 
sind.  Wesentlich  vereinfacht  wird  die  Betrachtung,  wenn  wir  uns 
auf  die  FäUe  beschränken,  in  welchen  die  Netzmaschen  ebene  Parallelo- 
gramme  bleiben.     Dann    werden    die  unter  sich  parallelen  Glieder 

*)  Ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  „Netz**  und  „Gespinnst**  in 
dem  hier  gebrauchten  Sinne  besteht  darin,  dals  bei  ersterem  an  den  Knoten- 
punkten Verbindung  der  Gliederreihen  vorausgesetzt  werden  moTs,  während 
bei  letzterem  dies  nicht  der  Fall  ist.  Die  G^pinnste  haben  demnach  im 
Gegensatz  zu  den  Netzen  keine  bestimmte  Maschenlänge. 

JahrMberieht  d.  Deataohen  Mathem.-V«reinignng.    VI,  2.  6 
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sich  wieder  in  Reihen  ordnen  lassen,  denen  im  Gespinnst  gleidi 
gespannte  geradlinige  Fäden  entsprechen.  Die  vom  Netz  gebildeten 
Formen  entstehen  durch  Translation  zweier  räumlicher  Linien- 
Züge  an  einander.  Die  beiden  Scharen  von  geradlinigen  Fäden  des 
Gespinnstes  müssen  sich  natnrgemäfs  schneiden  und  können  daher 
nichts  anderes  als  Erzeugende  verschiedener  Art  eines  Hyperboloides 
sein.  Dies  führt  uns  zu  einem  Kriterium,  das  die  UmfEUigskr&fte 
eines  solchen  Netzes  erfüllen  müssen,  damit  seine  Gleichgewichtslage 
ebene  Maschen  habe.  Es  mufs  das  Polygon  der  Umfangskräfte 
so  beschaffen  sein,  dafs  seine  Ecken  auf  einem  Hyperboloid 
liegen  und  dafs  aufserdem  die  Transversalen  [die  Verbindungs- 
linien entsprechender  Ecken]  Erzeugende  dieses  Hyperboloides 
sind.  Gehen  wir  vom  Netz  zur  Haut  über,  so  wird  in  dem  von 
uns  betrachteten  speoiellen  Fall  die  Haut  die  Form  einer  spedellen 
Translationsfläche  annehmen.  Die  erzeugenden  Curven  haben  die 
Eigentümlichkeit,  dafs  ihre  Tangenten  den  Erzeugenden  eines  Hyper- 
boloides, oder  was  auf  dasselbe  hinauskonmit,  den  Erzeugenden  eines 
Kegels  zweiter  Ordnung,  parallel  sind. 

Einige  specielle  Beispiele  mögen  noch  Erwähnung  finden.  Nimmt 
man  das  Gespinnst  auf  einem  Botationshyperboloid  an,  und  verteilt 
man  die  Fäden  gleichförmig  über  dasselbe,  so  entspricht  dem  so 
definirten  Gespinnst  ein  Netz,  welches  die  Form  einer  Fläche  hat, 
die    gleichzeitig    Schrauben-    und   Translationsfläche   ist  ond 

dadurch  erzeugt  werden  kann, 
dafs  eine  Schraubenlinie  eine 
Translation  längs  einer  zu  ihr 
symmetrischen  Schraubenlinie 
erfährt.  Geht  man  vom  gleich- 
seitigen hyperbolischen  Para- 
boloid  aus,  und  verteilt  man 
die  Greraden  so,  dafs  sie  ein- 
ander äquidistant  teilen,  so 
entspricht  diesem  Gespinnst  ein 
Netz,  das  durch  Translation  einer 
Kettenlinie  längs  einer  zweiten 
entsteht.  Beide  Kettenlinien 
haben  parallele  entgegengesetzt 
gerichtete  Axen  und  recht- 
winklig sich  schneidende  Ebenen. 
Besondere  Untersuchung  wür- 
Fig.  14.  den  auch  noch  die  Bewegungen 

der  Netze  verdienen,  welche 
den  collinearen  Umformungen  des  Gespinnstes  entsprechen;  sie  soll 
bei  einer  anderen  Gelegenheit  erfolgen. 

Bemerkung.     Man  kann  leicht  Netze  construiren,  welche  so 
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beschaffen  sind,  dafs  sie  sich  nur  nach  Translationsflächen  defonniren 
lassen.  Man  hat  nur  dafor  zu  sorgen,  dafs  die  Maschen  bei  der 
Deformation  stets  eben  bleiben.  Dies  geschieht  am  ein&chsten  in 
der  Weise,  dals  man  aus  starken  Cartonstreifen  bewegliche  parallelo- 
grammatische  Maschen  constmirt,  wie  in  beistehender  Figur,  und 
dieselben  gelenkartig  aneinanderschüefst.  [Yergl.  die  Eigur  14.]*) 
Die  erzeugten  Flächen  sind  bei  dieser  Anordnung  allerdings  immer 
positiv  gekrümmt.  Die  Anordnung  läfst  sich  indessen  auch  leicht 
80  varüren,  dafs  negative  Krümmungen  möglich  sind. 

15.  All^emeiiie  ränmliehe  Deformation  des  Tschebytschef-Voss'selien  Netxeg 
niiter  dem  BiiifliiBse  von  ümfan^skrfifteii. 

Wenn  wir  den  allgemeinen  Fall,  in  welchem  das  Netz  nicht 
parallelogranmiatische  Maschen  besitzt,  genauer  untersuchen  wollen, 
müssen  wir  die  Bedingungen  aufstellen,  unter  denen  Kräfte  an  einem 
gelenkigen  gleichseitigen  Viereck  im  Baume  sich  das  Gleichgewicht 
halten.  Die  vier  Paare  von  Kräften,  die  am  Umfange  eines  solchen 
Vierecks  angreifen,  müssen  natürlich  ein  geschlossenes  Kräftepoljgon 


Pig.  16. 

[räumliches  Achteck]  bilden.  Um  die  Lage  der  Seiten  des  Vierecks 
zu  finden,  haben  wir  zu  bedenken,  dafs  die  Winkel,  welche  die  Seiten 

10  und  12,   9  und  11   [Figur  15],   femer  die,    welche   9  und  10, 

11  und  12,  und  jene,  welche  10  und  11,  9  und  12  mit  einander 
bilden,  jeweils  einander  gleich  sind.  Im  Kräfteplan  haben  wir  zwei 
Paare  von  gegenüberliegenden  Seiten  des  Achtecks  mit  einem  solchen 
Punkt    zu   verbinden,    dafs   die   erwähnten  Winkelgleichheiten  auch 


*}  Das  abgebildete  Netz  ist  von  Herrn  atad.  math.  Fr.  Thiersch 
für  das  mathematische  Institut  der  technischen  Hochschule  München  her- 
gestellt worden. 

6* 
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im  Kräfbeplan  aufrecht  erhalten  hleiben.  Der  Punkt  hat  dann  die 
Eigenschaft,  dals  von  ihm  aus  gesehen  die  Paare  gegenüberliegender 
Seiten  sowie  die  beiden  Diagonalen  des  räumlichen  Vierecks  AB  CD 
unter  jeweils  gleichem  Winkel  erscheinen.  Auf  mechanischem  Wege 
kann  der  Punkt  so  gefonden  werden,  dals  man  zwischen  die  £<^eii 
AB  und  CD  des  Vierecks  AB  CD  gleidigespannte  Fäden  einzieht, 
welche  sich  überkreuzen.  Der  gemeinsame  Enickpunkt  der  beiden 
Fäden  giebt  den  gesuchten  Punkt  Die  Richtigkeit  der  Construction 
ist  leicht  zu  beweisen.  Die  Resultante  der  gleichen  Spannungen 
der  Fäden  10  und  12  geht  durch  die  Halbirungslinie  des  Winkels, 
und  ihre  OröDae  ist  nur  abhängig  vom  Winkel,  unter  dem  der  Faden 
geknickt  ist.     Die  Resultante   der  Spannungen  in  den  Fadenteilen 

9  und  11  liegt  in  der  Halburongslinie 
ihres  Knickungswinkels  und  muls  die 
erstgenannte  Resultante  aufheben.  Beide 
Resultanten  müssen  gleich  grofs  sein^ 
infolgedessen  auch  die  Knickungswinkel 
der  beiden  Fäden.  Sie  müssen  aber 
auch  in  dieselbe  Richtung  fallen,  und  es 
müssen  sich  daher  die  beiden  Faden- 
ebenen in  einer  Linie  schneiden,  die 
beide  Knickungswinkel  halbiri  Erweitert 
man  das  Netz  von  einer  Masche  aof 
mehrere  Maschen  und  desgleichen  den 
Fig.  16.  zugehörigen  £[räfbeplan  [das  Gespinnst], 

so  findet  man  bald,  dafs  der  Kräfleplan 
construirt  werden  kann  als  räumliches  Gespinnst  von  gleich  gespannten 
Fäden,  welche  entsprechende  Ecken  des  Polygons  der  Um&ngskr&fte 
mit  einander  verbinden.  Der  Kräfbeplan  kann  daher  wenigstens  anf 
mechanischem  Wege  mit  Hilfe  solcher  Fäden  construirt  werden  [siebe 
Figur  16].  Ist  aber  der  Kräfteplan  bekannt,  so  bietet 
///  die  Construction  des  Netzes  keine  Schwierigkeiten  mehr. 
q//:  Denn  wir  können  aus  dem  £[räfteplan  die  Winkel, 
1'//^  welche  die  einzelnen  Maschen  mit  einander  einschlielsen, 
^;  ohne  weiteres   entnehmen.     Gehen  wir  wiederum  vom 

^ :  Netz    zur  Haut  über  und  wollen  wir  die  Form  der 

V  /      Haut  bestimmen,  so  haben  wir  zunächst  nach  der  Form 
vr^  des  zugehörigen  Gespinnstes  zu  fragen.    Dasselbe  bildet 

^,         im  Grenzfall  ebenfalls  eine  Haut,  auf  der  die  gespannten 
'^/  Fäden  geodätische  Linien  sind.    Die  Schmiegungsebenen 

Fig.  17.  dieser  geodätischen  Linien  sind  in  dem  Gespinnst  dnrcfa 

die  Ebenen,  in  denen  die  geknickten  Fäden  9  und  11, 
10  und  12  [Fig.  15]  liegen,  vorgebildet.  Dem  Umstände,  dals  die 
beiden  Fäden  gleich  stark  geknickt  sind,  entspricht  folgende  Beziehung 
der  Richtung  der  beiden  geodätischen  Linien  zu  den  Asjmptoten- 
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Bichtnngen  der  Haut.  Es  sei  [siehe  Figur  17]  die  stets  hyperbolische 
Indicatrix  in  einem  Punkt  Ä  der  Haut  hervorgehoben  and  gleichzeitig 
die  dazu  conjngirte  Hyperbel.  Ist  AB  die  Bichtong  der  einen  geo- 
dätischen Linie,  so  findet  man  die  Bichtong  der  andern,  indem  man  nm 
A  einen  Kreis  vom  Badius  AB  besehreibt,  der  die  coigugirte  Hyperbel 
in  den  Punkten  C7,  D  und  ihren  gegenüberliegenden  trifft.  AC  oder 
AD  mufs  dann  die  Bichtung  der  andern  geodätischen  Linie  sein. 

16.  Andere  ans  ihren  Gespinnsten  definirten  RhombenBetze. 
Ihre  ehenen,  den  eollineareB  UaforniiuigeB  des  Gespinnstes  cBtsprecheBden 

DeforaatioBen. 

Die  nach  Tschebytschef  s  Vorgang  construirten  Bhombennetze 
sind  keineswegs  die  einzigen.  Es  giebt  vielmehr  eine  aufserordent- 
lich  groise  Mannigfaltigkeit  anders  angeordneter  Bhombennetze,  die 
sich  auf  ähnliche  Weise  mechanisch  untersuchen  lassen,  wie  das  von 
Tschebytschef.  Man  gelangt  za  denselben  am  einfachsten,  wenn 
man  von  den  zugehörigen  Oespinnsten  ausgeht.  Denken  wir  uns 
ein  ebenes  Gespinnst  [Fig.  18a],  das  aus  gleich  gespannten  Fäden 
gebildet  ist,  die  sich  zu  dreien  in  einem  Punkt  schneiden.  Dem- 
selben entspricht  zunächst  ein  Netz,  das  aus  lauter  gleichseitigen, 
zu  je  dreien  in  einem  Punkt  zusammenstolsenden  Sechsecken  mit 
paarweise  parallelen  Seiten  besteht  [Fig.  18b].  Man  kann  in  jedes 
dieser  Secksecke  drei  Glieder  einfugen  und  so  ein  Bautennetz  er- 
halten, das  sich  vom  vorigen  dadurch  unterscheidet,  dafs  nunmehr 
in  den  einzelnen  Knoten  abwechselnd  drei  und  sechs  Glieder  zn- 
sammenstofsen.  In  einem  solchen  Netz  kommen  drei  Scharen  von 
parallelen  Gliedern  vor  entsprechend  den  drei  Scharen  von  Greraden 
des  zugehörigen  Gespinnstes.*)  Betrachten  wir  das  Gespinnst,  von 
dem  wir  ausgegangen  sind,  als  Kräfbeplan,  so  werden  bei  der  zu- 
gehörigen Beanspruchung  des  Netzes  die  zum  Sechsecksnetz  hinzu- 
gefügten  Glieder  spannungslos  bleiben,  da  ihnen  im  Kräfbeplan  ver- 
schwindende Linien  entsprechen.  Bei  irgend  welchen  anderen  Be- 
anspruchungen ist  dies  natürlich  nicht  mehr  der  Fall,  und  wir  können 
die  Spannungen  in  den  einzelnen  Gliedern  ohne  weiteres  finden, 
wenn  wir  in  dem  £[räftepolygon  die  drei  Scharen  von  Transversalen 
ziehen,  die  solche  Eckpunkte  mit  einander  verbinden,  denen  parallele 
Glieder  des  Netzes  entsprechen.  In  diesem  allgemeineren  Falle 
werden  naturgemäfs  nicht  mehr  je  drei  Transversalen  in  einem 
Punkt  sich  schneiden,  und  es  treten  dann  auch  Spannungen  in  den 
zugefügten  Gliedern  auf.    Wenn  man  indessen  die  Forderung  stellt. 


*)  Die  Fonn  dieses  Netzes  ist  im  Grenzfall  von  drei  willkürlichen 
Functionen  abhängig,  als  welche  man  die  Bichtmig  der  Glieder  einer 
Schar  als  Function  der  Ordnungszahl  annehmen  kann.  Das  Tschebytschef- 
Vo&'sche  Nets  hängt  nur  von  zwei  willkürlichen  Functionen  ab. 
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daiB  in  allen  Gliedern  nnr  Spannungen  einerlei  Art,  z.  B.  überall 
blofs  Zugspannungen,  vorkommen  [wie  bei  einem  gespannten  Gewebe], 
dann  kann  sich  die  Spannungsverteilung  nur  sehr  wenig  von  der 
ausgezeichneten,  beziehungsweise  von  einer  solchen,  bei  der  immer 
drei  Transversalen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  unterscheiden, 
und  zwar  um  so  weniger,  je  gröfser  die  Anzahl  der  Masdben  ist 
Um  dies  zu  zeigen,  denken  wir  uns  an  den  ümfangskriften  eine 
solche  Aenderung  vorgenommen,  dafs  nunmehr  die  Transversale  4567 
[Fig.  18]    nicht   mehr   durch  die  Schnittpunkte  der  übrigen  länft, 


«*J 


Fig.  18. 

sondern  eine  der  punktirten  Linie  entsprechende  Lage  annimmt 
Sofort  treten  in  den  Zusatzgliedem  dreier  Sechsecke  Spannungen 
auf,  welche  mit  a  . . .  t  bezeichnet  sind.  Bei  dem  in  der  Figor  18 
dargestellten  Fall  sind  dieselben  Zugspannungen  [vergl.  die  Anmerkong 
auf  Seite  63].  Wäre  Hie  Transversale  auf  die  entgegengesetzte  Seite, 
von  ihrer  ursprünglichen  Lage  aus  gerechnet,  gerückt  worden,  so 
wären  in  den  Zusatzgliedem  Druckspannungen  aufgetreten.  Hätte 
sich  die  Transversale  gedreht,  d.  h.  so  geändert,  dafis  sie  ihre  ur- 
sprüngliche   Lage   geschnitten    hätte,    so    würden   teils   Zug-,    teils 
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Dmckspaimtuigen  aufgetreten  sein.  Hätte  sich  die  Transversale  gar 
•mn  mehr  als  eine  Maschenbreite  verschoben,  so  wären  schon  in  den 
Sechseckseiten  Druckspannungen  aufgetreten.  Man  entnimmt  hieraus, 
dals  schon  das  ursprüngliche  Sechsecksnetz  und  noch  mehr  das  durch 
die  Zusatzglieder  zum  Bhombennetz  umgeformte  bei  sehr  grofser 
Maschenzahl  unter  dem  EinfluTs  von  Umfangskrilfken,  die  ausschliefslich 
Zugspannungen  in  den  Gliedern  erzeugen,  sich  nur  so  verändern  kann, 
dals  das  Oespinnst  aus  dreifach  sich  schneidenden  Geraden  besteht. 

Zu  den  Änderungen  des  Gespinnstes,  bei  welchen  der  Charakter 
desselben  aufrecht  erhalten  bleibt,  gehören  vor  allem  die  Collinea- 
tionen.  Die  zugehörigen  Netzdeformationen  verdienen  besonderes 
Interesse. 

Die  dreifachen  Geradensjsteme  in  der  Ebene,  die  so  beschaffen 
sind,  dafs  durch  jeden  Punkt  drei  Gerade  gehen,  sind  zweierlei  Art. 
Die  eine  Art  erhalten  wir  als  Gollineation  eines  Quadratnetzes  und 
einer  Schar  von  Diagonalen.  Zu  der  andern  Art  gehört  das  schon  bei 
den  Geflechten  [S.  52]  betrachtete  System,  das  aus  den  Tangenten  eines 
Kreises  und  den  Radien  desselben  gebildet  ist  [Fig.  20  a].  Wird  ein  solches 
System  irgendwie  coUinear  umgeformt,  so  verliert  es  die  für  uns 
wesentliche  Eigenschaft,  dafs  drei  Gerade  inmier  durch  einen  Punkt 
gehen,  nicht.  Wir  wollen  nun  die  Deformation  eines  Netzes  be- 
trachten, wenn  das  zugehörige  Gespinnst  von  der  ersten  Art  ist  und 
coUinear  umgeformt  wird  Dabei  denken  wir  uns  das  Gespinnst  über 
die  ganze  Ebene  ausgedehnt  und  ignoriren  den  Umstand,  dals  dann 
im  Netz  unendlichgrofse  Spannungen  auftreten,  welche  den  unendlich 
langen  Maschen  des  Gespinnstes  entsprechen.  Die  einfachste  Form 
des  G^pinnstes,  von  der  wir  ausgehen,  mag  aus  drei  Scharen  von 
Parallelen  bestehen,  die  sich  unter  Winkeln  von  60^  schneiden. 
Das  zugehörige  Netz  besteht  aus  regulären  Sechsecken.  Unterwerfen 
wir  das  Gespinnst  einer  affinen  Transformation,  so  wird  das  Netz  in 
der  Weise  verändert,  dafs  sich  die  Winkel  in  den  einzelnen  Maschen 
ändern,  alle  Maschen  aber  unter  sich  congment  bleiben  [Fig.  18b]. 
Gehen  wir  zu  einer  perspecti vischen  Umformung  über,  bei  welcher 
die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  ins  Endliche  gebracht  wird, 
so  ändert  sich  der  Charakter  des  zugehörigen  Netzes  ganz  wesentlich. 
Das  Netz  erfüllt  nämlich  jetzt  nicht  mehr  die  ganze  Ebene,  sondern 
es  tritt  eine  Grenzcurve  auf,  längs  welcher  die  Sechsecke  in  gerade 
Linien  ausgezogen  sind.  Diese  Grenzcurve  ist  eine  Kettenlinie, 
das  Netz  erfüllt  nunmehr  das  Innere  dieser  Kettenlinie  doppelt,  und 
die  beiden  Teile  hängen  längs  der  Kettenlinie  zusanmien  [Figur  19]. 
Die  Netzmaschen,  welche  auf  die  Kettenlinie  zu  liegen  kommen,  ent- 
sprechen jenen  Knoten  des  Gespinnstes,  die  im  Unendlichen  liegen. 
Nach  diesen  Knoten  verlaufen  nämlich  die  Geraden  parallel,  und  die 
zugehörigen  sechseckigen  Maschen  sind  abgeplattet.  Die  doppelte 
Ueberdeckung  des  Innern  entspricht  durchaus  der  Klein-Schläfl i'schen 
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Aofß&ssüng  der  projecÜTen  Oespinnstebene  als  einseitiger  Doppelflflche. 
In  Figur  19  fallen  infolge  der  symmetrischen  Anordnung  des  6e- 
spinnstes  die  Netzmaschen  beider  üeberdeckungen  auf  einander,  sie 
treten  aber  alsbald  auseinander,  wenn  man  das  (Jespinnst  coUinear 
deformirt  Die  Glieder,  welche  eine  sechseckige  Masche  in  drei 
rhombische  teilen,  sind  ä&r  Uebersichtlichkeit  halber  weggelassen. 


Fig.  IS. 

Bedeutend  mannigfidtiger  sind  die  Deformationen  dnes  Netses 
der  zweiten  Art.  Als  Ausgangsform  wiihlen  wir  jenes  Netz,  das 
dem  kreisförmigen  G«spinnst  entspricht.  Es  habe  die  beistehende  Fonn 
[Fig.  20a  u.  b].  Die  äul^ere  Umgrenzung,  längs  welcher  die  Maschen 
plattgedrückt  sind,  entspricht  wiederum  den  unendlidi  fem  gelegenen 
Gespinnstknoten,  der  innere  Umfang  dagegen  dem  Kreis.  Hier  tiitt 
eine  Ausnahme  von  der  Structur  des  Netzes  insofern  ein,  als  ISogs 
dieses  Kreises  abwechselnd  sechseckige  und  Tiereckige  Maschen  tot- 
kommen.     Diese  Ausnahme  wird  aber  alsbald  beseitigt,  wenn  man 
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sieb  das  Netz  vier&cb  den  Ereisring  überdeckend  und  an  den  innem 
und  äofsem  Bändern  zusammengefügt  denkt.  £s  schlieDsen  sich 
dann  am  innem  Band  je  zwei  viereckige  Maschen  zu  einer  sechs- 
eckigen zusammen,  und  das  ganze  Netz,  dessen  reguläre  Structur 
nirgends  mehr  gestört  ist,  hat  nunmehr  den  Zusammenhang  einer 
Bingfläche.  Die  vierßLche  üeberdeckung  kann  man  sich  anschaulich 
so  vorstellen,  dals  man  sich  das  Netz  auf  beide  Seiten  einer  Kugel- 
zone mit  gleichen  Begrenznngsradien  aufgelegt  und  die  Zone  senk- 
recht zu  der  Bichtung  der  parallelen  Ereisebenen  zu  einem  ebenen 
doppeltüberdeckten  Ereisring    zusammengeprefst  denkt.     Bei   dieser 


Fig.  20  a.  Fig.  80  b. 

vierfachen  üeberdeckung  hat  man  sich  die  zugehörige  Gespinnstebene 
einerseits  als  abgeplattetes  einschaliges  Hyperboloid,  andrerseits  als 
einseitige  Doppelfläche  vorzustellen. 

GoUinearen  Umformungen  des  Gespinnstes  entsprechen  eigen- 
tümliche Deformationen  des  Netzes,  die  insofern  ein  gewisses  ge- 
staltliches Interesse  beanspruchen,  als  sie  eine  Beziehung  der  unend- 
lich ausgedehnten  Ebene  des  Gespinnstes  auf  einen  endlichen  Teil 
der  Ebene  des  Netzes  darstellen.  In  beistehenden  Figuren  [20,  21, 
22]  sind  die  Deformationen  des  Netzes  fOr  einzelne  Fälle  gezeichnet. 
Solange  der  Kreis  der  Gespinnstebene  nur  zu  einer  Ellipse  deformirt 
wird,  bleibt  der  äuGsere  Umfang  des  Netzes  eine  geschlossene 
transoendente  Curve,  in  speciellen  Fällen  ein  Kreis;  der  innere  Kreis 
tritt  im  allgemeinen  doppelt  auf,  und  das  Netz  erfüllt  zwei  ring- 
ftonige  Bereiche  mit  gemeinsamem  äu&eren,  aber  verschiedenem 
inneren  Umfang.  Wenn  in  der  Gespinnstebene  der  Kegelschnitt  zur 
Parabel  wird  [Fig.  21a],  so  berühren  die  inneren  Umfange  den 
äulseren  [Fig.  21b].     Bei  den  Netzen,  die  hjperbelartigen  Grespinn- 
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sten  [Fig.  22  a]  entsprechen,  wird  der  äu&ere  Umfang  des  Netzes  in 
zwei  Teile  getrennt,  an  welche  sich,  der  innere  Umfang  berührend 
anschlielst   [Fig.   22b].      Noch   einige   Punkte   verdienen  bei  dieser 


Fig.  81a.  Fig.  Slb. 

Umformung  Beachtung.  Wenn  eine  Seite  des  Gespinnstes  ins  Un- 
endliche fällt,  so  hat  dieselbe  natürlich  keine  bestimmte  Richtung 
mehr.    In  dem  Netz  wird  das  entsprechende  Glied  durch  einen  Ponkt 


Fig.  22  a.  *  Fig.  22  h. 

dargestellt.  Man  kann  sich  dann  vorstellen,  dafs  jenes  Glied  senk- 
recht auf  der  Ebene  des  Netzes  steht.  Fällt  der  Mittelpunkt  des 
Gespinnstes  in  der  Normalform  durch  die  collineare  Umformung  ins 
Unendliche  [Fig.  22a],  so  reducirt  sich  der  innere  Umrüs  auf  eine 
doppelt  gezählte  Strecke  [Fig.  22b]. 
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17.  Ebene  Rhomben-  nnd  Polygonnetze,  deren  Gespinnste  regulären  Ein- 
teilungen der  Flächen  constanter  Krfimmnng  entsprechen. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  Bautennetze  in  der  Ebene  ist  durch 
die  angefahrten  Beispiele  noch  lange  nicht  erschöpfL  Man  kann, 
ausgehend  vom  ebenen  Parallelogrammnetz,  durch  Einfügung  neuer 
Diagonalen  Gespinnste  con- 

struiren,  welche  regehnÄf sig  a  ^ 

angeordnete  Schnittpunkte 
Ton  verschiedenem  Grad 
von  Yielfachheit  besitzen. 
Das  zugehörige  Netz  wird 
die  Ebene  mit  congruenten 
Maschen  lückenlos  über- 
decken. [Vergleiche  die 
Fig.  23  u.  24.]  Als  Maschen 
erscheinen  zunächst  Poly-  ^s-  m. 

gone    von    der   doppelten 

Seitenzahl  der  Vielfachheit  der  Gespinnstknoten.    Die  Polygone  lassen 
sich,  da  sie  paarweise  parallele  Seiten  haben,  durch  Einfügung  neuer 


Fig.  24. 


Glieder  in  mannigfacher  Weise  in  Bauten  einteilen.  Ist  die  Seitenzahl  das 
Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so  ist  eine  symmetrische  sternförmige 
Einteilung  möglich,  wie  in  Fig.  26,  in  anderen  Fällen  nicht.  Haben  wir 
die  Einfügung  der  Glieder  vorgenonmien,  so  laust  sich  das  Polygon  nur 
mehr  so  deformiren,  dafs  die  gegenüberliegenden  Seiten  parallel  sind. 
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In  dem  yerroUständigten  Netz  giebt  es  in  jeder  Lage  Beihen  paralleler 
Glieder,  welche  geradlinigen  gleichgespannten  F&den  des  zugehörigen 
Gespinnstes  entsprechen.  Sollen  in  allen  Gliedern  nur  Spannungen 
einerlei  Art  yorkommen,  so  ist  das  Gespinnst  wiederum  sehr  eng 
beschränkt,  sobald  eine  sehr  grofse  Maschenzahl  in  Fmge  kommt 
Deformationen,  welche  in  einem  Netz  von  beliebig  hoher  Maschen- 
zahl nur  Zugspannungen  erzeugen,  entsprechen  wieder  CoUineationen 
des  Gespinnstes.  Sie  lassen  sich  nach  Früherem  leicht  übersehen 
und  bieten  kein  wesentlich  neues  Interesse.  Dagegen  kann  man  za 
Netzen  mit  regelmäfsig  angeordneten  Maschen  übergehen,  für  weldie 
es  keine  Ausgangsform  giebt,  bei  der  alle  Maschen  congruent  sind. 
Die  zugehörigen  Gespinnste  werden  in  der  Theorie  der  automorphen 
Functionen  zur  Yeranschaulichung  derjenigen  Bereiche  der  Ganüi*- 
sehen  Ebene  benützt,  innerhalb  welcher  jene  Functionen  sich  wiede^ 
holen.  Diese  Figuren  können  auch  losgelöst  Ton  der  fanctionen- 
theoretischen  Beziehung  mit  der  Einteilung  der  Flächen  constanten 
Krümmungsmaises  in  congruente  und  sjnunetrische  Stücke  in  Zn* 
sammenhang  gebracht  werden.  Wählen  wir  als  solches  Stück  ein 
geodätisches  Dreieck,  und  überdecken  wir  mit  dessen  congraenten 
und  symmetrischen  Wiederholungen  die  Fläche  lückenlos,  so  bilden 
die  Begrenzungen  derselben  ein  System  von  geodätischen  Linien, 
dessen  Be Urämische  Abbildung*)  in  die  Ebene  ein  entsprechendes 
System  von  geraden  Linien  mit  regelmäfsig  verteilten  mehrfachen 
Schnittpunkten  darstellt.  J^de  solche  Figur  kann  als  Gespinnst 
aufgefafst  und  das  zugehörige  Netz  construirt  werden.  Enthalt 
das  Gespinnst  eine  endliche  Anzahl  von  Linien,   wie  bei  der  con- 

gruenten  Einteilung  der  Flächen  positiver 
Krümmung,  so  wird  das  zugehörige  Netz 
aus  einer  endlichen  Zahl  von  Maschen 
bestehen  und  ist  nichts  anderes  als  dss 
in  die  Ebene  ausgebreitete  Kantennetz 
eines  Archimedischen  Polyeders,  das 
aus  Polygonen  von  gerader  Seitenzahl 
gebildet  ist.  Solcher  Polyeder  giebt  es 
drei,  das .  erste  von  sechs  Vierecken  und 
acht  Sechsecken  begrenzt,  das  zweite  von 
zwölf  Vierecken,  acht  Sechsecken  und  sechs 
Fig.  26.  Achtecken,  das  dritte  von  dreilsig  Vier- 

ecken, zwanzig  Sechsecken  und  zwölf 
Zehnecken  begrenzt.  Sie  entsprechen  der  Tetraeder-,  der  Oktaeder- 
und  der  Ikosaeder-Einteilung  der  KugeL  Diese  Netze  schlielsen  sich 
nach  einer  doppelten  Ueberdeckung  der  Ebene,  wie  Fig.  25  seigt^  die 


*)  So  möge  die  Abbildung  genannt  werden,  bei  welcher  die  geodtti- 
sehen  Linien  der  Fläche  in  gmäe  Linien  der  Ebene  übergehen. 
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das  Netz  darstellt,  welches  der  Ikosaeder-Einteilnng  der  Kugel  zugehört. 
Wir  können  aus  solchen  Netzen  durch  Verkleinerung  und  Yermehrung 
der  Maschen  keine  ausgedehnte  Haut  erzeugen.  Auch  yerlieren  hier 
die  Netzformen,  welche  CoUineationen  des  Oespinnstes  entsprechen, 
ihre  mechanische  Bedeutung.  Mehr  Interesse  verdienen  die  Netze, 
welche  (Jespinnsten  zugehören,  die  aus  unendlich  vielen  Linien 
bestehen,  wie  sie  bei  der  Einteilung  von  Flächen  negativer  Krümmung 
in  congruente  und  symmetrische  Stücke  auftreten.  Sie  lassen  sich 
allseitig  ins  unendliche   ausdehnen  und  geben  im  Grenzfall  Anlals 


Fig.  26. 


zu  Häuten  von  überall  gleichartiger  Textur,  welche  sich  aber  nicht 
mehr  so  in  die  Ebene  ausbreiten  lassen,  dafs  die  gleichartige  Textur 
auch  in  der  gleichartigen  Maschenform  zur  Geltung  käme.  Eines 
der  einfi&cheren  ist  in  beistehender  Figur  26  dargestellt.  Es  liegen 
immer  sieben  Yierzehnecke  um  ein  solches  herum,  dazwischen  schalten 
sich  Vier*  und  Sechsecke  ein.  Die  in  den  Figuren  25,  24  und  26 
dargestellten  Netze  bilden  die  Anfangsglieder  einer  Reihe,  insofern 
sich  Zehnecke,  Zwölf  ecke  und  Yierzehnecke  in  entsprechender  Zahl 
zwischen  Yierecke  und  Sechsecke  einschalten.  Man  kann  die  Reihe 
ins  Unendliche  fortsetzen  und  gelangt  dann  zu  einer  Form  wie  in 
Fig.  27,  bei  welcher  Polygone  von  unendlicher  Seitenzahl  auftreten. 
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Das  zugehörige  Grespinnst  ist  das  Beltrami'sche  Abbild  jener  Ein- 
teilung der  Flächen  negativer  Erünmmng,  welche  dnrdi  Wieder- 
holung eines  Dreiecks  mit  den  Winkeki  90^,  60^,  0^  entsteht.  Die 
Bäume  zwischen  den  gabelförmig  verzweigten  Ketten  von  Yiereckfin 
und  Sechsecken  hat  man  sich  durch  ein  einfaches  Bautennetz  aus- 
gefüllt zu  denken.  Alle  diese  Netze  mit  Ausnahme  jenes,  das  in 
Fig.  24  dargestellt  ist,  haben  die  Eigentümlichkeit,  dais  ihre  Maschen 

nach  aulsen  hin  mehr 
und  mehr  plattgedrückt 
werden,  wenn  man  das 
Netz  in  die  Ebene  aus- 
breitet. Geht  man  im 
Grenzfall  zur  Haut  über, 
so  wird  nur  die  nächste 
Umgebung  eines  Punk- 
tes derselben  nach  allen 
Bichtungen  ausgespannt 
sein,  während  alle  übri- 
gen Teile  nur  in  einer, 
nämlich  der  radialen 
Bichtung  g^pannt  sind. 
Aus  der  Betrachtung 
des  zugehörigen  Ge- 
spinnstes  geht  unmittel- 
bar hervor,  dafs  letztere 
unverhältnismäTsig  gering  beansprucht  sind  im  Vergleich  zu  der  ausge- 
spannten Stelle.  Ein  Gewebe,  welches  nach  Art  dieser  £[aut  hergestellt 
wäre,  würde  das  „Muster"  immer  nur  an  einigen  wenigen  gespannten 
Stellen  zeigen,  während  der  Best  des  reichsten  Faltenwurfes  fähig  ist. 


Fig.  27. 


IIL  UnaiLsdelmbare  faltbare  Häute. 

18.  Begriff  einer  über  eine  feste  Fläehe  gespannten  und  dabei  gefalteten  Hast. 

Bei  den  Untersuchungen  des  vorigen  Capitels  über  Netze 
haben  wir  die  Möglichkeit  der  Faltung  der  aus  Netzen  im  Grenz&ll 
entstehenden  Häute  erkannt,  ohne  indessen  bei  der  Untersuchung 
der  Deformationen  diesen  Umstand  weiter  zu  berücksichtigen. 
Wir  haben  uns  ausschließlich  mit  solchen  Deformationen  der 
Haut  beschäftigt,  die  auch  als  Biegungen  verbunden  mit  Dehnung 
aufgefafst  werden  können.  Wir  wollen  nunmehr  zu  Flächen  über- 
gehen, welche  aus  anderen  durch  Faltung  entstehen.  Zu  diesem 
Zweck  denken  wir  uns  eine  Haut  von  der  Eigenschaft,  dals  sie  in. 
jeder  Bichtung  un ausdehnbar  ist,  dagegen  beliebig  gefaltet  werden 
kann.  Eine  Haut  dieser  Art  ist  der  Grenzfall  des  am  Eingang  des 
vorigen  Capitels  betrachteten  Netzes  mit  lauter  dreieckigen  Maschen. 
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Dünnes,  wiederholt  zerknittertes  Papier,  am  besten  sogenanntes 
Strohpapier  giebt  ein  gutes  Modell  einer  solchen  Haut.  Wir  woUen 
dabei  yoranssetzen,  daJGs  es  für  die  Haut  einen  Zustand  giebt,  in 
welchem  sie  nirgends  gefaltet  ist  und  also  auf  eine  Fläche  im  ge- 
wöhnlichen Sinne  glatt  aufgepaist  werden  kann.  Durch  Faltung 
kann  nun  jede  solche  Haut  auf  jede  Fläche  [abgesehen  von  Zu- 
sajnmenhangsschwierigkeiten]  aufgelegt  werden,  und  zwar  noch  auf 
die  mannigfaltigste  Art.  Die  Möglichkeiten  werden  eingeschränkt 
und  einer  genaueren  Betrachtung  zugänglich,  wenn  wir  noch  Be- 
dingungen hinzufügen.  Eine  erste  möge  die  sein,  daJs  die  Fläche 
längs  einer  Schar  von  Curven  nicht  gefaltet  ist,  d.  h.  dafs  diese 
Cnrven  auf  der  gefalteten  Haut  dieselbe  Länge  haben  wie  auf  der 
Fläche,  auf  der  sie  aufgelegt  wird.  Um  diese  Forderung  an  einem 
Beispiel  genauer  zu  fixiren,  denken  wir  uns  etwa  eine  Kugelcalotte, 
die  mit  Faltung  in  eine  Ebene  gelegt  werden  soll.  Wir  können 
das  so  ausführen,  dals  eine  Schar  von  ParaUelkreisen  der  Kugel  in 
concentnsche  Kreise  von  gleich  grolsem  Badius  in  der  Ebene  über- 
geht. Die  Meridiane  müssen  dabei  eine  Faltung  erleiden,  welche 
vom  Mittelpunkt  gegen  die  Peripherie  zunimmt.*) 

Wir  wollen  die  im  folgenden  zu  betrachtenden  Faltungen  noch 
weiter  einschränken,  und  zwar  wiederum  mittels  eines  Principes,  das 
sich  schon  früher  als  £ruchtbar  erwiesen  hat.  Wir  wollen  nämlich 
am  umfang  der  faltbaren  Haut  Kräfte  angreifend  denken  und  zu- 
sehen, wie  unter  solchen  Umständen  eine  mit  Faltung  verbundene 
Aufpassung  der  Haut  auf  eine  Fläche  möglich  ist.  Eine  dergestalt 
auf  eine  Fläche  aufgepalste  Haut  wollen  wir  „einseitig  gespannt^^**) 
nennen.  So  wäre  die  vorhin  auf  die  Ebene  aufgepalste  Kugelcalotte 
nicht  als  gespannte  Haut  in  unserem  Sinne  zu  bezeichnen.  Es 
würden  nämlich  blolse  ümfangskräfte  die  Kugelhaube  niemals  in 
eine  Ebene  deformiren  können.  Unter  dem  Einflüsse  entsprechen- 
der ümfangskräfte,  nämlich  solcher,  die  einer  Ebene  parallel  sind. 


*)  Die  Möglichkeit  einer  solchen  Faltung  scheint  allerdings  durch 
einen  auf  Cauchy  zurücksehenden  Satz  ausgesoiloBsen,  nach  welcnem  eine 
biegsame  und  unansdehnDare  Fläche  mit  positiver  Krümmung  starr  ist, 
sobald  eine  Curve  (hier  der  Grenzkreis)  festgehalten  wird.  [Bianchi:  Geo- 
metria  differenziale  S.  199.]  Dieser  Satz  gilt  jedoch  nur  mr  eigentliche 
Biegfungen  und  ist  auf  Deformationen  vom  Charakter  der  Faltung  nicht 
anwendbar.  Will  man  sich  jedoch  eine  Faltung  als  Grenzfall  emer  in 
kleinsten  Intervallen  und  abwechselnder  Richtung  erfolgenden  Biegung 
vorstellen,  so  hat  man  zu  bedenken,  dafs  die  relativen  Längenänderungen, 
welche  zur  Ermöglichung  einer  Biegung  in  eine  endliche  Anzahl  7on 
Falten  notwendig  sind,  äufserst  rasch  abnehmen,  sobald  wir  zu  einer 
inmier  gröfseren  Zahl  von  solchen  Falten  übergehen.  Der  Cauchy^sche 
Satz  steht  daher  für  den  Grenzfall  der  Faltung,  der  uns  hier  allein  be- 
schäftigt, nicht  mehr  im  Wege. 

**)  Im  Gegensatze  zu  „allseitig  gespannt**,  wobei  die  Haut  ungefaltet 
auf  der  Fläche  aufliegt. 
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wflrde  der  Band  der  Calotte  eine  passende  ebene  Cnrve  [eine  Seil- 
enrve  jener  Kräfte]  bilden  und  in  diesem  Zustande  gespannt  sein, 
während  die  Haut  selbst  angespannt  nnd  unbestimmt  in  ihrer  Form 
bleibt.  Dagegen  wturden  wir  obige  Kngelcalotte  sehr  wohl  auf 
Kugeln  von  kleinerem  Badius  aufspannen  können  und  zwar  durch 
ümfangskräfte,    welche    in    Richtung    der   Meridiane    wirken.      Es 

ren  in  diesem  Falle  die  Meridiane  gespannt,  die  Parallelkreose 
gefaltet  sein.  Der  eben  erwähnte  Fall  giebt  uns  ein  Beispiel, 
nach  dem  sich  der  allgemeine  Fall  beurteilen  lälst  Wenn  irgend 
eine  Haut  durch  ümfangskräfte  auf  einer  Fläche  einseitig  auf- 
gespannt ist,  so  wird  vom  Bande  aus  eine  Schar  von  gespannten 
Linien  gehen,  welche  sowohl  geodätische  Linien  auf  der  Fläche 
sind,  auf  der  die  Haut  aufgespannt  wird,  wie  auch  auf  der  Haut 
selbst,  wenn  wir  uns  letztere  in  faltenlosem  Zustande  denken. 
Letzteres  folgt  notwendig  aus  der  Eigenschaft  der  geodätischen 
Linien,  innerhalb  gewisser  Grenzen,  die  hier  allein  in  Betracht 
kommen,  kürzeste  zu  sein;  ersteres  aus  dem  umstände,  dals  die  als 
glatt  vorausgesetzte  Fläche  keine  anderen  als  NormalreacticHien  auf 
die  darüber  gespannte  Haut  auszuüben  vermag.  Es  kann  unter  Um- 
ständen der  Fall  eintreten,  dafs  die  Haut  nicht  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung in  der  eben  charakterisirten  Weise  gespannt  und  dazwischen 
gefsJtet  ist.  Es  können  Bezirke  vorkommen,  innerhalb  welcher  die 
Haut  glatt  und  ungefaltet  auf  der  Fläche  aufliegt,  xmd  andere,  in 

welchen  die  Haut  auf  der  Fläche  ent- 

^ *--«K,^^  weder  nicht  aufliegt  oder  nur  durch  eine 

/^  ^v  ungespannte  Faltung  aufgepaM  werden 

/  \       kann.     Um  ein  Beispiel  zu  geben,  be- 

trachte man  die  Calotte,  die  auf  eine 

y'^"- '  -->^^^  Botationsfläche  von  der  nebenstehenden 

/  j        .   ........  ...\  Form  aufgespannt  werden  soU  [Fig.  28]. 

llllll WW  I      Jj]l\\m        Die  Botationsfläche  ist  so  beschaffen,  daJs 
miUli'li  l4"WwHuVi       der    oberste  Teil   flacher  gekrümmt  ist 
Fig.  S8.  als   die  Calotte,    dais    dazwischen   eine 

Zone  kommt,  in  welcher  die  Krümmung 
der  Fläche  jener  der  Calotte  gerade  gleichkommt,  während  der  äuTiBere 
Teil  geringer  gekrümmt  ist  als  die  Calotte.  Spannen  wir  die  Haut 
durch  Ümfangskräfte  auf  die  Fläche  auf,  so  wird  der  äuCsere  ring- 
förmige Streifen  nach  Meridianen  gespannt  und  nach  Parallelkreisen 
gefaltet  sein.  Dann  folgt  ein  Streifen,  welcher  .glatt  aufliegt,  und 
der  innere  Teil  kann  durch  Faltung  längs  der  Meridiane  mit  der 
Fläche  zur  Deckung  gebracht  werden. 

19.  Constmetion  von  einseitig  gespannten  Häuten  auf  vergebener  Fläche. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  das  Gleichgewicht  von  Kräften  zu 
studiren,  welche  an  über  eine  Fläche  gespannten  Fäden  angreifen. 
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Die  Anzahl  der  Kräfte  wollen  wir  zunächst  als  endlich,  später  aber 
als  einfach  imendlich  voranssetzen.  Wir  beginnen  wieder  mit  dem 
einfachen  Fall  der  Ebene.  Die  beiden  Bedingungen  dafCkr,  dafs  eine 
Anzahl  von  Kräften  in  der  Ebene  im  Gleichgewicht  ist,  sind  die, 
dafs  sowohl  das  Kräftepolygon  wie  das  Seilpoljgon  sich  schliefst. 
Diese  Bedingongen  seien  für  ein  gegebenes  &äfkesjstem  erfüllt. 
Das  zugehörige  Seilpolygon  sei  so  beschaffdn,  daüs  in  seinen  Seiten 
nur  Zugspannungen  vorkommen.  Wir  denken  uns  nun  aus  der 
Ebene  ein  System  von  schmalen  Streifen,  deren  Axen  die  Actions- 
linien  der  Kräfte  und  die  Seiten  des  Seilpolygons  sind,  heraus- 
geschnitten. Schneiden  wir  das  Seilpolygon  an  irgend  einer  Stelle 
auf,  und  legen  wir  das  System  von  Streifen  auf  irgend  eine  Fläche 
glatt  auf^  so  erhalten  wir  dort  ein  System  von  geodätischen  Linien. 
Bringen  wir  in  jeder  geodätischen  Linie  eine  Spannung  von  der 
Gröise  der  Kraft  in  der  Ebene  an,  so  erhalten  wir  auf  der  Fläche 
ein  System  gespannter  geodätischer  Linien,  das  wir  uns  nunmehr 
durch  Fäden  ersetzt  denken  können.  In  jedem  Knotenpunkt  des 
Seilpolygons  herrscht  Gleichgewicht.  Wir  brauchen  nämlich  nur 
die  Spannungen  auf  die  Tangentialebene  an  die  Fläche  im  Knoten- 
punkt zu  projiciren,  um  dies  einzusehen.  Die  Winkel,  unter  denen 
sich  die  geodätischen  Linien  in  den  betreffenden  Punkten  schneiden, 
sind  gleich  den  Winkeln,  welche  die  entsprechenden  Geraden  in  der 
Ebene  einschlieisen.  Die  Componenten  der  Spannungen  parallel  zur 
Tangentialebene  werden  gleich  den  Kräften  in  der  Ebene,  und  die 
Componenten  der  Spannungen  senkrecht  zur  Tangentialebene  werden 
durch  den  Widerstand  der  Fläche  aufgehoben.  Wäre  das  Kräfte- 
polygon auch  auf  der  Fläche  geschlossen,  so  wQrde  das  ganze 
System  von  gespannten  Fäden  sich  nunmehr  im  Gleichgewicht  be- 
finden. Ein  solcher  SchluTs  des  Kräftepolygons  auf  der  Fläche 
hätte  zur  Voraussetzung,  dafs  die  Totalkrümmung  der  Ebene  und 
der  Fläche  innerhalb  des  Polygons  gleich  grols,  also  beide  gleich 
Null  wären.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  mfüste  man,  um  auf  der 
Fläche  ein  im  Gleichgewicht  befindliches  System  von  Fäden  zu  be- 
kommen, die  Enden  des  aufgelegten  Seilpolygons  noch  mit  Kräften 
versehen,  die  den  Spannungen  der  durchschnittenen  Seile  des  Seil- 
polygons entsprechen.  Es  giebt  jedoch  gewisse  Systeme  von  im 
Gleichgewicht  befindlichen  ebenen  Kräften,  welche  sich  ohne  weitere 
Ergänzung  auf  jede  beliebige  Fläche  übertragen  lassen.  Denken 
wir  uns  in  der  Ebene  ein  biegsames  Seil  von  endlicher  Länge.  In 
verschiedenen  Punkten  desselben  sollen  je  zwei  nach  verschiedenen 
Seiten  gerichtete  Kräfte  angreifen.  Um  das  Gleichgewicht  dieses 
Systems  zu  untersuchen,  bezw.  um  jene  Curve  zu  finden,  in  welche 
sich  das  Seil  unter  dem  Einfluüs  jener  KriLfte  deformirt,  construiren 
wir  in  folgender  Weise  einen  Kräfteplan:  Wir  schlielsen  die  wirken- 
den Kräfte  in  ihrer  natürlichen  Aufeinanderfolge  [siehe  Fig.  29]  zu 

JTftlirMbaricht  d.  Dautochen  M»tbam.-Vareiiiigiing.    VI,  S.  6 
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iEriftepol|EgQii  maMMMR,  deasoft  tUbiob  wMriicb  YarlM4iA* 
fUg  to  -fllfliflhgawifthttw  ift  Um  die  6|NHiinwg  m  «uiew  F»d«at^ 
f.  B.  18,  zu  finden,  w  deaan  llndfln  A«f  der  ^räen  Seite  4ie  bifte  l, 
S,  auf  der  andenan  6,  7  luigveifitti,  »eben  nrir  4»  Dinfonale  dee 
Polgrgons,  welche  die  Beken  i,  j)  cmd  ^  7  mit  •einHidepr  «eAindtft. 
Die  L&nge  dieeer  Dieipoude  18  ipeVt  die  B^npwwf  in  dem  h^ 
imflEmden  SeilifiüQk  der  Qiüiae  und  Biehtw^  m^  wd  4fie  ^ceoh- 
gawieht  der  KriUbe  im  fleil  tritt  dun  ein,  ^«ew  diM  bedantfende 
Stack  dee  Smles  die  RicUnng  der  Bingonele  he>t    WbI  mm  im 

Sxäfteplw    aUe  den 


^eiUAeken  eoiiqpBechendeii  Jüßr 
geniden  gesog^e«,  wid  kernet  mw 
die  LüAge  .Aer  «ineeUieii  Mi- 
«WMdi,  so  ttSst  fech  die  XUeiohr 
geinehtetem  dee  ft^ee  «nmittcl- 
l)er  4edmpeb  eonatriöBin«  deft 
man  die  Seäetdcke  unter  den 
Winkeln,  w^riiibe  die  Sii^mflan 
dee  KrM9)epoljg€»8  bildwi,  ao- 
einandemetzt.  Wenn  wir  «in 
aolchei-eibeime  Sj^^fteejatem  in 
der  froher  engogcfeenen  W^iee 
auf  irgend  eme  Fteobe  dadnroh 
übertragen,  dafe  wir  den  ebener 
StFeifoDi  vingR  des  Seilp(^gona 
mit  den  daran  anscUinisenden 
Streifen  in  Binlitang  der  Aotvmsr 
Urnen  der  KAfte  anf  die  ßftobe 
aqfinagen,  eo  eibalteil  wir  auf 
derselben  ein  System  von  geo- 
dfttiacben  lernen,  wdohe  ca  je 
«freien  Ton  den  Scken  jenes  geo- 
dfttisdban  Pdjrgones  anslanlen. 
Werden  in  den  geodtttiBohen  Linien  Spannungen  gleich  den  Sjr&ftMi 
in  der  Sbene  eraengt,  eo  befindet  sieb  das  BjFBtem  im  Oieicbgewicht. 
£b  ist  ersiobtUofa,  dafs  sieb  diese  Betrachtqngen  von  emer  endliohen 
Zabl  Yon  Erftften,  die  an  einer  endliohen  Zahl  von  Punkten  des 
Seiles  angreifen,  ohne  weiteres  öbertri^gen  lassen  auf  eine  wendlioh 
groljse  Zahl,  bezw.  auf  oontinuirliohe  Kräfte.  Es  geht  das  SeilpoljgQn 
in  eine  Seilourve  über,  und  an  Stelle  des  Systems  von  Streite,  das 
aus  der  Ebene  berausgescbnitten  ist,  tritt  nun  ein  ebenes  JSlatt,  daa 
in  ßicht9ng  der  Aotionslinien  der  Er&fte  gasahlitat  ist 

Wir  wenden  uns  nun  dasiu,  eine  vorgegebene  Saut  auf  eine 
vorgegebene  Fläche  zu  spannen.  Um  die  oomidicirteren  Falle  au 
venneiden,  wählen  wir  in  der  |3>en6  zun&ohst  ein  Krtöesystem  6sar 


wr-a^. 
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YOi^iiA  beschriebenen  Art,  welches  sieh  sn  einem  endlitihen  «n« 
geschloeoenm  Seil  das  GMohgemcht  bllt,  vcod  übertrageti  ee  in  der 
firtiier  angagebetten  Weise  sowohl  auf  die  Ha»t  wie  aiof  die  RKdie. 
Wenn  wir  um  auch  die  Hani  längs  der  gaodfttiBoben  Actkmslmie& 
anfsoUitzio  wQrden,  so  kauten  wir  sie  sioherlidi  auf  die  Flftclie  so 
«oflegen,  dafs  die  Seüenrf«  und  die  geodtfcischen  AoHonsBnien  auf 
beiden  sieb  decken.  Nach  Anbringung  der  •ntQ>reoheiiden  E^^un* 
nungen  an  den  Sttudnm  der  geschlititen  Haut  wfkrdo  ^Kese  «nf  der 
Flache  im  Glekhgewidxt  sein.  Btait  nun  die  Bsmt  bu  scUitsen^ 
können  wir  sie  immer  dann  auch  falten,  wenn  im  geedilitstmi  Zck 
stände  die  einzelnen  Streifen  nach  der  Aufbiegung  übereinander- 
greifen  würden.  Die  Bedingungen,  unter  weklien  das  der  Fall  ist, 
lassen  sich  einfach  formuliren,  wenn  wir  die  Haat  sowohl  aki  die 
Tlftche  auf  jenes  System  geodätischer  Orthogonalcoordinaten  beriehea^ 
das  durcb  die  Actionslinien  gegeben  ist.  Das  Linienelement  der 
Haut  sowohl  als  der  Fläche  wird  dann  durch  die  Fonnel 

ausgedrückt.  Damit  ein  Übereinandergmfeu  der  einaelnen  StreifiBn 
der  geschlitzten  Haut  stattfinde,  mufs  das  &  ftlr  die  Haut  grfifser 
sein  als  für  die  Fläche.  Ist  diese  Voraussetzung  erfüllt,  so  kann 
man,  statt  die  Haut  zu  schlitzen,  sie  auch  falten  und  so  in  jenen 
Zustand  der  Spannung  überführen,  in  dem  sie  auf  der  Fläche  im 
Gleichgewicht  ist.  Complicirtere  Fälle  würden  eintreten^  wenn  wir 
in  der  ISbene  ein  allgemeines  im  Gleichgewicht  befindliches  System 
Toraussetzen,  zu  dem  eine  geschlossene  gespannte  Seilcurve  gehört. 
Schlitzen  wir  die  Ebene  längs  der  Actionslinien  der  angreifenden 
Kräfte,  und  legen  wir  sie  sowohl  auf  die  Haut  wie  auf  die  Flächa, 
so  erhalten  wir  wiederum  auf  beiden  ein  System  tou  geodätischen 
Actionslinien.  Wir  wollen  nur  solche  Teile  der  Seilcurve  auf  der 
Haut  und  auf  der  Fläche  betrachten,  in  welchen  keine  Selbstdurdi- 
Setzung  derselben  erfolgt  Wir  beziehen  wiederum  Haut  und  Fläche 
auf  das  geodätische  Orthogonalcoordinatensystem  der  Actionslinien. 
Längs  der  Seilcurve  haben  die  CoefficiMüben  G  der  beiden  Linien- 
elemente denselben  Wert.  Wenn  nun  auf  der 
einen  Seite  der  Seilcurve  der  Coeffic&ent  G  der 
Haut  einen  grölseren  Wert  hat  als  der  auf  der 
Fläche,  so  lälst  sich  die  Haut  durch  Faltung 
quer  zu  den  geodätischen  Linien  auf  die  Fläche 
aufpassen.  Die  ümfangskräfte  besteben  in  diesem 
Falle  au0  zwei  Kräften  P|  und  P^,  die  an  den 
Enden    der   Seücurve    angreifen,    und   aus   den  ng.  so. 

Kräften,  die  in  den  geodätischen  Actionslinien  am 
Bande  der  Haut  wirken.    [Vergleiche  die  f^gur  30.]     Es  kaim  zu* 
fUlig  vorkommen,  wie  im  früher  betrachteten  Falle  der  Botations* 
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fläche,  daXs  die  Beilcnrven  auf  der  Haut  und  auf  der  Flftche  sich 
gleichzeitig  schlieüsen.  Dann  läfst  sich  unter  der  Voraussetzung,  daTs 
das  „&^  der  Haut  überall  gröiser  als  das  der  Fläche  ist,  die  Haut 
durch  ein  System  von  Bandkräften  aufspannen.  Es  wird  ein  ring- 
förmiger Teil  derselben,  der  um  die  Seilcurve  herumgeht,  in  unserem 
Sinne  gespannt  [und  gefaltet];  längs  der  Seilcurve  liegt  die  Haut 
faltenlos  auf  der  Fläche,  und  im  Innern  derselben  hat  sie  zunächst 
eine  von  den  äulseren  spannenden  Kräften  unabhängige  Fonn  und 
kann  möglicherweise  durch  eine  Faltung  parallel  der  Seilcorre  auf 
die  Fläche  aufgelegt  werden. 

20.  Bestimiiiuig  der  NermalreaetioiL 

Wir  haben  bei  unseren  Betrachtungen  die  Normalreaction  der 
Fläche  auiser  acht  gelassen.  Die  Berücksichtigung  derselben  ge- 
schieht einfach  in  folgender  Weise:  Wir  wollen  auf  unserer  Fläche 
ein  Linienelement  in  Richtung  der  gespannten  geodätischen  Linien 
mit  ds^  und  in  Richtung  senkrecht  dazu  mit  d&i  bezeichnen.  Die 
Spannung,  welche  in  einem  von  zwei  geodätischen  Linien  ein- 
geschlossenen Streifen  der  Haut  herrscht,  sei  mit  S  bezeichnet.  Ist 
die  speciflsche  Spannung,  d.  h.  die  Spannung  fCbr  die  Längeneinheit 
gleich  0,  so  ist  S  ^^  6  -  ds^  zu  setzen.  Längs  des  Streifens,  der 
von  zwei  geodätischen  Linien  eingeschlossen  ist,  bleibt  der  Wert  8 
constant,  da  in  der  Richtung  quer  zu  den  geodätischen  Linien  keine 
Spannung  herrscht  und  auch  die  Normalreaction  keine  Componente  in 
Richtung  des  Streifens  hat.  Die  specifische  Spannung  ist  daher 
in  einem  solchen  Streifen  der  Breite  desselben  umgekehrt 
proportional.  Wir  greifen  nun  auf  demselben  ein  Stück  von  der 
Länge  ds^  heraus  und  bezeichnen  die  Normalreaction  der  Fläche  gegen 
dieses  Stück  mit  N.  Wir  setzen  N^^^^v-ds^'  ds^^  wobei  v  wiedernm  den 
auf  die  Flächeneinheit  reducirten  Druck  der  Haut  gegen  die  Fläche 
bedeutet.  Die  beiden  Spannungen  8^  welche  in  der  Längsrichtung 
des  Streifens  an  unserem  Element  angreifen,  mögen  den  Winkel  t 
mit  einander  einschliel^en.  Derselbe  ist  der  Contingenzwinkel  der 
Krümmung  des  Normalschnittes  der  Fläche  längs  der  geodätischen 
Linie.  N  muis  die  Resultante  der  beiden  unter  dem  Winkel  t 
geneigten  Spannungen  8  sein.  Daher  ist  notwendigerweise  N:8^=t, 
Führen  wir  die  spedfischen  Spannungen  ein,  so  erhalteü  wir: 

il^5_^  =  ,     oder    ^  =  ^  =  Jc. 
C'dSi  c        dSf 

Der  Quotient  rids^  ist  die  Normalkrümmung  der  geodätischen  Linie, 
und  wir  haben  die  Beziehung,  daJ)s  das  Verhältnis  des  Flächen- 
druckes zur  Hautspannung  gleich  der  Normalkrümmung 
der  geodätischen  Linie  ist.  —  Wenn  der  Flächendruck  gleich  0 
vorausgesetzt  wird,  so  findet  keine  Normalreaction  zwischen  der  ge- 
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spannten  Hant  und  der  Fläche  statt,  letztere  kann  demnach  in  Weg- 
fall kommen,  und  wir  haben  es  nun  mit  einer  einseitig,  frei  im  Baume 
gespannten  Haut  zu  thun.  Ihre  gespannten  geodätischen  Linien 
müssen  notwendig  Gerade,  und  ihre  Form  mufs  die  einer  wind- 
schiefen oder  abwickelbaren  Fläche  sein.  Das  gilt  natürlich  nur, 
solange  die  Haut  einseitig  gespannt  ist.  Allseitig  gespannte 
Häute  können  unter  dem  EinfluDs  von  ümfangskräfben  sehr  wohl 
andere,  allerdings  überall  negativ  gekrümmte  Formen  annehmen. 
Beispiele  bieten  die  Grenzlagen  der  im  Eaume  frei  ausgespannten 
Tschebytschef-Yoss'schen  Netze  und  ihrer  Gespinnste.  Auch  die  Mini- 
malflächen gehören  aus  Gründen,  die  zwar  aus  den  hier  geführten 
Entwickelungen  nicht  unmittelbar  einleuchten,  zu  jenen  Formen. 

21.  Einseitig  gespannte  Hänte  nnter  eonstantem  Innendrnck. 

Wir  denken  uns  nunmehr  eine  allseitig  geschlossene  Haut  und 
wollen  dieselbe  etwa  durch  Aufblasen  einem  constanten  Innendruck 
aussetzen.  Es  entsteht  die  Frage:  Nach  welcher  Fläche  stellt  sich 
die  Haut  unter  der  Wirkung  des  constanten  Innendruckes  ein,  bezw. 
bei  welcher  Form  der  Haut  schlielst  dieselbe  das  gröDste  Volumen 
ein?  —  Dafs  die  Beantwortung  beider  Fragen  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, folgt  aus  dem  „Princip  der  virtuellen  yerschiebungen^^  Die 
Arbeit,  welche  der  Innendruck  bei  der  Verschiebung  der  Haut  leistet, 
ist  gleich  dem  Druck  mal  der  Volumenänderung.  Für  den  Gleich- 
gewichtsfall ist  notwendige  und  hinreichende  Bedingung,  daüs  diese 
Arbeit  bei  allen  mit  den  Bedingungen  verträglichen  unendlichkleinen 
Volumenänderungen  unendlichklein  von  höherer  Ordnung  seL  Das 
ist  aber  auch  eine  notwendige  Bedingung  für  das  Eintreten  eines 
Maximums  des  Volumens.  Die  Bedingung,  dals  wirklich  ein  Maxi- 
mum eintritt,  fordert,  daüs  jene  unendlichkleine  Gröflse  höherer 
Ordnung  stets  negativ  sei.  Sie  ist  gleichbedeutend  mit  der  Forde- 
rung, dafs  das  Gleichgewicht  der  wirkenden  Eräfbe  ein  stabiles  sei. 
Die  Fläche,  nach  welcher  sich  die  Haut  unter  der  Wirkung  des  con- 
stanten üeberdruckes  einstellt,  ist  aus  der  Haut  entweder  durch 
reine  Biegung  verbunden  mit  allseitiger  Spannung,  oder  durch  ein- 
seitige Spannung  mit  Faltung  in  der  Art  hervorgegangen,  wie  wir 
das  vorhin  betrachteten.  Die  in  der  Haut  entstehenden  Spannungen 
müssen  bewirken,  dafs  der  specifische  Normaldruck  an  allen  Stellen 
derselbe  ist.  Für  die  gefalteten  Teile  ergiebt  sich  hieraus  die  Be- 
dingung: V  =  const.  oder  k  -  ö  ^^  const.  Das  Product  aus  der 
specifischen  Spannung  der  Haut  in  die  Krümmung  einer 
gespannten  geodätischen  Linie  mufs  längs  derselben  con- 
stant  sein.  Beziehen  wir  die  entstandene  Fläche  auf  ein  System 
orthogonaler  geodätischer  Coordinaten,  sodafs  das  Linienelement 
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wird  [dv  ««  0  good&tiaclie  Linie],  so  ist  die  &«ker  mit  ds^  be* 
Baidboete OxQDm gUU^YO-^dv^  nnddie Spftimiuig ¥riTd:  5*->  tf  yO- •  dir. 
D«h«r  ist 

Die  Grdise  k  ist  beim  gew&hlten  Ck>ordiiiaten878tom  idMitisch  mit 
der  Gröise  JD,  der  ersten  Fondamentalgrölse  zweiter  Ordnwig*).  Die 
linke  Seite  der  letzten  Gleichnng  ist  von  u  onabhftngig,  sodaCs  wir 
auch  schreiben  können: 


du 


=  0. 


Diese  Beziehung  zusammen  mit  den  Oodazzi'schen  Gleichungen  be- 
stimmt die  gesuchten  Fliehen. 

Durch  fegende  geometrische  Betraditung  kann  man  zeigen, 
dals  eiae  Flttche  dieser  Art  bestimmt  ist,  sobald  man  eine  gespannte 
geodätische  Linie  [die  analytisch  von  zwei  willkOrlichen  Functionen 
abhängt]  beliebig  giebt  Man  kann  nämlich  dann  die  Fläche 
folgendermaisen  schrittweise  erzeugen.  Zimäehst  sucht  man  die 
windschiefe  Fläche  der  Binormalen  der  gegebenen  Cunre.  Auf  dieser 
ist  sie  geodätische  Linie.  Dann  begrenzt  man  auf  der  Fläche  der 
BinormaJen  einen  unendlidi  schmalen,  an  die  Cunre  angrenzenden 
Streifen,  dessen  Breite  umgekehrt  proportional  der  Krümmung  der 
gegebenen  Curve  ist.  Durch  die  zweite  Begrenzung  des  Streifens 
legt  man  wiederum  die  Fläche  der  Binormalen  und  bestimmt  auf 
ihr  einen  zweiten  Streifen,  dessen  Breite  wiederum  der  ErOmmung 
der  neuen  Curve  umgekehrt  proportional  ist  Auf  diese  Weise  kann 
man  die  Fläche  streifenweise  erzeugen. 

Li  manchen  Fällen  lassen  sich,  gestfttzt  auf  Symmetriegrttnde, 
diejenigen  geodätischen  Linien  auf  der  Haut  angeben,  welche  im 
au%eblasenen  Zustande  gespannt  sind.  Wenn  wir  z.  B.  aus  einer 
doppelten  ebenen  Haut  [Seidenpapier]  ein  Oval  herausschneiden  und 
die  beiden  Blätter  am  Bande  verbinden,  so  ist  zu  erwarten,  dafs  die 
aufgeblasene  Fläche  eine  Symmetrieebene  besitzt,  in  welche  die  Curve 
zu  liegen  kommt,  an  der  die  beiden  Blätter  aneinandwgef&gt  sind. 
Die  gespannten  geodätischen  Linien  müssen  auf  den  beiden  Teilen 
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symmetarisoh  Hegfeiif  tmd  da  dcorch  erneu 

Ptmkt  immer   mir   eine   solche   geht, 

senkrecht   die  Sjmmntrieebene  dnroh- 

g^tzeiL     Auf  der   m  dU  Ebene  atis- 

gebreketen  Doppelflftche   werden   di«^ 

s^b^i  in   die   Noimalen   anm  Bande 

tfi^ergdMB.   Hat  das  Oval  in  der  Lftngs- 

rkhtmig  eine  Symmetrielinie,  so  wird 

diese  die  Bolle  einer  Seilearve  spielen,  '^'  ^ 

and  die  gespannten  geodätischen  Linien 

werden   an  ihr  enden.     Die  aufgeblasene  Fläche  hat  dann  die  in 

beistehender  Figur  dargestellte  Form,  Ton  deren  Bichtigkeit  man  sich 

durch  einen  Versuch  leicht  tiberzeugen  kann.     [Vergl.  Fig.  31]. 

22.  BetationsflSekeB  niter  eoBStaitem  Innendnick. 

Werden  die  gesuditen  Flächen  als  Botationsflächen  voraus- 
gesetzt, so  sind  sie  leicht  zu  ermitteln.  Die  gespannten  geodätischen 
Linien  sind  hier  die  Meridiane.  Wenn  wir  uns  erinnern,  dals  die 
Breite  eines  Streilbmi  zwischmi  zwei  geodätisdien  Linien  umgekehrt 
proportional  der  Krttmmung  der  geodätischen  Linien  sein  mulk,  und 
bedenken,  daüs  die  Breite  des  Streifens  in  unserem  Falle  proportional 
dem  Badius  des  ParaUelkreises  ist,  so  haben  wir  f&r  die  gesuchte 
Meridianeurve  die  Beziehung,  dafs  das  Froduct  aus  dem 
Krümmungsradius  in  die  Entfernung  von  einer  geraden 
Linie  [Drehaxe]  constant  smn  mujjs.  Die  Gnrven  von  dieser 
Eigenschaft  sind  wohlbekanni  Es  sind  dies  nichts  anderes  als  die 
sogenannt^i  elastischen  Linien,  nämlich  jene  Gurven,  in  weldie 
sich  die  Axe  eines  homogenen  dünnen  elastischen  Stabes  von  kreis- 
förmigem Querschnitt  unter  dem  Einfluüs  zweier  an  den  Enden  an- 
gr^ender,  in  einer  Ebene  liegender  Kräfte  verbiegt  Die  Botations- 
axe  unseres  Meridianes  fällt  dabei  mit  der  gemeinsamen  Actionslinie 
jener  Kräfte  zusammen.  Um  einen  ein&chen  spedellen  Fall  heraus- 
zugreifen, denken  wir  uns  ein  ebenes  kreisförmiges  Doppelblatt 
am  Bande  zusammengefegt  und  einem  constanten  Lmendruck  aus- 
gesetzt Die  erzeugte  Fläche  wird  eine  Botationsfläche.  Der  Meridian 
derselben  sitzt  senkrecht  auf  der  Botationsaxe  auf  [ab  in  der  Fig.  32] 
nnd  stellt  daher  jenen  Fall  der  elastischen  Linie  dar,  bei  welchem 
die  Tangenten  in  den  stets  auf  der  Actionslinie  der  Kräfte  liegen- 
den Wendepunkten  unter  sich  parallel  und  senkrecht  zar  Actions- 
linie sind.  [YergL  die  Fig.  32«.]  Es  ist  dabei  nebensächlich,  daüs 
man  die  Haut  als  kreisft^rmiges  Doppelblatt  angenommen  hat  Man 
hätte  ebensowohl  einen  Gylüider  mit  Gnmd-  und  Deckfläche,  bei 
dem  das  Verhältnis  zwischen  Badius  des  Orondkreises  und  Höhe 
einen  gewissen  Betrag  nicht  überschreitet,  nehmen  können.  Auch 
dieser   giebt   aufgeblasen   dieselbe   Fläche,    vorausgesetzt,   dafs   die 
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Summe  ans  Durchmesser  und  Höhe  gleich  ist  dem  Durchmesser  des 
kreisförmigen  Doppelblattes.  Würde  man  ein  einfaches  kreisförmiges 
Blatt  vom  doppelten  Radius  am  Bande  solange  falten,  bis  sidi 
schlieislich  der  Band  in  einen  Punkt  zusammenzieht,  und  den  auf 
diese  Weise  gebildeten  Innenraum  aufblasen,  so  käme  wiederum 
dieselbe  Form  zum  Vorschein.  Sie  wäre  nur  insofern  nicht  mehr 
ganz  symmetrisch,  als  die  obere  und  untere  Hälfte  verschieden  stark 
gefaltet  sind.  Durch  besondere  Anordnungen  lassen  sich  auch  die 
übrigen  Botationsflächen  der  elastischen  Linie  mittels  angeblasener 
Häute  erzeugen.  So  kann  man  die  Botationsfläche  der  sinusförmigen 
Gurve  dadurch  herstellen,  dals  man  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Hälften  des  kreisförmigen  Doppelblattes  durch 
eine  eingefügte  starre  Verbindung  in  einer  Ent- 
fernung hält,  die  grölser  ist  als  die  Länge  der 
Botationsaxe  [ah]  des  aufgeblasenen  Doppel- 
blattes. Ist  die  Verbindungslinie  kürzer,  so  er- 
hält man  eine  apfelförmige  Form  des  Botations- 
körpers,  die  der  beistehenden  (restalt  [Fig.  B2ß] 
der  elastischen  Linie  entspridit.  Die  anderen 
Formen  der  elastischen  Linie  lassen  sidi  am 
einfachsten  dadurch  erzeugen,  dais  man  einen 
Teil  des  Doppelblattes  durch  eine  steife  Ereis- 
scheibe  ersetzt  Das  au%eblasene  Gebilde  ist 
dann  von  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzt,  und 
der  wulstförmige  Band  nach  einer  elastischen 
Linie  von  der  Form  der  Fig.  32  y  gekrümmt.  Es 
liegt  sehr  nahe,  den  Versuch  zu  machen,  eine 
ringförmige  Fläche  durch  Aufblasen  zu  er- 
zeugen, um  zu  den  Formen  zu  gelangen,  welche 
durch  Botation  des  schraffirten  Teiles  der 
Figur  32  y  entstehen.  Man  wird  zu  diesem  Be- 
hufe  ein  rechteckiges  Blatt  Papier  zunächst  in 
der  Mitte  der  Längsaze  zusammenknicken,  die 
parallelen  Seiten  in  Verbindung  bringen,  dann 
diese  cjlinderförmige  Haut  nochmals  senkrecht  zur  früheren  Bichtung 
knicken  und  die  beiden  ringförmigen  Enden  zusammenschlielBen, 
sodafs  eine  Haut  vom  Zusammenhang  einer  Bingfläche  entsteht,  und 
man  könnte  vermuten,  dafs  dieselbe  beim  Aufblasen  in  eine  wulst- 
förmige Form  mit  dem  soeben  charakterisirten  Querschnitt  über- 
geht. Dabei  würden  der  äufsere  Umkreis  sowie  die  Meridiane  ge- 
spannt, die  Fläche  dazwischen  gefaltet  sein.  Ein  diesbezüglicher 
Versuch  ergiebt  die  Thatsache,  dafs  die  so  construirte  Haut  sich  beim 
Aufblasen  an  zwei  gegenüberliegenden  Enden  in  starke  Falten  wirft 
und  eine  in  Fig.  33  angedeutete  Form  annimmt.  Es  ist  offenbar 
die  Botationsfläche  keine  stabile  Gleichgewichtsform.     Dann  kann 
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sie  auch  unter  den  gegebenen  Bedingungen  kein  Mazimnm  von  In- 
halt haben.  Diese  Folgening  laust  sich  unschwer  bestätigen.  Man 
kann  zeigen,  dais  es  Nicht-Botationsfl&chen  giebt,  die  alle  Bedingungen 
erfüllen  und  einen  ebenso  grolsen  Baum  umschliefsen  wie  jene  ver- 
mutete Rotationsfläche.  Deformiren  wir  nämlich  den  äufseren  Kreis 
der  Botationsfläche  ohne  Änderung  seiner  Länge  zu  einer  ebenen, 
überall  convezen  Curve,  deren  Krfimmimgsradius  aber  nirgends  unter 
eine  bestimmte  Grenze,  die  durch  die  GröDse  des  Querschnittes  gegeben 
ist*),  herabgehen  soll,  und  lassen  wir  längs  derselben  den  schraffirten 
Querschnitt  so  gleiten,  dalB  seine  Ebene  immer  senkrecht  zur  de- 
formirten  Curve  steht  und  daljs  die  Symmetrielinie  des  Querschnittes  in 
die  Normale  der  deformirten  Curve  fällt,  während  der  oberste 
Punkt  desselben  immer  auf  der  Curve  bleibt,  so  entsteht  eine 
Fläche,  auf  welcher  die  verschiedenen  Lagen  des  bewegten  Quer- 
schnittes geodätische  Linien  sind,  die  natürlich  dieselbe  Länge  haben 
wie  die  entsprechenden  geodätischen  Linien  auf  der  ringfiörmigen 
Fläche.  Die  Querdimensionen  der  ein- 
zelnen Streifen  zwischen  denselben  sind 

in    aUen    Pmikten    gerii^er    als    am    f.^'^Siil^^gÜj^*' 
äuiseren  Umfang,  während  sie  auf  der 
Haut  überall  die  GrOfse  des  äuiseren 
Umf&nges   besitzen.     Die   Haut   mufs  Fig.  m. 

sich  also  durch  Spannung  und  Faltung 

auf  unsere  neue  Fläche  auflegen  lassen.  Diese  neue  Fläche  hat 
aber  genau  denselben  Lohalt  wie  die  Ringfläche.  Um  dies  zu  be- 
weisen, haben  wir  zu  beachten,  dals  die  Volumina  beider  Flächen 
gleich  sind  dem  Product  aus  dem  Querschnitt  in  die  Länge  des  vom 
Schwerpunkt  durchlaufenen  Weges.  Li  beiden  Fällen  beschreibt  der 
Schwerpunkt  eine  Parallelcurve  zum  äufseren  Umfang.  Da  die 
äuiseren  Umfange  einander  gleich  sind,  so  sind  es  auch  die  Längen 
der  Schwerpunktswege  als  Parallelcurven  im  gleichen  Abstände.  Es 
berechnet  sich  nämlich  die  Länge  der  Parallelcurve  zu  einem  Oval 
im  Abstände  d  als  Summe  bezw.  Differenz  aus  dem  Umfange  des 
Ovals  und  dem  Umfange  eines  Kreises  vom  Badius  (2,  solange  die 
Entfernung  d  unter  dem  kleinsten  ErOmmungsradius  des  Ovals 
bleibt.  Aus  diesen  Überlegungen  folgt,  dals  eine  ringförmige 
Botationsfläche  unter  den  gegebenen  Bedingungen  niemals 
ein  Maximum  von  Inhalt  haben  kann,  da  es  eben  stets 
andere  Flächen  giebt,  welche  auch  die  Bedingungen  er- 
füllen und  gleichen  Inhalt  umschliefsen. 

Zum  Schlüsse  möge  noch  die  Frage  gestreift  werden:  Welche 
Form  nimmt  eine  unausdehnbare  Haut,  die  im  ungefalteten  Zustande 


*)  Es  dürfen  sich  nämlich  bei  der  Erzeugung  der  Fläche  benachbarte 
Querschnitte  nicht  schneiden. 
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eine  TOTgegebe&e  geediloSBene  Bolfttioiaffitelie  mit  emfaoh 
btagendem  imienratim  bildet,  unter  dem  Emflnsse  eines  wmetanleB 
Überdrackes  an?  Die  ▼6raiisg6g»]ifene&  Betnuhtongen  laaMm  Ter- 
muten,  dafe  sich  das  Problem  auf  ein  eoldies  der  elastischen  lAm» 
inrflckfÜlirBn  Iftlst  Dabei  haben  wir  zan&chst  sn  bedenken,  da& 
die  dnrch  Aufblasen  ersengte  Botationsflftche  an  keiner  Steil«  eiiien 
Parallelkreis  von  grftfoerem  Badins  benteen  kann  als  die  Haut,  ans 
der  sie  entstimden  ist  Sind  die  beiden  Badien  gleich,  so  ist  dort 
die  Haut  allseitig  gespannt;  ist  der  Badins  des  Parallelkreises  der 
Haut  im  natfirlichen  Znstande  grö&er  als  im  anijgfeblasenen,  so  iek 
dieselbe  längs  der  Meridiane  einseitig  gespannt.  Es  ist  fnner  so 
berüeksichtigen,  dafs  in  den  einseitig  gespannten  Teilen  der  Haut 
der  Meridian  nicht  oonTex  gegen  die  Aze  gekrfimmt  sein  kann;  es 
wUrde  n&mUeh  der  innere  Dmok  solange  eine  Ansdehnting  der 
Falten  der  Haut  herbeütihren,  bis  entweder  die  Hant  allseitig  ge- 
spannt ist  oder  der  Meridian  concav  gegen  die  Aze  gekrümmt  ist 
Lassen  wir  zunächst  den  zuletzt  erwähnten  Fall  aulser  acht,  so 
könnte  man  den  Meridian  der  aufgeblasenen  Botationsfläehe  dnrdi 
folgendes  Biegungsexperiment  ermitteln.  Man  verbindet  zwei  homo- 
gene geradlinige  elastische  Stäbe  Ton  der  Länge  des  Meridianea  der 
Haut  an  den  Enden  mit  Chaniieron  aneinander,  so  da&  sie  glatt 
aufeinanderliegen.  Zwischen  je  zwei  sidi  deckende  Punkte  schalten 
wir  einen  unausdehnbaren  Faden  von  der  Länge  des  Durch- 
messers  des  zugehörigen  Parallelkreises  der  Haut  ein.  Nunmehr 
drücken  wir  die  mit  Chamieren  verbundenen  Stabenden  mit  zu- 
nehmender Kraft  gegen  einander.  Die  Stäbe  werden  ausknieken  und 
eine  neue  Oleichgewichtslage  annehmen.  Dieselbe  wird  zum  Teil 
durch  die  gespannten  unausdehnbaren  Fäden,  zum  Teil  durdi  ^ 
natürliche  Biegungsform  der  Stäbe  bestimmt.  In  erster^  Teilea 
tritt  die  Meridianform  der  unaufgeblasenen  Haut  auf^  die  hier  auch 
im  aufgeblasenen  Zustande  erhalten  bleibt,  in  letzteren  Teilen,  wo 
die  unausdehnbaren  Fäden  noch  schlaff  sind,  madit  sich  die  Meridian- 
form der  aufgeblasenen,  einseitig  gespannten  Haut  geltend.  Letzteres 
allerdings  nur  solange,  als  der  voriiin  erwähnte  convexe  Krfimmungs- 
sinn  nicht  aufiritt.  Wollte  man  das  Biegungsexperiment  auch  fBr 
diesen  Fall  giltig  haben,  so  müJGsten  die  benützten  Stäbe  so  be- 
schaffen sein,  dafs  sie  auf  der  Innenseite  keine  Zugspannungen  aus- 
zuhalten vermögen,  was  sich  allenfalls  durch  Einkerben  erreichen 
HeijBe.  Solche  Stäbe  würden  dann,  statt  sich  gegen  die  Axe  convex 
zu  biegen,  an  zwei  Stellen  unter  endlichem  Winkel  knicken  und 
dazwischen  einen  concaven  Bogen  bilden.  Jenen  Knickungsstellen 
entsprächen  ringförmige  Einschnürungen  der  aufgeblasenen  Haut 
Die  Spannungen  in  den  unausdehnbaren  Fäden  finden  in  den  Bing- 
spannungen  der  allseitig  gespannten  Teile  der  aufgeblasenen  Haut 
ihr  Analogen. 
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Vorbemerkung. 

Der  vorliegende  Bericht  hat  die  Absicht,  über  die  hauptsäch- 
lichsten Lehrbücher  der  Infinitesimalrechnung  von  Euler  bis  auf 
die  heutige  Zeit  eine  gedrängte  Übersicht  zu  geben. 

Wie  man  heutzutage  weiGs,  sind  fOr  die  Differential-  und 
Integralrechnung  die  drei  Begriffe  fundamental:  Zahl,  Function, 
Grenzwert.  Wie  diese  sich  im  Laufe  der  neueren  Zeit  entwickelt 
haben,  das  soll  —  so  weit  es  für  die  Lehrbuchlitteratur  in  Frage 
kommt  —  im  ersten  Capitel  dargestellt  werden.  Vier  Stufen  werden 
wir  unterscheiden,  die  durch  die  Namen  Euler,  Lagrange,  Cauchj, 
Weierstrafs  charakterisirt  sind.  Sie  bezeichnen  die  Hauptmomente 
in  einer  Bewegung,  die  eine  immer  weiter  gehende  logische  Ver- 
schärfung bedeutet  und  von  Herrn  F.  Klein*)  eine  Arithmeti- 
sirung  der  Mathematik  genannt  worden  ist. 

Wie  sich  ihr  gegenüber  die  Autoren  der  Lehrbücher  verhalten 
haben,  werden  die  folgenden  Capitel  zu  schildern  versuchen.  Drei 
Fälle  sind  zu  unterscheiden.  Entweder  der  Verfasser  betrachtet  die 
oben  genannten  Begriffe  als  etwas  unmittelbar  Gegebenes  und  sieht 
die  Art,  wie  man  mit  ihnen  operirt,  als  keiner  weiteren  Begründung 
bedürftig  an;  dann  gehört  er  zur  naiven  Richtung.  Oder  er  sucht 
sein  Werk  lückenlos  und  vollständig  durch  bloises  Schlie&en  auf 
einige  wenige,  ausdrücklich  hervorgehobene  Definitionen  aufzubauen; 
er  vertritt  den  arithmetischen  Standpunkt  Oder  endlich,  er  nimmt 
eine  Mittelstellung  ein,  indem  er  zwar  auf  Vollständigkeit  verzichtet, 
aber  doch  die  Methoden  und  Ergebnisse  des  Arithmetikers  nicht  un- 
beachtet läfst.  Wir  erhalten  so  drei  grofse  Classen,  in  welche  sich 
die  Lehrbücher  einteilen  lassen;  jeder  von  ihnen  ist  ein  Capitel  ge- 
widmet; das  zweite  behandelt  ^e  naive,  das  dritte  die  arithmeti- 
sirende,  das  vierte  die  vermittelnde  Richtung. 

Am  Ende  des  Referates  findet  der  Leser  ein  Lihaltsverzeichnis, 
aus  dem  er  die  genauere  Disposition  ersehen  kann.  Die  Jahres- 
zahlen beziehen  sich,  wenn  nichts  anderes  bemerkt  ist,  auf  die  erste 
Auflage  des  betreffenden  Werkes. 

Zum  Schluls  möchte  ich  noch  meinem  Dank  Ausdruck  geben 
für  die  vielfeushe  Unterstützung  und  Anregung,  die  mir  von  Seiten 
der    Fachgenossen    zu    Teil    wurde.      Vor    allem    bin    ich    Herrn 


^  Vergl.  F.  Klein,   „Über   die  Azithmetinrang  der  Mathematik^S 
Göttinger  Nachrichten  1896. 
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F.  Klein  verpflichtet,  dem  ich  nicht  nur  im  einseinen  wertvolle 
Citate,  sondern  auch  im  allgemeinen  mehr£Bbche  Berichtigung  falscher 
AnffassTingen  und  Eröflhnng  neuer  Gesichtspunkte  verdanke.  Freilich 
mnfste  ich,  nm  das  Beferat  zu  dem  in  Aussicht  gestellten  Termine 
liefern  zu  können,  den  Rahmen  der  Darstellung  sehr  eng  fassen. 
Nur  die  beiden  ersten  Capitel  konnte  ich  noch  etwas  ausgestalten, 
die  beiden  letzten  beschräiiken  sich  auf  das,  was  ich  im  Jahre  1897 
auf  der  Brauaschweig^  Yersammlung  vortrug. 

Der  Leser  möge  dieses  MiEsverhättnis  entaehvldige»;  andoii&Ils 
hätte  ich  die  F^rtigsteUuig  de»  Belnratos  auf  unbestimmte  Zeit 
verschieben  rnftsaen. 


Erstes  CapiteL 
IHeVeraelilMbag  der  Gtanndbegilf^  (Zalil^FiiaolloK,  i 

§  1.  Killer  sehaflt  4en  Beden  Ifir  eine  Arithnetisiriic. 

Wenn  wir,  dem  Heikonmwtt  folgend,  die  Periode  Bulers  ak 
die  naive  bezeichnen,  so  sind  wir  uns  der  relaüveB  Bedentonff 
dieses  Wortes  wohl  bewuist.  Wir  wollen  dadvrek  auf  den  Gegen* 
setz  hinweisen,  in  welchem  »e  wbl  der  spl^ereii  Zeit  4er  Kritik  steht, 
die  wir  mit  Lagrange  beginnen.*)  Denn  £«ler  wird  es  gern  icsh 
gerühmt,**)  dafii  er  merst  die  Darstellung  der  Tnfaitesionahrecihmnig 
von  geometnsdMui  Beiwerk  ksgelfisi  und  das  zeiB  AiBÜjtisehe  Toa 
den  Anwendungen  geschieden  hat.  £uler  hat  also  den  Bodem  ge- 
schaffen, auf  dem  eine  Arithmetisining  td>erhaqB4  erst  m9|^cli  wwde. 

Den  Fundamentalbegriffen:  Zahl,  Fanetioii,  Cbenzwert  stekt 
Haler  skeptisch  gegenftber;  nnmeri  nennt  er  (Iberhaiqit  nur  die 
rationalen  Zahlen,  irrationale  Zahlen  heiilie&  bei  ihm  QtöIjbmi  (qnamti- 
tates).  Hierin  spridit  sidi  deutUeh  das  Gbföhl  der  Uflsieherhtti 
aus,  das  er  d^  ürmtionalzahl  und  der  stetigen  Yeriknderiiclien  gegen- 
über hat. 

Function  definirt  er  bald  als  Bedmongsamdroek,***)  bald  als 
aMiSagige  Yeränderiiche;f)  er  operiri  nur  mit  der  FiuKtiott  als 
Formel.  Gelegentlich  kommt  er  dabei  auf  SehwierigiBeiten,  er  sneht 
sich  klar  su  machen,  wie  wobl  ( —  1)*  als  Funcücn  von  so  au£Eu- 
feussen  sei. 

Ebenso  schwankend  stdat  Euler  dem  Limes  gegenAber.    Er  hat 

*)  Dükrimg  (Gnmdmittel  und  Erfindungen  zur  Analj«!^  lechn^ 
Lagranffe  noch  ziuu  gpoldenen  Zeitalter. 

**)  Am  Schlusse  seiner  Vorrede  zu  den  Instit.  calc.  diff.  sagt  Bai  er 
selbst:  ,^c  autem  omnia  ita  intra  aaalyseos  purae  Hmites  continentor,  nt 
ne  ulla  qoidem  figora  opus  fuerit  ad  omnia  huius  calculi  ezpHcanda**. 
***)  Introductio. 
t)  Instit.  calc.  diff. 
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wohl  i$ß  Wort,  (iber  nicht  den  Begriff.   D«h^  die  mvigelBde  üiiter^ 

eeheidimg  swisehen  conTeigenten  and  divergenten  Beihen,  das  Besnltat 

l  +  2-f2«  +  2'H —  —  1 

kommt  ihm  selbst  recht  wrmderbar  vor.  Mit  den  Differentialen 
kAon  er  sich  nicht  ganz  zTurechtfinden,  sie  sind  fär  ihn  wirkliche 
Nullen,  aber  ihr  Verhältnis  reprftsentirt  einen  bestimmten,  endlichen 
Wexi^  den  Differentialqtiotienten. 

Wir  wollen  uns  hier  keineswegs  auf  den  Standpunkt  stellen, 
als  ob  unsere  moderne  AuifiEissung  aller  dieser  Dinge  die  einzig  mög- 
liche sei,  —  als  logisch  einwuifsfrei  und  zweckm&fsig  hat  sie  si^ 
aSerdings  erwiesen.  Wir  ziehen  nur  das  Facit:  Euler  genügt  es, 
begriffliche  Schwierigkeiten,  auf  die  er  stöfst,  gelegentUch  zu  er- 
wfthnen,  ohne  sie  jedoch  zu  beseitigen. 

§  S.  LagrMge  Ibegiurt  üt  AvttihmetisirBiig. 

Lagrange  beginnt  die  Arithmetisirqng.  Die  Zahl  freilich  ist 
aucb  ihm  noch  etwas  Evidentes.  Die  Function  hingegen  definirt  er 
zwar  wie  Euler  als  Formel,  prädsirt  aber  diese  Axisdrucksweise 
sofort  dadurch,  daüs  er  darunter  eine  nach  ganzen,  positiven  Potenzen 
der  Yeränderlichen  fortschreitende  Beihe  versteht.  Damit  ist  der  Be- 
gnS  der  analytischen  Function  geschaffen. 

Ihr  Zweck  ist,  den  Grenzbegriff  als  unbequem  und  metaphysisch 
aus  der  Analysis  zu  verbannen.  Dies  gelingt  beim  Differentialquotienten, 
an  dessen  Stelle  die  Ableitung  tritt.  Diese  wird  erklärt  als  Coef&cient 
der  ersten  Potenz  in  der  Beihenentwickelung.  Lagrange  hätte  sein  Ziel 
erreicht,  brauchte  man  nicht  bei  der  Potenzreibe  selbst  den  Limes. 

Trotzdem  steht  er  der  unendlichen  Beihe  nicht  so  naiv  gegen- 
über wie  Euler;  er  vervollständigt  die  Taylor 'sehe  Entwickelung 
durch  sein  Bestglied  und  basirt  dessen  Berechnung  auf  den  Mittel- 
wertsatz, der  sich  seither  als  unentbehrliches  Hülfsmittel  in  der 
Differentialrechnung  erwiesen  hat. 

§  S.  Caiehy  leistet  die  Aritlmetisinuig  für  PinetieBeB 
einer  YerfadertieheB. 

Durch  Cauchj  macht  die  Arithmetisirung  mit  einem  Male 
einen  gewaltigen  Fortschritt.  Seine  erste  That  ist  die  Befreiung 
von  der  Formel;  Function  ist  nicht  mehr  Bechnungsausdruck,  sonder^ 
abhängige  Yeränderliche. 

Wir  verdanken  Cauchy  vor  allem  den  modernen  Grenzbegriff.*) 

*)  Freilich  fehlt  die  formelmäfsige  Definition.  Cauchy  sagt  nur  in 
Wo(rten  (Bäsum^  pag.  1):  „Lorsque  les  valenrs  sucoeBttvement  attribu^a 
ä  une  m§me  variable  s^approchent  ind^niment  d^nne  valeor  fixe  de  mani^re 
4  finir  par  en  diff^er  ausei  pen  <me  Ton  voudra,  cette  demi^re  est  appel^e 
la  limite  de  toutes  les  autres.*^  Dafs  er  aber  unter  ind^finiment  das  Bich- 
tige  meint,  lehren  die  Anwendmigen,  die  er  von  seiner  Definition  jnaeht. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


96  Ot'  Bohlmann. 

Dieser  tritt  an  die  Spitze  der  Analysis  und  entfernt  dadnrcli  alle 
jene  Schwierigkeiten  und  ünMarheiten,  nach  deren  Üherwindnng 
man  bis  dahin  vergeblich  gestrebt  hatte.  Der  Differentialquotient 
wird  wieder  was  er  war,  der  Grenzwert  des  Differenzenquotienten; 
die  Differentiale  werden  rein  formal  (wie  bei  Leibnitz)  als  beliebige 
Zahlen  definirt,  deren  Quotient  der  Differentialquotient  ist  Das 
Integral  erhält  Existenzberechtigung  als  Grenzwert  einer  Summe;  die 
Definitionen  der  Stetigkeit  einer  Function  und  der  Convergenz  einer 
unendlichen  Beihe  werden  mimittelbar  auf  den  Begriff  des  Limes 
gestützt.     Wir  können  geradezu  sagen: 

Was  Cauchj  giebt,  ist  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  eine 
Theorie  der  Functionen  einer  reellen  Variablen;  was  ihm  fehlt,  ist 
einmal  das,  was  davor  liegt:  der  Zahlbegriff,  sodann,  was  darnach 
kommt:  die  Theorie  der  Grenzwerte  der  Functionen  von  mehreren 
reellen  Variablen.  Er  kennt  nicht  die  gleichm&üsige  Convergenz*), 
daher  seine  Irrtümer,  dalis  jede  convergente  Beihe  von  stetigen 
Functionen  eine  stetige  Summe  habe,  und  dafs  jede  convergente 
Beihe  bei  gliedweiser  Integration  das  Integral  der  Summe  liefere. 
Auch  die  gleichmäfsige  Stetigkeit  hat  er  nicht. 

Wir  haben  endlich  noch  Cauchys  populärster  Schöpfung  zu 
gedenken,  seiner  Functionentheorie.  Zwar  bedurfte  sie  selbst  noch 
recht  der  Arithmetisinmg;  aufserdem  enthalten  Cauchj's  Lehrbücher 
80  gut  wie  gamichts  von  ihr.  Trotzdem  darf  sie  hier  nicht  uner- 
wähnt bleiben;  hat  doch  die  Einführung  der  complexen  Variablen 
wie  kaum  etwas  anderes  die  principiellen  Fragen  gefördert,  und  ist 
doch  eine  Darstellung  der  Functionentheorie  in  die  meisten  modernen 
Werke  über  Infinitesimalrechnung  aufgenommen.  Auf  ihren  Inhalt 
einzugehen,  können  wir  bei  der  Bekanntheit  dieses  Gegenstandes  uns 
billiger  Weise  sparen;  nur  über  die  Form,  welche  ihr  Cauchj  ge- 
geben hat,  eine  Bemerkung.  Diese  läfst  deutlich  den  schweren 
Kampf  erkennen,  durch  den  er  sich  seine  Schätze  erworben  hat. 
Auf  dem  mühsamen  Wege,  daOs  er  die  Singularitäten  reeller  Inte- 
grale und  ihre  Hauptwerte  studirt,  erhält  er  seine  Integralsätze,  und 
dais  ihm  der  Begriff  des  Integrales  in  der  complexen  Ebene  von 
vornherein  nicht  so  evident  war,  wie  es  uns  jetzt  erscheint,  das  be- 
weist seine  Schreibweise,  in  der  er  es  immer  als  Mittelwert  ausdrückt. 

§  4.  Die  Arithmetisiriuig  wird  fertgesetzt  und  dnreh  Weierstrafii  n  eueM 
gewissen  Absehlnfs  gebracht 

Die  jetzt  folgende  Periode  fügt  Cauchj's  Anschauungen  das- 
jenige hinzu,  was  ihnen  unserem  modernen  Standpunkte  gegenüber 

**)  Wenigstens  in  seinen  Lehrbüchern.  Herr  A.  Pringsheim  teilte 
mir  mit,  dafs  Ganchy  in  einer  Note  der  Comptes  rendus  ans  1853  den 
Begriff  selbständig  entwickelt  hat. 
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noch  fehlt.  In  ihrem  Mittelpunkte  steht  Weierstrafs  (1815  bis 
1897),  der  zwar  selbst  kein  Lehrbuch  der  Infinitesimalrechnung 
veröffentlicht  hat,  dessen  Vorlesungen  aber  gerade  auf  diese  Litteratur 
den  nachhaltigsten  EinfluTs  geübt  haben. 

Damit  soll  nicht  gesagt  sein,  dafs  Weierstrafs  die  Vollendung 
alles  dessen  zu  danken  ist,  was  Cauchy  noch  zu  thun  übrig  ge- 
lassen hatte.  Dies  wäre  in  mehrfacher  Hinsicht  unrichtig.  Einmal 
würde  man  so  zu  der  Auffassung  verleitet,  Weierstrafs  als  Nach- 
folger von  Cauchy  anzusehen.  Thatsächlich  läuft  aber  die  Thätig- 
keit  beider  zum  Teil  parallel;  auch  knüpft  Weierstrafs  nur  zur 
einen  Hälfte  an  Cauchy  an,  von  dem  er  den  Limesbegriff*)  ent- 
lehnt, zur  anderen  aber  an  Lagrange,  von  dem  er  die  Potenzreihe 
aufnimmt  Gerade  die  eigentümliche  Vereinigung  des  Cauchy'schen 
und  Lagrange'schen  Standpunktes  ist  für  Weierstrafs  charakte- 
ristisch. Zweitens  befindet  sich  zwischen  der  Epoche  der  orthodoxen 
Weierstrafsianer  und  der  Cauchy's  eine  Lücke,  welche  durch  die 
Dirichle tische  Schule  ausgefüllt  wird.  Auch  diese  liefert  ihre  Bei- 
träge zur  Arithmetisirung.  Endlich  ist  die  kritische  Bewegung  auch 
nach  Weierstrafs  noch  zu  keinem  Abschlufs  gelangt.  Denn  wenn 
auch  zugegeben  werden  mufs,  dafs  Weierstrafs  sich  den  Anwen- 
dungen gegenüber  keineswegs  so  ablehnend  verhalten  hat,  wie  man 
es  sich  wohl  eine  Zeit  lang  vorstellte,  so  ging  doch  sein  Programm 
nur  auf  die  Arithmetisirung  der  Analysis.  Jetzt  hingegen  arith- 
metisirt  man  auch  die  Geometrie. 

Die  erstere  Entwickelung  der  Grundbegriffe  im  einzelnen  kann 
nur  in  Umrissen  angedeutet  werden.  Sehen  wir  von  anderen  (namentlich 
Bolzano)  ab,  deren  Einfiufs  auf  die  Lehrbuchlitteratur  nicht  hervor- 
tritt, so  können  wir  sagen:  Dirichlet's  Schüler  Dedekind  (1872), 
sowie  Heine  (1872)  und  G.  Cantor  (1872),  angeregt  durch  Weier- 
strafs, lehren  uns,  was  eine  Zahl  ist.  Die  Arbeiten  Dirichlet's 
und  seiner  Schule  über  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine 
trigonometrische  Beihe  klären  das  Verhältnis,  in  welchem  die  beiden 
Definitionen  der  Function  —  einmal  als  Bechnungsausdruck,  das 
andere  Mal  als  abhängige  Veränderliche  —  zu  einander  stehen.  Auch 
die  englischen  Physiker  sind  an  dieser  Untersuchung  beteiligt.  Dabei 
entdeckt  Stokes  in  seiner  Arbeit  (1847)  „On  the  critical  values  of 
the  sums  of  periodic  series^^**)  die  gleichmäfsige  Convergenz.  Ihr 
Seitenstück,  dÜe  gleichmäfsige  Stetigkeit,  verdanken  wir  G.  Cantor 
(1872).  So  bringt  die  Weierstrafs'sche  Bichtung  die  Arithmeti- 
sirung der  reellen  Functionen  zu  einem  gewissen  Abschlüsse;  sie 
stellt  dabei  frei,  ob  man  sich  auf  den  Standpunkt  Lagrange 's  oder 
Cauchy 's  stellen  will.     In  der  Theorie  der  complexen  Functionen 


*)  Weierstrafs  giebt  ihm  die  jetzt  übliche  formelm&fsige  Fassan^. 
**)  a.  a.  0.  Section  IQ.    Dieses  Gitat  teilte  mir  Herr  F.  Alein  mit. 
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gelingt  ihr  völlige  Prftcision  nur,  solange  sie  sich  auf  den  Boden 
Lagrange's  stellt,  die  weitertragende  Gauchj'sche  Methode  yennag 
sie  sich  nicht  völlig  zu  unterwerfen,  weil  sich  da  grundlegende  geo- 
metrische Fragen  hindernd  in  den  Weg  stellen. 

Wir  treten  so  in  den  dritten  Abschnitt  dieses  Paragraphen  ein, 
in  die  Arithmetisirung  der  Geometrie.  Vorbereitet  war  diese  schon 
lange  durch  die  grolse  Reihe  von  Untersuchungen  über  Nicht-Euklidische 
Geometrie.  Auf  der  anderen  Seite  gewinnt  speciell  die  Infinitesimal- 
geometrie durch  die  0.  Cantor'sche  Mengenlehre  einen  festeren 
Boden.  Wir  werden  sehen,  dafs  die  Lehrbücher,  die  sich  mit  den 
Grundlagen  der  Geometrie  beschäftigen,  gerade  diese  Gebiete  mit 
Nutzen  verwertet  haben.  Freilich  die  hier  vorhandene  Litterator 
ist,  soweit  sie  die  Infinitesimalrechnung  angeht,  keine  sehr  gro&e; 
der  Hauptsache  nach  sind  nur  die  Namen  Pasch  und  Peano  sa 
nennen.  Jedoch  so  viel  lä£st  sich  wohl  schon  jetzt  ersehen,  dafs 
die  Arithmetisirung  der  Geometrie  wieder  einer  möglichst  geo- 
metrischen Behandlung  der  Geometrie  den  Weg  geebnet  hat. 

Wir  kommen  jetzt  zur  Besprechung  der  Lehrbücher  im  einzelnen. 


Zweites  CapiteL 
Die  naive  Biohtong. 
§  1.  Die  Werke  Eoler's. 
Die  Lehrbücher  Euler' s  sind: 

1.  Introductio  in  analysin  infinitorum  (1748). 

2.  Institutiones  calculi  difierentialis  (1755). 

3.  Institutiones  calculi  integralis  (1768 — 1794). 

Sie  haben  zahlreiche  Auflagen  und  Ergänzungen  erfahren  und 
sind  auch  in  deutscher  Übersetzung  erschienen.  Yon  ihren  Vor- 
gängern unterscheiden  sie  sich  einmal  methodisch  durch  ihre  un- 
geometrische, rein  analytische  Darstellung,  sodann  inhaltlich  durch 
ihren  Reichtum  an  neuen  Entdeckungen.  Im  Gegensatz  zu  den 
Modernen  haftet  der  Vortrag  am  Detail;  einen  Überblick  zu  gewinnen^ 
ist  Sache  des  Lesers. 

Euler  interessirt  nicht  die  begriffliche  Definition  einer  Function, 
sondern  die  Vielgestaltigkeit  ihres  analytischen  Ausdruckes,  und  den 
Wert  einer  Gleichung  schätzt  er  nicht  lediglich  nach  ihrem  logischen 
Inhalt,  sondern  auch  nach  ihrer  praktischen  Brauchbarkeit  fOr  das 
numerische  Bechnen. 

Um  nun  auch  auf  die  einzelnen  Werke  einzugehen,  so  ist  die 
Introductio  kein  eigentliches  Lehrbuch  der  Infinitesimalrechnung, 
sondern  eine  Vorbereitung  auf  diese.  Ihr  Ziel  ist,  auf  elementarem 
Wege  möglichst  alle  die  Resultate  abzuleiten,  die  man  für  gewöhn- 
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lieh  nur  dorch  die  Methoden  der  Differential-  und  Integralrechnung 
erhält.  Sie  zerl^llt  in  zwei  Teile,  einen  analytischen  und  einen 
geometrischen.  Dieser  ist  der  Hauptsache  nach  ein  Lehrbuch  der 
analytischen  Geometrie,  jener  würde  wohl  heutzutage  den  Titel 
„algebraische  Analjsis^^  führen. 

Überraschend  ist  im  ersten  Teile  die  Fülle  der  Resultate.  Sie 
betreffen  der  Hauptsache  nach  die  Entwickelung  der  rationalen  und 
einfach  periodischen  Functionen  und  ihrer  Umkehrungen  in  unend- 
liche Beiben,  Producte  und  Eettenbrüche  und  ihre  Zerlegung  in 
Partialbrüche.  Wir  finden  da  die  Keime  zu  ganzen  Theorien.  An 
die  Partialbruchzerlegung  der  einfach  periodischen  Functionen  hat 
bekanntlich  die  moderne  Theorie  der  elliptischen  Functionen  an- 
geknüpft, und  den  Eettenbruchentwickelungen  wendet  sich  die  neuere 
Functionentheorie  wieder  zu.  Die  unerschöpflich  scheinende  Quelle, 
aus  der  alle  Resultate  hergeleitet  werden,  bilden  die  beiden  Glei- 
chungen 

und 

e»*  s=z  cos  z  -{-  i  sin  z. 

Ausdrückliche  Erwähnung  verdient  das  Capitel  XVl:  „De  par- 
titione  numerorum^^;  bildet  es  doch  einen  der  seltenen  Fälle,  in 
denen  ein  Lehrbuch  der  Infinitesimalrechnung  sich  mit  dem  Grenz- 
gebiete Yon  Analysis  und  Zahlentheorie  beschäftigt. 

Dem  zweiten  Teile  der  Introductio  haben  wir  oben  die  Über- 
schrift „Analytische  (Jeometrie"  gegeben.  In  der  That  ist  er  über- 
wiegend der  Geometrie  im  Gesamtraum  und  den  Eigenschaften 
specieller  algebraischer  Curven  und  Flächen  geyddmet,  also  Gegen- 
ständen, die  wir  jetzt  der  analytischen  Geometrie  zuweisen,  imd 
die  daher  in  diesem  Referat  auDser  Betracht  bleiben.  Dafs  die 
Infinitesimalgeometrie  hier  einen  so  kleinen  Raum  einninunt,  erklärt 
sich  aus  dem  elementaren  Charakter  der  Introductio.  Ohne  den 
Dingen  Gewalt  anzuthun  kann  sie  nur  solche  geometrische  Ver- 
hältnisse in  Betracht  ziehen,  bei  welchen  die  Differentialrechnung 
mit  den  Differentialquotienten  erster  Ordnung  auskommt  Wir  finden 
wohl  die  Construction  von  Tangenten,  Tangentialebenen  und  Nor- 
malen, auch  einfache  Inhaltsberechnungen,  aber  nichts  über  die 
Krümmungsverhältnisse  der  Curven  und  Flächen. 

Ganz  ignorirt  wird  die  Geometrie  in  den  Institutiones.  Eine 
charakteristische  Rolle  spielt  hingegen  die  Differenzenrechnung.  Die 
Gleichungen  der  Differentialrechnung  ergeben  sich  aus  analogen  der 
Differenzenrechnung,  umgekehrt  werden  dann  Formeln  der  Differenzen- 
rechnung als  praktische  Annäherungen  für  solche  der  Differential- 
rechnung benutzt.  Es  sei  nur  an  Euler's  Summenformel  erinnert. 
Überhaupt  tritt  die  Rücksicht  auf  das  Numerische  wieder  stark  hervor. 
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Wie  wir  oben  gesehen  haben,  ist  Eni  er  die  Unterscheidung  von 
Divergenz  und  Convergenz  nicht  gel&ufig.  Um  so  mehr  liegt  ihm 
an  der  Güte  der  Convergenz.  Langsam  convergirende  Beihen  werden 
durch  Methoden  der  DifFerenzenrechnung  in  rasch  convergente  ver- 
wandelt. 

Kaum  hervorgehoben  zu  werden  braucht,  dafis  die  formalen 
Partien  der  Differential-  und  Integralrechnung  sehr  ausführlich  be- 
handelt sind.  Wir  vermissen  jedoch  unserem  heutigen  Besitzstande 
gegenüber  den  Taylo  raschen  Satz  für  Functionen  von  mehreren  Ver- 
änderlichen und  alles,  was  mit  der  Theorie  der  Determinanten 
zusammenhängt  In  der  Lehre  von  den  Differentialgleichungen  ist 
das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  die  fundamentale 
Entdeckxmg;  von  einer  Integrationstheorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  ist  Euler  aber  weit  entfernt  Die 
Gleichung  dz  sss  pdx  -\-  qdy  nennt  er  „absurd^'  oder  „imaginär^\ 
wenn  sie  nicht  integrabel  ist 

Die  Ausgabe  der  Institutiones  calculi  integralis  vom  Jahre  1827 
ist  durch  einen  Appendix  über  Variationsrechnung  vermehrt,  in 
welchem  das  Lagrange'sche  Kriterium  fär  das  Verschvnnden  der 
ersten  Variation  entwickelt  ist. 

Soviel  über  die  Werke  Euler's.  Aufgabe  der  Nachfolger  ist  es, 
ihren  Inhalt  systematisch  zu  verarbeiten,  das  Unwesentliche  aus- 
zuscheiden und  die  in  ihnen  enthaltenen  fruchtbringenden  Ideen 
möglichst  auszubeuten. 

§  2.  Die  Naehfolger  Eoler's. 

Gewissermafsen  das  Quellenwerk  für  die  nun  folgende  Litteratur 
bildet  der  groüse  Trait^  von  Lacroix: 

Lacroix,  Traite  du  calcul  differentiel  et  integral,  3  Bde.  4®, 

der  im  Jahre  1797  zuerst  herausgegeben,  dann  1810  in  einer 
wesentlich  vermehrten  Auflage  erschienen  ist.  Dieser  stellt  sich  die 
gewaltige  Aufgabe,  die  bisher  vorhandene  Litteratur  über  Differential- 
und  Integralrechnung  und  ihre  Anwendungen  möglichst  vollständig 
zusammenzutragen  und  zu  einer  einheitlichen  Darstellung  zu  ver- 
arbeiten. Die  Basis  bilden  vor  allem  die  Lehrbücher  Euler's,  über 
die  wir  im  vorigen  Paragraphen  berichtet  haben,  und  die  von 
Lagrange,  welche  im  nächsten  Gapitel  zur  Sprache  kommen  werden. 
Der  von  Lacroix  behandelte  Stoff  ist  daher  im  wesentlichen  weiter 
nichts  als  die  Summe  dessen,  was  den  Inhalt  der  Lagrange'schen 
und  Eule  raschen  Lehrbücher  ausmacht,  über  den  wir  sowieso  berichten 
müssen.  Im  Gegensatze  zu  Eule r  fällt  besonders  auf,  dals  Lacroix, 
Lagrange's  Beispiel  folgend,  auch  den  geometrischen  Anwendungen 
ausführliche  Beachtung  schenkt. 

Eine  erhebliche  Wandlung  erfährt  die  Differenzenrechnung.     Es 
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ist  interessant  zu  beobachten,  zu  welcher  Besnltante  sich  hier  die 
Einflüsse  Eulers,  Lagrange's  und  Lacroix's  vereinen.  Wir  wissen, 
dafis  bei  Euler  Differential-  und  Diflerenzenrechnung  in  fortwährender 
Wechselwirkung  zu  einander  stehen,  die  namentlich  dem  Numerischen 
zu  gute  kommt.  Lagrange  will  überhaupt  nichts  von  der  Differenzen- 
rechnung wissen,  er  verbannt  sie  ganz  aus  seinen  Werken;  das 
formale  Element,  das  bei  ihm  vorherrscht,  ist  eben  die  Potenzreihe. 
Lacroix  löst  nun  die  Differenzenrechnung  überhaupt  von  der  Diffe- 
rentialrechnung los  und  behandelt  sie  für  sich  in  einem  dritten  und 
letzten  Bande.  Gleichzeitig  verarbeitet  er  die  Methoden  von  La- 
place's  Theorie  des  probabilites  mit  hinein.  Die  innerliche  Beziehung 
zur  Differentialrechnung  geht  dadurch  bereits  etwas  verloren. 

Principiell  steht  Lacroix  ganz  auf  dem  Boden  der  Naiven. 
Lagrange's  Definition  der  Ableitung  und  sein  Operiren  mit  der 
Potenzreihe  wird  zwar  auch  erwähnt,  aber  doch  nur  als  etwas,  was 
dem  Eule  raschen  "Standpunkte  coordinirt  ist.  Der  eminente  Fort- 
schritt, den  das  Einsetzen  von  Lagrange's  Kritik  bedeutet,  ist 
Lacroix  nicht  zum  Bewufstsein  gekommen.  Trotzdem  dürfte  sein  Traite 
auch  für  den  modernen  Mathematiker  genug  des  Interessanten  bieten. 

Weit  wirksamer  war  freilich  Lacroix 's  kleines  Lehrbuch: 

Traite  ä^mentaire  du  calcul  differenüel  et  integral,  2  Bde.,  8^,  1797, 

das  bei  einem  umfange  von  nur  2  Octavbändchen  doch  die  Haupt- 
sachen der  Differential-  und  Integralrechnung  wiedergiebt.  Dabei 
ist  der  zweite  Band  noch  der  Summen-  und  Differenzenrechnung  ge- 
widmet. Der  Erfolg  des  Werkchens  war  ganz  auTserordentlich. 
Zum  achten  Male  wurde  es  im  Jahre  1874  von  I.  A.  Serret  und 
Hermite  herausgegeben  und  durch  Noten  vervollständigt.  Serrefs 
Zusätze  zielen  meist  auf  Verschärfung  der  Begriffe  und  tragen  das 
Gepräge  des  im  vierten  Capitel  erwähnten  eigenen  Lehrbuchs  von 
Serret.  Hermite  hat  dem  Werke  seine  berühmte  „Note  sur  les 
fonctions  elliptiques"  hinzugefügt,  die  geradezu  typisch  geworden 
ist  für  die  Behandlung  der  elliptischen  Functionen  in  den  franzö- 
sischen Lehrbüchern  der  Infinitesimalrechnung.  Sie  trägt  der  Haupt- 
sache nach  die  Abel-Jacob i'sche  Theorie  mit  Ausschluls  der  Trans- 
formationstheorie vor  in  der  Form,  die  ihr  Briot  und  Bouquet 
gegeben  haben;  doch  erfährt  der  Leser  auch,  was  p  (u)  ist,  und 
er  lernt  die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  kennen, 
der  die  Periodicitätsmoduln  des  elliptischen  Integrales  erster  Gattung 
genügen.  Das  Beweismittel  ist  die  analytische  Bechnung,  über  deren 
leitende  Gedanken  der  Leser  jedesmal  orientirt  wird. 

Bei  dem  grolsen  Erfolge  des  Trait^  ä^mentaire  ist  es  nicht 
zu  verwxmdem,  dafs  er  eine  ganze  Beihe  von  Nachfolgern  oder 
Nachahmern  gefunden  hat.  Eines  der  gelesensten  Bücher  ist  das 
von  Navier: 
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Navier,  Besinne  des  le9ons  a  T^cole  poljtechniqne  (1840), 
das  unter  Verzichtleistung  auf  jede  Strenge  den  französischen  In- 
genieuren einen  leichtfafslichän  Lehrgang  der  Infinitesimalrechnung 
zu  bieten  sucht.  In  Deutschland  hat  es  durch  die  Wittstein'sche 
Übersetzung  eine  grofse  Verbreitung  gefunden.  In  England  kann 
das  Buch  von  Todhunter: 

I.  Todhunter,  A  treatise  on  the  di£ferential  and  integral  cal- 
culus  with  numerous  examples.  London -New -York  1852, 
2  Bde,  8® 
als  sein  GegensttLck  aufgefafst  werden.  Es  hat  ebenfalls  einen 
grolsen  Erfolg  gehabt  und  wird  auch  jetzt  noch  immer  wieder  in 
neuen  Auflagen  herausgegeben.  Jedenfalls  ist  es  dasjenige  Lehr- 
buch —  und  darin  liegt  seine  Bedeutung  — ,  das  über  den  vor  ihm 
immer  noch  in  England  herrschenden  orthodoxen  Newtonianismns 
einen  entscheidenden  Sieg  davon  getragen  und  die  Leibnitz'sche 
Darstellungsweise  definitiv  eingebürgert  hat. 

Im  übrigen  wird  die  weitere  Entwickelung  der  naiven  Schule 
gehenunt  durch  den  immer  wachsenden  Einflufs  Cauch/s.  Man 
zieht  sich  teils  (wie  z.  B.  Lübsen)  auf  einen  pädagogischen  Stand- 
punkt zurück  und  verschliefst  sich  und  den  Leser  gegen  die  Er- 
kenntnis; wir  finden  aber  auch  geradezu  reactionäre  Schriften,  wie 
Dühring*),  die  sich  mit  aller  Kraft  gegen  den  gefährlichen  Feind 
wehren. 

§  3.  Formale  Riehtnngen. 

Wir  würden  die  Bedeutung  Lacroix's  und  seiner  Vorg&nger 
nur  unvollkommen  verstehen,  wollten  wir  uns  mit  der  soeben  ge- 
schilderten Litteratur  begnügen,  deren  Einflufs  sich  bis  in  die  neueste 
Zeit  hinein  aller  Arithmetisirung  zum  Trotz  erhalten  hat.  Wir  haben 
auch  noch  der  formalen  Richtungen  zu  gedenken,  die  zwar  jetzt  in 
den  Lehrbüchern  der  Infinitesimalrechnung  nur  eine  ganz  unter- 
geordnete Bolle  spielen,  die  aber  zu  Lacroix's  Zeiten  eine  geradezu 
dominirende  Stellung  eingenommen  haben. 

Der  Leser  wird  sich  der  Schilderung  erinnern,  die  wir  von 
Lacroix's  Differenzenrechnung  gegeben  haben.  Wenn  sie  auch 
unserem  heutigen  Standpunkte  fem  liegt,  so  hat  sie  doch  eine  umso 
ausgedehntere  Wirksamkeit  zu  Beginn  dieses  Jahrhunderts  gehabt. 
Diese  äufsert  sich  nach  zwei  Seiten  hin:  die-  formalen  Eigen- 
Schäften  der  Potenzreihe  interessiren  die  eine,  die  Methoden  der 
Differenzenrechnung  überhaupt  die  andere  Partei  Nur  ganz  wenige 
Namen  seien  angeführt  Die  Anhänger  der  Potenzreihe  betrachten 
eich    als  die   berufenen  Vertreter  der   Lagrange'schen   Ideen   und 

•)  a.  a.  0. 
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breiten  sich  durch  Vermittelmig  des  StraTsbnrger  Professors  Arbo- 
^ast  (Calcul  des  d^rivatioiis  1800)  nach  Osten  aus.  In  Deutschland 
entsteht  eine  ganze  combinatorische  Schule,  die  unter  Anführung 
von  C.  F.  Hindenburg  den  polynomischen  Satz  als  das  ydchtigste 
Theorem  der  Analjsis  bezeichnet.*)  Die  östliche  Grenze  dieser  Be- 
wegxmg  bezeichnet  der  polnische  Philosoph  Wronski,  der  zwar  dem 
prindpiellen  Standpunkte  Lagrange's  nicht  beizutreten  vermag**), 
dafür  aber  umsomehr  das  formale  Element  schätzt,  zu  dessen  Aus- 
bildung Lagrange  die  mehr  oder  weniger  unschuldige  Veranlassung 
gewesen  ist.  Mit  seinem  „Loi  supr^me^^  glaubt  Wronski  die  ganze 
Mathematik  zu  umspannen. 

Mag  man  nun  über  diese  Untersuchungen  denken,  wie  man 
will,  für  uns  genügt  es  zu  constatiren,  dafs  die  combinatonsche 
Schule  die  Lehrbücher  der  Infinitesimalrechnung  eher  gehemmt  als 
gefördert  hat. 

Nicht  so  Ungünstiges  ist  über  die  andere  Bewegung  zu  be- 
richten, die  sich  die  Pflege  der  Differenzenrechnung  zur  Aufgabe 
gemacht  hat.  In  der  That  kommen  hier  auch  andere  als  formale 
Interessen  ins  Spiel.  Wir  haben  eine  algorithmische  und  eine  be- 
griffliche Seite  zu  unterscheiden.  Die  erstere  beschäftigt  sich  mit 
den  Begeln  zur  Bildung  von  Summen  imd  Differenzen  und  mit  der 
formalen  Integration  der  Differenzengleichungen,  d.  h.  mit  dem  Auf- 
steigen von  der  Becursionsformel  zur  independenten  Darstellung.  Sie 
ist  vernünftiger  Weise  nicht  als  Selbstzweck  anzusehen,  sie  ist  viel- 
mehr dazu  da,  die  begrifflichen  Betrachtungen  gelegentlich  zu  er- 
leichtem und  den  Bedürfhissen  des  numerischen  Rechnens  zu  Hülfe 
zu  kommen. 

Der  begriffliche  Teil  untersucht  —  ganz  allgemein  gesprochen 
—  die  Modificationen,  welche  die  mathematischen  Resultate  erleiden, 
wenn  an  Stelle  der  stetigen  Veränderlichen  unstetige  eingeführt 
werden.  Veranlassung  zu  dieser  Fragestellung  könnte  die  Physik 
gegeben  haben;  thatsächlich  aber  hat  diese  auf  die  Differenzen- 
rechnung keinen  directen  Einflufs  ausgeübt,  vielmehr  ist  auch  hier 
das  Bedürfnis  des  praktischen  Rechnens  ausschlaggebend  gewesen: 
Mit  welcher  Annäherung  kann  man  den  Differenzenquotienten  durch 
den  Differentialquotienten,  das  Integral  durch  eine  Summe  ersetzen? 
Die  Interpolation  und  die  mechanische  Quadratur  sind  die  Capitel, 
die  hier  in  Frage  kommen. 

Verfolgen  wir  nun  die  thatsächliche  Entwickelung  der  Differenzen» 


*)  Der  polynomische  Lehrsatz,  das  wichtigste  Theorem  der  ganzen 
Analysis.  Neubearbeitet  von  Tetens,  Klügel,  Kramp,  Pfaff  and  mnden- 
borg.     Zum  Druck  befördert  von  C.  F.  Hindenburg.    Leipzig  1796. 

'**)  H.  Wronski,  Refutation  de  la  thdorie  des  fonctions  analytiqnes. 
Paris  1812.  Eine  Gesamtausgabe  seiner  Werke  wird  von  Dickstein  in 
Warschau  vorbereitet. 
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reclumng,  so  können  wir  die  Thatsache  constatiren,  dals  sie,  soweit 
die  Formeln  ihr  Selbstzweck  sind,  sich  yoUstftndig  yon  Differential* 
und  Integralrecbnung  separirt;  ihre  begrifflichen  Resultate,  welche 
auf  den  Zusammenhang  der  beiden  Qebiete  hinarbeiten,  werden^ 
hingegen  von  den  Lehrbüchern  der  Infinitesimalrechnung  absorbirt. 
Die  Mittelwertsätze  und  der  Taylor'sche  Satz  gehören  in  diesen 
zum  eisernen  Bestände,  die  Lehre  Ton  der  mechanischen  Quadratur 
nicht  zu  den  Seltenheiten.  Freilich  geht  hierbei  das  Bewufstsein 
yerloren,  dafs  diese  Einzelheiten  durch  ein  gemeinsames  Band  ver- 
knüpft sind. 

Damit  soll  natürlich  nicht  gesagt  sein,  dafe  die  Monographien 
über  Differenzenrechnung  nicht  auch  im  Sinne  des  Fortschrittes  sich 
entwickelt  haben.  Schon  Boole's  Finite  Differences  bringen  trotz  ihrer 
Symbolik  den  Zusammenhang  mit  der  Differentialrechnung  wieder 
zur  Geltung.  Einen  weiteren  Erfolg  bedeutet  das  Lehrbuch  von 
Schlömilch,  indem  es  die  Genauigkeit,  mit  der  die  Formeln  der 
Differenzenrechnung  die  der  Differentialrechnung  approximiren,  durch 
Einführung  des  Bestgliedes  abschätzt.  Das  russische  Lehrbuch  von 
Markoff  endlich  —  um  andere  zu  übergehen  —  hebt  wieder  das 
Numerische  nachdrücklich  hervor;  gleichzeitig  interessirt  es  durch 
Tch^bychef's  Verallgemeinerungen  des  G aufs' sehen  Verfahrens  zur 
mechanischen  Quadratur. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zum  dritten  und  vierten  Capitel,  müssen 
uns  aber  dabei  im  wesentlichen  auf  einen  Abdruck  des  in  Braunschweig 
Vorgetragenen  beschränken. 

Drittes  Capitel. 

ArithmetiBOh-syBtemAtiBOhe  Riohtong. 

§  1.    Die  Werke  Lagrange's. 

Li  Lagrange 's  Werken  fällt  schon  äufserlich  das  Überwiegen 
des  Textes  über  die  Formeln  und  die  Eleganz  der  letzteren  aul 
Sodann  kommt  in  ihnen  auch  die  Geometrie  wieder  zu  ihrem  Rechte, 
auf  welche  die  Lifinitesimalrechnung  vielfach  angewandt  wird.  So 
sehr  Lagrange  femer  seinem  ganzen  Standpunkte  nach  an  For- 
meln haftet,  so  wenig  behagt  ihm  überflüssige  Rechnung.  Vielleicht 
ist  es  sein  hieraus  entspringender  energischer  Protest  gegen  die 
Differenzenrechnung,  der  diese  teilweise  in  Mifscredit  bringt  Natür- 
lich findet  sich  in  seinen  Werken  eine  ausführliche  Darlegung  seiner 
Variationsrechnung.  Es  ist  nicht  wunderbar,  dafs  diese  ihre  Haupt- 
leistung in  der  Berechnung  der  ersten  Variation  für  die  allgemein- 
sten Fälle  sucht.  Wohl  aber  ist  es  wunderbar  —  wie  bei  dieser 
Gelegenheit  eingeschaltet  sein  mag  — ,  dafs  auch  die  neuesten 
Lehrbücher  der  Analysis  über  diesen  Standpunkt  kaum  hinausgehen 
und  die  modernen  Kriterien  vermissen  lassen,  die  Weierstrals  und 
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seine  Vorgänger  durch.  Hinzu ziehnng  der  zweiten  Variation  erhalten 
haben. 

§  2.    M^ray. 

Direct  an  Lagrange  knüpft  der  Franzose  M^raj  an,  der 
übrigens  ganz  der  Neuzeit  angehört.  Er  ist  zwar  gezwungen,  den 
Grenzbegriff  —  mindestens  für  die  Functionen  einer  ganzzahligen 
Veränderlichen  —  von  Oauchy  zu  entlehnen,  den  er  bei  der  Zahl- 
nnd  bei  der  Beihenconyergenz  braucht.  Im  übrigen  aber  sieht  er 
die  analytische  Entwickelbarkeit  einer  Function  als  obersten  Grund- 
satz an.  Dieser  mufs  als  selbstverständlich  betrachtet,  und  die  dann 
überflüssigen  Begriffe  der  Stetigkeit,  Differentiirbarkeit  u.  s.  w.  müssen 
über  Bord  geworfen  werden,  um  den  Beweis  für  diese  Behauptung  zu 
erbringen,  leitet  M^ray  geradezu  —  und  hierin  berührt  er  sich  mit 
Weierstrafs  —  die  Cauchy'sche  Functionentheorie  allein  aus  den 
Eigenschaften  der  Potenzreihe  her.  So  steht  die  Lehre  von  den 
Functionen  der  complexen  Variabein  an  der  Spitze;  aus  ihr  folgt 
gleichsam  als  Corollar  die  Lehre  von  der  reellen  Veränderlichen, 
d.  h.  die  Infinitesimalrechnung  mit  ihren  geometrischen  Anwendungen. 

Mit  einem  historischen  Sprunge  nach  rückwärts  wenden  wir 
uns  jetzt  zu: 


§  3.  Canehy  nnd  seine  Sehnle. 

Cauchy's  B4sumä  des  le^ons  donn^es  a  Täcole  polytechnique 
von  1823  und  seine  Applications  du  calcul  infinitesimal  a  la  geo- 
metrie  von  1826  bilden  zwei  ziemlich  dünne  Quartbände,  die  nicht 
nur,  was  die  begriffliche  Schärfe  anbelangt,  sondern  auch  hinsicht- 
lich der  Auswahl  und  Anordnung  des  Stoffes  Muster  für  fast  alle 
folgenden  Lehrbücher  geworden  sind.  Ergänzt  werden  dieselben 
durch  Cauchy's  Cours  d'analyse  von  1821,  namentlich  in  der  Theorie 
der  unendlichen  Beihen.  Bei  Limesbetrachtungen  mit  mehr  Variablen 
enthält  der  letztere  jedoch  mehrfache  Unrichtigkeiten.  In  den  Jahren 
1840 — 1844  wurden  seine  Vorlesungen  von  seinem  Schüler  Moigno 
in  einem  Werke  herausgegeben,  das  zwar  an  Präcision  Gauchy  nicht 
erreicht,  dafür  aber  verschiedene  neuere  Theorien  hinzufügt.  Aus  der- 
selben Schule  sind  im  wesentlichen  auch  der  vierbändige  Cours  von 
Hou6l  und  der  siebenbändige  Traite  von  Laurent  hervorgegangen. 
Beide  suchen  möglichst  alles  zu  bringen,  was  man  in  der  Analysis 
wissen  mufs.  Besondere  Berücksichtigung  finden  die  elliptischen  und 
Ab  ersehen  Functionen  und  die  allgemeine  Functionentheorie.  Die 
Lehre  von  den  elliptischen  Functionen  trägt  hier,  wie  in  der  Begei 
in  den  französischen  Büchern,  den  Charakter,  den  ihr  Hermite  in 
seiner  bekannten  Note*)  gegeben  hai     Die  Abel' sehen  Functionen 
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werden  nach  Biemann  in  der  Art  von  C.  Nenmann  behandelt 
Das  HoaCl'sche  Werk  enthalt  noch  etwas  Vectoranalysis,  das  Lau- 
rent'sehe  auch  die  Li e 'sehen  Theorien. 

§  4.  Die  Weterstrafs'selie  Sehile. 

Die  Litierator,  welche  man  bei  der  WeierstraDs'schen  Schule 
angegeben  findet*),  ist  ja  allgemein  bekannt.  Nnr  die  bekanntesten 
Namen  habe  ich  aofgefBhrt  Ich  weifs  nicht,  ob  man  mir  Becht 
giebti  wenn  ich  sage:  Li  Dentschland  finden  wir  durch  Stolz  das 
gründlichste,  in  Frankreich  dnrch  Jordan  das  yolktändigste,  in 
Italien  durch  Dini  das  weitgehendste  Werk  vertreten. 

§  6.  Peano. 

Im  fünften  Paragraphen  habe  ich  einige  Lehrbücher  von  Peano 
namhaft  gemacht.  Die  Applicazioni  geometriche  operiren  mit  yer- 
änderlichen  Figuren  und  deren  Grenzlagen  xmd  stellen  über  diese 
Sfttze  auf  in  ähnlicher  Weise,  wie  sich  die  Analjab  mit  yeriüider- 
lichen  Zahlen  und  deren  Grenzwerten  yon  jeher  beschäftigt  hat.  Wir 
haben  es  hier  also  mit  einer  beginnenden  Arithmetisirong  der  Geo- 
metrie zu  thun.  Durch  ausgiebige,  aber  maCsrolle  Benutzung  der  Vector- 
analjsis  wird  die  Schwerfälligkeit  yermieden,  welche  in  der  Geometrie 
das  Operiren  mit  einem  bestimmten  Coordinatensjstem  mit  sich 
bringt.  Die  Lezioni  enthalten  ahnliche  Untersuchungen  auch  für  den 
ft-dimenfflonalen  Baum  und  suchen  hinsichtlich  der  Präcision  des 
Ausdrucks  das  ÄuDserste  dadurch  zu  leisten,  da£s  sie  sich  beim  Aus- 
sprechen der  Theoreme  der  Peano' sehen  Begrifisschrift  bedienen. 


Viertes  CapiteL 

Vermittelnde  Bidhtungen. 

§  1.  Die  Caadiy'sdie  Sehile. 

Ich  komme  jetzt  zu  den  vermittelnden  Bichtungen.  Wir  haben 
da  zrmachst  eine  Beihe  von  Werken  Gau chj' scher  Schule  zu  er- 
wähnen, die  zwar  ihren  arithmetischen  Ursprung  nicht  verleugnen, 
aber  gelegentlich  mit  einem  ^  est  clair*^  gefährliche  Stellen  über- 
springen. Sturm  und  Serret  sind  allgemein  bekannt.  Als  eng- 
lisches Seitenstück  zum  Serret  kann  das  vierbändige  Lehrbuch  von 
Price  aufgefafst  werden.  Der  ebenso  glänzend  geschriebene  als 
reichhaltige  Calcnl  von  Bertrand  umfafst  zwei  starke  Quartbände. 
Er  geht  gerade  auf  solche  Dinge  gern  ein,  die  man  in  den  übrigen 
Lehrbüchern  trotz  des  Interesses,  das  sie  beanspruchen  dürfen,   ver- 


*}  VgL  das  VerzeichniB  am  SchlolB   dieses  Berichtes,   anf  das    wir 
wegen  der  einzelnen  Namen  yerweisen. 
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geblich  sucht  Für  Poljtechniker  bestimmt  ist  das  in  seiner  Art 
ausgezeichnete,  aber  abstraete  Compendium  yon  Schlömilch  (1853), 
sowie  die  Differential-  und  Integralrechnung  yon  Kiepert -Stege- 
mann, die  durch  besondere  Berücksichtigung  des  numerischen  Bechnens 
ihrem  Publicum  mehr  entgegenkonmit. 


§  2.   Die  Eklektiker. 

Eine  andere  Methode,  zwischen  den  Ansprüchen  der  Wissen- 
schaft und  den  BedürMssen  des  Lesers  einen  Compromifs  zu  schliefsen, 
ist  die  der  Eklektiker.  In  gewissem  Sinne  gehören  zu  ihnen  alle 
Verfasser  von  Monographieii  über  Differentialgleichungen,  elliptische 
Functionen  u.  s.  w.  Diese  lassen  wir  aber  hier  beiseite  und  be- 
schäftigen uns  lediglich  mit  den  Büchern  über  Infinitesimalrechntmg. 
Unter  Verzicht  auf  einen  vollständigen  Lehrgang  greifen  die  Eklek- 
tiker die  Punkte  heraus,  die  sie  gerade  besonders  interessiren,  und 
die  sie  mit  aller  erforderlichen  Ezactheit  behandeln.  Die  ellip- 
tischen Functionen  lernen  wir  aus  dem  Cours  von  Hermite  noch 
nach  Jacobi,  aus  dem  von  Demartres  bereits  nach  Weierstrals 
kennen.  Picard's  Traitä  belehrt  uns  über  Randwertaufgaben  sowie 
über  die  functionentheoretische  und  gruppentheoretische  Behandlung 
der  Differentialgleichungen.  Kronecker' s  Vorlesungen  wiederum 
tragen  einen  mehr  Dirichlet' sehen  Charakter  und  betonen  u.  a.  die 
Zahlentheorie  und  die  Lehre  von  den  Fouri  er 'sehen  Beihen.  Pasch 's 
Einleitung  trägt  die  gi-undlegenden  Fragen  der  Infinitesimalrechnung 
vor.  Ihr  Ziel  ist,  diese  einmal  mit  möglichster  Schärfe  zu  be- 
handeln; aufserdem  aber  will  sie  dem  Leser  auch  klar  machen, 
wie  man  auf  sie  gekommen  ist.  Die  üngenauigkeit,  die  unserer 
Anschauung  anhaftet,  die  Genauigkeit,  die  wir  von  unseren  Begriffen 
fordern  müssen:  dieser  Gegensatz  wird  in  ihr  scharf  hervorge- 
hoben. Pasch 's  Vorlesungen  über  neuere  Geometrie  können  wir  zu 
den  obengenannten  P  e  an  o' sehen  Lehrbüchern  in  Parallele  setzen, 
insofern  sie  —  wenn  auch  von  einem  anderen  Standpunkte  aus  — 
die  Grundlagen  der  Geometrie  einer  sorgfältigen  Prüfong  unterwerfen. 

Schüler  und  Lehrer  können  auch  in  der  Weise  einen  Pact 
eingehen,  dafs  dieser  den  Gedankenkreis  von  jenem  berücksichtigt, 
sei  es,  dafs  er  die  mathematischen  Begriffe  allgemein  menschlichen 
Vorstellungen  unterordnet  und  sich  so  mit  den  Philosophen  aus- 
einandersetzt, sei  es,  dafs  er  speciell  auf  die  Naturwissenschaften 
sich  bezieht  tmd  mit  den  Physikern  einen  Bund  schliefst. 

§  8.  Philosophiselie  Riehtuig. 

um  mit  den  Philosophen  zu  beginnen,  so  ist  bekannt,  wie 
He  gel 's  Philosophie  die  Zeitgenossen  beherrscht  hat.    Der  Gegensatz 
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Ton  Sein  und  Werden  spielt  in  ihr  eine  grofse  Bolle.  DemgemiSiB 
setzt  SneU  auseinander,  wie  die  Differentialrechnung  das  Werden 
beherrscht,  während  die  Integralrechnung  das  Gewordene  bezeichnet. 
Das  ßystematisirende  der  He  geloschen  Log^ik  ruft  femer  den  Hang 
hervor,  aus  allgemein  philosophischen  Prämissen  die  einzelnen  Re- 
sultate der  verschiedenen  Wissenschaften  zu  deduciren.  Hiermit  in 
Verbindung  bringen  wir  Ohm 's  Versuch  eines  vollkommen  consequen- 
ten  Systems  der  Mathematik  und  Duhamel's  Sciences  des  raisonne- 
ments.  P.  duBois-Reymond  fragt  in  seiner  Allgemeinen  Functionen- 
lehre:  Hat  der  Idealist  Recht,  der  die  Existenz  eines  genauen  Maises 
behauptet,  oder  der  Empirist,  der  sie  leugnet?  Sein  Resultat  ist  —  wie 
ich  mich  ausdrücken  möchte  —  eine  pdsitive  Skepsis:  Beide  haben 
Recht.  Das  Ergebnis  kann  uns  nicht  Wunder  nehmen;  denn  in 
letzter  Instanz  entscheidet  über  Wirklichkeit  oder  Nichtwirklichkeit 
von  irgend  etwas  schliefslich  doch  nur  der  umstand,  ob  sich  dieses 
Etwas  widerspruchsfrei  in  unsere  übrigen  VorsteUungen  einordnen 
läfst.  Statt  zu  erörtern:  Giebt  es  einen  Grenzwert?  fassen  wir  daher 
mit  Kerry  das  Problem  lieber  psychologisch  und  fragen:  Welche 
psychologischen  Momente  haben  ims  zur  Bildung  des  Grenzbegriffes 
geführt?  Kerry  antwortet:  Ebenso  wie  der  Mathematiker  von  der 
Zahl  ausgehend  sich  seinen  Grenzbegriff  construirt,  so  bilden  wir 
auch  auf  vielen  anderen  Gebieten  aus  bereits  vorhandenen  Begriffs- 
reihen  durch  fortwährendes  Idealisiren  Grenzbegriffe  und  setzen  aus 
diesen  wieder  Grenzurteile  zusammen. 


§  4.   Physikalisehe  RiektvDg. 

Die  Hinzuziehung  der  Physik  ist  für  Lehrbücher  der  Infinitesimal- 
rechnung von  einem  glücklichen  Erfolge  begleitet  gewesen.  Bücher 
vom  Typus  Autenheimer  und  Fuhrmann  entlehnen  der  Natur 
Übungsaufgaben.  Das  Werk  von  Nernst  und  Schoenflies  trägt  die 
Elemente  der  analytischen  Geometrie  und  der  Infinitesimalrechnung 
unter  Bezugnahme  auf  die  Vorstellungen  der  physikalischen  Chemie 
vor.  Das  holländische  Buch  von  Lorentz  hat  einen  ähnlichen  Cha- 
rakter, geht  aber  von  rein  physikalischen  und  mechanischen  Problemen 
aus  und  führt  mathematisch  wesentlich  weiter.  An  die  Kreise  der 
Techniker  wendet  sich  das  mathematisch  ganz  elementar  gehaltene 
englische  Lehrbuch  von  Perry,  Calculus  for  engeneers.  Cournot's 
Th^rie  des  fonctions  und  der  ausführliche  Cours  vonBoussinesq  sind 
wieder  mehr  mathematisch  und  stellen  sich  ein  bedeutend  höheres 
Ziel  als  die  bisher  genannten  Autoren.  Es  gilt  dies  einmal  vom 
Inhalt.  Man  findet  z.  B.  bei  Cournot  kurz,  bei  Boussinesq  recht 
eingehend  die  partiellen  Differentialgleichungen  der  Physik  be- 
handelt. Sodann  aber  suchen  beide  —  was  die  Ariümietisimng 
anlangt  —   den  Leser    nicht  auf  dem   naiven  Standpunkte  zu  er- 
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halten,  Bondem  erläutern  gerade  unter  Zuhülfenahme  geometrischer 
und  physikalischer  Anschauungen  diejenigen  Punkte,  bei  welchen  nach 
den  Erfahrungen  der  Arithmetiker  besondere  Vorsicht  geboten  ist. 
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(1886-1891). 

§  4.  Me  WeientraTs'flehe  Sehde. 

1.  In  Deutschland:  Hamack  (1881),  Lipschitx  (1877)  und  Stolz 
(1898—1896).  —  2.  In  Frankreich:  Gilberfc  (1872),  Tanneiy  (1886)  und 
Jordan  (1898—1896).  —  8.  In  Italien:  Genocchi-Peano  (1884),  Pascal  (1895) 
und  Dini  (1878). 

§6.  Feano. 

1.  Applieasioni  geometriche  (1887).  —  2.  Lesioni  di  analin  infinite- 
simale (1893). 

IV.  Capitel.    Vermittelnde  Biohtimgen. 

§  1.   Die  Caiehy'sehe  Sehvle. 

1.  Sturm  (1867)  uud  Seiret  (1868).  —  2.  Bertrand  (1864—1870).  — 
8.  Schloemilch  (1868)  und  Kiepert- Sfcegemann  (1892—1894). 

§  2.  Die  Eklektiker. 

1.  Hermite  (1878)  und  Demartres  (1892).  —  2.  Picard's  Trait^ 
(1891 — 1896).  —  8.  Pasch's  Vorlesungen  über  neuere  Geometrie  (1882)  und 
Einleitung  m  die  Differential-  und  Integralrechnung  (1882).  —  4.  Kro- 
necker's  Vorlesungen  über  Integrale  (1894). 

§  3.  Fhilosophiseke  Riehtnng, 

1.  Anknüpfend  an  Hegel:  Snell  (1846—1861),  Ohm  (1828—1862); 
Duhamel  (1866)  —  2.  Skepsis  bei  P.  du  Bois-Beymond  (1882). 

§  4.  Physikaliseke  Ricktuig. 

1.  Autenheimer  (1887)  und  Fuhrmann  (1888—1890).  —  2.  Kemst- 
Schoenflies  (1896),  Lorentz  (1882)  und  Perry  (1898).  —  3.  Coumot  (1841). 
—  4.  Boussmesq  (1887—1890). 
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